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I BOB. XATG:.iK NAZARIYASI

1.1-§. Xatoliklar manbayi va klassifikatsiyasi

Ixtiyorty matematik masatani sonli yechishda biz aniq yechimga
ega bo‘lmasdan, balki yechimni u yoki bu darajadagi aniglikda topa-
miz. Demak, natijadagi xatolik gqanday hosil bo‘lganligini aniglash
lozimdir.

Har ganday matematik masalaning go‘yilishida turli migdorlar
(parametrlar) qatnashadi. Bizni gizigtirgan yechimni topishimiz uchun
masaiada gatnashuvchi parametrlarning qiymati berilgan bo‘lishi
kerak.

Misol uchun,

¥=fixy)

differensial tenglamaning konkret xususiy yechimini topish uchun
¥{x4)=», — boshlang'ich shart berilgan bo‘lishi kerak. Bundan tash-
gart, differensial tenglamaning o‘ng tomom f(x,y) ba’zi para-
metrlarga bog'liq bo‘lsa, ulaming giymatlari ham berilgan bo‘lishi
shart. Berilgan masalaning bizni qizigtirgan vechimini topish uchun,
masalada gatnashuvchi barcha parametrlarnl dastlabki ma’lumotlar
deb ataymiz. Tabiiyki, topilishi kerak bo‘lgan (bizni giziqtirgan)
yechim dastlabki ma’lumotlarning funksiyasi bo‘ladi. Ko‘pincha
dastlabki ma’lumotlar yoki tajribadan, yoki biron-bir boshga masalani
yechishdan hosil bo‘ladi. Har ikki holda ham dastlabki ma’lumot-
larning aniq qiymatiga emas, balki uning taqribly qiymatiga cga
bo‘lamiz. Shuning uchun dastlabki ma’lumotlaring berilgan har bir
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natijaga ega bo‘lamiz va natjaning aniqligi dastlabki ma’lumot-
larning aniqligiga bog'‘liq bo‘ladi.

Anig yechim bilan taqribiy yechim orasidagi farq xato deyiladi.
Dastlabki ma’lumotlarting noaniqligi natijasida hosil bo‘lgan xato
yo 'qotifmas xato deyiladi. Tabiiyki, bu xatolik berilgan masalani
yechuvchiga bog‘liq bo‘lmay, to‘la-to‘kis berilgan ma’lumotiaming
anigligiga bog‘ligdir. Agar boshlang‘ich ma’lumotlarning aniqligi
ma’lum bo‘lsa, matematik masala yechimining xatoligini baholay
bilish kerak.

Ma’lumki, ba’zi matematik ifodalar tabiat hodisalarining ozmi-
ko‘pmi ideallashtinlgan modelini tasvirlaydi. Shuning uchun tabiat
hodisalarming aniq matematik ifodasini (tenglamalarim, formulasini)
berib bo‘lmaslik bois, natijada xato kelib chiqadi. Bundan tashgari,
biron masala aniq matematik formada yozilgan bo‘lsa va uni bu
ko‘rinishda yechish mumkin bo‘lmasa, u holda bu masala unga
yaqinroq va yechish mumkin bo‘lgan masalaga almashtinladi. Buning
natijasida hosil bo‘ladigan xato merod xatoligi deyiladi.

Boshlang‘ich berilgan masala sonli yechilishi muwmkin bo‘lgan
masalaga almashtirilgan bo‘lsa va, hatto, boshlang‘ich giymatlar aniq
bo‘lsa ham aniq yechimga ega bo‘la olmaymz. Bu holat quyidagicha
izohlanadi: birinchidan, masalada turli irratsional sonlar gatnashishi
mumkin, tabuyki, ulami taqribiy qiymatlariga almashtiramiz;
ikkinchidan, hisoblash jarayonida oraliq natijalar yaxlitlanadi.
Hisoblashlar jarayonida hosil bo'ladigan xatolik hisoblash xatoligi
deyiladi.

Shunday qilib, yechimning fo 7ig xatoligi, ya'ni berilgan masa-
laning aniq yechimi bilan amalda topilgan taqribiy yechim orasidagi
farq yo‘gotilmas xato, metod xatoligi va hisoblash xatoligidan iborat
bo‘lar ¢kan.



1.2-§. Absolut va nisbhiy xatolar

Agar A — biror migdormng aniq qiymati bo‘lib, ¢ uning ma’lum
taqribiy qiymati bo‘lsa, v vaqtda o sonning ahsolut xatoligi deb
&a:[ A—a| ga aytiladi. Absolut xatolik faqat nazariy ahamiyatga
egadir, chunki ko‘pincha biz 4 ning qiymatini bilmaymiz, shuning
uchun Ag ni ham bilmaymiz. Le¢kin Aa ning o‘zgansh chegaralarini
ko‘rsatishimiz mumkin. Bu chegaralar taqribly a sonni topish usuli
bilan aniglanadi. Masalan, biz o‘lchashni oddiy chizg“ich bilan
bajarsak, absolut xatolik, odatda, 0,5 mm dan oshmaydi, agarda shu
ishn  shtangensirkulda bajarsak, absolut xatolik 0,1 mm dan
oshmaydi. |

Absolut xatodan kichik bo‘lmagan har ganday songa tagribiy a
sonning absolut limit xatosi A{a) deb aytiladi. Bu ta’rifdan
| A-a|sA(a), bundan esa a—A(a)s A< a+ Afa) kelib chigadi.

Absolut xato va limit absolut xato hisoblash xatoligini baholash
uchun vyetarli emas. Misol uchun, ikkita og‘irlik olchanganda
my=100,2g+0,2 g va m,=12,6+0,2 g natijalar hosil bo‘lsin, bu yerda
har ikkalasida limit absolut xatolik bir xil bo‘lishidan qat’i nazar
birinchi o‘lchash ikkinchi o‘lchashdan ancha aniqdir. Aniglikni
yaxshiroq baholaydigan tushuncha kiritamiz,

Absolut xatoning taqribiy sonning absolut qiymatiga nisbati
taqnibily sonning nisbiy xatosi da deb aytiladi:

Sa*——%.
a]

Xuddi yuqoridagidek Zimit nishiy xato 5(a) wshunchasi kiritiladi:
8(a)="12
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Limit nisbiy xatolik yordamida A son quyidagicha yoziladi:
A=a(1£8(a)).

Bundan keyin biz limit absolut xato va limit nisbiy xatoni qisqacha
absolut va nisbiy xato deymiz. Absolut xato ismli, nisbiy xato ismsiz
migdordir. Odatda, nisbiy xato protsentlarda yoziladi.

Sonning ifodasidagi (yozilishidagi) chap tomondan birinchi noldan
fargli raqamidan boshlab barcha raqamlar va saglaniigan razryadlami

bildiruvchi oxirgi nollar tagribiy sonning ma noli ragamiari deyiladi.
Agar Aa < 121'3“"'”+l tengsizlik bajarilsa, u holda tagribiy

a=c,, 10" +o,, 100" 4+ 0 AT

senning bitinchi » ta ma’noli raqami ishonchii raqamiar deyiladi.

Taqribiy son a ning ishonchh raqamiari soni bilan uning msbiy
xatoligi orasida quyidagi

Saﬂ—l—(—l—m-‘
o, V10

bog lanish mavjud.

Ishoti. Taqribiy a son » ta ishonchli raqamga ega bo‘iganligi uchun
uning ko'rinishi quyidagicha bo‘ladi:

a=0,, 107 v, 107 4 Oyt 1™ 4,
bu yerda o, >1.
1 =n+l
Aa=—10""""
=7
bo‘lib, bundan
1 wmi—n+l
za——-10
Aza 3
bo‘ladi.

a ni undan katta bo‘lmagan ,-10" songa almashtirsak, bu

tengsizlik yanada kuchayadi:



m—n+\ m 1
Aza,, - 10" -—40 —10 (Za_ ?ﬁ?‘:‘) 0

Bu tengsizlikning o*ng tomoni #=1 da eng kichik qiymatga eg
ho‘ladi, shuning uchun

Lo
4= -107(20,, -1}, 0
po'ladi. 20, —1=at, + (&, ~1)2a,, ligidan

AE%QWH}"’
kolib
| [
5510 _ (L)H
[a[ &, L 10

a’kid o‘rinliligt kelib chlqadt.
Natija 1. Taqribiy a sonining limit nisbiy xatoligi de},

oo

@)
ni olish mumkin, bu yerda a,, # 0 bo‘lib, a tagribiy sonning bisinch
ma 'noli ragami.
Natija 2. Agar tagribiy a sonning ishonchh ragampy; g Kid
katta bo‘lsa, amaliyotda

;A
=5~ 1) 4

Jdeb olish o‘minli.

Hagigatan, (1) da ishtirok efuvchi

1 .
107 sonnt e Uborga olmasy
nant bo‘ladi. U holda

Az%-]ﬂ’”-z-um o, - 10"

he'lib, bundan



bo‘ladi.
1.3-§. Funksiya xatoligi

Faraz qilaylik, uzluksiz differensiallanuvchi
u= f(x,x,..x,)

funksiya argumentlarining taqribly qiymatlari X, va ularaing absolut
xatoliklari AX;, i=1,2,..,n ma’lum bo‘lsin. Berilgan funksiyaning
limit absolut A7 va limit nisbiy §# xatoligini topishat ko‘raylik.

Bu masalani hal etish uchun quyidagi shartlar o‘rinli bo‘lishligini
tatab etamz:

1. Qaralayotgan sohada f uzluksiz differensiallanuvehi bo‘lib,
xususiy hosilalari sekin o“zgaruvchi bo‘lsin.

2. Argumentlarning absolut xatoliklari aytarli katta emas, nisbiy
xatoliklari yetarlicha kichik bo‘lsin.

tJ holda Lagranj formulasiga ko‘ra

U= = [(X,X0,00,X, )~ F(X,%,,..,%, i YE) (x, = X)),

i=l ax!
bu yerda &=(§.,5,,....5,) esa (x,x,..x,) va (X.%,..X,)

nuqtalarni birlashtiruvchi kesmaga tegishli gandaydir nugta.
) ni of (x) ga

ox; o,

Funksiyaga qo‘yilgan birinchi shartlarga asosan,

almashtinish mumkin:

iaf(x) (%~ %).



Bundan

aiy=Y L A,
i=i i
Endi mishiy xatoligini chigaramiz:
of (x)
— A _ & o —
o
= gﬁ}l ()-
Bu formulaning quyidagicha ko‘rinishi ham ishlatishadi:
o (%) U (@)
i 6" (%
3(ir) = Z\-—— A(X,) = Z|x| e 3,

Bobga tegishli tayanch iboralar: yo'qotilmas xato, metod xatoligi,
hiscblash xatoligi, to‘liq xatolik. Taqribiy son, absolut xatolik, nishiy
xatolik, limit absolut xatolik, limit nisbiy xatolik, ma’noli raqamiar,

ishonchli ragamlar, funksiya xatoligi.

Savollar

i. Yo'qotihnas xato, metod xatoligi va hisoblash xatoligi tushun-
chalarini izohiang.

2. Hisoblash jarayonida hosil bo‘ladigan to'liq xatolik nimalardan
iborat bo‘ladi?

3. Taqribiy sonning absolut, nisbiy xatoliklarini ta’rifini ayting.

4. Limit absolut xatolik va limit nisbiy xatolik ta’rifini ayting.

5. Taqgritny sonning ma’noli va ishonchli ragamlarni ta’rifini ayting,

6. Taqribiy sonning ishonchli ragamlari soni bilan uning nisbiy
xatoligi orasidagit bog‘lanishni isbotlang.

7. Funksiyaning limit absolut va limit nisbiy xatoliklari formulasing
chigaring.



Misol 1. p=sinx funksiyaning x ning aniq qiymatidagi limit
absolut xatohigini aniqlang.
Yechish. Ma’lumki, berilgan funksiyani x ning darajatari bo‘yicha
Teylor gatoriga yoyilmasi quyidagicha:
2k+] I P 2k

= <1 = 3 _— kX =ATmm—T = - -
yosms Ea( Vo= wt st O aamt

y=sinx ning taqribiy qiymatini hisoblash uchun bu gatorda chekli
miqdorda hadlarini olish kifoyadir, ya'm
2k+]

. « L L
v =(sinx) —EO( 1) T

Bu yaginlashuvchi gatorning absefut xatoligi
|x|2n+3

_— * <
-yl (2n3)!
ekanhgi bizga ma’lumdir. Demak, limit nisbiy xatolik

lxlzfﬁ.?r

(2r+3)!

Ay)=

ga teng bo‘ladi.

Misol 2. Quyida berilgan
[ 2x+ y=0,
110‘5“ y=1
tenglamalar sistemasini o‘nlik sanoqg sistemasida to‘rtta ragam anig-
ligida amallami bajaravchi kompyuterda yeching,
Yechish. Qo'l ostimizdagi kompyuterda sonlar 0, x;x,x;x, - 107
ko‘rimishda ifodalanadi, bu yerda: 0<x, <9, i=1,2,3,4. Bernlgan
sistemaning aniq yechimi:

100000 o 4000975, 5= 200000

20001 so0001 ~ 1799995

10



Ikkinchi tenglamadan
x=10"y -10°
ga ega bo‘lamiz. Birinchi tenglamadan (2-10° + )y = 2-10° ekanligi
kelib chigadi yoki 0,200001-10° y=0.2-10° bo‘ladi. Noma'lum y
oldidagi koeffitsiyent bizning kompyuterda 0,2000- 10° ko‘rinishda
ifodalanadi. Hisoblashlardagi yaxlitlash evaziga shu ko‘rinishga ega
bo‘lamiz, natijada y=0,1-10' =1 bo‘lib, x = 0 ga ega bo'lamiz.

Ishlatilgan algorttm aqglbovar qilmaydigan xatoliklarga olib kelsa,
bunday algontinlar sonli noturg ‘un deb ataladi.

Misol 3. Agar m soni o'rniga 3,14 desak, limit nisbiy xatohk
ganday bo*jadi?
Yechish. o.,, =3 va n =3 bo‘lganligi uchun (4) formulaga ko‘ra,
Pyt
50=35(5) = e
bo*ladi.

Misol 4. a=+/22 da nechta ragam olsak, nisbiy xatolik §a=0,001
bo*ladi? |

-]
Yechish. da < I—(L) formuladan foydalanamiz. a= J22 ning

o, 10

birinchi raqam: o, =4 va 8a = 0,001 bo*lganiigi uchun

!
< 0,001
410!

bo‘lib, bundan 16" = 250, # > 4 bo'ladi.

Agar +22 da 4 ta ragam olsak, uning nisbiy xatoligi 0,001 bo‘ladi.

11



Misol 5. @ = 24253 tagnibiy sonning nisbiy xatoligi 0,1% bo‘lsa,
uning nechta raqami ishonchli bo‘ladi?

0,1%

Yechish. Ba=-2=0,001, Aa=q-8a=242530,001=243=2,43. (0,

[£]

Aaé%lﬁ"’”"""' bo‘lsa, a somining birinchi » ta ma’noli ragami
ishonchli bo‘lar edi. Bu verda m=4 bo‘ilganligi uchun
2,43-105%10“'”*1 dan n=3 desak bo‘ladi. Berilgan sonni

a=1243-10° deb yozish magsadga muvofigdir.

Misol 6. Agar x;=12,2 va x, =73,56 bo'lib, ulardagi barcha
ragamlar ishonchli bo‘lsa, U = X X, ko‘paytmada nechta ishonchli
ragam bo‘ladi?

Yechish.

AGG) =103 =0,05, A(x,) =101 =0,005.

A(n) , Alxg) _ 005 0,005
* x, 122 7356

Bundan, §(u) = =0,0042, u=897,432

bo‘lib, A(u) = u- 5(x) = 897,432.0,0042 = 3,6 bo‘ladi, A < %10’"“"*‘

tengsizlikda m =2 bo‘lib, n=2 ekanligi kelib chigadi. Demak «
kamida 2 ta ishonchii ragamga ega va uni ¥ =874+4 deb vozish
maqsadga muvofiqgdir.

Misel 7. Agar shar diametri 4 = 3,7 sm+ 0,5 sm bo‘lsa, shar hapmi
V= -é—nda ning limit absolut va hmit nisbiy xatoligi ganday bo‘ladi?

, 2] S I
Y , - = -
echish o d’ =8,44,

1 o 1
6 od

= _nd?=215.
2

12



A(V)= | ‘[a |+l ||Ad| 8,44-0,0016+ 21,5- 0,05 =
=0,013+1,075=1,088, A(¥) =11 sm’.

Demak, V:%naﬁ =27,4sm° £ 1,1 s,

5(V)a‘-2%%_0039? 0,04, 8(V)=4% .

Javoh: A(V)=11sm>, 8(5)=4%.

Misol 8. To‘g'n to‘rtburchakning tomonlart a=5m, d~200m
bo‘lsin. A(S)=1m’ dan oshmasligi uchun A(a)=A(d) qanday

bo*lisin kerak?
Yechish. |
S=ab,ASY=b-A(@)+a A(B)= A(aXa+b).
_AS)_
Ala) = b =703 < 0,005, A(g)=5mm.

Javob: A(a)=A(b)=5mm.

Misollar.
U= f(x,x,,x;) funksiyada x =548; x,=2,45; x;=0,863

bo‘lib, Ax, =0,02; Ax, =0,01; Ax, =0,004 bo'lsa, U funksiyaning
absolut, nisbiy xatoliklarini va uning limit absolut, limit nisbiy xato-
liklarini hamda ishonchli raqamlarini toping.

1.U=x*‘xg+ 4‘U=M+
48x, 4
XX XX
2. U= J' E 5.0 =%
X3
Tl I2 II?"IE
3.U= 6. U = ,
48'[3 .1‘3

13



g U =310
. -
9. U=YHT
A3 ’
10. & = (272
x

14,

i5.

16.

17.

18.

19,

20.

14

U= "E](xa,—xlj
JI'_!
U .rl"‘xi
:,],r1+x3
7= hT
Xy txy
U:{Iﬁx:ﬂ.)
2—1'3
4.13



1I BOB. FUNKSIYALARNI YAQINLASHTIRISH

Funksiyalarni yaginlashtirish masalasining go‘yilishi

Funksiyalami yaqinlashtirish masatfasi qo‘yilgan talabga (shartga)
garab turlicha bo*ladi. Hisoblash matematikasida keng qo‘llaniladigan
usullardan ba’zilarim eslatib o‘tamiz. Xususan, interpolyatsiyalash,
o'rtacha kvadrattk ma’noda yaqinlashtirish, tekis yaqinlashish va
splayn yaginlashish. Interpolyatsiyalash funksiyalami yaqinlashtinish
nazariyasida olingan natijalami funksiya jadvalini zichlashtirish, sonli
differensiallash va integrallash, matematik fizika masalalarining

to‘rdagi analogini qurishda keng qo‘llaniladi.
2.1-§. Algebraik interpolyatsiyalash masalasining qo‘yilishi

[a,b] oraligda tuli #n+1 ta x,, k=0l..,n nugtalarda f(x)
funksivaning qiymatlari f(x, ), £ =0,1,...,n berilgan bo‘lsin. Darajasi
n ga teng shunday

Li{ix)y=ay+ax++ax" (1)
algebraik ko‘phad qurilsinki, u
ag+tax, +-+ax”=f(x), k=01,.n (2)
shartlarni ganoatiantirsin.

(1) chizigh algebraik tenglamalar sistemasining determinanti

Vandermond  determinantidir, u noldan farqli, chunki x,
k =0,1,...,n lar turli. Demak, (1) ko‘phadning keeffitsiyentlari {2) dan
bir giymatli ko‘rnishda topiladi.

15



L(x)=f(x), i=0,1,...,n (3)
shartni ganoatlantiradigan L (x) ko‘phad f(x) funksiyaning {x,. };}

tugun nugtalar yordamida qurilgan interpolyatsion ko ‘phad deyilad,
Bu interpolyatsion ko‘phadning ko‘proq ishlatiladigan ko‘rinishi -
Lagran) formulasini keltiramiz. Unit quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

L(x)= E B (x) £ (%,) )
(3) ga asosan
g B (Nf(x)= £(x), i=01,.n

bo‘ladi.
Bu munosabatlar o‘ninli bo‘lisht uchun &, (x) funkstyalar quyidagi

shartiarmi bajarishi kerak:

[0, i=k
b b=
() il, i=k, i=01,..n

Bulardan ko‘rinib turibdiki, har bir 4,(x) [a,b] da n tadan kam
emas nolga ega bo‘ladi. Biroq L,(x) darajast » ga teng bo‘lgan
algebraik ko‘phad bo‘lganligi uchun b, (x) ning darajasini # ga teng
ko‘phad ko‘rinishida izlash magsadga muvofigdir. Um quyidagicha

yozamiz;
b (x)= A (x—x )x— %) - (x—x_ Jx— %)) (x—x,).
b, (x,) =1 shartdan
A7 = 00 =)0 = %)) (x, —~x,_ W, =X ) (x, ~x,)
kelib chigadi. Agar ® _ (x)= ]1“ (x—x)deb olsak, o, (x,)= A"
bo‘ladi va (4) ko‘phad - _

16



L=y —2= ) )

ka0 (X=X, ) ﬂ)m: {x)

ko‘rinishga ega bo‘ladi va uni Lagranj interpolyatsion ko ‘phadi

deyiladi. (5) dagi — 22X yoohad interpolyatsiyalashning

{(x—x. }o,,, |r (x;)

Jundamental ko ‘phadlari deyiladi, ba’zan uni x, nugtaning ta’sir
etuvchi ko‘phadi deb ham aytitadi.

2.2-§. Interpolyatsiyalash xatoligi

Biz f{x) funkstyani interpolyatsion L (x) ko'‘phadga almash-
tirganimizda
n,(x)= f(x}-L.(x),
xatolikka yo'l qo‘yamiz. Bu interpolyatsivalash xatoligi deyiladi.
Tugun nugtalarda xatolik nolga teng, [a,b] ga tegishli ixtivoriy x
nugtadagi ifodasini topamiz va baholaymiz. Buning uchun quyidagi
funksiyani qaraymiz:

o(z)=f(z)- L (2)- Ko, (2) (1)
bu verda ze [a,b], K — o'‘zgarmas va
®,,{(2)=(z-x Nz—x)-{(z~x,). (2)
{Ddagi o‘zgarmas K ni ¢(x) = 0 shartdan topamiz:
x=L9-L™ 3)
©,,41(X)

f(z) funksiya [a,b] da n+1 marta uzluksiz differensiallanavchi
bo‘lsin deymiz. ¢(z} funksiya [a,b] da »n+2 ta nugtada nolga teng,
ular x,Xg,X.....x,- Roll teoremasiga asosan, ¢'(z) [a,b] ga tegishii
n-+1 ta, ¢"(2) » ta nolga ega bo‘ladi' va Htrkaéo oV (z) [a.b] da

1750000
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kamida bitta nolga ega bo‘ladi, ya’ni ¢"""""(&)=0,te[aq,b]. (1) dan

n+ 1 marta hosila olib, z =& desak, quyidagiga ega bo‘lamiz:

fTPE) =K (n+ 1)) (4)
(3) va (4) dan
1= 1,0 =L )
kelib chigadi. Bundan
/G- L, (0} ¢ l), (%) (6)

bahoga ega bo‘lamiz, bu yerda M, —sup‘ f "‘"”}(x}‘
a -.‘r]

2.3-§. Nyuton inferpolyatsion ko‘phadi

Bizga [aﬁb] da aniglangan f(x) funksiyaning [a,b] ga tegishli
turli { x, },  nuqtalarda giymatlari ma’lum bo‘Isin.
Quyidagicha aniqlangan
f(xx, )= 20T oy e,

X1 —X;

miqdorlar birinchi tartibli ayirmalar nisbati deyiladi, ular yordamida
aniglangan

RACTE NS WY b S X))/ i) oy n—2

Fip2 Y

miqdorlar ikkinchi tartibli ayirmalar nisbati deyiladi.
Yugon tartibli ayirmalar nisbati ham shunday aniqlanadi, masalan,
k-tartibli f(x, X, X ) V& f{X, X, 200 Xy ) Ayirmalar nisbati

ma’lum bo‘lsa, (k +1)-tartibli ayirmalar nisbati
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Xivk+1 ¥
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aniqlanadi, i=0,1,..,n—-k-1.

Ayirmalar nisbati quyidagi xossalarga ega.

1-xossa, Algebraik yig‘indidan olingan ayirmalar nisbati
go‘shiluvchilardan olingan ayirmalar nisbatlarining yig'indisiga teng.

2-xossa. O‘zgarmasni ayirmalar nisbati belgisidan tashganga
chtgarish mumkin.

3-xossa. Ayimmnalar nisbati o'z argumentlariga nisbatan simmetrik
funksiyadir.

4-xossa, m-darajali algebraik ko‘phaddan olingan k-tartibli ayir-
malar nisbati, agar k >m bo‘lsa nolga, k=m da o‘zgarmasga va
k<m bo‘lsa argumentlariga nmishatan (m—k)-darajali simmetrik
birimsh ko‘phadga teng.

Interpolyatsion ko‘phad L {x) ning boshqa formasini chigaramiz.
Buning uchun Lagranj interpolyatsion ko‘phadi L, (x) dan x, nugtani
ishtirok ettirib, birinchi tartibli ayirmalar nisbatini olamiz:

L,,(I,xu) — Ln(x)*l‘n(xﬂ}

X=Xy

L

bundan
L(x)=L (x)+ L (x,x,)x—x;) (1)
hosil bo’ladi.
Endi x; nuqtani qo‘llab,

Lﬂ‘ {x,xn )_L,j (xn ,x'l )
xX—X

L, (x,x,,x)=

ni hosil qilamiz. Bundan
L (x,x5) =L (x5,%)+ L,(x,%, 5 )(x~x,) (2)
bo‘ladi. (2) va (1) dan csa
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L(x)=L,(x)+ L (x0,2 0x~x)+ L (x,%5, X {x—x)(x—x,}) (3)
hosil bo‘lad:,
Mana shu yo‘l bilan ketma-ket hamma nugqgtalarmni go‘liab,
L (x) dan ayirmalar misbatini topamiz va natijjada quyidagiga ega
bo‘lamiz:
L, (x)=L,(x) + L(xp,x 0x~xp) +
+ L (XX, X, (x— x Hx~x)+ ...+ @
+E (g XX, X=X M x— x5} (x—x,_ )+
+ L, (X, Xy X5 s K X — XK HE— ) (X — )
L, (x) ko‘phadning darajasi n ga teng bo‘lganligi uchun 4-xossaga
asosan
L{x,x,%,..x,}=0
bo‘ladi va L (x.)=f(x;}, k=0,1,..n ekanligmi e&’tiborga olsak
(4) ifoda quyidagi ko‘rinishga keladi:
L (x)= fxg )+ f (%, 2 Mx—x )+ f (%, 2,00 x— 2o X — 2 )+ ...
+ O, X ey X N =X WX —X ) =X, ).
Agar x;<x <..<x, bo‘lsa, (5) ifodani Muutonning oldga

(3)

interpolyatsivalash formulasi deyiladi,

Agar interpolyatsiyalashga tugun nugtalammi x, >x,_, >..>x, > x,
tartibda jalb qilsak, Nyutonning ortga interpolyatsivalash deb
ataluvchi
L(x)=f(x)+ f(x,x, Jx—x )+ f(x,x X, ) Hx—X Xx—x,,)+... 6)

F (X2, s XX —2) (X~ X,).
formulasiga ega bo‘lamiz.

Interpolyatsiyalash xatoligi
%, (x)=f(x)-L,(x),
ekanligini nazarga olsak, u holda (4) dan
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L (x)= %, X, Hx—x, Hx—x)---(x—x.)
ckanligiga ishonch hosil gilamiz, Bundan, o*z navbatida,

y= L)

Flx,xy0%,)= D

hosil bo‘ladi.

Interpolvatsion ko‘phadning Lagran) hamda Nyuton formasi bilan
tanishdik, ular vyagona Kko‘phadning vyozlishi jihatdan ikki xil
ko‘rinishidit.

Nyutonning (5) interpolyatsion ko‘phadi /(x) funksiya uchun

Y
F)=F () + (x = x, ) (%) + & 2oL ()4t

(x=%0)" o(m) e,
* n! S xR+ (1) (x—x)

Teylor formulasining ayirmali analogidir.

Agar tugun nuqtalar berilgan bo‘lib, bir nechta funksiyani
interpolyatsiyalash lozim bo‘lsa, interpolyatsion ko‘phadni Lagranj
formasini ishlatish, bordi-yu bitta funksiyani interpolyatsivalashga
tugun nugtalarni  ketma-ket jalb qilish talab etilsa, Nyuton
interpolyatsion formulasini ishlatish maqgsadga muvofigdir, chunki
hisoblash jarayoni ancha kamayadi.

rn

Agar {x} . - interpolyatsiyalash tugun  nugtalari
x, =X, +k&h, k=0,1,..,n ko‘rintshda bo'lsa (funksiya jadvalini tu-
zishda ishlatiladi} va ulami interpolyatsiyalashga jalb etish tartibi be-
rilishiga qarab iterpolyatsion ko'phadning turli formalari kelib chi-
qadi. Bu holda interpolyatsion ko*phad ifodasida boshga miqdorlar --
funksiyaning cheklr ayirmalari ishtirok etadi.

Faraz qilaylik, y= f(x) funksiyaning # qadam bilan x, = x, + &h,
nuqgtalarda f(x,) qiymatlari berilgan bo‘lsin, £=0,1,...,n.
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Quyidagicha aniglangan
Sia—fe =M, k=01,..n-1
miqdorlar birinchi tattibli chekli  ayirmalar deyiladi. Xuddi
shuningdek, yugori tartibli chekli ayirmalar aniglanadi:
A" = AAT Y= AT A AT L k=0,), n-m ]

Ayirmalar nisbati bilan chekli ayirmalar orasida quyidagi
bog lanish mavjuddir;

F Xy s Ks) = *j;f,% %)
buyerda A=x,,,—x,, k=0]1.,n-1.

Nyutonning oldga (5) va ortga (6) interpolyatsion formulasida
gatnashuvchi ayirmalar nisbatini (7) ga asosan chekli ayirmafarga
almashtirsak, mos ravishda teng oraliglar uchun Nyutonning birinchi
(oldga) va ikkinchi (ortga) interpofyatsion ko‘phadlari hosif bo‘ladi.
Ularni keltiramiz;

2
I(x)= fu+ ® (x-3)+ 2 ’;](x-xu)(r x)+

(8)
Alf
3”13 (x X W x—x Hx—x,)+.. +—i(x XX =% ) (x=x,_ ),
[Po=1, +%’;—‘ (x—xn)+————'52;::f (x~x Yx—x,_ )+
oh v 9
3”13 a—x Wx—~x,_ Nx—x,_,)+... -n!;(x—xn)(.r—.rn_,}“{x—x,).

Interpolyatsiyalashga tugun nuqtalarni quyidagicha

X

_n_‘l

coes X X_ps Xgs Xpn Xgyeeny X, (10}
2n+l... 5 3 1 2 4 ... 2n

yoki
x

—pr T x..29 x_ls I{_‘l: *xls 'x:z’"'! X

) (11)
2n ... 4 2 1 3 5 ..2n+l
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tartibda jalb ctilsa, mos ravishda teng oraliglar uchun Gaussning
birinchi (oldga) va ikkinchi (ortga) interpolyatsion ko‘phadlarini hosil
ailamiz. Bu ko*phadlarni chigarishni o‘quvchiga havola etamiz.

Interpolyatsiyalashni amalda qo‘llaganda uning goldig hadini
baholashning har doim ham uddasidan chigmaslik mumkin, chunki
qoldig had ifodasida interpolyatsiyalanuvchi funksiyaning yugori
tartiblt hosilasi qatnashishi masalani ancha murakkablashtiradi.
Shuning uchun ham yetarlicha ko‘p taguniar olinganda interpolyatsion
ko‘phadning interpolyatsiyalanuvchi funksiyaga vyetarlicha yaxshi
yaqginlashishiga ishonch hosil gilish amaliy interpolyatsiyalashda katta
ahamivatga cga. Shu bois ham, interpolyatsiyalash jarayonining
yaginlashishi masalasi tugifadi. Bu yo‘nalishda ko‘p tadgigotiar
qilingan, ularni maxsus adabiyotlardan topish mumkin.

2.4-§. Teskari interpolyatsiyalash

Amaliyotda ko‘pincha funksiyaning berilgan 7 giymatiga mos ¥
argument qiymatint topish masalas) tez-tez uchrab turadi. Bu masala
teskari interpolyatsivalash metodi bilan hal gilinadi. Agar funksiya
jadvalimng gavalayotgan oralig‘tda y= f(x) monoton bo‘lsa, u holda
bir giymatli x =o(y) ( f(@{y})= ») teskar funksiya mavjud bo‘ladi.
Bu holda teskari interpolyatsiva ¢(y) funksiya uchun odatdagi
interpolyatsivalashga keltiriladi. ¥ =¢@(y) ni topish uchun Lagranj

interpolyatsion formulasidan foydalaniladi:

f:Ln(f):ix;' - mml(?}‘ -
= (Fyiro, ()

Buning qoldig hadt quyidaga teng bo“ladi:

" M (»)
{(n+1¥

¢y)-L,(y)= W, (¥)
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Agar f{x) monoton bo‘lmasa, u yoki bu interpolyatsion formulani
yozib, argumentning ma’lum qiymatlaridan foydalanib va funksiyani
ma’lum deb hisoblab, hosil bo‘lgan tenglamani biron-bir metod bilan
argumentga nisbatan yechiladi.

Lx}=y
tenglamam yechib X topiladi.

2.5-§. Interpolyatsion ko‘phadiarning qoldiq hadi bahosini
minimalashtirish masalasi. Chebishev ko‘phadiari

Faraz  qilaylik, f(x)e C,, (a6} bo'lsin. [ab] da
interpolyatsiyalash tugun nuqtalari x;,x,,...,x, lar ganday tanlansa,
F(x) funksiyani mterpolyatsiyalashdagi maksimai xatolik eng kichik
qiymatga ega bo‘ladi, degan savol chigishi tabiiydir. Bu masala ancha
murakkabdir va uni fagat xususiy heldagi f(x) lar uchungina yechish
mumkin. Biz ancha sodda masalani yechishni ko‘ramiz, ya'ni
%, i=01,..,n tugun nuqtalar [a,b] da qanday joylashganda
ﬁi%c]mm(xﬂ migdor eng kichik bo‘ladi, degan savolga javob bera-
miz. Agar ?:‘:ﬁi‘i“’ ,H](x)[ eng kichik giymatga erishsa, interpolyatsiya
xatoligi {6) (2.2-§) ham nunimal giymatga ega bo‘ladi.

Soddalik uchun oraliq [-1,1] bo‘lsin. Bizga Chebishev
ko‘phadlari kerak bo‘ladi. Bu ko‘phadlar [-1,1] oraligda
7. (x)=cos(narccosx), n=10,1,... {1
formula bilan aniqlanadi. Xususan, » = 0, | da
T5(x) = cos(0 arccosx) =1, {(2)

T.{x}=cos(] arccosx)=x (3)
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ga ega bo‘lamiz. Chebishev ko‘phadlari uchun
T, ()= 25T, (0-T,, (%) @)
rekurrent munosabat o ‘rinli, bu quyidagi
cos{n+ 1}p = 2cos@cos np — cos(n—1)g

ayniyatdan ¢ = arccos x desak kelib chigadi. |

Chebishev ko*‘phadining xossalari.

I-xossa. Juft (toq) » uchun 7 {x) da x ning fagat juft (toq)
darajalari qatnashadi. Bu (2)-(4) formufalardan osongtaa chiqariladi.

2-xossa. T (x) ning bosh keeffitsiyenti n>1 da 2" ga teng.

Bu ham (2)~4) formulalardan chigariladi.

3-x0ssa. T,(x) {-LI} intervalda turli n ta haqiqiy ildizlarga ega,

ular quyrdagilar:
X = cos(—ziﬂ)—ﬂ, i=01,..,n-1,
2n
. (2i+)m .
Haqiqatdan, 7, (x,) =cos(narccosx;) = cos =0, i=0lL...,n—1.
4-x0ssa. I[nf].ﬁ!Tﬂ(Im)l =1 bo‘lib,
T(x,)=(-H", (3)

bu yerda x, = cus%m—, m=0,l1,..n
1

Haqiqatdan, (1)ga ko‘ra 7,(x,)=cosmz = (-1", {T,(x)|<1, xe[-1L1].
Demak 4-xossa o‘rinli.
3-Xxossa.

T(x)=2""T,(x), nz1 (6)
ko‘phad, bosh koeffitsiyenti birga teng bo‘lgan n-darajali ko‘phadlar
ichida [-1,i] da modulining maksimumi eng kichik bo‘lgan yagona
ko‘phaddir.
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Isboti. Teskarisini faraz qilamiz, ya'ni P(x)=x"+ax"" + - -+a,
ko ‘phad mavjud bo‘lib, u

max|F, (x)] < max

tengsizlikni ganoatlantirsin, U holda (6) ga asosan, 7 (x) ning bosh

T =2 7

koeffitsiyenti birga teng bo‘lib, T (x)~ P (x) darajasi n—1 ga teng
ko‘phaddir. (7) ga asosan, T (x)~ P (x) % 0. Bundan tashqari, (5}-(7)

formulalarga asosan, ?-:I(x}+}7:,(x) n+ttax, :cos—imﬁ, m=0,1,..,n
i

nugtalarda noldan fargli va almashuvchi ishorali giymatiar gabul
qiladi. Bu ¢sa, o‘z navbatida, darajasi # dan kichik ?-:,(.x}~?5n(,r)
ko‘phad kami deganda » ta nuqgtada nolga teng bo‘lishligint anglatadi.
Bu ziddiyat 5-xossani isbot etadi.

5-xossaga asosan Chebishevnmng ko‘phadlan 7 (x} noldan eng kam
og uvchi ko phad deyiladi.

[-1,1} oraliqda interpolyatsiyalashning tugun nugtalar sifatida
7...1(x} ko‘phadning ildiziari

2{i+1 i
X, = cOs (4 ]ﬂ, i=0,1_..n»n (8)
2nt+2

larni olaylik. Unda interpolyatsiyalash qoldiq hadida ishtirok etuvchi
bosh koeffitsiyenti birga teng bo‘lgan »n+1-darajali  ko‘phad
quyidagicha bo‘ladi:
©,,(X)=27"T,,(x}).
U holda 4-xossaga asosan interpolyatsiyalashning qoldig had

hahosi

_ Mn+|
max | /(x)~ L, (x| < T (9)

ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu yerda M, = rlfn;aﬁ: llf("“]('x)l.
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3-xossaga asosan, (9) bahoni bundan yaxshilab bo‘lmaydi.
Interpolyatsiyalashning tugun nugqgtalari (3) ko‘rimishda bo‘lganda
(9)ni o'ng tomonini kichraytirish mumkin bo‘lmagani vchun (8) nug-
talar [-1,1] oraliq uchun optimal tugun nuqtalar bo‘ladi.

Agar ixtiyoriy [a,b] oraliq uchun interpolyatsiyalash ko‘rilganda
= - L S
x-—E[(b ai+b+ a], t—b_a{ZI b—-a)

almashtirish yordamida [a,b] oraliq [-1,1] ga o‘tadi, bu hoida
T ., (¢) ning ildizlart

Y ) cos 240 .
xfuz((b a) cos = +b+a], i=01,..,n

ko‘rinishda bo‘ladi. Demak

b—11)n+l

nil
max |mn+l(x}| = Lb__a)__max T_:Hl(r}' = (

(0.2} 2" )
ga teng, interpolyatsiyalashning xatoligi bahosi esa quyidagicha
bo‘ladi:

21ﬂ+1

JM.-Hl _(b_a)m-l
n+l)! bl

max | f(x) = L,(0]< -

2.6-§. Oraliqda algebraik ko‘phadlar orqali o‘rta kvadratik
vaqinlashish

Faraz qilaylik, f(x) funksiya p(x)z0 vazn bilan [a,b] oraliqda

kvadrati bilan integrallanuvchi bo‘isin, ya’ni
&

[P f2(x)ax

ir

mavjud bo‘lsin. Bunday funksiyalarni f3]a,b] fazoga tegishli
deyiladi. Bu funksiyani
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B (xX) = aypo(x) + @ (x)+ -+ a,9,{x) (1)
‘umumlashgan ko‘phad bilan o'rta kvadratik ma’noda yaqinlashtirish
masalasini garaylik, ya'ni q,,q,,....a, koeffitsiyentiami shunday

topaylikki,
h
5, = [P fx) - R®Y dx )

ifoda eng kichik giymat gabui qilsin.
Bu yerda {¢,(x)};  [a,b] da yetarlicha silliq va hisoblash uchun

qulay bo‘lgan chiziqli bog‘liqsiz funksiyalar sistemasidir. { @, (x)}

k=1
funksiyalar sistemasi [ a,b] da Chebishev sistemasini tashkil etadi, deb

[

hisoblaymiz. 8, funksiya a,,q,...,a, larga nisbatan kvadratik
ko‘phad va 8,>0 bo'lgani uchun uning minimumi mavjud, bu

minimumni fopish uchun
8,

aak

=0, k=0,1,..,n

chizigh algebraitk tenglamalar sistemasini yechish kerak bo‘ladi. Bu
tenglamalar sistemasi quyidags ko‘rinishga egadir:

fox) éﬂﬂm(x} ~f (r)|]- 0y (x) dx =0,
b [ n

[P X a9, (x)- f{x)ﬂ* ®,(x) dx = 0,
{ a | &=0 _|

3)

?P(x)[gﬂaﬁpk (x)-—-f (x)ﬂ- o, {x) dc=0.

Agar ['{a,b] fazodan olingan ixtiyoriy ikki ¢(x) va w(x)
funksiya skalyar ko*paytmasini (p,y) orgali belgilasak:

28



b
(0, )= [p(x)p(x)wix)dx,

(4)
u holda (3)ni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:
al:l((Pﬂ ] {Pl]) + al ((pl L (p[l) + -t an(q)u B(PI]) = (f!q)l])?
a,(9g, 0+ (@, @)+ + a9, 0)=(/,9) 5)

4 (Po> PRI+ (P, 9, )+ +a,(9,.9,)=(/9,)
Bu sistema yagona yechimga egadir, chunki uning determinanti
Gram determinantidir. Chizigh bog‘ligsiz funksiyalar sistemasidan

tuzilgan

@0s Do) @, 00) = (@, 00)
'i(fPﬂa(P]) (‘PU(P:) (‘P;;:‘Pl)

(95.0,) (9.9, (p,,9,)

determinant Gram determinanti deyiladi va uni noldan fargliligini
ko‘rsatamiz. Faraz gilaylik, aksincha, ya’ni I', =0 bo‘lsin. U holda
(5) sistemaga mos keladigan bir jinshi chizigli algebraik tenglamalar
sistemasi

a9y, 0.+ (@, 9,)+ -+ a,(9,,9;)=0, i=0]l,.,n (6)
kamida bitta trivial bo‘lmagan yechimga ega bo‘lishi kerak, ya’ni
shunday a,,a,,...,a, sonlar topilishi kerakki, ularning kamida bittasi
noldan farqii bo‘lib, (5) sistemani qanoatlantirsin. (6) sistemaning
tenglamalarini mos ravishda «,,q,....,a, larga ko‘paytirib yig‘amiz va

{(4) nt e’tiborga olsak, quyidagi hosil bo‘ladi:

b
[ PO a0 (x)+ a, () + -+ a,0, (0] dv=0.
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Bunday bo‘lishi mumkm emas, chunki {‘Pk("‘:)}:zu chizigh
bog‘ligsiz funksiyalar sistemasi bo‘lib, a,,4,,....a, larning kamida

bittasi noldan fargliligi sababli [a,0,(x)+a@,(x)++a,0,(0)]
ko‘phad aynan nolga teng emas. Demak, Gram determinanti noldan
farqli va (5) sistema yagona yechimga ega.

Agar [a b] oraligda p(x)20 vazn funksiya bilan {cpk(x)}

Je ==l

funksiyalar sistemasi ortogonal ko‘phadlar sistemasini, ya'ni

(@ (0).0,(x)}=0, k=!
tashkil etsa, u holda (5) tenglamalar sistemasining har bir tenglamasi
bitta noma’lumga bog'liq bo‘lib, a, koeffitsiyentlar quyidagicha

aniqlanadi:

Agar {(pk(x)}zzﬂ [a,b] da p{x) >0 vazn funkstya bilan ortonormal
ko‘phadlar sistemasmi tashkil etsa, u holda a, koeffitsiventlar
quyidagicha aniglanadi:

&
a.i; = (f!(pi—) = IP(I) f{l') (Dk (I] dxﬂ k = 0&'9---5”-

Bu holda eng kichik og‘ish

Ip(x)[i ,(x)ﬂf(x)ﬁ o=

i=l

J P 023, () fXp e 35 3 et [pCxip,(x)p, () =

=0 a i=0k=i} il

Ip(x)f (=234 + 3,

i={

ya'ni
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b "
8,7 = [p(x)/ (x)dx- Y a”
a k=0

bilan xarakterlanadi.

Quyida hisoblash matematikasida ko‘p qo‘llaniladigan ortogonal
ko‘phadlar sistemalarini keitiramiz [11}.

Yakobi ko‘phadlari. Quyidagi

() _(__l)" ] -p d”
Pl¥(x)= o (1—x)"(1+x) g

ko*phadiar Yakobi ko ‘phadlari deyiladi. Ular [-1,1] oraliqda

p(x)=(1-x)*(1+xy
vazn funksiya bilan ortogonal ko‘phadlar sistemasim tashkil etadl.

[(-x (1 xp]

Ulaming normalari:

pei| = J Ja=xP 1+ x) [P )] ate =
—i

1
_[ 22 e )P Bn+l) ]A
nia+B+2nt D (afrnel) 1]

Ular uchun quyidagi rekurrent formula o‘rinli:
(00 + B+ 20)c +P+2n+ I)a + B+ 2n+ 2)x PP (x) =
= 2+ (o + P+ n+ Do +B+ 2n)PCH (x) +
+BT—a Mo+ B+ 2+ DPUP(x) +
+ 200+ m)(B + m)o + B+ 2n+ )PP (x).

Lejandr ko‘phadlari. Yakobi ko‘phadlarining «=p=0 va
p{x) =1 bo‘lgandagi xususiy holi Lejandr ko phadlari deb yuritilady
va ular Rodriga formuiasi

1 d"
2%m &

bilan aniglanadi. Ularning normalari

L (x)= (x*-1)"
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= }Lz(x}dx—‘j—_?—_
IR N 2n4l

bo‘tib, rekurrent munosabat esa
(n+ DL, (D)=2n+ 1) x L(x)-nL, (x)
dan 1borat,
Chebishevning birinchi tur ko‘phadlari. Ular quyidagicha
T, (x)= cos(narccos x}, |x|<1,

i
aniglanib {~1,1] oraligda p(x)={i-x’}? wvazn bilan ortogonal
ko*phadlar sistemasini tashkil ctadi Bu ko‘phadning normasi

Jr, agar n =0 bo'lsa,
T (x}

bx? } ( agar # >0 bo‘lsa,

ga teng. Rekurrent munosabat esa
T .x)=2xT(x)-T,_ (x)

formula bilan aniglanadi.

!

[~11] da p(x)=(1-x*)"2 vaznda kvadrati bilan integrallanuvchi
f(x) funksiya uchun Chebishevning birinchi tur ko‘phadilari
yordamida topilishi lozim bo'lgan eng vaxshi yaqinlashuvchi

3 a,T.(x) ko‘phadning koeffitsiventlari quyidagi formulalar bilan
k=0
aniqlanadi:
ay = %j F(cos0)de. a, = %?f(cosﬂ)cus 0o (k>1).
(] L]

Eng kichik og‘ish esa

= I,[f(x)—éak?" (x)|] Jd"x ]jrl (fdr“g[z"ﬁ*a,”"*ﬂi]

formula bilan ifodalanadi.
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Chebishevning ikkinchi tur ko‘phadlari. Bun ko‘phad [—I,I]
oraligda p(x)=v1—x* vazn bilan ortogonal ko‘phadlar siste-
masini tashkil etadi vau

sin{n+1)arccosx T,H]' {x) n=0.1.2

#, (%) = \fl—xz n+i

formula bilan ariglanad). Uning normas;
|
Ju. = J JV1-# wi(xrdn = \/;
~

ga teng bo‘lib, rekumrent munosabat
um—l(x) = zxun (I) —U, (I)

dan iboratdir.
[—1,1] oraligda p(x)= dl—x:" vaznda kvadrati bilan integral-
lanuvchi f{x} funksiya uchun Chebishevning rkkinchi tur ko‘phadlari

yordamida tuziigan eng vaxshi yaqginlashuvchi ko'phadning koet-
fitsiyentlart

a, :é [ /(cos®)sin®sin(k + 100, k=0,1,..,n

formula bilan hisoblanib, eng kichik og‘ish migdori esa
|
= _[[f(x) Z 1:1.}:,:,,‘(3:)1J Vi- Pde= {V1- X fH(x)dx - % Z
-1 k=0

formula bilan aniglanadi.
Lagerr  ko‘phadlari. Bu  ko‘phad [0,)  oraligda,

p(x)=e" x, o > -1 vazn bilan ortogonal' bo‘lgan ko‘phad

i)

.L,,(m(.x) ={-1)"x"e d” (x*"e™)
dx

formula bilan aniglanadi. Buning normasi
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Lof= ﬁx“e'* (£ T dx = JniTea+n+ 1)
0

ga teng bo‘lib, ular uchun
L9 (x) - (x—a—20- DL + nlo+ I (x) =0
rekurrent munosabat o‘rinlidir.
Agar f(x)e[0,20) bo'lib, p(x)=¢ *x* vaznda kvadrati bilan
integrallanuvchi bo'lsa, u Fenksiyaga o‘rta kvadratik ma’noda cong
yaxshi yagmlashuvchi ko‘phadning koctfitsiycntlan

i

e focd
a, = pITerresY .;; e (L (x)yde, k=01 ,n
formula bilan aniglanadi.

-t

Ermit ko‘phadlari. Bu ko*phadlar (—m,+oo) orahgda p{x)=e
vazn bilan ortogonal bo‘lgan ko‘phadlar sistemasimi tashkil etib

L2 d
H (x)=(-1)"e" S¢
HAX)=(1)"e e

formula bilan aniqlanadi. Uning normasi

=l

ga teng bo'lib, uning uchun
H, (x)=2xH (x)-2nH,_.(x)

rekurrent munosabat o‘rinli.

. 2
Agar f{(x) funksiya (~o0,+o0} oraligda p(x}=¢™" vaznda kvad-
rati bilan integraflanuvchr bo‘lsa, unga o‘rta kvadratik ma’noda eng

yaxshi yaqinlashuvchi k(:-‘phadni ng koeffitsiyentlari
I - F)H (x)dx
formuia bilan aniqlanadt.
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Ortogonal ko‘phadiar haqida to‘liqgrog ma’lumotlammi [20], [21] dan
topish mumkin.

2.7-8. Jadval bilan berilgan funksiyalarni o‘rta kvadratik

ma’noda yaginlashtirish

Bizga y= f(x} funksiyaning [a,b] ga tegishli turth x,,x,,...,x,
nuqtalarda qiymatlari berilgan bo‘lsin. Bu funksivani u yoki bu mag-
sad uchun interpolyatsiyalashdan boshga qulay va qandaydir ma’noda
antq analtiik ko‘rinishini [a,b] oraliqda topish kerak bo‘lsin. Inter-
polyatsiyalash apparatidan foydalanish quyidagi ikki sababga ko‘ra
magsadga muvofig emas. Birinchidan, agar tugun nugtalar soni katta
bo‘lsa, u holda interpolyatsion ko‘phadning ifodast qo‘pollashadi
(juda ko‘p hisoblashlar o‘tkaziladi). Tkkinchidan, jadvaldag: qiymat-
jarda tasodifiy xatoliklar mavjud bo‘lsa, bu xatoliklar interpolyatsion
ko‘phadda to‘g‘ridan-to‘g‘ri ishtirok etib, funksivaning haqiqiy
o‘zgarish holatini akslantirmaydi.

Bizga |[a.5] da aniqlangan va chizigi bog'ligsiz
Po(x),0,(x),...,¢,_(x) m<n funksiyalar sistemasi berilgan bo‘lsin,

Ular orgali
P, ()= 40,0 (1)
umumlashgan ko‘phadni quraylikki,
SEPIUICAE MEN)) @)

ifoda eng kichik qiymat gabul qilsin. Agar f(x,) larning aniqligi bir
xil emasligi ma’lum bo‘lsa. vazn deb atalovchi p, >0, 3 p, =1 lamni
k=0

kiritib,
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A= 3 g ()~ P )] @3)

ning minimumin? topish kerak bo‘ladi.
larga nisbatan kvadraiik ko‘phad, undan

(3) ay.a....,a,

a., k=0,1,.,m larga msbatan xususiy hosilalar olib nolga

tenglaymiz.
JA d
= Zg}pi[f{xj)—Pm[xj)]- 0,{x)=0, k=0,,..m

va §, = z;] 20,000, (x): B, = zﬁ p.f(x)0,(x,) belgilashlarni kiti-

tib, g, larga nisbatan
@) Sog + @Sy + -+ 3,5, =B

agSy + a8, +---+a,S,, =B

(4)

chizigli atgebraik tenglamalar sistemasmi hosil qilamiz. Bu tengla-

malar sistemasining determinanti Gram deterrinantidir. U noldan
fargli, chunki {o, (x)}::___[l funksiyalar sistemast chizigli bog‘ligsiz va
x;, i=10]1,... »n tugun nuqtalar turli. Demak, (4) yagona yechimga ¢ga.

2.8-§. Kubik splayn bilan yaginiashish

Quyidagi to‘rt shartni ganoatlantiruvchi ushbu 5,(x) funksiya
interpolyatsion kubik splayn deyiladi:

I. Har bir [x,x.] {i=0,2—1) oraligda S§,(x}e H,{P}) — darajasi
uchdan oshmaydigan ko‘phadlar to‘plami.

2. $.{x)e L’fg[a,b].
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3.850x)=fx) =0n-1).
4. 5%(x) uchun
Sila)=53(8)=0 (1)

chegaraviy shartlar o'rinl.

S%(x) [x.,,x | kesmada uzluksiz bo‘lganligidan x,_ < x<x, da ushbu

S3(x)= M =t M @

tenglikni yozish mumkin. Bu yerda £ =x, —x_,, M =8}x,).
(2) tenglikni ikk1 marta integrallaymiz:

N e N CLr o) R et PN o)
S{x)=M_, e +M, T A4 o 8 P , (3

[] L

bunda A4; va B, integrallash doimiylari bo‘lib, ular ta’rifning uchinchi
shartidan topiladi, ya’ni (3)da x=x_,, x=x, deb, mos ravishda
z 1

h h
M Biva=7, Misp=y
=1 6 1 f:—l 16 ' f

larni hosil gilamiz. Bundan A4; va B; ni topib (3)ga qo‘yib, quyidagiga
ega bo‘lish mumkin:
= (xi—x]:i (I- ) M 'hz ( ""-x)
Sa(x}— M'.u!ﬁ—h:.#Mj——ﬁh._* f—i 6 P +

i

o| -2 e @

(e (el e Mo
S3 (x) = MI—I T+ Mf o + h 3 h (5)

] r !

{4) dan hostia olamiz:
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(5) ni |x,.x,,] kesma uchun yozamiz:

2 2
S;(I_)-_—_Migrh.l_x) +ﬂd".+1(x_xf} +-f:1l._f; _‘JMHI*M* hﬁ{l
. 2}"1'1-[ 2'&4‘*[ A 6

it

(6)

Ta'rifning ikkinchi shartiga ko‘ra S, (x) va S, (x) funksiyalar
[a.6] da uzluksiz. §,(x) ning x,%,....x,_, nuqgtalarda uvzluk-

sizligidan foydalanib, (5) va (6) tengliklardan quyidagi rn-1 ta
tenglainaga ega bo'lamiz:

fﬁ?‘_ hf+hj+l hﬁi-l _ f;+]_ft . jil_j;"—l 7
Bu tenglamalarni (1) bilan to‘ldinb hamda
Ay b+ Ay g =l Ji—fi
L T L T T R ) R —: I
“ 6’b' 3 ¢ 6’d‘ h h (3)

i+ i
belgitashlami kiritsak, u holda M M, ,.... M __, noma'lumlarni topish

uchun

—

bM, v M, =4,

aM +bM,+c, M, =d,

M, +b M, +c M, =d,

aﬂ—2Mr.'—3 + bn-—Eﬂ’fn--z + Cn-l’”n-—] = dn-z
an-—an—z + bﬂ—!Mn—i = dn—IJ

: {9)

tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu tenglamalar sistemasming

matritsasi (8) ga ko‘ra salmoqgli bosh diagonalga ega be'lganligidan

ixtiyoriy f; (f= 0,#) uchun yagona yechimga ega [I].
{9) tenglamalar sistemasi haydash usuli bilan yechiladi. Uni quyida
keltiramiz:
po= @i + b, (g,=0),

dy~—agu -
i _ Ay dgty Ly _ _
g, = LW _-—-—-—-——u—-{}(k—l,n l)
* p " oo
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yordamchi migdoriarni hosil qilamiz. So‘ng
Mk = qukH +uy (k =h- 2#")!
M

sl = g
dan M, .M, _,,..., M, larni aniglaymiz.

Bobga tegishli tayanch so zlar: interpolyatsion ko‘phad, inter-
polyatsiya xatoligi, ayirmalar nisbati, chekli ayvirmalar, interpolyatsiya
xatoligi, teskari interpolyatsiya, o‘rta kvadratik yaqinlashish, splayn,

haydash usuli.

Savollar va topshiriglar

1. Algebraik interpolyatsiyalash masalasining qo‘yilishi va yechim-
ning yagonaligini tushuntiring,

2. Interpolyatsion ko‘phadning Lagranj formasini yozing.

3. Interpolyatsiyalashning fundamental ko*phadlarini yozing,

4. Interpolyatsiyalashning qoldiq hadini yozing.

5. Ayirmalar nisbati va ulaming xossalari,

6. Interpolyatsiyalashga tugun nuqtalami jalb etish tartibiga ko‘ra
qanday interpolyatsion ko‘phadlar hosil bo*ladi?

7. Chektli ayirmalar va ularning xossalan.

8. Ayirmalar nisbati bilan cheklt ayirmalar orasidagi bog‘lanish,

9. Teng oraliqlar uchun Nyutonning birinchi (oldga) va ikkinchi
(ortga) interpolyatsion ko‘phadlarini tuzing.

10. Ayirmalar nisbati bilan hosila orasidagi bog‘lanish qanday?

11. Gaussning birinchi va ikkinchi interpolyatsion ko‘phadlarini
vozing.

12. Teskan interpolyatsion masalani hal etishni tushuntiring.

13, T {x)=cos{rarccosx),n=0,1,.. Chebishev ko‘phadlari wuchun

rekurrent formula chigaring.
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14. Chebishev ko‘phadlarining xossalart.
15. Oraligda algebratk ko‘phad orgali o‘rta kvadratik yagmlashish

masalasining qo‘yilishi.

16. Gram determinantining nolga tengmasligini tushuntiring.

17. Chebishevning binnchi va ikkinchi tur ko‘phadlarining nor-
masini hisobfang.

18. Lejandr ko“phadiarining normasini hisoblang.

19. Agar {(pk(x)};{] la,b] da p(x}=0 vazn funksiya bitan orto-
normal ko*phadlar sistemasini tashkil etsa, o‘rtacha kvadratik ma’no-
da yaqinlashuvchi ko‘phadning koefhtsiyentlan

b
a ={f.p )= [p()f o (), k=01,..n
formula bilan eng kichik og‘ish miadoit esa
b n
5, = [p()f () - L o

formula bilan aniqlanishini ko‘rsating.
20. Kubik splayn ta’rifini ayting.

Misol 1. f(x}= Jx funksiyani x, =100, x, =121, x,=144
nugtalarni ishlatib, ikkinchi tartibli Lagranj interpolyatsion kophad
bilan approksimatsiya eting va xatolikni x =116 bo‘lganda baholang.

Yechish.

®,(x} = (x—~100){x—121){x 144},

o, (x) = (x—121)(x — 144) + (x — 100)(x — 144} + (x ~ 100)(x— 121},
0,(100) =11- 44, @'(121)= —21-23, 0}(144) = 44*23.

120)(e-144) (o eI00)a=044) ) (vL00KG=12D)
[1-44 2123 4423

Ly(x})=
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L 22 3
F@=3x% f)=-gx 3, i =ax Y,

3

max V"(x)| = %- 10(}_5T = % 107°

f100,144]
l\ﬁ_fgm Lz(_!lﬁ)‘:: %10"’-"- %](116—100)(1 16-121)(116- 144)|=
- ":%10_5' 16-5-28=1,4-10"

max |f7(x)

Bu !f(x)-—Lz(x)|£ []m'lﬂé; 13_'.3(_1:)' bahodan foydalanib

topildi.
Agar [100,144] oraligda xatolikning eng katta qiymatini ko'rsatish
lozim bo‘lsa

max | /™ (x)]

[180,1a4)
max x)-L{(xh= max |o,{x
[mﬂ.mli'f( ) '( )| k). [I[Il].l44]| o )l

formula btlan baholanadi yani
max |f{'x) - L?_(x)| < %l(}'5 ! max |m3(x)| %2,5.107

(100,144) 3 1100,144)

Misol 2. y=cosxfunkstyaning jadvali A=5 gqadam bilan
[l 0,35 ] oraliqda berilgan:

x 1 15 20 25 30 35

[ cosx 10,9848 | 0.9659 | 0.9397 | 0.9063 | 0.8660 | 0.8192

cosll’ va cos36 ni tagriban toping.
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Yechish.
Quyidagi chekli ayirmalar jadvalini tuzamiz:

x | cosx Ay Ay Ay A'y A’y
i | 0,9848
—{),(1389 0.0073
15 | 0,9659 tduhuldnd
-0,0262 0.0001
200 | 0,9397 -0,0072 0,000?2
-0,0334 “ 10,0003 -0,0001
15 | 0,9063 -0.0069 0.0001
20,0403 03,0004
300 | 0,8660 ~0,0064 | =
—0,0468 | =
15 | 0,8192 | ===

cosll” ni bhisoblash uchun x, =10 va x=11" deb olamiz.
Yugoridagi jadvalda A*y lami taxminan o‘zgarmas deb olamiz.

g=""%_ I i";l ¥ ~0,2. Nyutonning birinchi interpolyatsion formu-
i1

lasiga ko‘ra jadvaldag: tagiga chizigcha tortilgan chekli ayirmalarni

ishiatib quyidagiga ega bo‘lamiz.
0,2 {U 8}

cosl 1" = 0,9848+0,2- (—0,0189)+ (~0,0073) +

+ 222029 0,0001=0,9816

Eslatib oftarmiz, to‘rt xonali matematik jadvaldagy qiymat ham
shunday.

¢os 36" ni bisoblash uchun x, =35 va x=36" deb olamiz.

X=X, 36 -35
#

=0,2 bo‘ladi. Nyutonning ikkinchi

Unda g¢g-=

mterpolyatsion formulasida jadvalning quyi og‘masida joylashgan
(tagiga ikki chiziq tortilgan) chekli ayirmalar ishtitok etadi.
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c0s36" = 0,8192 + 0,2 (~0,0468)+ Eﬂi (~0,0064) +

021213
3!

To‘rt xonali matematik jadvalda esa cos 36" = (,8090.

- 0,0004 = 0,8091

Misol 3. Jadval bilan berilgan funksiyaning Lagranj ko‘phads bilan
yaginlashtiring;

x 0 1 2 5
fix) 2 3 12 | 147

Yechish.
P w4 (X} e} — (x—1Hx—2)(x=5) 0+
()= Z;]“ X)X} /t5) (=1H—=2)-5)
x(x=2)x=5) 14 x{ x—1} x=5)

. By RIRLGal Cal) NPT S SN SN
H=1)(-4) 2H3) 543

Misol 4. sinx ning x=0, % "Z_’ I;-,g— dagi giymatlari beriigan
bo‘lsa, sin% i hisobtashdagi xatolikni baholang.
Yechish. n =4 bo'lib, xatolik bahosi

S et

bo‘ladi, bu yerda

M, = max (sinx)" | max|—cusx[*il
L)
[“Eh [“EU
1l 7« n =m n 50 0 n° 10103 300 15 25
R.r}i:'— et — s __:_--_...._ 5 :-—-—n-—s—:-_-?:——-a—‘:
31212 4 6 1 4 12° 412 412 127 412
6,25 6,25 -3
- = =0,0003=0,3-107".
12 20736

43



Misol 5. S()=1"+2’+._..+n" ni hisoblash uchun formula

chigaring.

Yechish. Agar S{n)} n ga nisbatan /-tartibli algebraik ko‘phad
bo‘lsa, (k+D)-tartibli chekli ayirmalar nolga teng bo‘ladi. Chekh

ayirmalar jadvalini tuzanuiz.

" S(n) AS
1 i ]
2 5 :
9
3 14
16
4 30
5 55

A’S

25“\—

A'S '{T: A'S
2
0
2

Yadvaldan ko'rinib turibdiki, S(r) = B(n) ckan, ya’m

S(my=P(n}=1 +4‘“‘1‘I

1, SnNyn-2) |

2!

3!

_ 6+24n—244150" - 450430+ 20" -1 20°+ 22012 _

6

20430 en n(nt)(2n+l)

6

6

2(n—AHn-2)(n-3) _

Misol 6. #=0,001 qgadam bilan [[;10] oraligdagi sonlarning

natural logarifmlari berilgan. Chizigli interpolyatsiyalashning xato-
ligini baholang.

Yechish. Nyutonning birinchi
xatoligidan foydalanamiz:

[ ]

R (x)=

(lnxy

-’

l(x-—x,.){x—-xm))é—%-]*

IR (x)}|=0,125-107",

44

7 (x—x; W x—x,,},

Wow

4 B

interpolyatsion  formulasining
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Misol 7. f(x)=+x funksiyani p(x)=1-x vazn funksiya bilan [0;1]
oraligda birinchi tartibli algebraik ko‘phad bilan o‘rta kvadratik
ma’noda yaqinlashtiring. |

Yechish. P(x)=a, + ax — qandaydir ko'phad.

Bu yerda ¢ (x) =1, ¢,(x)=x. Noma’lum g,,q —koeffitsiyentlar

[, (@009 ) +(@,0)a, = (f.0,)
if(i’ﬂs% Jay + (9, @ )a ={1,0,) ’
tenglamalar sistemasidan antglanadi:
2 |l

. i X 1
(9o, P0) = j(l —~ x)dx = (x~ —E)
0

|°

* Tz _1'3 !
(%m,):fmp%):J(l-x)xm=(?_?1 _t
0 A

6!
1
]-_1_
-
i}

| |
(f00)= J0- ¥Wrds =2, (f:0)= [0-0rxde =
0 0

] 2 R
“Pp‘P.FJ(l-x}x de=| -7

Demak, yugoridagi tenglamalar sistemasi

ko‘rinishga ega bo‘lib, uning yechimlari

8 32
ﬂ'ﬁ =, U! =
35 35
bo*ladi.
& 32
P = — X,
=5+ 35>
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Misol 8. y = x| funksiyani {~1;1] oraligda Chebishev birinchi tur
ko‘phadlari orgal: o‘rtacha kvadratik ma’noda yaqinlashtiring.

Yechish. Berilgan oraliqda y:|x( funksiya juft bo*lganligr uchun
quyidagicha

o i
x|= 3 a,, 1, (x) =3 a,, cos(2narccos x)
n={ r=0

ko‘rinish  ofrinlidi.  Noma’lom  koeffitsiventlar  quyidagicha
aniqlanadi:

(/. T2}

= , n=0§....,
b (En(x)‘rTZn{x))

i
+ =1,
2

= A

(T (). T, (x))= j{ﬁ = arcsinx[_'! -

([

(f.T,(x))= _jlmdx = 2{!de=-2 I-x
2

a e
1} 11:’

-2,

i
0

arccosx =1 ]
dr:ﬁsin!df| B
x=11=0 =
[x=~—1,r=:n:'J

s

1
(T, (5, T () = _ji Ii_gcos*{zﬂ arccos x)dx =

?{I+c054nt

0

b 1 L
= [cos’ 2nidt = )d!z—,
0 2

(f.T,.(x)) = _‘];Q%cos(}!n arccos x)dy = Z:!UEF cos(2narccos x)dx =

dx = —sin fat L L

2 >
sicos2nl .
=1 n }’=2J‘E{§ ki sm:‘drzﬂcosf-mﬂn:dr:
x=0f{=— n s o

Ixrcost ]




X
2

1:-'-:_.__.‘M|g'.=|

| I | .
cos(Zn+ I)t+cos(2n—-l)!]dr limsm(2n+ l}t+ﬁsm(2n-l)r)ﬂ

= sin@aa 1) B Lsina—1y T=ED L €D

25+) 2 2n- 2 2ml 2n—1
D" =20 204 ) (D2
dn’-| an’-1
Demalk,

_pyrrl gyl
a, =N 2 _FEDT g
- 4n -1 2  widn 1)

be'ladi. Natijada quyidagiga ega bo‘lamiz:
y) 4 w0 ( l)r‘ll-l

|x|=;- =

2?1( }

Bu tenglikda x=+1I desak va Tz”(_-llzl ckanltgint ¢’tiborga

olsak,

n+i’

1
-1 4

< (-
Z
hosil bo'ladi.

Misol 9. Oldingi misolda eng kam og‘ish miqdorini aniglang.
Yechish. Eng kam og‘ish

j’%ﬁdx“%[hﬁ +a bl

Iy l—x
[ormula bilan aniglanadi.

'(Ifl) s n
dx —-—d =
;] x? —j;xfrl ¥? *E 2’

o2} frem )
g mmﬁqyi

al

Nln
;:1
!"""'"_I



Misol 10. Funksiya jadval bilan berilgan:

X

-2

—1

1

{ f(x)

2

2_|

2
4

Uni ikkinchi tartibli algebraik ko‘phad bilan vaqiniashtiring.

Yechish. Quyidagi jadvalm tuzamiz:

{8,a, +S,a,+ S;a, = ¢
| 8ha, + 83a, + S,a;, = ¢,

x° x X l x? xt f Jx S ]

1 =2 4 —8 16 4 ~8 16

1 -1 1 -1 1 2 2 | 2 ]

i 1 L 1 i 2 2 2
12 4 8 6 g | 8 T8
_ Sy Sy Iy S, Sy EHE:-HHH_ f 1 & ]

4 0 10 0 34 12 0 i 36

Bundan quyidagi

[&%+&q+%%:Q

tenglamalar sistemasini tuzamiz va jadvaldagi qiymatiarini go‘yamiz.

4a,+0-q +10a, =12 |

0-a,+10a+0-a,=0 > a =0,

10, +0- g, +34a, = 36|J
2a,+35a,=6
Sa, +17a, =18

2a,=6- S-T—-———-

18-10

Py (x)=

| L

3

43

o=}

2
+x
3

4
{ID =—3—

k-l

2
}:’902:6, az':'g,



Misol 11. Quyida f(x) funksiya jadval ko‘rinishida berilgan,
Interpolyatsion kubik splayn quring va funksiyaning x=0,22; 0,25;
0,28; 0,31; 0,35 dagt giymatlarini hisoblang.

i 0 1 2 3 4 5
i 0,2 0,24 | 0,27 | 0,30 | 0,32 | 0,38
Sy 11,2214 12710 1,3100( 41,3499 1,3771 | 1,4623

2M, —0,1M, =2,5699, 0,3M, +2M, =33378. Buyerda M, =8, (x,)
Yechish. b =0,04; k, =0,03; =002 h, =0.02, k=0,06 ekanligi
jadvaldan ko'rinib turibdi. M,(i=0,5) larni qiymatlarini haydash
usuli tepamiz: M, =1,387, M, =2,032; M,=0,670;
=1,289; M,=L1550; M,=1436. @), (2.8-§) bo‘yicha
interpolyatsion kubik splaynlar qurish uchun barcha ma’lumotlarga
cga bo‘ldik. Endi har bir oraliq uchun kubik splaynlarm quramiz.
I. i=1, ya'ni[0,2;0,24] oraliq uchun:

¥ 2N

(x—x.})
6k M 6h,
1,387:0,047 (0,24~
+
6 ) 004

bilan

S{x)=M

1387
T 0,24

2,032
24

200,24 x) + 22 (x 70,2)3+(1,2214m

2,032.0047 \x—0,2
6 ) 0,04’
$,(x)=2,688x" -0,919x" +1,257x+ 0,985.
$,(0,22) ~ 2,688-0,22° -0,919- 0,22 +1,257- 0,22+ 0,985
5,(0,22) = 0,029 - 0,044 + 0,277 + 0,985 = 1,24654,

2.i=2, ya'nt [0,24;0,2?] oraliq uchun:
+| fr——== ~
] by ( 6 ] by

+(I,2?12—

Mk,

3 2
I
+ —_ £
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~11,289-(0,27 - x)’ +3,722-{x~0,24)’ +
+42,363-(0,27 — x)+43,663- {x~ 0,24),
Sy (x)=~7,567x" + 6,464x% —0,526x+1,13.
5,(0,25) = -7,567- 0,25 + 6,464- 0,25° - 0,526-0,25+1,13.
5,(0,25) =~ —0,118+0,404— 0,132+ 1,131,284
3.i=3, ya’n[0,27;0,30] oraliq uchun:

3 3 ,
SE(I)Z MZ (13-1') + M _(j-x2) +[£_M2h32 \x_ﬁ;—x*{ﬁ‘ Mg}h \x._xl -

64, P 6k 6 | h )
0,67 1 1,289 0,67-0,03° 03-x
o 98T (03-x)"+ 2252 0.2+ [1,,31____“ﬁ i
2 -
+( 1 3490 _ 1289003 10,27 |
| 6 J 603

S, (x) = 3,439x% - 2,45x% +1,888x+ 0,911.
S,(0,28) ~3,439-0,28" —2,45-0,28% + 1,888 0,28 + 0,91 [,
5,(0,28)~0,075-0,192+ 0,529+ 0,911~ 1,3226.
4.i=4,ya’'m [ 0,3;0, 32] oralig uchun:

~x) z X xX—X3
S3(x)=M3(x‘;h:) +M4(":ﬁ:j) (fj Mﬁ }*h [ﬁ_iﬁ’ﬁ s

1,289 1,55 1,2890,027 10.32~x
*soml 0329 + g (x-03) ( M e Y
1,550,022 Yx-0,3
+[,1,3’??1— 5 o

5,(x)=2,175-x" =1,313- x* +1,547- x+ 0,945,
5,(0,31) 2 2,175-0,31° —1,313- 0,317 +1,547- 0,31 + 0.945,
5,(0,31) ~ 0,065 ~ 0,126 + 0,48 + 0,945 ~1,3636.
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5.i=5,ya'ni [0,32;{],38] oraliq uchun:

X5—X 2 _
e

{ 2
. L5s (038 o + 1436(x 0.3 )3+L1,377]_],55-ﬂ,{}6 \0,33-x+
6- 0,06 6 006
1,4360,067 }x—0,32
+(L4623— )0,06 ,

§,(x)=-0,317-x" + 1,08 x* + 0,781 x +1,027,
5,(0,35) = -0,317- 0,35 + 1,08- 0,35% +0,781- 0,35 +1,027,
5,(0,35)~—0,014+ 0,132+ 0,273+ 1,027 ~ 1,4184.

Misollar.
1. Funksiya jadval bilan berilgan:
l) jadval gadami teng emas;
2) jadval gadami teng.
Lagran) interpolyatsion ko‘phadini ishlatib argumentning berilgan

civmatida funksiya qiymatini taqriban toping.

I-vazifaga doir jadvallar

I-jadval
[ X y Variant N X
0,43 1,63597 1 0,702
0,48 1,73234 6 0,512
0,55 1,87686 B 0,645
0,62 203345 16 0,736
0,70 222846 21 0,608

0,75 2,35973




S-jadval

X y Variant Ne X
0,68 0,80866 5 0,896
0,73 (0,89492 10 0,812
0,80 1,02964 15 0,774
0.88 1,20966 20 0,955
0,93 1,34087 25 0,715
0,99 1,52368
2-vazifaga doir jadvallar
I-jadvai
[ x B y o Vanant Ne x
1,375 5,04192 l 1,3832
1,380 5,17744 6 1,3926
1,385 532016 11 1,3862
1,390 5,47069 16 1,3934
1,395 5,62968 21 1,3866
1,400 5,79788
2-jadval
| X ¥ Varant Ne X
| 0,115 8,65729 2 0,1264
0,120 8,29329 7 0,1315
0,125 7,95829 12 0,1232
0,130 7,64893 17 0,1334
0,135 7,36235 22 0,1285
0,140 709613
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x ¥
0,02 1,02316
0,08 1,09590
0,12 1,14725
0,17 £,21483
0,23 1,30120
0,30 140976

L

0,35 2,73951
041 2,30080
047 1,96864
0,51 1,78776
0,56 1,59502
0,64 1,34310
x ¥
0,41 2 57418
0,46 232513
0,52 2,09336
0,60 1,86203
0,65 1,74926
0,72 1,62098
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2-jadval

Varniant Ne b
2 0,102
7 0,114
12 0,125
17 0,205
22 0,154
3-jadval
|—Va:riant Ne L x ‘.—’
3 0,526
8 0,453
13 0,482
18 0,552
23 0,436
4-jadval
Variant Ne x
4 0,616
9 0,478
14 0,665
19 0,537
24 0,673



X Yy
0,150 6,61659
0,155 6,39989
0,160 6,19658
0.165 6,00551
0,170 5,82558
0,175 5,65583

| ox oy
0,180 5,61543
0,185 5,46693
0,190 5,32634
0,195 5,19304
0,200 5.06649
0,205 4.94619

I y |
0,210 4 83170
0,215 4,72261
0,220 461855
0,225 451919 .
0,230 442422
0,235 4,33337
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3-jadval

Wriant Ne

3 0,1521

8 0,1611

13 0.1662

18 0,1542

23 0,1625
4-fadval

[ Veriame | x ]

4 0,1838

9 0,1875

14 0,1944

19 0,1976

24 (,2038
S-jadval

Variant Ne X

5 0,2121

i0 3,2165

15 0,2232

20 0,2263

25 0,2244



2.

I-vazifa.

Chiziqli

interpolyatsiyani  qo‘llab, funksiyaning

bertlgan nuqiadags qiymatini toping. Bunmmg uchun Bradis jadvalidan

oltita giymat oling, chekli ayirmalar jadvahini tuzing va chizigh

interpolyatsiyaiashni go'llash mumbkinligiga ishonch hosil qiling.

Nel,
Ne2,
Ne3,
Ned,
No3j.
Nog.
No7,
Ne¥,
NoQ,

a) sin(,1436;
a) sin(,2453;
a) sin0,4456;
a) sin(,6235;
a) sin0, 7243;
a) sin(,8453;
a) sin0,9675;
a) tg0,4052;

a) tg0,4527,

Nell. a) 120,3083;
Nel2. a) tg(,3864,;
Nel3. a) tg(3,3224,

Nei4. a) sinl,0236;
Nel5. a) sin§,9057;

b) cosl,1754.

b) cosi,0938.

b) cos1,0045.

b) c0s0,9464 .
b) c050,8675.
b} cos0,4324.
b} c050,3436.
b) cos0,7645.
b) c0s0,7466.
b) cos0,8235.
b) cos(,9222.
b) cos(,8465.

b) c0s0,2267.
b} cos0,2632.

2-vazifa. Funksiya jadval bilan berilgan. Kvadratik interpolyatsiya-

ni qo‘llab, funksivaning benilgan nuqtadagi qiymatini aniglang.

Kvadratik interpolyatsiyalashni qo‘llash mumkinligini aniglang.

i

X v M}
1,675 95618
1,676 94703
1,677 9,3804
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Vanant Ne X ‘|
1 1,6763
2 1,6778
3 1,6785



1,678 9,2923 4 1,6794
1,679 9,2057 5 1,680}
1,680 9,1208 6 1,6816
1,681 9,0373 7 1,6822
1,682 8,9554 8 1,6837
1,683 8,8749 9 1,6849
1,684 8,7959 10 16853
1,685 87182 1 1,6868
1,686 8.6418 12 1,6773
i 687 8,5668 13 1,6788
1,688 38,4931 14 1,6813

15 1,6845

3. f(x) funksiyapning qiymatlari quyidagi jadvallarda bertlgan.
Kubik mterpolyatsion splayn qunng va ko‘rsatiigan nuqgtalarda funk-
siyaning qiymatini hisoblang. Hisoblashlarda M, =S, (x,) deb
hisoblang.

l.

] 0 1 2 3 4 5
g 0,1 015 | 0,19 | 0,25 0,28 | 030
Sy | L1052 11,1618 ( 1,2092 | 1,28406 | 1,3231 { 0,3499

M+ M, =3,3722,

05M, +2M,=3,3614, x=0,20.

2.
i 0 ! 2 3 4 5
i 02 | 024 | 026 | 029 | 032 | 0,38
Fix) (1,221411271211,2969 11,3364 | 1,3771 | 1,4623

2M, +0,1M, =2.5699,

0,3M,+2M,=3,3378, x=0,31.
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i 0 ] 2 3 4 5
i 0.1 013 | 0,17 | 0,20 | 025 | 028
Fix) | 0,0998]0,1296 | 0,1692 ] 0,1987 | 0,2474 ] 0,2764

2M, +0,5M, =—0,2644,

0,4M, +2M, =~0,6580, x=,15.

4.

[ 0 ] 2 3 4 5
0,1 0,05 | 0,18 | 022 | 028 | 030
fe) 1110521 L1618 [ 1,1972 11,2461 11,3231 10,3499
IM,+ M, =3,3722, 0,5M,+2M,=33614, x=0,16.

5.
i 0 i 2 3 4 | 5
g 02 | 024 | 027 [ 030 | 032 | 038
fix) 11,221411,2710[1,3100 | 1,3499 | 1,3771 [ 1,4623

2M,+ 0,10, = 2,5699,

0,3M, +2M, =3,3378. x=0.26.
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T BOB. INTEGRALLARNI TAQRIBIY HISOBLASH

Aniq integralni hisoblashda qo‘llaniladigan
b n
[Pt (de = 3. 4 f () ("

taqribiy tenglik kvadratur formula deb ataladi. Bu yerda p(x)}=0
bo‘ltb, um odatda vazn funksiya, x, va A, (k=0,),..,n) lar mos
ravishda  kvadratur  formulaning  tugun  mugialari hamda

koeffitsiventlari deyiladi.
A H
R,(f)=[p(x)f(x)dy - EAJ(-*}) 2)

kvadratur formulaning qoldiq hadi deyiladi.

Ta’rif. Agar (1) kvadratur formula m-darajali ixtiyoriy algebraik
ko‘phadlar uchun aniq bo‘lib, f(x)=x""' uchun aniq bo‘lmasa, u
holda uning afgebraik aniglik darajasi m ga teng deyiladi.

Biz quyida algebraik aniglik darajasiga ega bo'lgan kvadrator
formulalar bilangina tanishamiz.

3.1-§. Interpolyatsion kvadratur formuialar

Faraz qilaylik, [a,b] oraligda 0‘zi va n+ | tartibgacha hosilalari
uzluksiz bo‘lgan f(x) funksiyadan p(x)29 wvazn funksiya bilan
olingan integralni tagnbiy hisoblash lozim bo‘lsin. Buning uchun
{a,b] ga tegishli va turli bo'lgan x,, £=0,1,..,n tugun nuqtalar olib
F{x) funksiyaning n-tartibi Lagranj interpolyatsion ko‘phadim

tuzamiz, ya’ni
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J@=L,x)+%,(f,x) (3)

ey ey ) —
bu yerda &, (f,x)= l)'( X )X — %, )---(x—x,) — Lagranj inter

polyatsion ko‘phadmmg goldiq hadi. (3) tenglikning ikki tomonini
pix) vazn funksivaga ko‘paytirib, [a, b] oraliq bo‘yicha integrallasak,

f
Ip{x)f(x)dr jp{x}z 0 i s+ [playe, (f.x)d

k=t (x=xg dw,y ()
ni hosil qilamiz. Agar interpolyatsiyalash yetarlicha yaxshi o‘tkaziigan
bo‘lsa, »,(f.,x) x€[ab] uchun kichik migdordir, undan olingan
integralning qiymatini ham kichkina deb, tashlab yuborsak

: n
fp(x)f(x)dx = Eﬂ A f (%) 4)

kvadratur formulaga ega bo‘lamiz. Bunda

b
4, = [plx)—220) e k=010
(I—Ik }ﬁ)ml (xk.)

Yuqorida ko‘rsatilgan tartibda hosil qilingan (4) formula, odatda,
interpolyatsion kvadratur formula deyiladi va uning algebraik aniglik
darajasi n ga teng. Uning qnldiq hadi

(f)_ -_].]-!-l JP( Y)G)JHI(-I) f{nﬂj(é)dx

ko‘rinishga ega. Bunda o, (x}=(x—x, {x—x }--(x—x,).
Eng sodda kvadratur formulafar bilan tanishamiz. Bu yerda
plx)=1.

b
l. n=0, x{,:a—;—, o, (x)=x—x,

b
= Iafx=b—~u,
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b
[f(x}ydx= = a)f (%ﬁ) o ‘tta to'g vi to ‘rtburchaklar formulasi,
Uning goldiq hadi
h
R(/= [/ - b-a) /(%)

ni topish uchun f(x) ni [a,b] da ikkinchi tartibli uziuksiz hosilaga

¢ga deb faraz qilamiz. U holda Teylor formulasiga ko‘ra:

10 7(%2) ==V r(22) « Y22} e,

bu yerda xﬁ?,(x)iﬁ?—. Bu tenglikning har ikkala tomonini a dan

b gacha integrallasak,
18 a+b\ "
R(N=1 -2} rreds ©)

&
kelib chigadi, chunki I(x- %'E)f'(a—;—il)dx =0.

2
Integral ostidagi (x—f%'!-}—) funksiya o‘z ishorasini saqlaydi,

shuning uchun (5) integralga umumlashgan o‘ria qiymat hagidagi
teoremani go°llash mumkin:

Ly aeb\t, . (b-a)
R(N)=5 x5 ) =1 ©

bunda m<L<M, m= ?“'H ST(x), M=max f"(x)}, f"(x) uziuksiz
. la.t]

bo‘lganligi uchun Koshi teoremasiga ko‘ra shunday };e[a,b]
mavjudki,
L=f(&).
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Endi (6)
_{6-a
Rl)= " 1¢) )
ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Qoldiq had bahosi: [Ro ()] < (b_a) fﬂﬂx l.)”( )|.
2on=Lxy=0a x= b, ﬂlz(x]z(x—a}(wa)

_b-a
A = Jﬁdx“ﬁ_’ f 7=

!j[ f(x)dx = (b—;ll( f(a)+ f(B)) — trapetsiva formdasi,

RN =i aXx-D)f €.

[a,8] oraliqda (x—aXx-5)< 0 bo'lganligi uchun o‘rta giymat

hagidagi umumlashgan teoremani qo‘llasak,

I ’ (b a)3
R{S)= —2-./”'(&) f(x = a(x— bydx = ST(E) (8)
bo‘ladi, bunda £ e [a,b]-
Qoidiq had bahosi: |R (/)] < ay 2|1,
n=2x=a, = E’_;Z{i} X, =b, W, (x)= [x—ﬂ)(x-ﬂ)(x b),
a+b’
x——— x-b) b-a (x all x=b
A= I[ = I b-a](a b)d“ 3(6-4a)
e =

I Y a
“‘f?((*—fﬁ)’wf-
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If(x)dx G a](f( y+ 4f(a+b) f(b)) ~ Simpson kvadratur

Jormulasi. Uning qoldiq hadint kelttramiz:

(b~a)y’ (4
Ry =~/ &) asish.
Qoldiq had bahost:
IR, () < 288{] [ax|;f41(x)|

4. Umumiashgan kvadratur formulalar. Taqribiy integrallash for-
mulasining xatoligini kamaytirish magsadida amalivotda umum-

lashgan kvadrater formulalardan foydalaniladi. Buning uchun [a,b]
oraligni sz)-;—;f wzunlikda teng N bo‘lakka bo'lamiz. Har bir

[ %, %, ] gismiy oralig uchun o‘rta to*g‘ri to‘rtburchaklar formulasini
qo‘ltab, nlarmi £ =0,1,..,N-1 lar bo‘yicha vig‘tb chigsak, umum-
lashgan o‘rta to‘g'ri to‘rtburchakiar formulasi kelib chigadi:

M| Ht]

If(x)dr Y | fxd =

k=G 9)

E%{,E(f(ﬂ+g)+f(a+%)+...+f(a+ (ZN;)&])

Buning qoldiq hadi &, (f) ni esa har bir gismiy oraliq uchun

o‘ria to‘g'n to‘rtburchak formulasming qoldiq hadlan yig‘indisiga
teng bo‘ladi:

{b—a)3 e

Ro.m(f)— Z F &) (10)

bu yerda x, <&, <x_,.
[kkinchi tartibli hosilaning uzluksizligidan, Koshi teoremasiga

binoan shunday £ e [a,b] mavjudki,
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1 N=I1

<2 S1E)=1"E)

N o
bo‘ladi. Demak, (10) quvidagicha bo*ladi
_ (b-ay 1

Qoldiq hadi bahosi:

[Ro ] < =z RS

Agar har bir [xk,xw] gismiy oraliq uchun trapetsiya formulasini

qo‘llasak, umumlashgan trapetsiyalar formulasiga ega bo'lamiz:

Treds= Ol 15+ 7(60)+2E 100y
Uning qoliliq hadi _
RS = -i“i‘”-f*(é) a<gsh,
qoldiq hadning bahosi esa

]
R ]2 3[R
ke ‘rimshga ega.
Endi [ a,b] oraligni teng 2N bo‘lakka bo*lamiz va har bir [ x,,_,, %]
k=12,.,N qismiy oraliqga Simpson formulasini qo‘Hasak,

ff(x)dr Z f(x)dx =

k= lxn 2

i

|
J

hosil bo*ladi. Bu formulaning qoldiq had:
Ry ()= =220 s, asi<h,
2880N
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uning bahosi
R NS <2 Ral 1)

ko‘rinishga ega.
3.2-8. Gauss tipidagi kvadratur formula

Quyidagi kvadratur formulant garaymiz:
b o
[P0 f()de= 2 4, [ (x,), (1)

bu verda p(x)20 vazn funksiya, 4, x,, £ =0,L..,# noma’lumdir.
Bu noma’lumlami shunday aniqlash lozimki, (1) ning algebraik
aniglik darajasi 2n# —1 ga teng bo'lsin. Quyidagi teorema o‘rinlidir.

Teorema. (1) kvadratur formulaning algebraik anigltk darajast
2n—1 ga teng bo‘lishhigi uchun uning tugun nuqtalari [a,b] da
p(x)>20 vazn funksiya bilan n-darajali ortogonal ko’phadning
ildizlari bo*lishligi zarur va yetarhdir,

Isboti. Zaruriyligi. Faraz qilaylik, (1) ning algebraik aniglik dara-
jasi 2n—1 bo‘lsin. Tugun nuqgtaiarni turh deb hisoblasak, {1) ning
interpolyatsivaligi ta’'minfanadi. Teoremadagi ortogonal ko‘phadni
P_(x) deb belgilaylik. Darajasi # dan kichik bo‘lgan ixtiyoriy ko‘phad
O(x) ni olib, f(x)=P {x)0(x} deylik. Bu ko‘phadning darajasi
2n—1 dan ortmaydi. Shuning achun ham uni (1) formula anigq
integrallayds;

b "
IP(I)P”(X] Q{I)dx = kz=| Aﬁc Pn(xk)Q(xk ) .

Bu yerda, shartga ko‘ra, integral nolga teng, o‘ng tomon ham nolga
teng bo‘lishligi uchun P, (x,)=0, k=1,2,...,n shartlar bajanlishi

64




kerak. ((x,) k& ning barcha giymatlari uchun nolga aylanmaydi,
chunki uw darajasi » dan kichik ixtiyoriy ko‘phad. Demak,
P.(x)=0, k=12,.,n bo‘lsa, yuqoridagi tenglik bajariladi.

Yetarliligi. Faraz qilaylik, (1) interpolyatsion va P, (x) p(x)=0
vazn bilan ortogonal ko‘phad bo‘lsin.

Endi (1) ning algebraik anighk darajasi 2n--1 ligini ko‘rsatamiz.
Agar f(x) darajast 2n—1 dan katta bo‘lmagan ko‘phad bo‘lsa, unt

S (x) =P (xjQ(x) + R(x) (2)

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda O(x) va R(x) larning darajasi
ndan kichik. Bu tenglikning ikkala tomonini p(x) ga ko‘paytirib,
a dan b gacha integrallaymiz:

i f ]
§p(x) f(x)dx = [p(x)P (x)Q(x)dx + { p(x}R(x) dlx .

Shariga ko'ra, o‘ng tomondagi birinchi mtegral nolga teng, ikkin-
chi integraldagi R(x) darajasi » dan kichik ko‘phad bo‘lganlig,
(1) ning interpolyatsionligi va (2) dan f(x )= R(x,) ekanligini
e’tiborga olsak,

[P/ (x)a = X A f(3)
kelib chigadt. Shu hil*:n yetarlilik sharti ham isbotlandi.

Endi ortogonal ko‘phadning nollari hagidagi teoremani ko*ramiz.

Teorema. [a,b] orahqda p(x}>0 vazn funksiya bilan ortogonal
bo‘lgan P, (x) ko‘phadning barcha ildizlari haqiqgiy, turli va (a,bh)
intervatga tegishli.

Ishoti. P, (x) ning (a,b) ga tegishli toq karrali ildiziarini
&1-Eq0- .8, deb belgilaylik. Teorema isbotlanishi uchun m=n
¢kanligini ko‘rsatish kifoyadir, chunki bundan P, (x) ko‘phadning
boshga ildizlari yo‘qligi va unlarning turliligy kelib chiqadi. Teskarisini
faraz qilaylik, ya'm m < »# bo‘lsin. Ushbu
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Q,,,(x)=§(x—§,.)

ko*phadni tuzamiz. m < n bo‘lganligt uchun

[p(x)-P(x} Q,(x)dk=0

tenglik o‘rinli bo*lishi kerak, ammo P, (x) ¢, (x) ko‘phad [a,b] da
ishora saqlagani va [a,b] da chekli nuqtalarda nolga tengligi sababli

yuqgoridagi integral noldan fargli. Bu ziddiyat teoremani isbotlaydi.

Shunday qilib, (1} ko‘rinishga ega bo'lgan kvadrator formula
mavjudligim ko‘rdik. Ba’zan (1) Gauss tipidagi kvadratur formula deb
ham ataladi, chunki Gauss (1) formulani xususiy holda, ya’ni oralig
[—l,l] , vazn funkstya p(x)=1 bo‘lganda keltintb chiqargan.

Gauss tipidagi kvadratur formula quyidagi xossalarga ega.

k-xossa. (1) kvadratur formulaning tugun nuqtalari va koef-
fitsiyentlari har qanday tanlanganda ham (1) ning algebraik aniqlik
darajasi ortmaydi.

2-x0ssa. (1) kvadratur formwulaning barcha koeffitsiyentlari
musbatdir.

3-xossa. Agar [a,b] chekli va f(x) bu oraligda uzluksiz bo‘lsa, u
hoida Gauss tipidagi kvadratur formula yaqiniashadi:

lim 3 4% 0, = [p)f () d

{0 go|

3.3-§. Chehishev tipidagi kvadratur formula
Kvadratur formula
b " |
[p(x)f(x)dx = AkEf(-ﬁ) (1)
o =)

ko‘rinishga ega bo‘lsin. Bu yerda p{x)={ vazn funksiva. (1) for-

mulaning noma’lum paramettlari 4 va x,,(A=012,.. n) lar bo'lib,
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ularni shunday topaylikki, (1) ning algebraik aniqlik darajasi » ga teng
bo‘lsin. Quyidagicha belgilash kiritamiz;

b
m,= [p(xyx"dx, m=0,12,.. (2)
Agar f(x)=1 desak, (1) dan (2) ga asosan
= Ho
H

bo‘ladi. Endi f(x)=x", m=12,.,n deb, quyidagi nochizigli
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:
i

Yxp =, m=12,...n . (3)
k=1

0
(1) kvadrator formulaning rugunlar (3) tenglamalar sistemasining
yechimlart bo‘lar ckan. (3) tenglamalar sistemasini yechish o‘rniga
quyidagicha ish tutamiz.
Faraz qilaylik, (1) ning tugun nugtalan » tartibli
o ) =][(x-x)=x"+ax"" +ax""+.-+a (4)
k=]

ko‘phadning nollari bo*lsin. {4} dan hosila olamiz:

o, (1) =32 (5)
=) X X;
o, (x)=nx""+(n-Dax" >+ (n-Dax" + --va,, . (6)

(5) va (6) ning chap tomonlari bir xil, demak o‘ng tomonlan ham
teng, ya'ni x ning bir xil darajalan oldidagi kocffitsiventlar o*zaro
teng bo‘lishi kerak. Buning uchun (5) ning o*ng tomonidagi bo‘lish va
yig‘ish amalini bajaramiz va S, = i X, m=12,...n belgilashni

k=]

kiritib,
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S +a =0,
S5y +a S, +a,8, + 3a; =0,

S, +aS,_+a,S _,+-+na =0
Nyuton munosabatlari deb nomlanadigan formulalami hosil gilamiz.
Bulardan ketma-ket ¢;,a,,...,a, lami aniglaymiz, so‘ng

—1 —2
X +ax" rax" + o +a,=0

tenglamani yechib, x,,x,,...,x, lami topamiz. Agar x,,(k=12..n) lar

haqiqiy va turli bo‘lsa,
b
[P/ (e = £ 5 1) (7

ko‘rinishga ega kvadratur formula berilgan » uchun qurilgan bo'ladi
va unt Chebishev tipidagi kvadratur formula deyiladi. (7) kvadratur
formula vazn funksiya p(x)=1i, oraliq [—1,1} bo‘lganda n=1,2,...,7

uchun Chebishev parametrlari qiymatini ko'rsatgan.

Eslatib o'tamiz, keyinchalik »=8 va n>10 bo‘lganda o, (x)=0
tenglama ildizlarining orasida haqiqiy bo‘lmaganlarining ham mav-
judligt isbotland: [11].

Bobga tegishii tayanch so zlar: kvadratur formula, tugun nuqtalar,
koeffitsiyentlar, qoldiq had, algebraik aniqlik darajasi, interpolyatsion
kvadratur formula, urnumlashgan kvadratur formula, Gauss tipidagi
kvadratur formula, Chebishev tipidagi kvadratur formula.

Savollar va topshiriqlar
1. Kvadratur formula ta’rifini keltiring.
2. Kvadratur formulaning algebraik aniglik darajasi.

3. Interpolyatsion kvadratur formula ta’rifi.
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4. O‘rta to*g‘ri to‘rtburchaklar formulasi va uning qoldiq hadi.

5. Trapetsiya kvadratur formulasi va nning goldig hadt,

6, Simpson kvadratur formulasi va uning qoldiq hadi.

7. Umumlashgan trapetsiya va Simpson kvadratur formulalari va
ularning qoldiq had bahosi.

8. Gauss tipidagi kvadratur formula.

9. Ortogonal ko‘phadlarning ildizlart hagidagi teorema.

10. Gauss tipidagt kvadratur formula xossalar.

1 1. Chebishev tipidagi kvadratur formula.

12. Nyuton munosabatlari,

i3. Lejandr ortogonal ko‘phadlarim antglaydigan formulani
yozing.

l4. Chebishevning biﬁnchi tur va ikkinchi tur ko‘phadlarini aniq-

laydigan formulani va rekurrent munosabatiami yozing,

x I 0 0 0 ... 0 0 0
1 2 1 0 ¢ ... 0 0 0O
O 1 2x 1 0 ... ¢ 0 0
15. Tn(x) =
0 0 1 2x 1
0 6 1 2x
2 1 0 G 0 6 0 @
I 2x 1| O 0 0O 0 0
0 1 2x 1 0 0O 0 0
U,(x)=
0 0 1 2x 1
0 0 0 1 2x

ekanligini ko‘rsating. Determinant tartibi # ga teng.
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I n
16. | WACIIFRPS > ¢, f{x) kvadratur formulaning algebraik aniqlik
i=]

-1 w’l—x2

darajasi eng ywyuqgori bo‘lganda ¢ =c,=...=c =" bo‘lishini
R

ko'rsating.
17. Quyidagi ayniyatlami isbotlang:
2T(x)- T (x)=T,  ()-T, . (x), nzm,
2(?’;(3:)) =1+7,(x)\
20i- WU, () =1-27,,(x¥;
2T, (U, (x)=U,, ((x);
20 DU (U, (%)=
Bu yerda 7, (x) va {/ (x) lar mos ravishda Chebishevning birmchi
va iklanchi tur kn‘phadlari

(x)-T,_.(x}, nzm.

H i

18. j l_ f( Yedx = T G f(cnsﬁr%) kvadsatur for-

2+l | 2n+] 2n+

nrulaning algebralk aniqlik darajast 2n—1 ekanligini ko‘rsating.

Misol 1. f—— integralni umumlashgan trapetsiya formulasi bilan
0 l+x

10 apiglikda hisoblang, gadam / ni goldiq had bahosidan toping.
Yechish. Umumlashgan trapetsiya formulasini yozamiz:

Rnl /)=~ 11(2), a<g<h

Berilgan misolda a=0, h=1, f(x)= _t

f(x)z z=ﬂ( )

{11—1}
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2[_121

TR

1 1
| B/ < o r;};gflf”(x)hwz'ﬁg-f(-m)a[—mf =

L _<10? =N2s, B=02
&N

Demak, j___[ FO+ FO+2( £(0,2)+ £(0,4) + £(0,6)+ £(0,8)) ] =

1l A R T IV N

Misol 2. Yuqoridagi integralni #=4 da Chebishev tipidag: kvad-
ratur formula bilan hisoblang,

Yechish. x =0,5. (1+ £) almashtirish bajarsak,

I
J— (9
O 3+

bo‘ladi. Bu integralni Chebishev kvadratur formulasi bilan n=4 da

hisoblaymiz:

IJ :: % i?ir_
-1 i=l I+
Bu yerda f, i=14, o (f})='+a +a,/ +a,1+a, ko'p-
hadning nollari bo‘lishi kerak. Uning koeffitsiyentlart Nyuton
munosabatlaridan topiladi:
(S +4a,=0,
S, + a8, +2a, =0,
S, +a, 8, +a,8, +3a, =0,
|§+aS; +a,8, + a8, +4a,=0.

=

4
Buyerda S, =2 ¢ =p,,- i, m=1,
k=1 H
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5,=0, §,=2 § -0, 8 =2,

Bulardan foydalanib, yuqoridagi sistemadan a, =0, azz—%,

a,=0, g, = -41—5 va o, () =7 - %tz + ;—5 ¢kanligini aniqlaymiz. Uning

ildizlan;

f :“.‘H]Zf = —0,79465, 1=\ ff
f = 1’5_‘1%‘@ =0,18759, 1, = \/?**lzf = 0,79465.

Benlgan integralni hisoblaymiz:

le+l+l+l;0,69.
2o 3t 23 2.20535  2.81241 318759 3,79463

Misol 3. ¥ = j‘i integralni Gauss kvadratur formulasi bilan

0 1+x
n=2>5 da hisoblang,
Yechish.
x=0,5 1+
almashtirish qilsak, quyidagiga ega bo‘lamiz:
5= 2. }_ dt _
a4+

[-—1, l] oraligda p(¢)=1 vazn funksiya bilan ortogonal bo‘igan
ko‘phad Lejandr ko‘phadi deyilishi va u
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1 d"
formula bilan aniglanib, ular uchun
(m+DP (O -Qnr )t P(D+n P_(1)=0

rekurrent formula mavjudligini bilamiz. Bundan foydalanib, quyida-

(-1

P(O=

gilarni hosil qilamiz.

A@)y=1 R{ny=1, K= % (3P -1, P(nN= % (5 - 31),

P(1) = % (35 -30i1+3), PB= % (6315 — 70¢* +151).

F,(£) =0 ni yechib, kvadratur formula tugunlarini aniglaymiz:

20 120

L =0,1=—1=0,5384693, 1, = —t, =0,9001 798 .

Gauss kvadratur formulasining # =5 dagi koeffitsiyentlarining qiy-
mattan quyidagicha:
A, = A = 0,2369269,
A4, = 4, =0,4786286, 4, =10,568889,

Integral ostidagi funksiyaning tugun nuqtalardagi qiymatlari esa
quyidagicha:
J(4)=10,2494511, f(2,)=0,2373599, f(¢,)=0,2,
J({1,)=0,1570626, f{t;)=0,1310011.
Endi bertlgan integralning tagribiy qiymatini hisoblaymiz:

5
I=2341(,)=0,7853982.
=l
Berilgan integralning aniq qiymati esa
= g- =0,785398163...
ga teng.
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Misollar,
1) Aniq integrallarni umumlashgan o‘rta to°g‘ri to‘rtburchakiar for-
mulasi va umumlashgan trapetsiya formulasi bilan »=10 da

hisoblang.
2) Aniq integrallarni Simpson kvadratur formulasi bilan #=10 da
hisoblang.
2 lg(x+2)
1. b 2) =tk
I 827+l |,'[: X

2.4
{ (x+1)sinxdx.

| p)
2. D I f__x — )!ﬂ
) 2) [y,
1;?2x2+1,3 0 X +]

COST
&b Ix_ﬂx +1 ) I -’C"“l
14
. fix 1,2 s
5. D) ; 2) | fxcos(xH)dr.
0£;2x2+3 ﬂ:[a
M 1g(x? +1)
6. 1 ; 2) [B
I;;Z'E-OSI )ﬂ:l[i X
12 .
7 2) [,
1.4 3x2 -—] 08 &

) I) . y) GDS.I
B I;f{) S+x° ) " I+2

1.2

9, 1) I\[—- 2) ﬂ_L(Z.HO,S)sinxdx.
S 1g(x*+0,5) 5 4
10. 1 ; 2
) u‘jﬁﬂzf-u ) g[. 2x%
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11.

12,

13.

4.

15.

i6.

17.

18.

19,

20.

21.

22.

23.

I)T%;
b 75
& IJ_+(}6

2.2
ax

1) J- —

14\!3.:: +i

1y [ 2

usa!x +4
1 *
) I«.p‘x-25
1
) J;}x +12

S
3,2x05x2+1
1) j' -__'
2x2+0,3

2
1y j—&

D I \,‘31: —0,4

2.6 dx

b I —;

1,5x7 +0.7

I}
nL 1,‘21‘ +1, 6

12\/0 5x7+1,5

hL58

2] j' 53111 I

0.18 x+l

2) f Jx+lcos(x?)dx.
0.2

3

2) [x’lgxdr.
L4

lg{t +2}
a+l

2}]

2) j cos( x> )cir.

14 x+1

bé&
2) | (X +Dsin(x—0,5)dx .

0.8

2 2
2) Ilg{x +3}dx

1,2

1.2 2
2) jtg{x }(f,['

0.5 x+1

2 sm(x l)dx.
),,, 2dx

|
2) _[{x+])cus{x2}dx.
0.2

0,72

2) [ Vx+tee2x)dx.
0,6

2) msxc&+
“'L x:1

2.8
2) (i +1 }in:‘fm.
Ij_[? 2 2
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IV BOB. ALGEBRAIK VA TRANSSENDENT
TENGLAMALARNI TAQRIBIY YECHISH

4.1-8. Nidizlarni ajratish

Agar algebraik yoki transsendent tenglamaning ko'rinishi yctar-
licha murakkab bo‘lsa, uning ildizlarini aniq topishning har doim ham
iloji bo‘lavermaydi. Bundan tashqari, uning ba’zi koeffitsiyentlarining
taqribiyligs ma’lum bo‘lsa, ildizlarini aniq topish masalasi o'z
ma’nosini yo‘gotadi. Shuning uchun ildizlarni tagribiy topish metod-
lann va ulaming aniglik darajasim baholash muhim ahamiyatga ega.

Tenglamalarming ildizlarini taqribiy topish uchun qo‘llanifadigan
ustlllarda uning ildizlar ajratilgan, ya’mi shunday yetarli kichik
oraliglar topilganki, bu oraligda tenglamaning bittagina ildizi
joylashgan, deb faraz qilinadi. Bu oraligning biror nuqtasini bosh-
lang‘ich yaginlashish deb, tanlangan metod bilan berilgan aniglikda
topish mumkin. Demak, tenglama ildizlarini tagribiy topish masalasi
ikki gismdan iborat:

1) ildizlarnt ajratish, ya’mi shunday oraligchalarni ko‘rsatish
kerakki, unda tenglamaning bitla va faqat bitta ildizi bo‘isin;

2} tldizning tagribiy giymati - boshlang‘ich vaginlashishm
berilgan aniglikda hisoblash.

Matematik analizdan ma’lum bo‘lgan quyidagi teoremalardan
ildizlarni ajratishda foydalaniladi.

Teorema. Agar f(x) funksiya [a,b] da uzhiksiz bo‘lib, oraligning
oxirlarida turli ishorali giymatlarni qabul qilsa, u hoida f(x}=0
tenglamaning bu oraligda hech bo‘lmaganda bitta i1ldizi bor. Agar
f(x) mavjud bo‘lib, v [a,b] da ishorasini saglasa, v holda [a,b] da

f{x)=0 ning ildizi yagonadir.
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Teorema. f(x) funksiya [a,b] da analitik bo‘lib, f(a)- f(b)<0
shart o‘rinli bo‘lsa, f(x)=10 tenglamaning [a,b] da votadigan ildiz-

lari som toqdir.

4.2-§ Algebraik tenglamalarning haqiqiy ildizlarini ajratish

Algebraik
f=ax"+ax"" +-+a =0 (a,#0) (1)
tenglama ildizlarining soni va ularni ajratish masalasini ko‘raylik.
Dekart teoremasi. Karraliklarining karrasi bilan hisoblaganda (1)
tenglamaning musbat ildizlari soni
Ay Qys. ... 0,
koeffitsiyentlar sistemasida (nolga teng koeffitsiyentlar e’tiborga
olinmaydi} tshora almashtirish soniga teng yoki undan juft songa
kamdir.
Gyua teoremasi, (1) tenglamaning koeffitsiyentlari haqigiy bo‘lib,
uning barcha ildizlari haqiqiy bo‘lsa, koeffitsiyentlar uchun
a;>a, a4y, i=142,..,n-1
tengsizliklar o‘rinli,
(1) tenglamada ay # 0, g, # 0 deb hisoblaymiz.
Teorema 1, Agar

Qg

ay

i/
g

A = max

, A = max
1zk5n

fshzn-|

bo‘lsa, u holda (1) tenglamaning barcha ildizlari

1
™) *:|x|¢:1+A=R {2}

halga ichida yotad.
Isboti. Faraz qilaylik |x| > 1 bo‘lsin. Modulning xossasiga ko‘ra

a a
ayx” T+ oot i

() =
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|
2 |apX 1 L s
- [lxl i)

[ Le-1-4 !.

-1

> (aox"

14 iyl

Agar lxl>l+A deb oilsak, u hoida ’ f(x)i::»{} tcngsizlik kelib
chigadi, ya’ni x ning shunday qiymatlarida f(x) ko'phad nolga
aylanmaydi, demak (1) tenglamaning ildizi yo‘q. (2) tengsizlikning

chap tomonini ko‘rsatish uchun x=t deb, f{x):—l?g(y) ga ega
Y ¥y

bo‘lamiz, bu yerda g(y)=a,y" +a, \y"" +---+a,. Yuqorida isbot

qilinganiga ko‘ra, g(y) ko'phadning y, =L ifdizlar
k

I
|yk|_m{]+Ai

tengsizlikni qanoatlantiradi, bundan csa
II" > -4
kelib chigadi.

Bu teoremadagi r va R — (1) tenglama musbat ildizlarining mos
ravishda quyi va yuqori chegaralaridir. Xuddi shuningdek, —R va —r -
manfiy ildizlarning mos ravishda quyi va yugori chegarasi bo‘ladi.

Teorema 2. (Lagranj teoremasi.) Agar (1) tenglamaning manfiy
koeffitsiyentlaridan eng birinchisi {chapdan hisoblaganda) o, bo‘lib,
B manfiy kocflitsiyentlarning absolut qiymatlart bo‘yicha eng kattasi
bo*tsa, u holda musbat ildizlarning yuqori chegarasi

R=1+¢ -—B—
\J“ﬂ
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isboti. Bu yerda ham x>1 deb olamiz. Manfiy bo‘lmagan
a,,dy,...,0;, larni nol bilan almashtiramiz, a,,a,,,...,3, larni esa
-8 ga almashtirsak f(x) ko‘phadning qiymati kamayishi mumkin.
Shuning uchun
F(x)zayx" — B(x"'k F X7 s l):

n—k+t
X -1

x—1
tengsizlikka ega bo'lamiz. Bundan esa x> 1 bo‘lganda

H-—ﬁ'}-l_l Bxﬁl*—ﬁ-l-l

"
= QX — _——
x-1 b x-1

x""h'] n=k+1

- [::ar[,x*“'(.a::—l)—B]‘:f}E [aﬂ(x-—l)k -B]

x-—1 x—I

kelib chigadi. Demak,
xzi+ kFﬂg— =R
2

bo‘lganda f(x)> 0 ga ega bo'lamiz, ya’ni (1) tenglamaning barcha x*

f(x}zaﬂx”—ﬂx

musbat ildizlari x* < R tengsizlikni qanoatlantiradi.

Teorema 3. (Nyuton teoremasi.) Agar x=c¢>0 uchun
FOey=20, k=01, .,n shart o‘rinli bo‘isa, R=¢ ni (1)ning musbat
ildizlari uchun yuqori chegara deb olish mumkin.

Isboti. Teylor formulasiga ko‘ra

" K
GED A J“) (x-c)f. .

Shartga ko‘ra, x > ¢ bo‘lganda summaning har bir hadi musbatdir.
Demak, (})ning barcha x’ musbat ildizlari x* <c tengsizlikni
qanoatlantiradi.

Agar quyidagt ko‘phadlarga

£ == f(—x)=ax" - a,x”" + .ﬂz:ﬁc""2 ++(=-1Ya,,

{1 ., ;
fz(-x)= x”f{;)zanx +ﬂn—lxn l+"'+ans
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Si(x)= (—x)"f(—%)z ax —a_x""+-+(=Da,

yuqoridagi teoremalarni qo‘llab, f(x), f(x), f,(x), f;,(x) laming
musbat ildizlarming, mos ravishda, R, R, R,, R, yugori chegaralari

topilgan bo‘lsa, u holda (1) tenglamaning hamma musbat ildizlan
—-5x" 5 R va barcha manfiy ildizlari R, < x~ <~ tengsizliklami

2 3
ganoatlantiradi.

4.3-§. Tenglamalarni yechishda iteratsiva metodi

Berilgan f(x)=0 tenglamaning ildizlari ajratilgan bo‘isin.
lteratsiya metodini go‘llash uchun /{x) =0 tenglamam
x = @{x) ()
kanonik ko‘rinishga keltiramiz. Ildiz yotgan oraligdan ixtiyoriy nuqta
olih, izlanayotgan itldizning dastlabki yaqtalashishr deb, gquytdagi
ketma-ketlikni (iteratsion jarayonni) hosil gilaniz;
x, =¢(x,_), n=12,.. (2)

Agar
lim x, =& (3}

mavjud va ¢{x) funksiya vzluksiz bo‘lsa, (2) tenghkning har ikkala
tomonida limitga o'tsak,

& = lim x, ~limg(x, ., )= lim x, ) = (%),
ya’ni

£ =)

hosil bo‘tadi. Demak, £ berilgan tenglamaning tldizi ekan va uni (2)
yordamida talab gilingan aniglikda topish mumkin. (3} limit mavjud
bo‘lgan holda, iteratsiya jarayoni yaginlashuvchi deyiladi. Quyidagi
teorema ileratsion jarayonning yaqinlashishint ko*rsatadi.
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Teorema. Faraz gilaylik, @(x) funksiya va boshlang‘ich vaqin-
fashish x; quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
1) ¢(x) funksiya
|x - x{,I <o (4)
oraliqda aniqlangan bo‘lib, bu oraliqdan olingan ixtiyony ikkita x va y
nuqtalar uchun @(x) Lipshits shartini ganoatlantirsin:

p(x)— o)< qlx—)| O<q<)); (5)
2} quyidagi tengsizliklar bajarilsin:
by —otr )} <, 1228 (6)

U holda {1) tenglama (4) oraliqda vagona & ildizga ega bo'lib,
{xﬂ} ketma-ketlik bu yechimga intiladi va intilish tezligi

b, ~&}< L-g" 7
-

tengsizlik bilan aniqlanad;.

Ishoti. Ixtiyorty n uchun x, m qurish mumkinligini va x, (4)
oraligda yotishtigi bamda

’In+l - "tml5 rlqn (8)

tengsizlik bajartlishint induksiya metodi bilan ko‘rsatamiz.

Agar n=0 bo'lsa, x, =¢(x,) bo‘lgani uchun (8)dan (6) hosil
bo‘ladi, ya’ni
bo‘lads, bundan esa

b, — x| < m< %56
hosil bo'lib, x; (4) oraligda yotishligint ko‘rsatadi. Faraz qilaylik,
Xp,X,...,X, lar qurlgan bo‘lib, ular (4) oraliqda yotsin va

K —X%]<ngt (k=01,..n-1)
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tengsizliklar bajarilsin. Induksiya shartiga ko‘ra, x,, (4) da yotadi, ¢p(x)
{(4) da aniglangan, shuning uchun ham x, , = ¢(x,) ni qurish mumkin.
Teoremaning birinchi shartidan

=lo(x,. ) - 0(x,)| < qlx, = x|

va x, uchun induksiya shartiga ko‘ra,

)Irﬁi _xn

kelib chigadi. x

-1

—x,|<ng". Bu x,,x,,, lar nchun

n+|

- x, ;| ng"™" o‘rinli, demak |x

,I i+

n
(8} 1foda o'ninliligini ko‘rsatadi.
‘x&-ﬂ - xﬂl s ]‘rml - xni + lxrr - xu—l!—l_ ot |II - Iﬂ) <

_ n4]
=g < <5
i-¢ I—¢

tengsizlik x,,, (4) oraligda yotishini ko‘rsatadi.

<ng"+ng" + 4=

End;s {x"} ketma-ketlik fundamentailigini ko‘rsatamiz. (8) tengsiz-
likka ko'ra, ixtiyoriy p naturai son uchun

- xn+p—1

X

nrp—l

xn+ -2

|+-~+|x

i+l

|+

X —x"li _x"li

n+p xn+p
g P ANgT T g =g (L g gt ) =
o g7 LI
=ng" o<1

yoki

< g 9)

Bu tengsizlikning o‘ng tomoni p ga bog‘liq emasiigidan va
0<g<1 bo‘lganidan { x,} ketma-ketlikning fundamentalligi va uning

limiti § = lim x, mavjudligi kelib chigadi. {xﬂ} ketma-ketlik (4) ora-

B—pots

ligda yotganligi uchun & bham shu oraliqda yotadi. (5) shartdan
o{x) ning uzluksizligi kelib chigadi, shuning uchun ham x,,, = o(x,)

tenglikda limitga o‘tib, £ (1) tenglamaning 1ldizi ekanligini ko‘ramiz.
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Topilgan ildiz yagonadir, Faraz qgilaylik, & (1) tenglamaning (4)

oraliqdagi boshqa ildizi bo‘lsin. (5) ga ko‘ra,
E-&l=lo@)—p®)|< g -£].
0 < g < | bo‘lganligi uchun bu munosabat £ =& bo‘lsagina bajariladi.

(9) tengsizlikda p —» « limitga o‘tsak, (7) tengsizlik kelib chigadi.
Teorema isbot bo*idi.

Estaima. Faraz qilaylik, x=@(x) tenglamaning tldizi £ yotgan
qandaydir (a,b) oraligda ¢'(x) ishora saglasa va |cp'(x}|£ g < I shart
o°'rinli bo‘lsa, u holda agar ¢'(x) musbat bo*lsa

x, =0(x,), (n=12..), x,c{a,b) (10)
ketma-ketlik £ ga monoton yaqginlashadi, bordi-yu ¢'(x) manfiy
bo'lsa, (10) ketma-ketlik & ildiz atrofida tebranib unga yaqginlashadi.

Hagiqatan ham, 0<¢'(x)< ¢ <1 bo‘lib, x, <& bo‘lsin. U holda

X =8 =905)~@E€)=(x - L)' (c)<0,
bu yerda ¢ [x[,,é], bundan

|x] - ‘Z}| = |(xu - \5}‘59'('5)[ s q!*"ﬁ “EJl < |x“ “‘al'

Demak,
Xg <X <§.
matematik induksiyaga asosan

Xy <Xy < Xy <oee<E

ga ega bo‘lamiz.
Shunga o‘xshash natija x; >& bo‘lganda ham kelib chigadi.

Endi -1 < ~g £¢'(x) <0 holni ko‘rib chigamiz,
Faraz gilaylik, x, <& bo'lib, x, = p(x,)e (a,b] bo*lsin, u holda
X =€ =0(x) - 9€)=(%—£)p'(c) > 0,
bo‘ladi, bundan x, >& va |x, —&|< |x“ —&| ligi kelib chigadi.
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Shu mulohazalarni x,,x,,..., yaqinlashishlar uchun qaytarsak,
g <Xy <Xy << E <y, <y
hosil bo‘ladi, ya'ni ketma-ket yaqinlashishlar £ atrofida tebranib,
unga yaqinlashadi.
Bu ikkala holning geometrik talqinini quyidagi rasmda izohlaymiz.

4.4-§. Nyuton metodi

Faraz qilaylik,

f(x)=0 (1)
tenglamaning [a,b] oraliqdagi yagona ildizi £ bo‘lsin. f'(x) va
J7(x) lar noldan fargli bo‘lib, [a,b] da 1shora saqglasin. x, & [a,b]
bo‘lib, & ning taqribiy qiymati bo‘lsin, ya’'ni

§=X, +€,, (2)
g, xatolik va um kichik miqdor bo'lsin deb hisoblaymiz. Teylor
formulasiga asosan

0= f(x,+g,)= flx,))+e,- f(x,)

~L%) o gantig

S (x,)
uchun (2) dan ildizning navbatdagi taqribiy qiymatiga ega bo'laniz:

taqribiy tenglikka ega bo‘lamiz. Bumdan g, =
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X = - :f‘( }; (n=0,12,...). (3)

(3) ketma-ketlikni qurishda boshlang‘ich yaginlashish x,e{a,b]
bo‘lib, f(x,}- f7(x,) >0 shartni ganoailantirishi maqsadga muvo-
figdir.

(3) ketma-ketlikning geometrik talqgini quyidagidan iborat:

X, hing giymati y= f(x) funksiya grafigining (x,,f(x,))
nugtasiga o‘tkazilgan urinmaning (X o‘gi bilan kesishgan nugtasining
abssissasiga tengdir, Shuning uchun ham Nyuton metodi urinmalar
metodi deb ham ataladi.

{3) formula bilan topilgan ketma-ketlik (1) tenglamaning Hdizi
& ga boshlang‘ich yaqginlashish x, o‘ng tomondan monoton yaqin-

lashishini quyidagi rasmdan ko*rish mumkin.

)

Nyuton metodining yaqinlashish tezligini quyidagicha baholash
muirkin. Teylor formulasidan

0= fE&) = F(5,)+ U )E= )45 [ (DE=x,)’,
bu yerda v, £ va x, oralig‘ida joylashgan.

fix, e 1 /()
Bundan, L% — ¢ ¢ 1
uacat, f(x,,) ST n)(‘g
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Demak,

o S 1S
ST Fay 2y ST

Agar m= Fﬂfﬁllf{x)l’ M= ?1%;? ]j"(x)], [a,b] X, va & nio‘zichiga

Xosl "E.l =X,

olgan hamda f(x), f"(x) ishorasini o‘zgartimaydigan oraliq bo‘lsa, u
holda

2

M
—Ele —
Ixm-l' E.»!*-Zmlxn E.»
ga cga bo'‘lamiz. Bu Nyuton metodining yaqinlashish tezligini
ko‘rsatadi.

Eslarma. Agar iteratsiya usuhda

J(x)
A)=xXx————
p(x) 0
deb olsak, Nyuton metodi hosil bo‘ladi.
Agar [a,b] da f(x) kam o‘zgarsa, u holda (3) formulada
S'(x )= f'(x,) deyish mumkin va natijada Nyuton metodining

modifikatsiyasi

Kyt :x"—% {(n=012..) (4)

hosil bo‘ladi. (4) formula bilan hisoblash jarayoni o‘tkazilsa, har bir
gadamda f'(x) ning giymatini hisoblanmaslik qulaylik tug'diradi. Bu
qulaylik, aynigsa f"(x) murakkab bo‘lganda yaqqol seziladi.

4.5-§. Yuqori tartibli iteratsion metod qurishda
Chebishev metodi

Faraz qilaylik, f(x)=0 tenglamani [a,b] da yagona ildizi x=§
mavjud bo‘isin va f(x) funksiya hamda uning yetarlicha vuqori
tartibli hosilalari uzluksiz bo‘lsin. Bundan tashqari, xe[a,b] da
f{x)# 0 bolsin. U holda f"(x) bu oraligda ishora saglaydi va f(x)

36



monoton funksiya bo‘lib, x = g(y) teskari funksiyaga ega bo‘ladi,
Teskari funksiya g(y) f(x)ning o‘zgarish sohasi [c,d| da anig-
langan bo‘lib, f(x) qancha uzluksiz hosilaga ega bo‘lsa, v ham shun-
cha uzluksiz hosilaga ega bo*ladi. Teskart funksiya ta’rifiga ko‘ra,

x=g(y) (xe{ab]). y=r(gm)(ye(cdl)
Demak,
0. = g(0). (1)
Agar ye [c,d] bo‘lsa, u holda Teylor formulasidan
1 (£, . iph
a=g0)=g(y-yr=gy+ E(—I)k ng"'}y" + (-l)pg—p-f—'uy”, (2)
bu yerda ne [ﬂ,y]. (2)da y= f(x) va g(v)=x ni nazarda tutib,
— thle g (P s
a=x+ 3 N EOD i gy 8ZUON oy
k= : P

ni hosil qilamiz. Agar

-1 “'f] x
¢,0x)= I+Z( 1y & (” ) g

deb belgilasak, u holda

fH(x)

x=0,{x)

tenglama uchun x =& yechim bo‘ladi, chunki

p—I %)
0, @) =5+ 3 (- ELE) UE) prey=.

Bundan
¢ ()=0, j=12,..,p-1
bo‘lganligl sababli
Y =0,(x,), n=012,. xe(a,h] (4)
iteratsion jarayon p-tartibli deyiladi. Agar x, £ ga yaqin bo‘lsa, u
holda (4) bilan aniglangan {x,| ketma-ketlik & ga yaqinlashadi.
Hagiqatan ham, ¢’ (§)=0 bo'lganligi uchun & ning shunday atrofi
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topladiki, u yerda Ilqa'p (x)lﬂ g <1 bo‘ladi. Bundan x, £ ga yetarlicha

yaqin bo‘lsa, {x,} iteratsion ketma-ketlikning yaginiashishi kelib
chiqadi.

Endi x = g( f (x)) dan ketma-ket hosila olamiz:

g} (=1,

g () )+ g (f(0) f"(x)=0,

D) @387 (f(D) L2 [0+ g {S(0) fM(x)=0,

Bundan ketma-ket g'( f(x)), g"(f(¥)),--., gV (f(x)} lami va
shu bilan birga ¢ (x) ni aniglaymiz. (4) iteratsion jarayonni p ning bir
nechta konkret qtymatlarida ko rinishint keltiramiz:

p=2
_ fix)
BRI
p=3
X, =X - -:ﬂ:ﬂ‘;]-_.ﬂ{ﬂ_}_‘jf,(_{ll
"Iy dre))
p=4
LA R A AT SCA NP MCATE VACA) T ACA T3]
ST T [Pt

Bular mos ravishda 2-, 3- va 4-tartibli iteratsion jarayonlardir.

Bobga tegishli itavanch sozlar: ildizlarnt  ajratish, ildizlar
chegarast, iteratsion jarayon, yaqinlashish tezligi, iteratsion jarayon
tartibi, yuqori tartibli iteratsion metod.

Savollar va topshiriglar

1. Algebraik yoki transsendent tenglama ildizlanim tagribiy topish
masalasi necha qismdan iborat?
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2. |a,b] da f(x)=0 tenglamaning ildizi yagona bo‘lishligi uchun
ganday shart bajarilishi kerak?

3. Algebraik tenglamaning musbat ildizlari soni haqgidagi Dekart
teoremasint ayting.

4. Gyua teoremasini ayting.

5. Algebraik tenglamaning barcha ildizlari yotadigan sohani ayting.

6. Algebraik tenglamaning musbat ildizlarining yuqori chegarasi
hagidagi Lagranj teoremasi.

7. Algebraik tenglamaning musbat ildizlarining yuqori chegarasi
hagidagi Nyuton teoremasi.

8. Algebraik tenglama wmanfiy ildizlarining quyi va vugori
chegaralari ganday aniqlanadi? -

9. Iteratsiva metodining mohiyatini ayting.

10. Qanday shartlar o‘rinli bo‘lsa, {xn} ketma-ketlik aniq ildiz
£ ga monoton yaqinlashad: (geemetrik talginini ko‘rsating)?

I1. Qanday shartiar o‘rinli bo‘lsa, {x,} ketma-ketlik aniq £ ildiz
atrofida tebranib yaqinlashadi (geometrik talginini ko'rsating)?

12. Iteratsiya metodining yaqinlashish tezligi.

13. Nyuton metodi.

14. Nyuton metodida boshlang‘ich yaqinlashish xo qanday anig-
lanadi?

i5. Nyuton metodming yagmlashish tezligi.

(6. Qanday shart o‘rinli bo‘lsa Nyuton metodining mod:fi-
katsiyasint ishlatgan ma’qul? |

17. Chebishev metodi.

18. Uchinchi tartibli iteratsion jarayonni hosil qiling.
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Misol 1. F(x)= x" - 5x* + 8x —8 =0 tenglamaning hagiay ildizlari
chegarasini toping. Haqiqgiy va kompleks ildizlar sonini aniglang.

Yechish. Teorema 1 ga asosan, g, =1, 4=8. Demak, R=1+8=9,
ya’ni tenglamaning hagiqiy ildizlari (-9,9) oraligda joylashgan.

Lagranj teoremasint qo'‘llasak, a, =1, k=2, B =8§. Musbat ildizlar

uchun yuqori chegara
R=1+‘E:I+2~/§{4

boladi. Benlgan tenglamada x=-x almashtirish qilsak,
[(D)=f(-0)=x"-5x" —8x-8=0 tenglama hosil bo‘ladi. Lagranj
teoremasiga ko‘ra bu tengiamaning musbat ildizlarining yuqori
chegarasimi aniqlaymiz: a, =1, £ =2, B=8 bo'lib, R, <4 ligi kelib
chigadi, ya’ni ildizlar (—4, 4) oraliqda yotadi.
Endi Nyuton teoremasini qo*llab koramiz:
F(x)=x"~5x" +8x -8,
F{x)=4x"-10x+8§,
[ (x)y=12x"-10,
ST (x) = 24x,
=24,
Bundan ko‘rinib turibdiki, x>2 wchun f*(2) >0, k¥ =0,1,2,3.4,
demak, ¢=2 musbat ildizlarning yugori chegarasi ekan. Endi
J1(x) =0 tenglama uchun ildizlarning yuqori chegarasini topamiz:

fi(x)= Xt —5x" -8x—8,
f(x)=4x"-10x-8,
ixy=12x* -10,

S (x)=24x,
L) =24
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S¥(x)>0, k=0,4 shartlar x>3 uchun bajarilishini -anglash
giyin emas. Demak, berilgan tenglamaning barcha haqiqiy ildizlari
(=3;2) oraligda yotar ekan. o

Yuqorida berilgan tenglamaning kompleks ildizlari bor-yo‘qligini
Gyua teoremasidan aniglash mumkin.

Fi{x} mng kocffitsiyentlari

0,5 -8 8
sonlardan tuzilgan sistemada
ar>d, g day, k=123
shartlar o‘rin bo‘lsa, barcha iidizlar haqiqiy, aks holda kompleks
tldizlar mavjud bo‘ladi. Bertlgan misolda £ =1 uchun ko‘rsatilgan
shart bajarilmaydi. Demak, tenglama 2 ta haqiqty, 2 ta kompleks
ildizga ega.

Misol 2. f(x)=x"—-20x+12=0 tenglama ildizlarini ajrating va
ajratilgan ildizlarmi iteratsiya, Nyuton metodlari bilan aniglaydigan
jarayonni ko‘rsating.

Yechish. lldizlar chegarasini Lagran;j teoremasiga ko‘ra aniglaymiz:
a,=1, k=2, a,=-20, R <1+ \EE < 35,5, tenglamada x=-x
almashtirish o‘tkazib, hosil bo‘lgan tenglamaga Lagranj teoremasini
qgo‘llasak, a, =1, k=2, B=20, R <i+ \/ET_O < 5,5 bo'ladi. Demak,

berilgan tenglamaning haqiqiy ildiziari (-5,5; 5,5} oraligda yotadi.

Quyidagini aniqlaymiz;
x -5,51 -5 —4 0 1 4 5 5,5
signf(x) } — | — + + - - + n

Ya'ni berilgan tepglama 3 ta haqiqiy ildizga ega bo‘lib, ular
(-5;—4), (0:1) va (4,5) oraliglarda joylashgan.
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Iteratsiva metodi. A) (—S;* 4) oraligdag: ildiz uchun berilgan
tenglamani x = 320x — 12 = @(x) ko‘rinishga keltiramiz, chunki

' 20 20 B0 1
max [¢'(x)| = max |-— -
f-5.~4] [543 20x-12)?

20
< e = e
3{{522 345 243 3

bo‘lad:. Hisoblash jarayoni
Xy = {/zox,,_-u, n=0,1,._.
formula bilan tashkil etiladi, bu yerda x¢ ixtiyorly bo‘lib, {-5, — 4]
oraligga tegishli.
B) (0;1} oraliqdagi ildiz uchua

3
x +12
x—zﬂ—mm

deb olamiz, chunkt

£l
20

<3
20

max ltp'(x}| 21?2131{

[o.]
bo*ladi. Hisoblash jarayoni

\
x, +2
I

= , n=0L12....
wtl 20

formula bilan tashkil ctiladi va x, sifatida [0;1] ga tegishli ixtiyoriy
qiymatni olish mumkin.
D) (4,5} oraliqdagi ildiz uchun ham hisoblash jarayoni

X =320x,—12, n=0,1,...

formula bilan amalga oshirladi, x; ixtiyoriy ba'lib, [4, 5] oraligqa
tegishli.
Nyuton metodi: f'(x)=3-x"~20, f'(x)=6 x
A} (-5,—4) oraliqdagi ildiz uchun f(xy) /"(x,)>0 shartni tek-
shiramiz:
f(=5)<0, f(-9) >0, ["(-5)<0, f"(-4)<0.
F=5) 7(-5)>0 bo'iganligi uchun x,=-5 bo‘ladi.
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Xuddi shuningdek, B) (0;1) oraliq uchun x,=0, D} (45) oraliq
uchun x,=5 bo‘hshligini aniglaymiz va uch holda ham

J{xy)

x ., =x —<—— n=01,...

LT ()
iteratsion jarayon bilan ildizning taqribiy giymati berilgan aniglikda
hisoblanadi.

Misollar.
Tenglamalar ildizlarini ajrating va ajratilgan ildizlarm iteratsiya,

Nyuton va vatarlar metodlari bilan aniqlang (¢ = 107 aniglikda).
. x* —5sinx=0.
2. sinx-— l/x=0.
3. lgx -cosx =0,
4. 4dx-5inx=35.
5. ¢-10x=1.
6. 0,25x' +x-2=0, xe0,2].
7. 3x—4lnx-5=0, xe[2,4].

8. cus(g)—2sin(-]—)+l:0, xe[1,21.
X

X X

9, xe——— =0, xe[0,1].
3Hsim(3,6x)

10, ¢ —x' —x=0, xe{0,1].

11. arccos x—/1-0,3x> =0, xe[0,1].

12. J1-0,4x° —arcsin x=0, x&{0,1}

13. 3x—ld+e —e =0, xe|l,3]

14. 22 +1,2-cosx - 1=0, x&[0,1).
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15,
16.

17.
18.
19.
20.

21,
22.

23

24.
25.
26.
27.
28.
29,

30

0,1x* —xInx=0, x=[l,2].
e —e " —2=0, xe[0,1].
Ji—x—tgx=0, xe[0,1].

i—x+sinx—Indl+ x)=0, xe [0, 2].
X -2x +x-3=0.

X =2x +3x-5=0.

5P +22 - 10x+1=0.

X +x = 1000.

o2l 12+ 20=0.
xt+ex’ +x°—4x—60=0.
14X - 40x — 75 =0.

X o+ 11x+10=0.
e 297 - 71x 140 =0,
A+ T+ 9x P+ 13x— 30 =0,
X +3x2° 23" 55x— 150=0.
X6+ AP+ 10x+ 75 = 0.
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V BOB. CHIZIQLI ALGEBRAIK TENGLAMALAR
SISTEMASINI YECHISH

5.1-§. Metodlar klassifikatsiyasi

Ma’lumki, ham tatbiqiy, ham nazany matematikaning ko‘pgina
masalarint hai qilishda chizigli algebraik tenglamalar sistemasini
yechishga to‘g’‘n keladi. Masalan, funksiyan interpolyatsiyalash yoki
o‘rta kvadratik ma’noda yaqinlashtinsh masalalari chiziqli algebraik
tenglamzlar sistemasini yechishga keltiriladi.

Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini  hosil qgilishning asosiy
manbalaridan biri uzluksiz funkstonal tenglamalarni chekli-ayirmali
tenglamalar sistemasi bilan yaginlashtinshdir.

Chizigli algebraik tenglamalar sistemasimi  yechishda foyda-
laniladigan metodlami ikki guruhga ajratish mumkin: aniq va ite-
ratsion metodlar.

Aniq metod deganda shunday metod tushuniladiki, uning yor-
damida chekli migdordag arifmetik amallarni aniq bajarish natijasida
masalaning yechimi topiladi. Ko'pincha, bu ikki bosqichdan iborat
bo‘ladi. Birinchi bosqichda berilgan tenglamalar sistemasi u yoki ba
ma’noda soddaroq tenglamalar sistemasiga almashtiriladi. Ikkinchi
bosqichda almashtinlgan soddaroq tenglamalar sistemasi yechilib,
noma’lumlarning qiymati aniqlanadi.

Iteratsion metodlar chizigli algebraik tenglamalar sistemasining
yechimi ketma-ket yaginlashishlarming limmti ko‘rinishida izohlanishi
bilan xarakterlanadi.

Iteratsiya metodlarini qo‘llaganda faqat ulaming yagqinlashish-
larigina emas, balki yaqiniashishlarning tezligi ham katta ahamiyaiga
ega.
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5.2-§. Gauss metodi

Bu metod bir necha hisoblash sxemaiariga ega. Biz Gaussning
kompakt sxemasigina bilan tanishamiz.
Quyidagi sistema berilgan bo'lsin:
(a7 + @ %, + .t ay,x, = a
Xy + ApXy + ook @, X, =8,

4“

(duX) + 8%+ +a,X, =a,

(1)

o+l
Faraz qilayhk, a,, # 0 (yetakchi element) bo’lsin deb, sistemaning
birinchi tenglamasidan
X+ b0x +bx 1 B, = bffn'f, (2)

N
tti hosil gilamiz, bu yerda

by = (j22).

{2) dan foydalanib, (1} sistemaning qolgan tenglamalaridan x,
noma’'lumni  yo‘qotish mumkin, ya'ni (2)ni  ketma-ket
a,,,8,,,...,4, larga ko‘paytirib, mos ravishda, ikkinchi, nchinchi va
h k. tenglamalaridan ayirsak, natijada quyidagi sistema hosil bo‘ladi:

[ (D i) N, _ L
{112 xz ‘+‘ﬂ'23x3+-..+ﬂlﬂ i uaz_n-l-l,

o e 3)

(13 €0 . _ 0
lanz-xz + an3 .x::l + LR Y + ﬂmxn - an,"_'-]

bu yerda a}” =ay— ab? (i,j=2).

L
(3) tenglamalar sistemasida ai) # 0 deb, yuqoridagidek jarayonni
bajarsak,

sy Xy + ...+ Ay X, = a3,n+|’

3.

| (2) M, _ (2
|8 %+ ta,, X, =a

{ (2) (2) (2)

»a+i
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sistemaga kelamiz, bu yerda
al = gV - gy (i, j =3}
i if i2 > o J = .
Shu jarayonni » marta bajarish mumkin bo‘lgan bo‘lsa, (1)

tenglamalar sistemasi

' Iy (1) €y, . plly
vy by, + B, = b
(2) (2} — Li2)
) X+ by e by x, =0y (4)
_ pln)
[ xn - bn,n+l

ko‘rinishga keladi. Bu tenglamalar sistemasidan  ketma-ket

X, . X

s Xq--» X lar aniglanadi. (1) dan gadamma-gadam (4) ko‘rinishga
kelish Gauss metodining to‘g'n yo'h, (4) dam ketma-ket

X, X, s, X lamni aniglash Gauss metodining teskari vo'li deyiladi.

n—is’
Faraz qilaylik, Gauss metodida to‘g'n yo‘lning m{m<n) ta
gadami bajarilishi mumkin bo‘lgan bo‘lsin, u holda quyidagiga ega

bolamiz:

-
(n) P (m) . _ pim)
‘xm +bm.m+lxm+-] t + bmn xn‘ - bm,n-r]’
(m) (m) — oM
{ amil,mﬂ‘xmd +eeet am+|,n‘rn - am+l,n+l L] (5)
() (1) — i}
l an.m+lxm+l + + an,n x.-: - an,n+l
bu verda
{}‘1{”'” (m) _ (m-1) __(m—1)g(m)
my g my _ _(m— m— m P
h-"’!f _;(-""—}? a{]- --a!}- —a,, bmj 1 {11j2m+])'
mr

Gauss metodida bajarilishi mumkin bo‘lgan gadamiarning soni
mga teng bo‘lgan bo‘lsa, bu shuni anglatadiki, (5) sistemaning
ikkinchi tenglamasidan boshlab yetakchi clementni ajratish mumkin
cmas, chunki barcha a™ (i, j = m+1,--+,n) lar nolga teng.

97



Agar (5) da af::i, =0(i=m+1,---,n} nolga teng bo‘lsa, (5) bitta
tenglamadan iborat bo‘ladi.
Endi barcha qadamdagi birinchi tenglamalamni birlashtirib,

( (1) {1} (.. _ i
B O o e A ﬂ'xn'_bl.rﬁl
{2) 2y, _ p(2}
X+ by e+ byx, = by

i

Cmy . _ plany
xm+l +"'+bmn Xy _b

NI |

B bl

[ R

larni x

bl

sistemani hosil gilamiz. Bundan x,x,.....x

t

X, 90X, lar

T

orgali ifodalab olishimiz mumkin. Bu holda (1) cheksiz ko‘p yechim-
ga ega bo‘ladi. Agar (5) da &, (m+1<i<r) larning hech bo‘lma-

f.m+l

ganda birortasi noldan farqli bo‘lsa, u holda (1) yechimga e¢ga e¢mas
bo‘lads.

5.3-§. Kvadrat ildizlar metodi

Faraz qilaylik,
Ax = b (1)
chizigli algebraik tenglamalar sistemasida A4 simmetrik matritsa
bo‘lsin, ya'ni A = [a ﬁ]z A. Soddalik uchun kvadrat ildiziar mefodini

shu holda bayon etamiz.
A matritsa simumetrik bo‘)gami uchun unt

A=TT {2)
ko‘rinishida yozish mumkin, bu yerda
(8, £, -t | t 0 .. 0]
- ¢ 1, - 5, - tr t;; .. G
0 0 - r.amJ l_'rhl:I 3‘211 ';rmJ

T' ni T ga ko'paytirib, #; larmi aniglash uchun quyidagi teng-

lamalarga ega bo‘lamiz:
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farni aniglaymiz.

{Iifflj by el =y (<)

2 .2 2
| Lyt -+ =a;

Bundan kehna-ket

1]

h =4 b= Y , (j=22),

=1
Iy = i~ Z‘fw (1<i<n),
{ k=1

i=l

ap= Y ity

= —k (i < j),

i.

L

|7, =0 agar i>; bo'lsa

(1) sistema yagona yechimga ega bo‘ladi, agar 1. 20, i=1,2,--- n

bo‘lsa, chunki

det d=detT" - detT = (detTY = (4, fyo -1,
(2) ni ¢’tiborga olsak, (1) sistema ikkita T'v=b va Tx=y teng,lama]ar

sistemasiga ckvivalent bo‘ladi

YOZAMIZ:

va

{..

o) Tyt Y, = b,

F i =h

b tiny=2b,

LX) X+ 0+ 6,X, = W
{ Ippky +rot+dy, X, = ¥,
L
Lrnn'tn = Va
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C)

(5)



{4) dan ketma-ket,

[ _ b
y[ == ;;'-'r
-1
{ bf—g:]fm‘}k _
lyf:T_ (i=1)

larni aniglaymiz.

Shuni eslatib o‘tish lozimki, agar gandaydir s-satr uchun £, <0

bo‘lsa, mos ravishda ty elementlar mavhum bo‘ladi.

Metodni bu holda ham gqo‘llash mumkin.

5.4-§. Haydash usuli

Chizigli algebraik tenglamalar sistemasining matritsasi uch dia-

gonalli ba*lgan holni garaymiz:

a, X, +hx, +ex, =d,
ax, +bx; e, =d,

dy 1 ¥n-2 + brr—-]xn-rl + Copmt®n = dr.-—] .

|a,x, +b,x, = 7

H
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Bu tenglamalar sistemasining kengaytirilgan matritsasini yozaylik.

(b, ¢, O 0 o 0 0|d, )
a b ¢ 0 0 0 0])d,
0 a, b o 6 0 04 @)
0 0 0 0 aﬂ—'l bn—i en—l l:irir—l
0 0 0 0 6 a, b4, ,
(1) tenglamalar sistemasini quyidagicha kompaki shaklda yozamiz:
ax,+hx vox,,=d.,a=0c=0 (k=12,...n. (3

(1) ni Gauss metodi bilan yechamiz va metod to'gri yo'lining
barcha gadami bajarilgan bo‘lsin, u holda (2) quyidagi ko‘rinishga
kelgan bo‘ladi:

{ pp 0 0 .. 0 0 0lg)
0 1 p, 0 0 0 0]|gq
O 0 1 p, ¢ 0 0|g,
0O 0 o ¢ ... 0 Yt p, g,

0 ¢ 0 0 ... 6 0 1 |4q, )

Bu yerdagi p, va g, lar haydash koeffitsiventlani deyiladi va ularni

aniglaydigan formulani chigaramiz.

Gauss usulining teskari yo'li yordamida noma’lumlarning qiymat-
larini topish mumkin. Ular quyidagi rekurrent formula bilan anig-
fanadi-

(4)

= % E - P k=n-hn=2,.1.

(1) va (4) dan ioydalanib, x, ni x,,, orqali ifodalaymiz;

o (‘?k‘l = P‘.t-lxk)Jr box, +o X, =d,

bundan
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= g Cx :
by~ Py By—aypy_ bl

(1) ning birinchi tenglamasidan p,,q, laming qiymatini

aniglaymiz. Qolgan haydash koeffitsiyentlan (4) va (5) ni tagqoslash
natijasida hosil bo‘ladigan rekurrent formula yordamida aniglanadi:
¢ d c di—a g, ,

Pemak, (1) ko‘rimishga ega tenglamalar sistemasini yechishda (6)
formulalar yordamida haydash koeffitsiyentlari hisoblanadi, so‘ng (4)
formulalar orqali ketma-ket x,,x,_,....x,,x lar aniglanadi. Bu me-
tod ikki gismdan iborat: (6) formula yordamida tashkil etiladigan
hisoblash jarayoni haydash usulining fo ‘g '#i yo'li, (4) bilan bajari-
ladigan hisoblash jarayoni esa haydash usutining feskari vo 'fi deyiladi,

(1) ko'‘rinishdagi tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega bo'-
lishi uchun yetarli shart a, 20, ¢, #0, k=23,...,n-1 bo‘lib,
diagonal efementlar salmogli bo‘lishidan iborat, ya'ni b, 2{a {+|c,[.
k=12,... n tengsizliklarning karmmida bittasida ga’tiy tengsizlik o‘rinli
bo‘lishi kerak.

5.5-§. Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini yechishda
iteratsion metodlar

Iteratsion raetodlarni quoishda vektor va matritsalarning norma-
larn va limitlari tushunchalari qatnashadi. Shu sababli ular haqidagi
ma’lumotlarni keltiramiz.

x vektorning normasi deb, quvidagi vch shartnt qanoatlantiruvchi

hagigiy || songa aytiladi.
1) ]I_x|| =0 va x=0 bo‘lgandagina ixl=0;
2) har ganday o son uchun [loex]| = leelflx];
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3) [+ ¥} <|Jxll+ | uchburchak tengsizligi.

x=(x,X,,%,-x,) vektorning yuqoridagi shartlarni qanoat-
lantiravchi va ko*proq ishiatiladigan normalardan uchtasini keltiramiz,

5.

1. Kubik norma: “le = max
lsign

2. Oktaedrik norma: Hx"1 = Zn:|xl.|,
i=l

w2
3. Sferik norma: "x”,{=1‘2|x;.| ,
’ i=1

Bu normalar uchun birinchi va ikkinchi shartlarning bajarilishi
bevosita ko‘rimib turibdi. Uchinchi shartm tekshiramiz:
Birinchi norma uchun:
e+l = max]|x, + y,| < max|x|+ max|y,f=|xf, +]p]-

Micn I<i<n 1<ism

Ikkinchi norma uchun:
e+ o], = 2+ yl< Sl 2wl =, + b, -

Uchinchi norma uchun Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan

. 2 [ 2 [, 2
feeoh = B o < Slef Sl =il

ga ega bo‘lamiz.
A kvadrat matritsaning normasi deb, quyidagi shartlami

ganoatlantiravebht hagiqiy songa aytiladi:
1} |4l = 0 va 4 = 0 bo‘lganida | 4||=0:

2) ixtiyorty & soni uchun [od||= ja/j4f;
3) 4+ Bj<| )+ |5;
4y | 4- B|<|Al-||B]), xususan I‘A‘”HS |4l”, p —~ natural son,

Agar har ganday kvadrat matritsa 4 uchun va o‘lchami matritsa
tartibiga teng bo‘lgan ixtiyorty x vektor uchun
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< 4] | (1)
tengsizlik bajarilsa, u holda matritsa normasi vektorning berilgan
normasi bilan moslashgan deyiladi.

Har ganday A matritsa uchun Ax vektor normasining uzluksizligiga
ko‘ra [7]
l4] = max] 4] (2)

tenglikda maksimumga erishiladi, ya’ni shunday ' vektor topiladiki,

[ =1 va [ 45| = L4}

tenglik bajariladi.

(2} tenglik bilan kiritilgan matntsa normasi vektorning berilgan
normasiga bo‘ysungan deyiladi.

Quyidagi teorema o‘rinli bo‘ladi [7].

Teorema. Matritsaning bo‘ysungan normasi:

1) norma ta’rifining to‘rtta shartini gqancatlantiradi;

2} vektorning berilgan normasiga moslashgan;

3) vektorning berilgan normasiga moslangan boshga har ganday
normasidan katta emas.

Vektorlarning yuqorida kiritilgan normalariga bo‘ysungan matritsa
normalari mos ravishda quyidagilardan iborat:

|4, = ﬁljgiiz |a;| — kubik norma, (3)
IlAII = ﬁﬂKZ|a,k|— oktaedrik norma, 4)
HA'” = J_ — sferik norma, (5)

bu verda A&, A'A maftritsaning eng Katta xos soni.

Faraz qilaylik,
0 =(xP 10, xB) (e=1,2,-)

n

vektorlar ketma-ketligt berilgan bo‘lsin. Agar » ta chekli
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x, = limx® (i=12,--,n)

&=y

limitlar mavjud bo‘lsa, u holda xz(x,,xz,---x"); vektor {x®}

vektoriar ketma-ketligining limiti deyiladi va bu ketma-kethkning o‘z

x vektorga yaqiniashadi deyiladi.
Shu kabi

AV <[aP ] =120 k=12,

2

matritsalar ketma-ketligi berilgan bolib, »° ta chekli a, =lim a;”

k —pecr

limitlar mavjud bo'lsa, u holda A = [ay.] matritsa {Am} matritsalar

ketma-ketligining limiti deyiladi.

Bu ta’nifga ko‘ra, agar matritsalardan tuzilgan cheksiz qator qismiy
yig‘indilari ketma-ketligining limiti mavjud bo‘lsa, u holda gator
yaqinlashuvchi deyiladi. Bu limit qatorning yig'indisi deyiladi. -

Vektor normasi tushunchasiga asosan vektorlar ketma-ketligining
yaqinlashishini quydagicha ta’niflash mumkin.

Agar

lim ﬂx — x® || =0

ke —pm

bo'lsa, u holda { x*'} vektorlar ketma-ketligi x vektorga yaqinla_s'hadi,
deyiladi.

Bu ta’nf yaqinlashishnmg oldingi ta’rifiga ekvivalentdir, buni
quyidagi teorema izohlayd.

Teorema 1. Ushbu

limx* = 0

K —yem

bo‘lishi uchun

lim ||.x —x® || ={)

k—»oa

bo‘lishi zarur va vetarlidir.

105



Xuddi shuningdek, matritsalar uchun bam lim A = 4 bo‘lishi

k—pon

uchun lim NA“” -~ A” =0 bo‘lishi zarur va yetarlidir.
“yen

Endi quyidagi
Et A+ A+ -+ A 4. (6)
matritsali geometrik progressivaning  vaginlashuvchi  bo’lishligi
shartlarini keltiramiz.
1-lemma. Ushbu

lim 4* =0

ks
o‘rinli bo‘lishi uchun A matritsaning barcha xos sonlarining modullari
birdan kichik bo*lishi zarur va yetarli.

Bu yaqinfashish beigisi amaliy masalalarda ancha noqulaylikka
ega, chunki 4 matritsaning barcha xos sonlari hagida ma’lumot talab
gilinadi. Shuning uchun amahiyotda qulayroq bo‘lgan quyidagi yetarli
shartni keltiramiz,

2-lemma.

lim 4* =0

k—awm

o‘rinli bo'lishi uchun 4 matritsaning kamida brror normasi birdan
kichik bo‘lisha yetarlidir.

Isboti. Yugorida ta’kidlangandek, lim A* =0 o*rinli bo'tishi uchun
biror normada ,]cirn"Ak ~ol=0 bajarilishi yetarlidir.

Ammo

Ja* —of =l 4% <Al
Demak, biror normada 4} <1 bo‘lsa, u holda lim A" =0 bo‘ladi.

k>
3-lemma. Matritsaning barcha xos sonlanining moduii uning
normasidan ortmaydi.
Ishoti. Xos son tanfiga ko‘ra shunday x# 0 vektor mavjudki,
Ax = Ax bo*ladt.
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Bundan |Ax=[2llxll. Lekin |Ax]<|All- il bo‘lganligi uchun
<Al

Yugorida berilgan (6) matritsali geometrik progressiyaning yagin-
lashishiga doir teoremalarni keltiramiz.

Teorema 2. (6) qatoming yaginlashishi uchun

lim 4* =0

& ot
ning bajarilishi zarur va yetarli. Bu holda £ — A4 matritsaning teskarisi
mavjud bo‘lib
E+A+ A4+ + A4+ =(E-4)"
tenglik o*rinli bo‘ladi.
Ishoti. lim 4" = 0 shartning zaruriyligi ayon, chunki sonli qatorlar

k =y

uchun shunga o‘xshash shart zarur bo‘lib, n-tartibli matritsaning

vaqginiashishi matritsa elementlaridan mos ravishda tuzilgan 7 ia
sonli qatorlaming yaqinlashishiga teng kuchlidir. Yetarliligini

ko‘rsatamiz va (6) ning vyig‘indisi (E— 4)'ga tengligini topamiz.

Agar lim 4* =0 bo‘lsa, u holda I-lemma ga asosan 4 matritsaning

k—re

barcha xos sonlari A, lar modullari bo‘yicha birdan kichik. Demak,
£ — 4 matritsaning xos sonlari 1-24; (i=1,2,---n)} bo‘lib, ular noldan
farqli. Shuning uchun ham det(E-— 4)=0. Bundan esa £- A4
matritsaning maxsusmasligi va (E—A)Y"' ning mavjudligi kelib
chigadi.

End:

(E+A+ A+ + A"WE - A)= E—- A"

ayniyatni o‘ng tomondan (£ — 4)"' ga ko*paytirsak,
E+A+ A+ v A =(E-4)" - 4" (£ - 4)" bo‘ladi. Bu tenglikda

k ni cheksizga intiltirib, limitga o‘tamiz va lim A%’ =0 ni e’tiborga

k—po

olib
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EvA+ A+ o+ A+ =(E- 4"

ga ega bo‘lamiz. Shu bilan isbot tugadi.

(6) gator yaqinlashishini yetarli sharti 2-lemmaga asosan
quyidagicha izohlanadi. Bu shart amaltyotda ancha qulaydir.

Teorema 3. (6) gator yaqinlashishi uchun 4 matntsaning biror
normasi birdan kichik bo‘lishi yetarlidir,

Quyidagi teorema (6) qatorning yaqinlashishi tezligini aniglaydi.

Teorema 4. Agar |4l <1 bo'lsa, u holda

A+l
E— Ay —(E+ A+ A 4es iy <1
| | {4

Ishoti. Agar ||4]<1 bo‘lsa, (6) qator (E—A4)"' ga yaqinlashadi,
shuning uchun ham
(E—A"' —(E+ A+ AL+ a A=A 5 474
va

H(E_A)“' A E+ A+ AT ot A*)H:

or, M
A

k+1

:"AHIJrAthrm”ﬂ"A

+4

Teorema isbot bo‘ldi.
5.6-§. Oddiy iteratsiva mefodi

Faraz gilaylik,
Ax=b (1)
chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi biror usul bilan
x=Bx+e (2)
ko‘rinishiga keltirilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy x'" vektor olib uni
boshlang‘ich yaqinlashish deylik. Agar keyingi yaqinlashishlar
s =B he k=01, (3)
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rekurrent formulalar yordamida aniqlansa, bunday metod oddty
iteratsiya metodi deyiladi. Agar (3) ketma-ketlikning limiti x~ mavjud
bo‘lsa, bu bimit (2) sistemaning (shu bilan (1) sistemaning ham)
yechimi bo‘ladi.

Haqigatan ham (3) da limitga o‘tsak, x = Bx + ¢ kelib chiqadi.

Oddiy iteratsiva metodining vaqinlashishim quyidagi teorema
ko‘rsatadi.

Teorema 5. (3} oddiy iteratsion jarayon ixtryoriy boshlang‘ich
+'? da yaginlashuvchi bo‘lishi uchun B matritsaning barcha xos
sonlarining modullari birdan kichik bo‘lishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. Faraz qilaylik, }im x® = x" mavjud bo'isin. U

holda x* = Bx" +c. Bundan (3)ni ayirsak, quyidagilarga ega bo‘lamiz:
x —x® = B — ¥ = BT =) = = BT - X))

Endi x* ~ ' vektor & ga bog‘liq bo‘lmaganligi uchun

x - x® = B (xT -

tenglikda k -» oo limitga o°tsak,

lim B* =0

ke
kelib chigadi, bundan 1-lemmaga asosan B mairitsaning barcha xos
sonlanning moduilar birdan kichikligi kelib chigadi.

Yetarliligi. (3) orqali aniqlangan barcha yaqinlashishlarmi boshlan-

£0)

g'ich yaqinlashish x*” va ¢ vektorlar orqali ifodalaymiz;

A = B pe= BB P )4 e =
=B (B4 B)e=- =BV 4 (E+ B+ B +--- B* e
Endi, faraz qilaylik B ning xos sonlarining moduli birdan kichik

bo‘lsin. U holda 1-lemmaga ko‘ra, lim B* =0, 2-teoremaga asosan

k—pie

Wim(£+ B+ B* +---+ B =(E—BY"' tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

ke
Demak, x™ gqanday bo‘lishidan gat’iy nazar x
ketma-keilik ekan.

‘) yaqinlashuvchi
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Bu teorema nazariy jihatdan foydali, lekin amaliyot uchun
yaramaydi. Quyidagi teorema B matritsaning elementlari orqali
iteratsion jarayon vaqiniashishining yetarli shartini ko‘rsatadi.

Teorema 6. (3) iteratsion jarayon yaginlashuvchi bo‘lishligi uchun
B matritsaning biron normasi birdan kichik bo‘lishi yetarli.

Isboti. Agar ||BH<:1 bo‘lsa, 3-lemmaga asosan B matritsaning

barcha xos sonlarining moduli birdan oshmaydi. Bundan 1-teoremaga
ko‘ra oddiy iteratsion jarayonning yaqinlashuvchiligi kelib chigadh.

Natija. (3) iteratsion jarayon yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun R
matritsa elementlari quyidagi '

(4
()

(6)

tengsizliklarning birortasini ganoatlantirishi yetarlidir.

(1) tenglamalar sistemasini (2) ko‘rinishga keltirish masalasiga
to*xtalib o‘tamiz.

Agar a, # 0 bo‘lib, quyidagi

max il a;l < |a,| (7)
i
mjaxz_'; a,|<la, (8)

i=J
tengsizliklarning birortasi bajarilsa, u holda (2) quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi:
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x, =0 x——2x, ——2x, ———Lx +——,
an ay an A
[#] o
Xy =—=2bx, —0-x, ——Px - =2y 4 bz,
4 ax ax @2 a2
d o &
xnz HI I-I__Ez-'xj_ n3 xj-'-"_'{] x"+ L
l Byn Qy Aun Dn
.
ya'ni
0 th 2 dia K -I
2 TR %
i TR | W _Y2a
B=| an 47 oF

C:(h b h,,)
dyy Gy a

bo'lib, ixtiyoriy x'da (3) iteratsion jarayon yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Agar (7), (8) tengsizliklarning hech gaysisi bajaritmasa, (1) teng-
Jamalar sistemasi ustida shunday chizigli almashtirishiar gilish kerak-
ki, yuquridagi tengsizliklamming birortasi bajarilsin. Xususan, berilgan
tenglamalardan shundaylari ajratib olinadiki, bu tenglamalarda biror
roma’lum oldidagt koeffitsiyent moduli bo*yicha shu tenglamaning
golgan barcha koeffitsiyentlari medullarining yig‘indisidan katta
bo‘lsin. Ajratilgan tenglamalar shunday joylashtiriladiki, ularning
moduii bo‘yicha eng kattasi diagonal koetfitsiyentlari bo‘ladi. Qolgan
tenglamalardan va ajratilganiardan yuqoridagi prinsipni saqlagan
holda o‘zaro chizigh erkli bo*lgan chizigli kombinatsiyalar tuzitadi va
bo‘sh satrlar to‘ldiriladi. Shu bilan bixga boshlang‘ich sistemaning har
bir tenglamasi yangi sistema tenglamalarini tuzayotganda ishtirok
etishi shart.



5.7-§. Zeydel usuli

Faraz qilaylik, bizga
x=Bx+c¢
ko‘rinishdagi tenglamalar sistemasi berilgan be‘lsin, bu yerda "B" <1.
Zeydel metodini oddiy iteratsiya metodining gandaydir modi-
fikatsiyasi deb qarash mumkin. Uning asosiy g‘oyasi quydagidan

(k+1} [k+]} {k-l-l]

iborat: x**"" noma’lumni topishda x**P, x%**D ... x* D 1apmni ishlatish,

Uni quyidagicha yozish mumkin;

(k+1) _ ()
X —-Zbuxj +c,

{k-l-]‘} {I:{-I_] (k]
*3 bl! + Z bz;x; T 0y,

(k) _ mn (k)
X; Z -+ Z b.x;' +e
= f=i

.............................................

x40 = Zb b W e (k=0.1,..)

[l mrtR

Qddiy iteratsiya metudinjng yaqinlashuvchi bo‘lishiga doir teorema
Zeydel metodida ham o‘rinliligini ta’kidlab o*tamiz.
Iteratsion jarayon xatoligini baholash masalasini ko‘raylik.
x = Bx + ¢ chiziqli sistema uchun
=M ve k=0,
iteratsion jarayon bo‘lsin. Tkkita ketma-ket yaqinlashishlar orasidagi
fargni ko‘raylik:

20—y = g™ e (B 4 0y = B — x My == B - ),
Buning normasi
Lt o= B (e — x| < UB I -] (9)
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bo‘ladi. Endi ixtiyoriy matural p21 uchun x**” —x% fargning
normasini hisoblaylik,

[+ ?) — @ < e _ R e - U] PR te+ey _ Kol

OB —xO h JBF 1 11 = B oo

Bu tengsizlikda p — o da limitga o‘tsak
— ih “Blr {l'} (“]'
[~ l'g'-\IBHN "
ga ega bo‘lamiz. Bu iteratsion jarayonning yaqinlashish tezligini
ifodalaydi.
Chizigh algebraik tenglamalarni yechishda boshga usullar haqidagi
ma’ lumotlami [2], [5], [7], [ 13] lardan topish mumkin,
Bobga tegishli tavanch so zlar: aniq metodlar, iteratsion metodiar,
haydash usuli, vektor va matritsafar ketma-ketligi, oddiy iteratsiya,
iteratsion jarayon tezligi.

Savollar va topshiriglar

I. Chiziglh algebraik tenglamalar sistemasini yechishda aniq
metodlami izohlang,

2. Chizigh algebraik tenglamalar sistemasini yechishda iteratsion
metodlarmi izohlang.

3. Gauss metodi.

4. Gauss metodida to‘g‘n yo‘Ining barcha gadamlari bajarilmasa bu
nimani anglatadi?

5. Kvadrat ildizlar usuli.

6. Matritsasi uch diagonalli chizighi algebraik tenglamalar siste-
masini yechishda haydash usuli.

7.Qanday shartlar o‘rinli bo‘lganda haydash usulini go‘llash
mumkin?

8. Vektor normasining ta’rifi.
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9. Vektorning kubik, oktaedrik va sferik normalari.

10. Matritsa normasining ta’rifi.

11. Matritsaning kubik oktaedrik va sferik normalari.

12. Matritsani vektoming berilgan normasi bilan moslashgan nor-
masi. ]

i3. Matntsani vektorning berilgan normasiga bo‘ysungan normasi.

14. Oddiy iteratsiva.

15. Oddiy iteratsion jarayon yaqinlashuvchi bo‘lishligining zaruriy
va yetarl shartlari nimalardan iborat?

16. Oddiy iteratsion jarayon yaqinlashuvchi bo‘lishining yetarh
sharti nimadan iborat?

17. Zeydel usuli.

Misol 1. Quyidagi chizigii ienglamalar sistemasini Gauss usuli
bilan yeching.
[ 25—+ 4+ 3xa=10,
4 x4 1 + In— 6x,=0,
bxi— 2x+2x— 4x,=6,

U OX|+.I2—5 X3t y= 5

Yechish. Berilgan tenglamalar sistemasining kengaytirilgan mat-
ritsasini yozamiz va 2—4-tenglamalardan l-tenglama (yetakchi) yor-
damida x; ni yo'gotish natijasida hosil bo‘ladigan kengaytirilgan
matritsani aniglaymiz. Yangi sistemada 2-tenglama (yetakchi) yor-
damida 3-4-tenglamalardan x, yo‘qotish natijasida chiqadigan ken-
gaytirilgan matritsani aniglaymiz va nihoyat hosil bo*lgan sistemaning
uchinchi {yetakchi) tenglamas: yordamida to‘rtinchidan x, m yo‘qo-
tamiz, natijada berilgan sistemaning matritsasi yugort o'ng uchbur-
chak matritsaga keladi. Undan ketma-ket x; x3, x;, x, laming
qivmatini  amiqlaymiz. Buni quydagi sxemadagi algoritmda
ko‘rsatamiz:
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M+ (-t/ 3= |0 3
W+ =Y

W+ (-9/3)=>0 >

] —_—

0 1

) 0
. 0 0
Misol 2.

-1 4
[ 3
2 2
-5

10 I (yetakchi)

O | +Ix(-2)y=>11

6 | HI+1(=3)>1
S | IV+I(-5=>1V
(2
-5

0o o -2
3

0 0 -i5

(2 -1 4
0 3 -5
o o 25

3
0 0 0

10 )

20

52

-1 4 3
-2

-9
10

3[4

2
b

dx, + 4x, —

dx + x, +
{ 1 2

(2 -1 4 3
0 3 -5 -12
0 1 -10 -13
0 6 -25
10 )
-28
_22
3
—5)
310
~12

-9

2x, =7,
6x,=8,

2x+6x, +2x,=5
|25+ 6x +2x

tenglamalar sistemasini kvadrat ildizlar metodi bilan yeching.
Yechish. Tenglamalar sistemasining matritsasini

ko‘rinishda yozib olamiz, bu yerda 7 yuqori o‘ng uchburchak
matritsa, 77 esa uning transponirlangani bo‘lib, 7 ning elementlari

A=TT

quyidagicha aniglangan:
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I“: 2 2_%1—:2, fH:i‘i:‘L:-—-—:—l’

t = Jay—t=1-4=i[3,

Gp-lethy _6-2(-1) __ 8

fyn = —

23 o BB

= \/333 ~t5—15 2\/2_{_1)1_( J = ,’ T
Endi

7y [(2 0 0 Yy
Ty={8 [ 2 if3 0 |y, K8
3 -1 - R ﬂ ky?’ 3
. B

tenglamalar sistemasini yechamiz:

2_}"1:? :>y‘t=3353
:'
2}”1“\/7)"2"' = V=
33,5
—¥Yi- y:"‘q‘l V3=5 :1’ J’3 5+3,5+—= ( T —
Y3= E
Bulardan foydalanib
\\ B
f2 2 -1 Y, Y35 )
: 8i i
Tx=y=>}{0 i3 -—-—F y ——
y \j— NE %2 NE
\ 13
o o % 6
W, 3 F \ 12)
tenglamalar sistemasidan
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21
+—— =1,
3 2

o | —

1
IJ—E,

x2+£x/§—%~ X, == :% = X, =—

Dx, 4 2x,—x,=3,5 :>x,=-2‘--(3,5 -2+_;.)=|

ckanhigi kelib chigadh. x = (1,1,0,5) benlgan sistemaning aniq yechimi.

Shuni ta’kidlash lozimki, 4 matritsa simmetrik va musbat
aniglangan bo‘lsagina 7 matritsa diagonal elementlari haqiqiy va
mushat bo‘ladi.

Misol 3. Quyidagi tenglamalar sistemasini haydash usuli bilan
yeching:
Sx,—3x, =8,
I3x1+5x2+x3=0,

X, +Ax, - 2x,=3,

| %y~ 3x,=—2.

Yechish. Sistemaning kengavtirilgan matritsasini yozamiz:
530 0 3)

361 00
0]4—23J

¢ 0 1 =32

Diagonal elementlar salmogliligi ko‘rinib turbdi. (6) formula
yordamida aniglanadigan hisoblagh jarayoni (to'g'ni yo‘l) natijasi
gquyidagidan tborat:

b} e 1S
' b 5T g b=y Py 6——31 21’
5
b= - = s Py :0'.-
! by—a; p; 4_i 79° 7Y by-ayps
21



g,= dz*f-'zﬂh: 5 20
2 by-ayp 6+ﬂ 2t
5
_26
4= dy=d3qa 21 37
? by—ayp, 4_i 79’
21
=37
g, = dy—a,q; 9
¢ by—ayps 3 “ij-_ '
79

(4) yordamda aniqlanadigan hisoblash jarayomi (teskari yo‘l)
natijalari esa quydagicha:
X744 = x5 =g, pyx,= E*("—ﬁ% }lzl,
] 79 79
Xy =gy Pz'-’fa:gﬁ‘_—‘lzls X =G = Py X~
21 21
Berilgan sistemaning aniq yechimi x = (1,1,1,1Y

=L

| o9
e

Misol 4. 4x=) tenglamalar sistemasini iteratsiya metodini
qo‘llash uchun kanonik ko‘rinishga keltiring:

10 1 -3 -2 1 (6 )

-1 25 1 -5 -2 i1
A={ 2 1 =20 2 -3|,b=|-19].
0 1 -1 10 -5 10

1 2 1 2 =20 \-32,

Yechish. Bu tenglamalar sistemasi matritsasining diagonal ele-

mentiari salmoqli bo‘lgani uchun uning tenglamalarini mos ravishda

10, 25, - 20,10, - 20 s,hlariga bo'lib, uni quyidagi

x=8x+c,

13



ko‘rinishga keltiramiz, bu yerda

0 -02 03 02 -01] (ms“
0,04 0 0,04 0,2 0,08 0,44
B=[ 0,1 005 0 01 015, ¢=l095
0 -01 61 0 05 1
0,05 01 005 01 0 | L 1,6

Bu misol uchun 5.6-§ dagi (4) formula bilan aniqlangan yig“indilar
mos ravishda 0.8; 0,36; 0,4; 0,7: 0,3 bo‘lib, HB|L=0,8<:1 ekanlhigi

kelib chigadi. Demak, ixtiyoriy dastlabki yaginlashish A9 olib
A op o k=0,

jarayonni tuzib, sistemaning taqribiy yechimini bertigan aniglikda
topish mumkin,

Misel 5. Quyidagi sistemani oddiy iteratsiva metodini go‘llash
uchun kanonik ko‘rinishga keltiring:
2x,—3x,+6x,+20x,=10, [
x,+2x,—15x,+3x,=17, il
—8x,— x,+10x, +19x,=10, I
11x, ~9x, —-2x;,— x,=6, v
Yechish. Bu sistemada quyidagi almashtinshni bajaramiz;

I-Hl = 10x,-2x,—4x,+ x,=0,
W-I+Hl = x~Tx,+2x,—-2x,=6,

I X +2x,~15x+3x,=7,

I 2x,=3x,+6x,+20x,=17.

Hosil bo'lgan sistema matritsasi salmoqli diagonal elementlarga
ega, shuning uchun bu sistema tenglamalarini mos ravishda
10, -7, =15, 20 sonlariga bo‘lib, bu sistemani x=8x+¢ ko‘rinish-

ga keltiramiz, bu yerda \]BHI:O,?d bo‘ladi.
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Misol 6.
( 5x,—~x,+2x,=8,
dx,+4x,— xy=—4,
|'Lx1 +x,+4x;,=4
tenglamalar sistemasini iteratsiya metodi bilan 10~ aniqlikda vechish
uchun nechta iteratsiya o'tkazish kerakiigini aniglang.
Yechish. Berilgan tenglamalar sistemasini quyidagi ko'rinishda
yozib olamiz:
( =0-x,4+0,2-x,-0,4-x, + 1,6,
{x,=—0,25 x,+0 x,+0,25 x, |, (1)
|' X, =—0,25-6,-0,25 x, +0- x; + 1.
L | 2 3
Quyidagi iteratsion jarayonni yozamiz:
) 0. 0 40,20 —0,4- 59 1 1,6,
Y V—_0,25 x40 x4 0,25 4P -, @)
(A =-0,25 440,25 ) +0- 1,

Agar bashlang‘ich yaginlashishmi x"“:ﬂ (ozod hadlar ustuni}
desak, xatolik bahosi quyidagi

It
B E _ﬂlu“ max| |
ko‘rinishda bo‘Jadi. (1) sistemaning matritsasi
0 02 -0,4
oa=-0,25 0 0,25
-6,25 0,25 @
ke‘rinishga ega bo‘lib, uning normasi
El“-ll < maxl: Zlaﬁh max[(} 6;0,5;0, 5] 0,6

1<ig3

ga teng, maxIB !—max{ 1 6| 1| } L6.

1=¢53 1583

120



Berilgan aniqglikka erishish uchun o*tkaziladigan iteratsiyalar sonini
esa |

e, nax|p;|<e=107"
1—"0:" Fhb

tengsizlikdan topiladi, uni

(k+ Diglo 5lg[ o 1| "‘T “ ]

ko‘rinishda  yozib olamiz. fo|=0,6, max
Isi<nm

I£a<1

{3| 1,6 ekanligini

¢’tiborga olsak,
§ > T3HIg0.25
1g0,6

bo‘ladi. Quyida ketma-ket tteratsiya natijalarini keltiramiz.

—1=15

Boshlang*ich yaginlashish - AR 1,6;—-1,1),
1-iteratsiya - xW = (1,--1,5;0,85Y ;

2-iteratsiya - ¥V = (1,11; —1,0375; 1,0375) ;
3-iteratsiya — x* = (0,9775; —0,9794;0,9794Y .
4-iteratsiya - x'¥'=(0,9925; -0,9995;0,9995Y

Misol 7. Oldingi 6-misolda x! =(1,6;—-1,1) deb, Zeydel metodi
bo‘yicha sistemani yeching:

=0-x1940,2x0-0,4x 7 +1,6=0,2(-1)-0,4.1+ 1.6=1,

x0=-0,25- x40 2x 4+ 0,250 -1=0,25. 1+ 0,25 1-1=—1,
xM=-0,25-x140,2 5+ 0 xPV412-0,25 120,25 ()4 1=1.
(xE ,x W ) ) =(1,-1,1) berilgan sistemaning aniq yechimi.

Zeydel metodi bir gadamda aniq yechim giymatini beradi.
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Misollar.
Tenglamalar sistemasini oddiy iteratsiya usuli bitan 0,001 aniglikda
yeching.
[ x, =0,23x, - 0,04x, + 0,21x, — 0,18x, + 1,24;
x, =0,45% -0,23x, +0,06x, — 0,88;
x; = 0,26x, +0,34x, — 0,1 1x; + 0,62;
| %, =0,05x, —0,26x, + 0,34x, — 0,12x, — 1,17,

Nel.

(3, =0,21x, +0,12x, — 0,34x, — 0,16x, ~ 0,64;
x, =0,34x, —0,08x, +0,17x, — 0,18x, + 1,42;
X, = 0,16x, +0,34x, +0,15x;, — 0,3 1x, - 0,42;

|x, =0,12x, - 0,26x, — 0,08x, + 0,25x, + 0,83.

[ x,=0,32x, —0,18x, +0,02x, + 0,21x, +1,83;
Xy, =0,16x, +0,12x, —G,14x, + 0,27 x, — 0,65;
X, =037x+0,27x, -0,02x, -0,24x, +2,23;
| %4 =0,12x, +0,21x, —0,18x; + 0,25x, - L 13.

[ x, =0,42x, —0,32x, + 0,03, +0,44;

x, =0,11x, —0,26x, - 0,36x; +1,42;

x, =0,12x, +0,08x, - 0,14x, - 0,24x, - 0,83;
| %4 =0,15x - 0,35x, - 0,18x, —1,42.

(%, =0,18x, - 0,34x, — 0,12x, + 0,15x, — 1,33;
x, = 0,11x; +0,23x, - 0,15x, + 0,32, + 0,84;
x, =0,05x, —0,12x, + 0,14x, — 0,18x, — 116;
| %, = 0,12x, +0,08x, + 0,06x, +0,57.

No2. 1

Ne3. 4

Ne4. {

No5s,

i, R

[ x, = 0,13x, +0,23x, - 0,44, — 8,05x, +2,13;
%, = 0,24x, - 0,31x, +0,15x, - 0,18;

x; = 0,06x;, +0,15x, —0,23x, +1,44;

| x4 =0,72x,~0,08x, - 0,05x, + 2,42.

Ne6. |

122



[ x, = 0,17x, +0,31x, - 0,18x, + 0,22x, — 1,71;
Ne7. ! x, ==0,21x, +0,33x,+0,22x, +0,62;
x,=0,32x, —0,i8x, +0,05x, - 0,19x, - 0,89;
| xs =0,12x, + 0,28x, ~0,14x; + 0,94.
' x, = 0,13x,+0,27x, - 0,22x, - 0,18x, + 1,21;
Nes. ! x, =—0,21x, - 0,45x; + 0,18x, —0,33;
x; = 0,12x + 0,13x, —0,33x; + 0,18x, — 0,48,
| x4 = 0,33x, ~0,05x, + 0,06x; — 0,28x, - 0,17.
(x, =0,19x, - 0,07x, + 0,38x, — 0,21x, - 0,81;
NoO. ‘{xl =—0,22x, +0,08x, + 0,1x; + 0,33x, — 0,64;
%, =0,51x - 0,07x, + 0,09x; - 0,11x, + 1,71,
| x5 = 0,33x, —0,41x, —1,21.
[ x,=0,22x, —0,11x, +0,31x, +2,7;
NolO. '{xz =0,38x, - 0,12x, + 0.22x, - 1.5;
xy =0,11x, +0,23x, —0,51x, +1,2;

1%, = 0.17% —0,21x, + 0,31x, — 0,17,
(x, = 0,07x, ~0,08x, +0,1ix, —0,18x, —0,51;

Nel ]_{ x, =0,18x, +0,52x, +0,21x, +1.17;

NQlZ.{

Nel3,

x,=0,13x, +0,31x, - 0,21x, — 1,02;
\x, =0,08x, —0,33x,+0,28x, ~0,28.
[ x, =0,05x, —0,06x, —0,12x, + 0,14x, — 2,17,
x, =0,04x, —0,12x, +0,08x; + 0,1 ix, +1,4;
x; =0,34x +0,08x, - 0,065, +0,14x, - 2,1;
%4 = 0,1 1x, + 0,12x, — 0,03x, — 0,8.
[ x, =0,08x, —0,03x, ~ 0,04x, —1,2;
x, = 0,31x, +0,27x, - 0,08x, + 0,81,
x, = 0,33x, —0,07x, + 0,21x, — 0,92;
| x, = 0.11x, + 0,03x, + 0,58x, + 0,17.

S
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Nei4,

Neils.

Nelé6.,

Nel7.

Nol8.

Nel9.

Ne2(. 4

[ x, =0,12x,—0,23x, +0,25x, —0,16x, +1,24;
x, =0,14x; +0,34x, — 0,18x, + 0,24x, — 0,89;

{.x3 =0,33x, +0,03x, + 0,i6x, —0,32x, +1,15;

| x, =0,12x, - 0,05x, + 0,15x, — 0,57,

(%, = 0,23x, — 0,14x, + 0,06x, —0,12x, +1,21;

X, =0,12x,+0,32x, —-0,18x, — 0,72;

N Xy =0,08x; —0,12x, +0,23x, +0,32x, — 0,58;

{xy =0,25x,+0,22x, + 0,14x, +1,56.

[ x, =0,14x, +0,23x, + 0,18x, + 0,17x, — 1,42;

{ x, =0,12x, - 0,14x, + 0,08x, + 0,09x, — 0,83;
X, = 0,16x; +0,24x, -0,35x, +1,21;

| %4 = 0,23x, - 0,08x, + 0,05x; +0,25x, + 0,65.

[ x, =0,24%, +0,21x, + 0,06x, — 0,34x, +1,42;

{ x, =0,05x, +0,32x, +0,12x, — 0,57;

Xy, =0,35x, —0,27x, —0,05x, + 0,68;
| x4 =0,12x, —0,43x, + 0,04x, —0,21x, - 2,14,
[ X =0,17x, +0,27x, —0,13x; - 0,1 1x, — 1,42;
x, =0,13x, - 0,12x, + 0,09x, — 0,06 x, +-0,48;
| x, =0,11x; +0,05x, —0,02x, +0,12x, — 2,34;
(%3 =0,13x, +0,18x, +0,24x, +3,43x, + 0,72,
[ x, =0,15x, +0,05x, —0,08x, +0,14x, — 0,45;
{ X, = 0,32x, —0,13x, ~0,12x, +0,11x, +1,24;
x, =0,17x, +0,06x, —0,08x, +0,12x, +1,15;
[ %4 =0, 21%, - 0,16x, +0,36x, —0,88.
(x, =0,28x, —0,17x, +0,06x, +0,21;
X, =0,52x, +0,12x, + 0,1 7x, =117,
*=0,17x, —0,18x, + 0,21x, —0.81;
lxs =0,11x, +0,22x, +0,03x, + 0,05x, +0,72.

124



Ne2

[ x, =0,52x, + 0,08x, + 0,13x, — 0,22;

x, =0,07x, —0,38x, - 0,05x, + 0,41x, +1,8;
'x, = 0,04x, +0,42x, +0,11x, — 0,07x, —1,3;
| x; = 0,17x, +0,18x, — 0,13x, + 0,19x, + 0,33.
[ x, = 0,01x, + 0,02x, — 0,62x, + 0,08x, —1,3;

M

L.

Ne22 4 x, =1,03%, +0,28x, + 0,33x, - 0,07x, + LI

Xy = 0,09x, +0,13x, + 0,42x, + 0,28x, — 1, 7;
lx, =0,19x, - 0,235, + 0,08x;, + 0,37x, + 1,5.
(x, =0,17x,-0,33x, +0,18x, —1,2;

No23 i 2= 0,18x, +0,43x, — 0,08x, + 0,33;

Ne2q,

x,=0,22x +0,18x, + 0,21x; + 0,07x, + 0,48;
(x4 = 0,08x, + 0,07x, + 0,21x, + 0,04x, — 1,2.

(%, =0,03x, — 0,05x, +0,22x, - 0,33x, +0,43;
) x, =0,22x, +0.55x, - 0,08x, + 0,07x, — 1.8;
X, =0,33x, +0,13x, — 0,08x, —0,05x, — 0,8;
X4 = 0,08x, +0,17x, + 0,29x, + 0,33x, +1,7.

x=0.13x +0,22x, —0,33x, + 0,07x, +0,1 L

No25 by %2 = 0,45x, —0,23x, + 0.07x, — 0,33,

Ne26.

xy = 0,11x —-0,08x, + 0,18x, + 0,85;
| %, =0,08x, +0,09x, +0,33x, + 0,21x, —1,7.
[ x, =0,32x, — 0,16x, — 0,08x, + 0,15x, + 2,42;
X, =0,16x —0,23x,4+ 0,1 1x,—0,21x, +1,43;
xy=0,05x —0,08x, +0,34x, —0,16;

i, e

No27.

| %4 =0,12x; + 0,14x, — 0,18x; + 0,06x, + 1,62.
[ x, =0,08x, — 0,23x,+ 0,32x, +1,34;

x, =0,16x, ~0,23x, +90,18x, + O,16x, —2,33;
y Xy =0,15x, +0,12x, +0,32x, — 0,18x, + (1, 34;
x4 =0.25x, +0,2ix, —0,16x, + 0,03x, + 0,63
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[

MNe28. Y

f

x, = 0,06x, + 0,18x, +0,33x, + 0,16x, +2,43;
x, =0,32x; + 0,23x, —90,05x, — 1,12;
x, = 0,16x, — 0,08x, -90,12x, + 0.43;
1 x, = 0,09, + 0,22x, — 0,13x, +0,83.

([ x, =0,34x, + 0,23x; - 0,06x, +1,42;

x, = 0,11x, - 0,23x, —0,18x, + 0,36x, — 0,66;

Neo29,
; x, = 0,23x, — 0,12, + 0,16x; —0,35x, +1,08;

Ne3o.

x, =0,12x, +0,12x, —0,47x, + 0,18x, +1,72.
4 | 2 L 4
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VI BOB. MATRITSANING XOS SON VA XOS
VEKTORLARINI HISOBLASH

6.1-§. Umumiy mulokazalar

Nazariy va amally masalalarni yechishda ko‘pincha matritsaning
xos soniarimi topish talab gilinadi. Masalan, chizigli algebraik teng-
lamalar sitemasini iteratsion metod bilan yechishda va bu metodning
yaqinlashishi va yaqinlashish tezligi matritsaning moduli bo‘yicha eng
katia xos sonining miqdoriga bog*lig edi.

Agar biror x vektor uchun

Ax =Ax
tenglik bajanlsa u holda A son A fvadrat matritsuning xos soni
deytladi. Bu tenglikni qanoatlantiradigan noldan fargli x vektor
A matritsaning A soriga mos keladigan xos vektori deyiladt.

a,-A  a, Bipsy A
a @, —h ... a a
anl aﬂl - aﬂl‘]—'l amt - }“'

tenglama A matritsaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.
det(A-AE)=(-D"(A" = pA™" = pA" = pA" == p )} (D)

A matritsaning xos yvoki xarakteristik ko ‘phadi deyiladi.

Matritsaning barcha xos sonfari va ularga mos xos vektorlami
topish masalasi xos givimatlarni to‘lig muammosi deyiladi. Xos son-
larming bittasi yoki ularming bir qismini va mos ravishda xos vektorini
topish xos giymatlarning gismiy muammosi deyiladi.

Agar 4 matritsaning barcha xos sonlarint topish masalasi qo‘vitgan
bo‘lsa, u holda uning xarakteristik tenglamasi D{(X)=0 ni tuzish
kerak bo‘ladi. Buning uchun (1)dagi determinantni hisoblash lozim.
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Algebradan ma’lumki, (2) xarakteristik ko‘phadmng koeffitsiyentlari
p, lar 4 matritsaning (-1)"" ishora bilan olingan i-tartibli bosh
minotlarining yig‘indisiga teng:

a, a, da,
n a}}_ ajk Fi J f
P1=Zﬂ,g;a Pz'-"-Z s Py=— 2, ag dy a4y (3)
j=t J<k|Py Gy gekel]
@y Ay Gy
va hokazo. Demak
p,=(-1)""det 4.
(4)

Bundan ko‘rinadiki, 4 matritsaning i-tartibli bosh minorlarining
soni C, ga teng. Mairitsaning tartibi » bo‘lganligi uchun (2) ko‘p-
hadning koeffitsiventlarini topishda tartiblan har xil bo‘lgan

S =2 -1
=1

ta determenantlarni hisoblash kerak. Yetarh katta » uchun bu masala
katta hisoblashlarni talab etadi.
Viet teoremasidan foydalanib, quyidagi
AM+A, 44k =p
...... (5)
A-hyh, =" p,
tengliklarni hosil gilamiz. Buni (3)ning birinchisi va (4) bilan
taqqoslasak,
A+Ah, ++h, =a,tay++a, =SpA,
Ayh, -k, =det 4
kelib chiqadi.
Bundan, xususan, quyidagi kelib chigadi: matritsaning birorta xos
soni nolga teng bo‘lishi uchun vning determinanti nolga teng bo‘lishi
zarur va yetarlhidir.
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6.2-§. Krilov metodi

A matritsaning xarakteristik tenglamasini quyidagicha yozaylik:
A" - PI}""‘I - Pz?"ﬂ_z - P&lnd = p, =0 (1)
Ma’lumki (Gamilton-Keli teoremasi), har ganday matritsa o‘zining
xarakteristik tenglamasini qanoatlantiradi, ya'ni
A" p A p AT p A p E=0). )
Fndi ixtiyoriy noldan fargli ™ vektor olamiz va
y® = 44 y® £k =0,1,...,n vektorlami hosil gilamiz. (2} ni o‘ngdan

»'® ga ko‘paytirsak, quyidagi vektor tenglama hosil bo*ladi:

Py oy ek gy =y
Bu ifodani ochib yozaylik:
( | a=2 o n
PR P+ = W,
(n-1) (n-2) 0 _ i
+eet =
y Py P N 4 Rl & (3)
"= n- 0O A
Py ety = 9,
(3) tenglamalar sistemasining determinantt faqat

yD B @ vektorlar chizigli erkli bo‘lgandagina noldan
fargli bo‘ladi, chunki uming ustunlani shu vektor kordinatalaridan
tuzilgan.

Agar (3)ni yechishda Gauss metodining to‘g‘ri yurishidagi barcha
# ta gadam bajarilgan bo‘lsa, (3) sistema quyidagi
[ Py +byopy +bypyto+ b, p, =d,
| p2+bpps++by,p, =dy,

'l P.= dn
uchburchak shakiga kelgan bo‘ladi va (3) ning determinanti noldan
fargli bo‘ladi. Demak, (4) dan ketma-<ket p ., p, |,..., p, lar aniglanadi,

(4)
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ya’ni (1} tenglamaning koeffitsiventlari topilgan bo'ladi. Bu teng-
lamani yechib, A,,A,,...,A, lar, ya’ni 4 matritsaning xos sonlari
topiladi.

Endi xos wvektorlar »x, (i=12,...n) lami topish masalasini
ko‘ramiz. Buning uchun y*'(k=0,1,....n—1) lami x"’ vektorlar

orqali ynyib olamiz:
ch‘ M= chi @ k=0,l,...,n-1. (5)

Quyidagi ko phaclm tuzamiz:
oA ="+ g A"+ @ N kg, i=1L2,0  (6)
y, (k=0,1,2,..,n—1}) vektorlami mos ravishda ¢ _,., ¢, 4.
..-sqy;, | larga ko‘paytirib chizigli kombinatsiyasii yozamiz va (5)—

(6)lami e’tiborga olsak quyidagiga

P+ g e gy o gy = 0,006 1 )
+6,0, (A )X -+ 0,0, "
ega bo‘lamz.
A =28 21,230 desak, @,()=0, ixj bo'l
gar o, )--'-?: =1,2,3,....,n desak, ¢;(A;)=0,i#j bo'l-
ganligi uchun (7) ifoda

[H N (n=3)

+ th{"‘_n + l?z;}’ -+ q,,..“}"m} = cf(pi' (la }x(!'] 1 HES L 21 sy M

ko‘rinishga keladi. Demak, 4 matritsaning x? xos vektori noldan
fargli ko‘paytuvchi miqdorida aniglangan bo’ldi. ¢, koeffitsiyentlar

esa xarakteristik ko‘phadning koeffitsiyentlari orgali
gp; = L,
9= R’iqj-uli + Py = ,2,....n—L

rekurrent formula yordamida topiladi.
Agar (3) tenglamalar sistemasini yechishda Gauss metodining
to‘g‘ri yo'lini faqat m ta (m<wn) qadami bajarilsa, u holda
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yO yO Ly vektorlar chizigli erklidir. Shuning uchun (3) teng-

lamalar o*rniga quyidagi

[ -1 -2 M __ .
pA" 4 pyi P et p y O =

{(m—1) (m—2) i __
H’IJ’z’"“ + o et p gt =

—1) (m—2) {m _
2T+ oy e p Y = ™

tenglamalar sistemasidan m ta chizigh erkli tenglamalarni ajratib olib,

P Porre -y Koeffitsiyentlarni topamiz. So‘ng A™ + pA™ ' + pA™ ™ +

+ph™ 4.k p =0 tenglamadan A A,,... A lami topamiz.

AT pAT 4 p AT p A" 4k p, ko'phad A matritsaning
minimal ko ‘phadi deyiladi.
Xos vektor esa quyidagicha topifadi:
A =g,y g, Y =12 m,
bu yerda
Biw =1
Bimr =&, — Py
Bawz = J‘-z; oy YT
Ba= }“T“i = Pl:'\"“’:r-2 B 4

m—I|

6.3-§. Danilevskiy metodi

Bu metodning asosiy g'oyasi beriigan 4 matritsani o*xshash
almashtirishlar yordamda Frobenius

o M Py s Py Py

1 0 0 0 0
=10 ] 0 0 G

0 ¢ 0 i 0 i
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normal formasiga keltirishdan iboratdir, 4 va R 0'xshash bo‘lganligi
uchun, ya'ni P= $™' AS ular bir xil xarakteristik ko‘phadga ega, ya'ni
det(4 — AE) = det(P — LE).
R matritsaning xarakteristik ko*‘phadini osongina yozish mumkin.
Haqigatan ham

Rt S X P P P

1 - 0 0 0

det(P-AE)=1| ¢ i % 0 0
0 0 0 . 1 —A

ni birinchi satr elementlari bo‘yicha yoyib chigsak: |
det(P —AE) = (R — WA — Ryl 2+ Ry(-W) +o + 1R, =
= (-1~ RN R E— ... - R
bo‘ladi. Demak, R matritsaning birinchi satr elementlari 8, Ry R;
R, lar mos ravishda uning xos ko‘phadining koeffitsiyentlanidan iborat
ckan.

A matritsani R matritsa ko‘rinishiga keltirish uchun ketma-ket » -1
marta 0‘xshash almashtirish yordamida 4 mafritsaning satrlarini oxirgi
satridan boshlab mos ravishda R matritsa satrlariga o‘tkaziladi.

Faraz qgilaylik, 4 matritsaning a, ,_, elementi noldan fargli bo‘lsin

va uni ajratilgan element deymiz. 4 matritsani o‘ng tomondan

i 0 0 0 0 |
0 1 0 0 0
M n-l1 =
— Qpi _ Iy, 2 _ O g2 __]____ _ n
Ty -1 By n—1 Tpn-t  Fnn-l Ay n-1
0 o o o 0 1

matritsaga ko‘paytiramiz, natijada
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by, b - byt by,
by, by, oue by s b,,
AM.,=B=| ...
by ban o b Bay,
0 0 ] 0

hosil bo‘ladi. Matritsalamm ko‘paytirish goidasiga ko‘ra, B matnisa-
ning elementlan
a

_ il :_ - .
bﬁ—aﬁ—ai,n_l* . J=L2,....m jEn—1;
=1
ai,m] +
bl,ﬂ-i :_...___’ ‘ = I,Z’Ii-l,nl
@y n-\

formulalar yordamida aniglanadi.
Hosil bo‘lgan B matritsa 4 matritsaga o‘xshash bo‘lishi uchun

chapdan M| matritsani B martitsaga ko‘paytirish kerak:
M AM, _ =M.B.
Bevosita tekshirib  ko‘rish bilan A7, quyidagi ko‘rinishda
bo‘lishligiga ishonch hosil gilinadi:

1T 0 ... 0 0
0o 1 .. 0 0
M=
'ﬂnl Ay e anfn—l an,n
o 0 .. 0 1

C= M. B deb belgilaylik. M, B matritsaning oxirgi yo*lini o‘z-
gartirmasligt yaqgol ko‘rinib turibdi, Demak, C matritsa

ST} G2 Cham) Cin
Cy Cyz ‘ae Capal Cop
r:.r:—l,] Cn—l,l v cn—i,n—l Cn—],n
Q 0 e 1 0
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ko‘rimishida bo‘ladi. Ko‘paytirish amali 8 matritsamng fagat (n—1)
satrini o*zgartirishini anglash ham giyin emas. Bu yerda

c,=b,, i=L2,...n-2 j=12,..n

n
cn—],j =Eﬂnﬁbﬁ, _}' - 1,2,...,ﬂ

hosil bo‘lgan C matritsa 4 matritsaga o°xshash va uning oxirgi satri
kerakli ko'‘rinishga keltirilgan. Shu bilan metodning bitta qadami
bajarildi. Endi ajratilgan clement C,,,.+ 0 bo'lsin deb, C mat-
ritsaning (n—1} satrini Frobenius formasiga keltirish uchun birinchi
qadamdagi amallarni C martitsaning {# —1) satri uchun bajarish kerak,
ya’'ni

amallarai bajarish kerak. Bu yverda

1 0 0 0 o |
0 0 0 0 0
Mn_-z = . Cy-1,1 Cn—l,n—J 1 Cn—l,n—l cn.r'
Ca1,n-1 Co—l =2 Co1,11-2 Co -2 Co 112
0 0 0 1 0
|0 0 0 0 (I
B 0 0 o |
0 0 0 O
e (:n-l,l e Cn-Ln-Z Cﬂ-l,n—! ﬂn—l,n
0 0 1 0
0 0 0 o
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Shunday qilib, D matritsaning oxirgi ikkita satri Frobenius
formasiga keltirilgan bo‘ladi. Shu jarayon n—1 marta bajarilishi
mumkin bo‘lsa, 4 matritsa Frobenius normal formasiga keltirilgan
bo‘ladi, ya’m

MIM ML AM MM, =P

Bundan foydalanib,

D(A) = det(A—LE) =det(P-AE)=A" - pA™ — pA™ " = pp™" == p,
ni hosil gilamiz. H(A)=0 tenglamani yechib, A A,,...., A lar anig-
lanadi.

Danilevskiy metodida ajratiigan element nolga teng bo'lsa, bu hol
noregulyar hol deyiladi. Bu hoida Danilevskiy meiodi bilan almash-
tirish jarayonini davom ettirib bo*Imaydi.

Faraz qilaylik, A matritsani Frobenius ko‘rinishiga keltirishda
(#— k) gadam bajarilgan bo*lib, quyidagi

dy dy ody dlrn—l 4,
dy d, .. 0 . @ 0
= dy dyy ody o dy,, d,
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 ¢ 0 1 0
0 0 0 0 0

matritsa hosil be‘lgan va d.., = 0 bo‘lsin. Bu yerda ikki hol bo‘lishi
mumkin:

1-hol: d ¢, dan chapdagi biror element d. .2 0, 1 £/ <k — 1 bo‘lsa,
D matritsaning (4—1) ustunini /-ustun bilan, shuningdek, (4-1) vo‘lini
f-yo‘] biin almashtiramiz. Hosil bo‘lgan martitsa I matritsaga
o‘xshash bo‘ladi va Danilevskiy metodini davom ettirish mumkin.
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2-hol. di=0,I=1 ,2,....k~1 bo'lsin, U holda D

dl I dlz e dll:—] E d;-t dtn—l dlu
dy, dy dz;-t ; dy . d,,
i
,
peldn ez o Garaidoe Doim G
oo G 0 i— dy din Ay,
0 0 0 i 1 0 0
1
: P
0 0 0 ;0 1 0

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Demak, det(4-AE)=det(D,—AF)det(Dy-AE).
D, matritsa Frobenius normal formasiga ega. Danilevskiy metodini [
matritsaga qo‘llab6é wm Frobenius normat formasiga keltirilad:.

Endi xos vektorni topish masalasini ko‘raylik. Faraz qilaylik,
A matritsaning, ya'ni R matritsaning ham barcha xos sonlari topilgan
bo‘lsin. R matritsaning berilgan A xos soniga mos y=(y1, ¥2,..., V) X08
vektorini topamiz. Py = Ay bo‘lganligi uchun (P - AE)y = 0 yoki

_pl_l PZ -P?l A pn—l pn .I(yl-\l
1 —A ¢ - .- 0 0 ¥
0 1 T 0 || » [=0.
| 0 0 0 1 2 Ay, )
Buni ochib yozaylik: |
(=M + Py + et 2,9, =0,
yl_lyzzﬁa
{ ¥, —hy; =0, o (N
Lynal_lynzo‘
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Bu sistemadan

J’n—1=:‘%
}".Vn,
B4 =1-H_l hn

ni topamiz. Xos vektor xossasiga ko‘ra y,=1 deb olish mmnkm,
holda

Y= 1, (2)
Yn=—
ga ega bo'lamiz. {2) ni {1)ning birinchisiga qo‘ysak, u
D()-..) = A —Pll"_l _ pZ}‘-”-Z _ p3?1-"_3 —mp, = 0

ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu esa hisoblash jarayonini nazorat gilishga
xizmat qiladi. |

P= M-]M;l""h‘;-ll""“nnl '”Mles

MM MH]]"M“ 1’ MzMIJ’
tenghkpl chapdan M- ga, so'ng M; ga va hk, oxmda M, ga
ko*paytirsak,

X=M My My

ekanh.il hosil bo’ ladi. Ma'limki, M, matritsa y vektoming bu'mchl
koordipatasini o zgartuadl, M, esa M,y vektoming ikkinchi koor-
dinatggim o'zgartiradi. Shu jarayonni n-1 marta takrorlasak, x vek-
torning hamma koordinatalari hisablangan bo‘ladi. Bu yo‘l hilan nore-
gulyar holning ikkinchi variaptida xos ‘vektorni topib bo‘lmaydi.
Bunday holatda xos vektomi, misol uthug, Krilov metodi bilan topish
ma’quidir.
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6.4-§. Matritsaning moduli bo‘yicha eng katta xos som va unga
mos xos vekiorini topish

Faraz qilaylik, 4 matritsaning barcha xos vektorlari chizigh erkli
bo‘Isin. Bu holda 4 matritsa oddiy strukturaga ega deyiladi.

I-hol. A4 matritsaning Xos ¢iymatlari quyidagi tengsizlikni
qanoatlantirsin

>R f=2p,) (1)

Biz 1, ning taqribiy qiymatmi topish usulini ko‘rsatamiz, Ixtiyoriy
noldan fargli ¥* vektor olib, uni 4 matritsaning xos vektorlari x¥ lar
bo‘yicha yoyamiz;

YO= bVt pox® k4 b,
bu yerda b; lar o‘zgarmas sonlar. y® vektor ustida A* matritsa
yordamida almashtirish bajaramiz;
y[k,'!_ A {ﬂ)_Zb A x “}_Zb}%* Uy
i=l

Bundan Ax' == % x'/ ligini e’tiborga olsak,
. i, b A X (2)
=

boladi.
Endi » o'lchovli vektorlar fazosida /,/,...,/ bazis olamiz. Bu

bazisda x'’ vektorni yoyib yozamiz:

D = _ilxyr,. . (3)
Endi {(2) dan (3) ga asosan ]
V= Z b, lkz
mi hosil qilamiz. Bunda yig‘ish tartibim o‘zgartirib,
YW =313 bk, )

i=l =l
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ga ega bo‘lamiz. Ichki summa / ning koeffitsiventi, demak u y*’

vektoming i-koordinatasidir. Bundan quyidagini yoza olamiz:

}’im - Ebjlﬁng (5)
Xuddi shuningdek,
[hl] Zb ik+| . (6)

(6) i (5) g4 nisbatini olib,
{k+l} b]lel.k !+b2xlzlk+l+ +b xmlh-l
ygk} h]xi]ll +hy x50 + +b,x, A8

HT TR

(7)

ga ega bo'lamiz.
Endi bx; #0 deylik, bunga erishish uchun »” vektorni va
l,4,,...,1, bazisni kerakli ravishda tanlash kerak.

(7) ni quyidagicha
n b.x ?'.. +l
X 1+ 3y -4 4’{ ]‘
y}k ) — ?L'I ‘Z‘blxri

T
¥i IZ (}LJ‘
szll}“l

yozamiz. Bu yerdan & —-» o« da (1) ga ko‘ra

yr.&n}
llm y“" =A,i=12,...,n
i

kelib chigadi. Demak, yetarlicha katta & lar uchun

(A+1}

Vi .
[ Rl —_ j
A SOR i=12,..

LR (8)

deb olishimiz mumkin.
Antglangan A, ga mos xos vektor sifatida #® ni olish mumkin.

Haqiqgatan, (2) ga ko‘ra

“:bu?“f[ {”Jrj.z‘;b( )ﬁ m}
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bo‘lads. Yetarlicha katta & lar uchun
O = pk 0
taqribiy tenglikka ega bo‘lamiz. y* xos vektor x'" dan sonli
ko‘paytuvchiga farq gilyapti, demak, y A, xos songa mos keiadigan
xos vektordir. U 4 matritsaning A, Xos soniga mos keluvchi x' xos
vektorining yo‘nalishiga yaqin bo‘ladi. (8) ning o‘ng tomoni
i=1,2,....# lar uchun berilgan aniglikda bir xil bo‘lishligi A, va x" ga
yaqinlashganlik darajasini anglatadi.
2-hol. A matritsa xos sonining moduli bo‘yicha eng kattasi karrali
bo‘lsin, ya’ni &, =X, = A, =...=A_. Quyidagi
I}“Il:} [l'.nl' Z|3‘~5+:|3”‘ 2 Ilnl (9)
tengsizlik bajarilsin. Bu holda (7) tenglik '
YU (bbb b g P b AT b AR
yf’” (B +yX 3. b S 4 Xy A+ bl X, M

N IFJ'

(10)

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bunda hx, +b,x, +...+ b x, #0 deb faraz
qilamiz va (10) ni quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

+1
1
1+ Z bx[ j
y::,H” l blxrl+52x:2+ +bxt.r.l“""+l ;Il’l

k)
; }.
4 I+ ! E bx,; T
Bxydbyxyy b Xy jmgi Ay

Bundan £ — o da (9)ga ko‘ra
[k+1)

limZ’ =4,, i=L2,...,n

Ko y{k}
i

kelib chigadi. Demak, yetarlicha katta & lar uchun

{&+1)

hom_ i=12...n
\|1 k ’ 1 ?I-I-'I,
yi&

deb olishimiz mumkin. Bu esa (8) taqribiy tenglikning o‘zginasi, A, ga
mos vektor deb, 1-holdagidek " ni ofishimiz mumkin. Boshlang‘ich
' vektorni boshgacha olsak, boshqa xos vektorni topish mumkin,
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3-hol. 4 matritsaning xos sonlari quyidagi shartlarmni qanoatian-
tirsin:

A (1)

f+p

|
o
b
[}
|
]

va :
Ay = A A 2. (12)
Bu holda yuqoridagi jarayondan foydalanitmaydi, chunki (5) quyi-
dagi ko‘rinishga ega bo'lib,

p® = sz,jl"- z bx, (DS + > bx, M,

J=r+l F=r+p+l

f
r+p+l[z'"

|
r+_pi >

birinchi va :kkmchl summada A, ning tartibi bir xil, lekin k ning o*2-

garishi bilan ikkinchi summa o0*z ishorasini o‘zgartiradi. Shuning uchun

{1kt
P

Y;
pisbat k — da limitga ega bo‘lmaydi. Bu holda y/**' va %%

yoki y{**" va y**" dan foydalanib, A ni topish mumkin:
(24+2)
Yi -
;:2.‘) "‘"'}\-l, E—l,z,...,ﬂ
' y(2k+1] .
yoki d A, I=12,.. .,n.

T

A matritsaning A, va —A, xos sonlariga mos keladigan vekitorlari
esa mos ravishda Yy 4+ y* va y*P % y* bo'ladi. Haqiqatan
ham, misol uchun y**" + A,y vektorni (11) ni e’tiborga olgan holda

(2) ga ko‘ra quyidagicha yozamiz:
(k71}+ly[k;- '"?LMZE) XD 4 (- l)k+llk+1 f bx“’+ Z b l?xxu)_'"

J=r+l J=repyl

= j=r¥i f=r+p+l
r n
= k+l (7 k {7}
P S W RS SN P vRe R
F=l f=rtp+l
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Bundan esa, (12)ni nazarga olib

4
y”“”+l,y':” =l:c+1{>:25jx[,."} + Z (}"12 +?“1?Lj)(§'j_) bjx[ﬂ)
A

7=l J=reprl §
ga ega bo'lamiz. Demak, yetarlicha katta £ uchun
FED Lo 0 g b 3 265

J=i
bo‘ladi. Xuddi shuningdek,
b L :
,}’(H]]—l,y[ﬂ E(—l]) .lebjxfj]
j=r+
ekanligi ko‘rsatiladi.
Agar r va p yoki ularning birortasi birdan katta bo‘lsa, dastlabki
vektor y¥ ni o‘zgartirib boshqga xos vektorlarni topish mumkin.
4-hol. A matritsaning moduli bo‘yicha eng katta sonlari kompleks
yoki modullari bilan o‘zaro yaqin bo‘lgan hoini ko‘ramiz. Faraz
qilaylik, A, va A, xos sonlar go‘shima kompleks sonlar bo‘lib, quyidagi
shartlar o‘rinli bo‘lsin:
| =Ra| 2 ] 2 a2 -2 A
Quyidagi tagribiy tengliklar
[ )8 = pa kx4 b 25X,
$ U = pa W 4 bSO, (13)

ly(i—+2} Ef]llf+lxuj +b2}u;+21[2]

mavjudligiga ishonch hosil qilish giyin emas. Bular orasida

YD 0y 5y =0 a9
chizigi  bog‘lanish  o‘rinlidir.  Agar  hisoblash  jarayonida
pE YU 84D yektorlar orasida

y{k+2}+pyi:k+” +qy[k) :0 (15)
chizigli bog‘lanish borligini ko‘rsak, v holda A va A, lar

'+ pu+q=0 (16)
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kvadrat tenglamani gqanoatlantiradi. (16) kvadrat tenglamaning
koeffitsiyentlari quyidagi determinantlardan aniqlanadi:

[ y:k] J”j'“
U g Y00, in ), ij=120n (D)
()2 Jf’f[h 2) y_£k+2}

Demak, (17) dan p va g topiladi, (16)dan esa A, va A, aniglanadi,
so‘ngra (13) dan foydalanib xos vektorlar quyidagicha topiladi:
}’(h” - ?‘*L}’m = b:r.}'“zk [lz - A )xms
P =y = bl}“lk(}"l _lz)xm*
Eslatma. Birinchi va ikkinchi hollarda »? vektorning ite-
ratsiyalarini topish lozim edi. Shu jarayonni tezlashtirish uchun quyi-

dagicha yo‘l tutiladi:

Ak

4, 485454 &
matritsalar ketma-ketligini hosil qilamiz.
Ma’lumki,

$A, = Spd,
i=i

K

k
AL =Spd

I

4=

|

.
It

Bundan foydalamb, misol uchun 1-holda

YA =5p4,

=k

i Lk k

YA =SpAt .
lardan
A, o= éﬁ

1 = 2&.

SpA
ekanligi kelib chigadit.
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Bobga tegishli tayanch so‘zlar: xos son, xos vektor, xos
qiymatlarning to‘liq munammosi, xarakterisik ko‘phad, minimal
ko‘phad, Frobenius normal matritsasi.

Savollar va topshiriglar

1. Maftritsaning xos soni va xo0s vektori tushunchasi.

2. Matritsaning xarakteristik ko‘phadi.

3. Xarakteristik ko‘phad koeffitsiyentiari bilan matritsa bosh
minorlari orasidagi bog'lanish.

4, Xos sonlarning barchasining yig‘indisi hamda ko'paytmasi
nimaga teng?

5. Xos qiymatlarning to‘liq va gismiy mueammolari.

6. Krilov usuli bilan xarakteristik ko‘phad koefTitsiyentlarini
topish.

7. Krilov usuli bilan xos vektorlarni topish.

8. Matntsaning minima! ko‘phadining koeffitsiyentlarini topish
qanday bajariladi?

9. Danilevskiy metodining asosiy g'oyasi.

10. Danilevskiy metodida xos vektorni topish.

11. Noregulyar hollar.

12. Noregulyar holning qaysi variantida xos vektorlarni Dani-
levskiy metodi bilan aniglab bo‘lmaydi?

13. Moduli bo‘yicha eng katta xos son yagona bo‘lganda uni va
unga mos xos vektorni topish.

14. Moduli bo‘yicha epg katta xos son karralh boiganda
(A =h,= .=k, |?L,] >|ls+, ' e |l" | hol) uni va unga mos xos

vektorni topish.
15. Xos sonlar uchun A =4 ,=--=A ==& , ==&, ,= ==24

va |l,|=|l }I;u

r+p

2'“2|}Ln‘ shartlar o‘rinli bo‘lganda xos

r+p v+ ptl

son va xos vektorni topish.
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16. A, va kh, qo‘shma kompleks sonlar bo‘lib
=] x, ’:»‘3\.3'23’?»4 ‘ 2.2 |ln | shart o‘rinli bo‘lganda xos son va

xos vektorm topish.

Misol 1.

A=

o
b = 2
e S

matritsaning xos qiymatlari va xos vekiorlarini Krilov usuli bilan
toping.

Yechish. Noldan fargli y“":( yfm,y;m,yg"}) vektor olib uning

iteratsivalari ymr-Ay”_” , {k=1,2,3) ni aniglaymiz. y“”z( 1,0,0]'
bo‘lsin, u holda y!"'=4p! " =(1,2,4y, y =4y =(21,12,12Y,
y =4y =(93.78,120) bo'ladi. Endi p, v\ +p, p{V+ p, oM<y
vektor tenglamani tuzamiz:
21 1 1 93
12 1p,+ 2 p2+[0 pi=| 78 l
12 4 0 120
yoki
{21p1+P1+P3=93,
M2 p,+2p,=78,
12p,+4p, =120,
Bundan p, =3, p,=21, p,=9 ekanligini topamiz. Berilgan

matritsaning xarakteristik ko*phadi
D(X)=A* 317 -21r-9
ko‘rinishda bo‘lar ekan. D(X}=0 tenglamani yechamiz:
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A7—3R7-21A-9=0.

A =—3 tenglamaning bitta ildizi ekanligini ko'rnish qiyin emas.
Qolgan ikkitasi A *-6A—3=0 ning ildizlari. Shunday qilib, berilgan
matritsaning xos sonlani l,x-3,l2=3—.m,l3=3+\/ﬁ elcan.
Endi xo0s vektorlarni topishga o‘tamiz.

A, uchun:

D(R)_a-322-210-9 .
(Pl(?'“): A—h = ) it

—6A-3,

demak, ¢,=—6,¢,,=-3 ko‘rinishda ¢ (A)=r'+¢g, A+gq, ckan
Xos vektor

My _ () (0
=y Ttgny " +guy

c P (A x>
ko‘rinishda topilgan edi.
21) 1 1
yP 4+ gy gy P =112 -6 2 -3 0 |=
12) L4 0
21-6-3 Y ( 12
=1 12-12+0 |=] 0
12-24+0) {~12

A, uchun:

0:(1)= 2o [12r-3(3+ 1),
‘hz:_\/ﬁ: ff22=—3(3+\[12).

(2) L) {0 _
Yy orgpy Tt gny =

(21 1 ! 12- 412
0
0

12 |- 124 2 |-3(3+ 12} 0 }=t12-212
L12 4 12— 4,12
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A, uchun:

0 (W)=t 122 -3(3- J12),
qn—\(_ ‘121:*3( \/ﬁ)

¥ 4 gy 4 ‘123}’{0] =

21 1 1 12 +4,/12

=112 [+y12-| 2 [=3(3-J12 )| o |= | 12+2J12

12 4 0 124 4,12
5 30 -48
Misol 2. A= 3 14 -24
3 15 =25

maftritsaning xos son va xos vektorlarint Krilov usuli bilan topiisin.
Yechish. y“=(1,0,0) bo'lsin, u holda y"=:%;33y,

y P =(=29; -15;—15) , yV= (125; 63; 63) bo‘ladi. Endi quyidagi
~-29p, +5p,+p,=125,
{—=15p,+3p,=63,
|-15p,+3p,=63.
sistemam tuzamiz. lkkinchi va uchinchi tenglamalar bir xil, demak

y“”j y“} , y“}, y"” vektorlar chizigli bog'liq. Shuning uchun

o) ym, ym larga bog*liq

|i3pj =-15
sistemani tuzamiz. Bundan p,=-5, p,=—4 bo‘ladi. A*+5)%+4

ko‘phad A4  matritsaning  minimal  ko‘phadidir.  Undan
A,=—4, Lh,=—1 ni topamiz. A, ni topish uchun, bizga ma’lum
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@, +a,, +a,;=A+h,+A;
munosabatdan foydalanib
5+14-25=—-4-1+%,, hy=—1
ekanligini aniqlaymiz.
Xos vektorlar
x® :ﬁﬂ}’w} +Buy“}, i=1,2
ko‘rinishda izlanadi, bu yerda 3, =A.—p,, B, =1, i=1,2
(I i (5 ! fﬁ

A =By 4By =2 - p )y e (aas) 0 [ 3 | 3 |,
O3S

f’l\. (5‘\ (9\

-17{2}=ley[ﬂ}+Bzzy“}:(?"z_Pl)J”[ﬂ]"'l'ymr‘(_l+5) i 3J.
\0) k3J 3

x ni topish uchun »“ vektomi boshgacha tanlash kerak.

Xususan, y“=(0; 1 0)' desak y'" =(30,14,15Y bo‘ladi.

0 30 0Y (30 (30
x{-’w:(lj_p,} I HLj 14 (=1+5) 1 14 |=| 18
0 15 0 15 15

xW=(30; 18; 15)’ bo‘lar ekan,.
Misol 3.

1 2
A=|2 1
4 2

b L

matritsaning barcha xos sonlari va xos vektorlarini, ya’ni xos
givmatlarning to‘liq muammosini Danilevskiy metodi bilan aniqlang,.
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1 0 o0 1 0 0

: a5, 1 a3 1 |
Yechish. M.,=|- - =[-2 - -1
i 3 diy as) 2 2

o o 1 J\0O 01

Endi 4 matritsa ustida M: almashtirish bajarsak, matritsaning
oxirgi yo‘li normal Frobenius ko‘rinishiga keladi:

Aam, =21 2021 1t le 13
2 2 2 2
42100 0 1) loe 1o

1 0 0 1 0 0

M'=\a, a,;, a, [=|4 2 1

0 0 0 O 0 1

Endi 4 M, matritsani chapdan M’ ga ko‘paytirsak, hasil bo‘lgan

matritsa 4 ga o'xshash bo*ladi:

to o[t 3 s o3
M AM,={4 2 1|]o %%:—12 6 15 |=C.
00 1)y |, ol Lo 10

Hosil bo‘lgan C matritsa 4 ga o'xshash bo‘ldi, uning ikkinchi
yo'lini normal Frobenius ko ‘rinishiga keltitamiz:

(1 _n_en) 1 1 5

21 Ca €2y 12 2 a

M=o t o l={0o 1 0

o 0o 1) lo o1
by sy qr 13
(-3 1 3 2 2 4] 1a 2 "4
C-M =1-12 6 15 0 P 0 |=]1 0 0
o 1 0,0 o0 1) lo 0



Ca Cap ©n3 -12 6 15
M1=t0 1 0 |=[0 1t 0
0 0 1 0 0 I
1 1 3
-12 6 1513 772 T4l (3 12 9
MIlCcM=0 1 O0f]|1 0 oOf=[1 0 {]}-P
¢ o 1Jlo 1 0 0 1 0

Hosil bo‘igan matritsa normal Frobenius ko‘rinishida, uming
xarakteristik  tenglamasi D(A)=A’-3L%-214-9  ko‘rinishda
bo‘ladi. Krilov metodida ham u shu ko‘rinishda edi, ya'ni uning
noflari A, =—3,%,=3-12,1,=3+,/12 bo‘lishi ravshan. P mat-
ritsaning xos vektorlan y("}:(lf,li,l}', i=1,2,3 edi. A ning xos

vektorlari esa x7=M, M, y?, i=1,2,3 ko‘rinishda bo‘ladi:

s
2 2 a3|{ 9) -1
sWop o m y =m0 1 0} =3 (=M, -3 |=
0 o0 1){ 1| {
b0 0 4y /gy
=l2 L 1l 3= o
2 2
o o 1 U1 b

x“)z(—lg 0; ])’ vektor Krilov usulida topilgan xos vektordan
o‘zgarmas ko‘paytuveht songa farq qilyapti. Xuddi shunday x'?) va

x®) larni aniglashimiz mumkin.
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Misol 4.

W
fi
— et 0
=R

1
0
2

matritsaning moduli bo‘yicha eng katta xos sonini va unga mos xos
vektorini verguldan keyin to*rt xona aniglikda toping.

Yechish. Noldan fargh ixtiyoriy y'” --( PPy ) vektor olib
uning iteratsiyatari y**V=4p™ £=1,2,... lami hosil gilamiz
p®P=(1; 0,0y bolsin. U holda misol wuchun y‘“=[683;34];34l)‘

! =(2731; 1365;1365 ')' bo‘ladi va jarayonni shu yerda to*xtatamiz.

(6) {6) {6)

v ¥i 2731 ¥y 1365

_,'.—'.r_—n-;l -"dt_ . — ‘;33,9985, = ﬁ4 0 g
y T T s i 34 0029,
(6)
s 1365 4.0029.
yO 341

Ko‘rinib turibdiki, bu mnisbatlar to‘rt soni atrofida tebranyapti,
demak natijalarnt o‘rta arifmetigini A, deb olish mumkin.

A1=5(3,9985+8,0058)=4,0014.
A, ga mos keluvchi xos vektor
py I =p a7 x"

taqribiy tenglikdan topilar edi, ya'ni y*) vektor xos vektor x{'") dan
sonli ko‘paytuvchiga farq qilyapti, demak y(” A, ga mos keladigan

xo0s vektordir.

{683, 341;34] '}! — A; ga mos keluvchi xos vektor.
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Misollar.

Vazifa 1. Krilov usuh bilan matritsaning xos sonlari va xos
vektorlari topilsin. Xos sonlar tortta, xos vektorlar esa uchta ishonchli
raqamlar bilan topilsin.
(1 1,5 2,5 3,5)
LS I 2 L6
25 2 1 1,77
3.5 16 1,7 1
1 L2 2 0,5)
L2 1 04 1,2
2 04 2 15|
0,5 1,2 L5 1

(L2 2 05Y).
L2 1 05 1
2 05 2 L15]
0,5 1 145 05)
(25 1 -0,5 2 )
I 2 1,2 04
0,5 1,2 -1 151
2 04 L5 1)
2 1 L4 0,5)
I 1 05 1

1,4 05 2 12|
0,5 1 1,2 0,5
(2 1,2 -1 1)
,2 05 2 -l
-1 2 -5 027
1 -1 02 L5

Nel. 4=

Ne2. A=

No3. A=

Ned. A=

NS, 4=

Ne6. A=
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(2 1.5 3,5 4,5)

NoT. A= LS 2 2 1,6
Tlas 20 20 L7
4,5 1,6 1,7 2
‘10,5 1,2 —1)
05 2 —-05 0
NeB. A= .
1,2 —0,5 —1 1,4
L —1 0 L4 1
71,2 0,5 2 1)
0.5 . 1 08 2
Ne9. A4—
2 08 1 1
L1 2 1 2,
(0.5 1,2 1 0,9)
1,2 2 0,5 1,2
NelO, A —
1 0,5 | 1
0,5 L2 1 2.2
‘1,6 1 1,4 1 )
1 1 05 2
Nell, 4=
1,4 0.5 2 1.2
1 2 1,2 0,5
(2.4 0,5 2 1 )
0,5 1 08 2
Nel2. A=
2 08 1 0,5
W 2 0,5 1,2}
(0,5 1,2 2 1D
L2 2 0,5 1,2
Nel3. 4=
2 05 1 0,5

.1 L,2 0,5 1,6
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(L8 1,6 17 L8)
6 28 15 13
L7 15 38 L4
L8 13 1,4 48
(1 L5 1,2 0,5)
Nel5. A= sz 04 zr

1,2 0,4 1,5 14
05 2 14 13

Neld. A=

Vazifa 2. Danilevskiy metodi bilan matritsaning xos sonlari va xos
vektortart topilsin. Xos sonlar to‘rtta, xos vekiorlar esa uchta ishonchl;
ragamlar bilan topilsin.

L7 2,8 03 (1,7 0,4 2,8)
Nol. 4=]28 12 0,6 N2 A=|0,4 3,2 1,21
0,3 0,6 15, (2,8 1,2 0,5
(2,3 1,4 0,6 (2,3 3,5 1,4)
Ned. A={14 17 05| Ned. A=|3,5 0,4 0,6 |
0,6 0,5 1,3 L4 0,6 13}
(0,6 1,3 1,7) (3.7 0,3 1,2)
NeS. A=|1,3 25 081} N6, 4=10,3 2.4 0,8 ]
(1,7 08 14 1,2 08 L5)
(3,2 0,5 1,2) (4,1 0,4 1,3)
Ne7. A=[0,5 1.4 231 Ne8. 4=|0,4 2,2 17|
(1,2 2,3 0,6 L3 L7 0,5)
23 0,7 06 L5 08 29
Ne9. 4=[0,7 3,4 12 Nol0. A=[0,8 3,4 22|
0,6 1,2 1.7 2,9 22 04
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(1,8 2,4 05 0,7 1,5 3,2
Nell. 4=]2,4 1,3 0,7 Nel2. A=|0,7 23 13 |.

0,5 0,7 1,6 3.2 1,3 0.4
2,4 3,5 0,7) 23 L7 0,8
Nel3. A=135 1,2 04 Neld. 4=(17 0,5 1,21}
0,7 0,4 L3 08 1.2 L9
2.4 1.3 0,5)
Nel5. A=| 13 08 2,41
0,5 2,4 33

A

Vazifa 3. Moduli bo‘yicha eng katta xos sonni to‘rtta ishonchli
raqarn bilan toping. Unga mos xos vektorni esa uchta ishonchli raqam
bilan aniglang.

21 1 1,1 24 1 14
Nel A= 1 2,6 111} N2 A= 1 2,9 14|
LI 1,1 31 .4 1,4 3,4
1,3 04 0,5 (1,6 0,7 038
Ne3d. A=104 1.3 03| Ned, A=}07 L6 (3|
0,5 03 1.3 L\O,S 0,3 1.6
22 1 12 (2,5 1 1,5
Ne5. A=y 1V 2,7 12| Nep, A=] 1 3 15|
12 12 32 (15 15 3.5
1,4 0,5 0,6 1,7 0,8 09
Ne7. A=|0,5 1.4 03| N8, A=[0.8 0,7 03|
0,6 0,3 14 09 0,3 1,7
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N9, 4=

Nell. A=

Nel3d., 4=

Nels, A=

2.3
|
1,3

(3,5
{
K2’5

1,5
0,6

\ 0,7

(}’4

1

]
4

2,5

0,6
L5
0,3

1,2

1,3
2,8 L3 |
L3 3.3

2,5
2.5 |.
4,5,

0,7
0,3 |
1,5

~1.3

,2 0,9 0,4

~1,3 0,4 0,8
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Nel@. A=

Nel2. A=

Neid, A=

I

3,1
1,6

0,9
1,8
0,3

3,2
1,7

1,6
L6 |
3,6

0.3 |
.

L?)

L7
3,7

TS




VII BOB. ODDLY DIFFERENSIAL TENGLAMALAR
UCHUN KOSHI MASALASIN]I TAQRIBIY YECHISH

Hmiy va tadbiqiy masalalarda ko*pincha shunday oddiy differensial
tenglamaiar uchraydiki, ularmng uvmumiy yechimmm  oshkor
ko‘rinishda ifodalash mumkin emas. Yechini oshkor ko‘rinishda
toptladigan difterensial tenglamalar sinfi ancha tor. Masalan,
ko*nmshi soddagina bo‘lgan

y=x+x+y
differensial tenglamaning umumy yechimmi elementar funksiyalar
orgali ifodalab bo‘lmaydi. Bu yechim ancha murakkab tarzda kasr
tartibli Bessel funksivalari orgali ifodalanadi. Ko‘p hollarda yechim-
ning hatto shunaqa ifodasint ham bilmaymiz. Shuning uchun ham
bunday tenglamalami u yoki bu taqribiy metod bilan yechishga to'g'ri
keladi.

Tagribiy yechim analitik ko‘rinishda yoki jadval shaklida
1izlanishiga qarab taqribiy metodtar analitik va sonli metodlarga
bo‘linadi.

Oddiy differensial tenglama uchun Koshi masalasi va chegaraviy
masala qo‘yiladi. Koshi masalasini yechish chegaraviy masalani
yechishga nisbatan ancha yengildir. Shuning uchun ham ayrim
hollarda chegaraviy masala Koshi masalasiga keltirib yechiladi.
Analitik metodlarga ketma-ket yaginlashish {Pikar metodi}), darajah
qatorga yoyish, Chapligin, Nyuton-Kantorovich, kichik parametrlar
metodlari kiradi. Aynigsa, keyingi paytlarda EHMlarning rivojlanishi
bilan amgqlik tartibi yugori bo‘lgan sonli metodlarga e’tibor kuchaydi.
Shu bilan bir gatorda analitik metodlar hozir ham o‘z tatbiqim
vo‘gotgani yo‘q. Masalan, Koshi masalasini ko‘p gadamli ayirmali
metodlar bilan yechishda jadvaining boshidagi qumatlarm odatda,
analitik metodlar bilan topiladi. :
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7.1-§. Ketma-ket yaqginlashish usuli

Faraz qilaylik, [ x,, X'| oraligda

y =7y, (1)
y (xo} = Yo (2}
Koshi masalasi berilgan bo‘lsin. Bu masala yechimini quyidagicha
y.(x) yu+Jf[!,.V(!)}df 3)
yy=y,, n=12,.
aniglangan ketma-ketlik ko‘rinishda izlaymez. {1) ning o‘ng tomoni
ma’lum shartlarni qanoatlantirganda, (3) ketma-ketlikning limiti (1)
(2) masalani ganoatlantirishi differensial tenglamalar kursida ko‘r-
satilgan. Bu metodning amaliy qiymati yuqori emas. Uning kam-
chiligi, har bir keyingi vaqginlashishni topishda integrallash amalini
bajarish kerak bo‘ladi. Bundan tashqari, integrallashni aniq baja-
rilmaydigan hollar uchraganda wni taqribiy ravishda hisoblash kerak
bo‘ladi, bu esa, o'z navbatida, ko‘p hisoblashlami talab etadi. Shuning
uchun ham ketma-ket yaginlashish metodi boshga metodlarni qo‘l-
layotganda yordamchi metod sifatida go‘llaniladi. Ketma-ket vaqin-
lashish metodini hech ganday qiyinchiliksiz differensial tenglamalar
sistemasiga qo‘yilgan Koshi masalasiga qo*llash mumkin.

7.2-§. Darajali qator metodi

Bizga
y=[f(xy), (1)
W(x0) =¥, (2)
Koshi masalasi berilgan bo‘lsin.
Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya (x,,y,} nugtada analitik bo‘Isin,
ya’ni u shu nuqtaning biror atrofida Teylor qatoriga yoyilsin:
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p!

a _(p) :
y(x)=3 () (v x,)", 3)
FZ‘.

bu yerda »'(x,) farni murakkab funksiyani differensiallash qoi-

dasiga ko‘ra ketma-ket hisoblab topiladi va (1), (2) ning yechimini
tagqriban quyidagi

n oo 0p)
() =y, (x)= Zﬂy ;,x“)(x-xn}*” 4)
o p!

ko*rinishda olinadi. Agar |x - x,| kichik bo‘lmasa, umuman # — « da
¥,(x) ning limiti y{x) ga yaqinlashmasligi ham mumkin yoki
yaginlashish juda sust bo‘ladi. Bunday holda quytdagicha ish qilinadi.

Faraz qtlaylik, taqribiy yechimning x,+/{ nuqtadagi qiymatini
topish lezim bo‘lsin, bu yerda / > 0 va ancha Katta [ x,, x, +/] oraligni

x,, i=12,.,N—1 nugtalar yordamida N ta bo‘lakka bo‘lamiz, ya’ni

Xy <X <Xy <...<Xx, =x,+1.

(4) formuladan foydalanib, taqribiy yechimning x; nuqtadagi
giymati  y(x;) ni hisoblaymiz. Endi (4) n1 x; nuqta uchun yozib,
y(x,) ni hisoblaymiz. x, nuqtam boshlang‘ich nuqta deb, y(x;) ni
hissoblaymiz, bu jarayonni x, = x, + / nugtaga yetguncha bajaramiz.

Agar ]m_aﬁ’x;. -x,._,| yetarlicha kichik bo‘lsa, (4) formulani yuqorida
zi=

ko‘rsatilgan algoritm bo‘yicha go‘llash magsadga muvofiqdir. Bunday
algoritm juda ko‘p hisoblashni taqozo etadi. Shuning uchun darajali
gator metodini, odatda, x, ga yaqin nuqtalarda taqribiy yechimm
topish uchun qo‘llaniladi.

Shuni alohida ta’kidlash lozimki, (4) ni shundayligicha qo‘llasak,
darajali gator metodi analitik taqribiy metoddir, (4) ni gqadamma-
qadam x;, i=12,...,4 —1 nuqtalardagi yechimi qiymatini yuqorida
ko‘rsatilgan algoritm asosida qo‘liasak, unda u sonli metodlar gatoriga
o'tadi.
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Bu metodni yuqori tartibli differensial tenglamaga hamda diffe-
rensial tenglamalar sistemasiga qo‘yilgan Koshi masalasini yechishga
qo‘llash mumkin.

7.3-§. Ayirmali metodlar

Faraz qilaylik, bizga quyidagi Koshi masalasi berilgan bo‘lsin
y =[xy}, (D
Y}=Ye - 2)
Bu masalani [xﬂ, X] oraligda yechish talab etilgan bo‘lsin.
Berilgan kesmani ¥ ta teng bo‘lakka bo*lamiz;
X, =x,+ih, i=12,. N, N= ; , h>0.

(1), (2) Kosht masalasini yechish

P =y + | Sy Oyde 3)

integral tenglamani yechish bilan teng kuchlidir. Birog (3)da integral
ostida noma'tum funksiya qatnashishi masalani murakkablashtiradi.
Ketma-ket ikkita ﬁuqtadagi yechimning orasida quyidagi munosabat
o“rinlidir:

Lo+l

Px ) =yx)+ | y(x)dr. )]

Ty

y(x,,;} ni topish uchun y(x )va y'(x)= f{x,p{x)) ni [xﬂ,x,, +|]
oraligda bilish kerak. y'(x) ning tagribiy giymatlari fagat Xy Xjaeeor X,
nuqtalardagina bizga ma’lum. Shuning uchun (4)dagi integralni tag-
ribiy htsoblashga to‘g‘ri keladi. Bu integralning qanday hisoblanishiga
garab bertlgan Koshi masalasini yechadigan tagribiy u yoki bu metod
hosil bo‘ladi.
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7.3.1. Adams ekstrapolyatsion metodi

Faraz qilaylik, (1), {2) Koshi masalasining yechimi £+1 ta
[xﬂ,xn,r]] oraligdan chapda yotgan x_,,x, ,,.....,X, nugtalarda
ma’lum bo‘lsin. U holda 3'(x) ning ham bu nugtalardagi qiymatlari

ma’ lum bo*lads.
(4) da x = x, + uh almashtirish bajarsak, u

{
vix,,, Y=y, + hjy'{xn + uh)du (5)
8

ko‘rinishda bo'ladi. y'(x, +uh) funksiyani uning k+1 ta qiy-
matlaridan foydalanib, Nyuatonning ikkinchi interpolyatsion ko‘phadi
bilan ekstrapolyatsiya o‘tkazamiz, va’'ni

Vix +uh)=V(x )+ %ﬁy’(xﬂ_l )+ wutl) APy (x, )+t
| {6}
+ uf!{+|}*:t('£lf+k—]) _f’\ky'(.x:n_k ) + (H),
bu yerda
e () {urk) D)
)= R .
x . <E=&wy<x,; Osusl.
(6) mi (5) ga qo‘yib integrallash amallarini bajarsak,
Vel :y(xn)'!- j:y (.If )+ ﬂy (JC -I)+ azy’(xu—l)-F _
(7)
3 K gy
+AY () b+ ATy (x, )]+ R
ga ega bo'lamiz. Bunda
C ‘[‘“ {H+1) {M‘i’k} d (8)

it

a1y {utic) {;H
(k1)

= hjti(u}du h‘mf Y (EYdu.
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R, ning ifodasidagi integralda w(u+1)---(u+k) [0,]] da ishora
saglaydi, demak, o‘rta qiymat haqidagi teoremaga asosan va
¥4 (x) ni uzluksiz deb, qoldiq hadni

R, = H2C, y*IE), x,, <E<x, ©)
kko‘rinishda ifodalash muwmkin. Uni baholasak
IRI<H** C,., maxl D () (10)
[x0.X] :

ga cga bo‘lamiz. Agar k>0 yetarlicha kichik bo‘lib, Koshi masa-
lasining yechimu esa (& + 2)-tartibli uzluksiz hosilaga ega bo‘lsa,
R, = o(h**") kattalikni e’tiborga olmasak ham bo‘ladi. (7) da R, m
tashlab yuborsak, Adams ekstrapolyaision metodi deb nomlanuvchi

5 251

Ail-
720 yn—-d

r 1 ] [
Vool = Va + h[y” + E,ﬁyn_t + — yn_2 +— ﬂﬁy BT s

y 210087 o, 5275
288" 75 " 50486 Yo T 17230
formulaga ega bo‘lamiz.

(11) formulada yuqori tartibli chekli ayirma x, , nuqtada hisob-

(1)
=AY et C AR *:l

langanligi uchun hisoblash jarayonim » =4 dan boshlash mumkmn,
ya'mi X,,X,...,X, nuqtalardagi yechimning qiymatlari (jadvalning
boshlang‘ich gismi} topilgan bo‘lishini tagozo etadi.

(11) da k=0 desak, hisoblashning eng sodda, ya’ni jadvalning
boshlang*ich qismini qurish talab etilmaydigan

Vurt = Yo+ 1 f(x,,0,) (12)

qoida hosil bo‘ladi. Buni Eyler metodi deyiladi. Uning oddiy
geometrik ma’nosidan uni siniq chiziqlar metodi deb ham ataladi. (12)
qoidaning xatoligi #° tartibga egaligi (10) dan ko‘rinib turibdi va
uning anigligi ancha past.

Eyler metodidan aniqligi yuqort bo‘lgan va (11) ko‘rinishga ega
bo‘lgan boshga formulalar jadvalning boshlang‘ich qismu y,,y.....3,

tarni qurishni talab etadi. Adams ekstrapolyatsion metodining xatolig
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bahosida noma’lum yechimning yuqgori tarttbli hosilasi modulining
maksimumi gatnashishi uni amaliyotda go‘llash imkonini kamaytiradi.
Amaliyotda k va /i larni tanlashda quyidagiga amal qilinadi.

Hisoblashlarda gatnashuvchi eng so‘nggi chekli ayirma tanlangan
aniqlik chegarasida o‘zgarmas bo‘lishiga enshish kerak. Buni gquyi-
dagicha izohlash mumkin: {11) formulada birinchi tashlab subori-
ladigan had berilgan aniglikdagi hisoblash natijasiga ta’sir qilmasligi
kerak.

k ning o‘sishi bilan (11) formula hadlarining moduli bo‘yicha
kamayishi A<1 bo‘lganda, asosan chekli ayirmalar modulining
kamayuvchanligi evaziga bo‘ladi, ya’ni

Af Vor = o(h").

Adams ekstrapolyatsion metodini birinchi tartibli oddiy differensial
tenglamalar sistemasiga go'yilgan Koshi  masalasini  yechishga
aivinchiliksiz qo'llash mumkin. Buni quyidagi masalada ko‘rsatamiz:

[V = f(xp,2) Y5) =y,
iz’z glx, p,z), z{x,) =z,.

Bifta tenglama hohdagiga o‘xshash ko‘rinishda y(x) va z(x)
funksiyalar uchun (7) formula tipidagi tenglikni yozish mumkin:

W)= Y00 4 Y, 4S8V (5 )+t CA* y-(xn_k)ﬂ FR,,

y=z(x,)+h z’(xn)+%f&z'(xn*,)+---+ dekz'(xn_k)|:+ R

|

R,, R, larni e’tiborga olmasak, bulardan (11) ga o*xshash

;]

A
Yusl = Vi +h[yn +'i£yn--l +'“+Ckﬁkyn-kui

z(x

m+l

Z,, =2, + h[z’n + %AZLI ot Ckﬁ*z;_kl}

hisoblash formulasiga ega bo*lamiz.
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7.3.2. Adams interpolyatsion metodi

Bu metodda ham yechimning taqribiy qiymatnt y, gacha
aniglangan deb, yechimning taqribiy giymati y,,, = y(x,,,) ni topish

masalasi qaraladi. Yechimning x,,, nuqtadagi qiymatini amiglash

et
uchun 7.3-§ dagm (4) formuladan foydalanimiz. lekin y(x) m
[xﬂ,xm,] oraliqda interpolyatsiyalash uchun jadvalning boshlang‘ich
qismidagi uning giymatlan va x,,, nuqtadagi giymatini ham ishtirok
ettiramiz, ya'ni interpolyatsiyalash amali o‘z ma’nosini saqlashini
ta’minlaymiz. Shu bilan Adams metodlarining farqi izohlanadi.

Faraz qilayhk, (1), {(2) Koshi masalasining yechimlani
X, i Xniszr--o¥ny da  anmiqlangan  bo‘lsin. (4) formulada

X = X,,, + uh almashtirish o*tkazsak, u quyidagi
1
y(x,., )=y, +h ¥ (x, +uh)du
-1

ko‘rinishga keladi va y{(x, +wh) ni Nyutonning ikkinchi inter-
polyatsion ko‘phadiga almashtiramiz:;
u(u+l)

> Azy'(.xn_l)+ T
;; " (13)
ﬂ yr(xn—kﬂ)'l" &'.k (H)_.,

Vix, +uh)=y'(x,,)+ %Ay'(x”)-t-
4 u{u+l)---(t+k-1)

k!
bu yerda
w1 wl{utly-Adu+k)
&n(u):hk y u( (;34.”! '}’” 2)@),
Xogm <E=8)<x,,,; —1=u<0.
U holda

() = YO0 B Y (5) = S (5,) = 5 2 (5,) -
- (14)

I 1 4 Lo ! .
SRRy o)

164



Bu yerda

S a1y - (utk-1)
C, = [“ }kf"‘ d,
Rk — hk-l-l '}H(H‘Fl)"‘(H*Fk) y{k+2](§)du ]

2 (&+1)!

(14} da qoldiq hadni tashlab yuborsak,

by, 1,2, 1 1, 19 .4,
=y +h| Y —a Ay ——AYY A
y.“Hr] yl'i’ |:};n+l 3 yn 17 yn—~| 24 A yn—? 270 yn—_"-

3 L 863 6 or 275 T k _r
A A 212 A ot CA ]
!6“ yﬂ-"—‘ 6{}430 yﬂ-ﬁ 24195 yu--ﬁ k yH—JH'-l

(15)

ko‘rinishga ¢ga va Adams interpolyatsion metodi deb nomlanuvehi
algoritmga cga bo‘lamiz. (15) formula bo‘yicha hisoblash jarayoni
to‘g‘ridan-to*g'n o‘tkazilmaydi, chunki u

yﬂ+| Z{'p(yﬂ+|) (16)
ko*rinishdagi tenglamadir, bu yerda

k
00 =1+ 5C, )Gy
%

i=1 y

+F(xn’xnﬂl-"' . 'xr:—k+l s Vs Azt n—k+l)

ko'rinishga ega bolib, F(X_,X,_1s+ Xy g1 s Vet os Vit ) TUNKSIYA
argumentlariga misbatan ma’lum funksiyadir. (16) tenglama iteratsiya
metodi bilan yechiladi, chunki u iteratsiya metodini qo‘llashdagi
kanomik ko‘rinishga ega. Agar f’i-t;—ﬂ— yechimning ma’lum bir atro-
vy
fida uzluksiz bo‘lsa, u holda boshlang‘ich yaginlashish yaxshy tan-
langan bo‘lsa yetarlicha kichik /4 uchun iteratsion jarayonning
yaqinlaghighini ta’minlash mumkin. Odatda, # shunday tanlanadiki,
berilgan aniqlikka erishish uchun bitta yoki ikkita iteratsiya yetarli
bo‘hisht kerak. Shuni alohida ta’kidlaymizki, boshlang‘ich yaqin-
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lashish deb, (7) formula bilan topilgan qiymat magsadga muvofigdir.
Amaliyotda Adamsning (7) va (15) formulalari hisoblash jarayonida
ketma-ket navbati bilan ishiatiladi. Shuning uchun (7), (15) formulalar
prediktor-korrektor deb ham ataladi.

Adams interpolyatsion metodini ham birincht fartibli oddiy diffe-
rensial tenglamalar sistemasiga go‘yilgan Koshi masalasini vechishda
hech qanday qiyinchiliksiz qo‘llash mumkin.

Ko'pincha hisoblash jarayonini osonlashtirish uchun (7) va (15)
formulalarda ishtirok etuvchi chekli ayinmalar funksiyaning qiymatlan
orgali ifodasiga almashtinladi va & ning berilgan qiymatlarida Adams
ekstrapolyatsion hamda interpoiyatsion formulalari mos ravishda
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

k=0, y..=y.thf(x,»,),
Ypur = Yot B (X0 Ve b
k=L Y=y, h_%f,, _.ﬁ:—lﬂ=
Vo = Yo+ h ';ff;m + ‘lz‘f;.-l}

k

H

h
2" Yo =¥yt 5[231;- - 16.)‘;:-1 + Sf;?—ﬁ]*
h
Vet = Yn +E[5fn+l +an_f—l]*
h
k=3, Y=y, + E[S5L =59, + 37]::-1 "9}::-3]9

i .
Yot = ¥ +§i[9.fn+l + lgfn - S.fn-l + n-jl]*

Yechimning x,,, nuqtadagi giymatini topishda undan fargli va
bittadan ko‘p bo‘lgan nuqtadagi yechimning giymatlari ishtirokida
topiladigan metodlar ko'p gadamli metodlar deyiladi. Xususan,
Adams metodiari ko*p gadamli metodlardir.
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7.3.3. Eyler va Eyler-Koshi usullari

Yuqoridagi (7) formulada & = 0 bo‘lgan holda hisoblash jarayoni
Vo1 = Yy ¥, (16)
formula bilan tashkil etiladi. Buni Eyler taklif gilgan, shuning uchun

bunday hisoblash jarayoni Eyler metodi deb yuritiladi.

Eyler usnlining quyidagicha modifikatsiyasi mavjud.

Avval quyidagi yaginlashish

o, h
yn+}/2 =Va +E.fn =Y, T Ef(‘xn’yn)
hisoblanadi, so‘ng
_pﬂ+,=y”+hj;+% (17}

formula yordamida x,,, nugtadagi yechimning taqribiy giymati topil-
adi. Bu yerda

Yoy = ( 2 ) ( *3%*%)'

(17) 1foda Eyler usulining modifi katﬂya.wdfr.

Eyler-Koshining modifikatsiyalangan metodi quyidagicha anig-
lanad:.

Avval Vot = Vp T 1,

nuqtadagi yechimning taqribiy giyrmati
yn-l-l (f +fm-|) {18)

formula bilan aniglanadi. Bu yerda

f;n-l f(xn+liyn+1)
Agar (1), (2) masalaning tagribiy yechimini v\ = y + h f(x_,y,)

hisoblanadi, so‘ng x

2+

deb, uni quyidagi
Y =yt 5 Fu )+ S D), k=01 (19)

iteratsion jarayon bilan berilgan aniglik miqdorida topilsa, (19) ifoda
Eyler-Koshining iteratsion metodi deyiladi.
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7.34. Runge-Kutta metodi

(1), (2) masalani vechish uchun (5) ni qulaylik uchun indekssiz
quyidagicha

wx+h)y=y(x}+h Ij'f(.x + uh, y{x + uh)) du (20)
0

ko‘rinishda yozib olamiz.

Bu yerdagi integralni kvadratur formulalar vordamida taqribiy
hisoblash mumkin emas, chunki integral ostida noma’lum funksiya
qatnashyapti. Uni quyidagicha hisoblaymiz. Buning uchun uch
guruhdan iborat

Oy, 0y, o0, 5 ()
Bar-

B0 Bz ®)
BrioBrasesPrry

P Py s Py (p)

hozircha noma’lum parametrlarni kiritamiz va bular yordamida
(20) dagi integralni kvadratur summaga o‘xshash chekli summaga
almashtiramiz:

Yx+h)y—y(x) = le;-K; (21}
bu yerda
JE:'Tl :hf(x,}") .
K,=hfix+a,hy+B,,K),
K;=hf(x+a,hy+B, K +0B;,K,),

---------------------------------------------------------

Kr = hf{X+ar hﬁy—l_BrlKI +Br2 KZ—}””—I_Brr——l K‘r—])‘
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Agar (o) va () guruh parametrlar tanlangan bo‘lsa, X, X,,...,K
miqdoriar ketma-ket hisoblanadi.
(21 taqribiy tenglikning xatoligi

o, {N)=Ay- lepfﬁ’f

bo‘lsin. (1) ning o'ng tomoni yetarlicha silliq bo‘lsa, u holda @, (#)
funksiya ham yetarlicha tartibgacha uzluksiz hosilalarga ega bo‘ladi.
Demak, quyidagi Makloren formulasini yoza olamiz:

¢, (h)= z q)'i”(o) P (Bh), 0<B <. (22)

])' ®r
Agar (o), ([3), {p) gumh parametrlarini  tanlash evaziga
o (M=0, j=0,1,.,5 va ¢"P(0)#0 bo‘lishini ta’minlasak, (21)

formulaning xatoligi

\‘-l-i

_ 3+I}
0, (=0l 6

ko‘rinishda bo‘lib, uning qadaml k ga nisbatan tartibi s+1 ga teng.
Odatda, s ni Runge-Kutta metodining aniglik darajasi deyiladi.
Noma'lum (o), B), (p) guruh elementlarini quyidagi talablardan
topamiz. (21) ning chap va o‘ng tomonim /# ning darajalan bo‘yicha
yoyilmasida ixtiyoriy f(x,y) va A uchun imkoni boricha # ning
yuqori darajasigacha hadlar bir xii bo‘lishint talab etamiz.

Boshqgacha aytganda,

@, ()= y(x+h) —y(x) - gp;.Kl.(h)
funksiya
¢, (=0 0) = =¢"(0)=0, ¢"P(0)=0

xossalarga ega bo‘lib, (a), (), (p) guruh elementlari shunday
tanlanishi kerakki, ixtiyoriy # va f(x,y) uchun s mumkin gqadar katta
bo‘lsin.
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Umumiy holda (o), (B), (p} guruh parametrlarni aniglaydigan
tenglamalar sistemasini yozish ancha murakkab bo‘lganligi uchun
Runge-Kutta metodi bilan bir qadamii qoidalaming r ning to‘rtta
qiymatidagisini topish masalasint ko‘ramiz.

r =1 bo‘lsin, unda (21)

Hx+R)~y(x)= ph f(x,p)
ko‘rinishda bo‘ladi. Bundan
@, () = y(x+ h)—y(x)- p A f(x,y)
ekanligini ko‘ramiz. Bundan hosilalar olamiz
0=y (x+hy—p fx,p).
Oi(h) =y (x+h).

07(0) = ¥"(x) migdor p, parametrga bog'liq emas va p, ni tanlash
hisobiga nolga aylanmaydi. ¢, (0) = ¥'(x)- p, f(x,3) =1~ p)f(x,¥)
miqdor ixtiyoriy f(x,y) uchun p, =1 bo‘lganda nolga teng bo‘ladi.

Demak, (21) »=1da p, =1 bo‘lsa

yx+h)-yx)= phf(x,y)
ko‘rinishda bo‘lib, uning xatoligi esa (22) ga asosan

h* h?
0, (h)= —-@\(Oh) = =y (x+0h), 0<f<]

bo‘ladi. Binnchi tartibli Runge-Kutta metodi Eyler metodi bilan
ustma-ust tushar ekan.

Endi r =2 ho‘lsin, (21) formula
y(x+b)-y(x)=p K+ p, Ky = hp f(x, )+ hpy [ (x+ ok y+ By f (3, 0))
ko‘rinishda bo‘ladi.

P> Pys 0,5, B,, parametrlami aniglash uchun y(x+#hA}—~ y(x) va

p K, + p, K, lari A ning darajalari bo‘yicha yoyilmasini topamiz:
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h , LS & " 4
Yo+ )= ()= 2y () + 2y Ly ) v ol =

3 (23)

2

L TN CATRE YA RT3 12

P K+ Ky = o f(, )+ hp f(x+ayh,y+ Boyif (x,)) =
:h{Pl“'Pz)""thz(ﬁzf +Baf- J, )"‘ {(24)

+—P2(a2fn+2“z[32|f S +B,f” S )+‘5'(h4
(23) va (24) yoyilmalarda ixtiyoniy f(x,y) uchun hadlar ~ ning

tloji boricha yuqori darajalarigacha ustma-ust tushsin, deb talab
qilamiz. Bu ikki yoyilmani taqqoslasak, p,, p,.o,,,, lami topish
uchun quyidagiga ega bo'lanmz:

B optp,=1,

1

2 . -
hf;’ ‘ pjal_'z’

hz.f"f} . PZB:!]:%'

Yuqoridagi (23), (24} yoyilmalarning ko‘rinishidan ma’lumki,
r=2 da kiritilgan p, p,,®,,3,, parametrlarni tanlash evaziga
ixtiyoriy #(x,3) uchun #* li hadlarning bir xil bo‘Imasligini ko‘rish
mumkin. Demak, yuqoridagi p,, p,,o,,, larga bog‘liq uchta
tenglamadan p, # 0 deb

1
Pizl‘Pzaaz:Bm:Z_pz

larni aniglaymiz. Odatda, p, mi shunday tanlanadiki, hosil bo‘ladigan
formula hisoblashlarda quiaylikka ega bo‘lishi kerak.

Misol uchun p, =% bo‘lsin, unda p, = %, o, =3, =1 bo‘ladi va

quyidagi ikkinchi tartibli
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h
y(x+h)= p(x)+ E(f(x,y)Jr f(x+h v+ K))
formula hosil bo‘ladi.

Agar p, =1 desak, unda p, =0, o, =B,, :% bo‘ladi va

Yo+ )=y f{xe 2,y ] fny)

ikkinchi tartibli hisoblash formulasiga ega bo‘lamiz.

r =3 bo‘lganda kiritilgan o,,0,, p, P;. Py. Byy:B3505; parametrlar
uchun bajartlishi kerak bo‘lgan shartlarm keltirish bilan chega-
ralanamiz, chunki (23) va (24) tipidagi yoyilmalar r=3 da bundan
ham katta ko‘rinishda bo‘ladi. Ular quyidagicha

ptpytp=l

Patly + o=

*

2 3
PO+ POty =

]
ch’*zf’u = &

L I B

»

By +B;, =y,

Bz =0,

ko‘rimishga ega. Bu tenglamalar sistemasini yechimlaridan bin

quyidagilar:
1 |
112:-"5, 0.'.3=L BZ]‘E’ B31 = I, B?‘?:z,
_ 1 _ 2 _
pl"ga Pz—gs p}“gﬂ

Bu parametrlar bilan aniglangan uchinchi tartibli Runge-Kutta
metodi

Vx+I) = p(x)+ %(K, +4K, +K,)

ko‘rinishda bo‘lib, bu yerda
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K= b5, ) Ky =i (x4 2 4 2K,
Ky=hf(x+h y— K +2K,).
Bundan boshqga yana bir formulani keltiramiz:

1 .
wx+ )= y{x)+ E-(KI + 3113)
K= W), Ky =i (x+ Soye 2K,

2 2
K, =}?f(x+ Eh,y-l- EK;:).

Endi =4 bo‘lganda eng ko‘p ishlatiladigan to‘rtinchi tartibli
metodn keltiramiz:

y(x+h) = p(x) + %(K, L 2K, + 2K, + K,).
bu yerda

K= (o) K= {5+ 2,p+ 1K)

K= hf(x+—g,y+%!fz), K, :}gf(x+h,y+ K;)-
Yuqorida chigarilgan birtnchi, ikkinchi, uchinchi va to‘rtinchi
tartibli metodlami birincht tartibli differensial tenglamalar sistemasi

achun Koshi masalasini taqribiy vechishda qo‘llash mumkin,
Masatan, quyidagi Koshi masalasi berilgan bo‘lsin:

Yo = F(X Y5 Y000 ¥ ds
Vi) =¥, i=L2,..,m
r =1 da hisoblash jarayoni quyidagicha amalga oshiriladi:
vilx+ B)y=y(xy+ W (x. %, ¥5,..058,), i=12,..1.
r = 2 da esa formulalar
PE R = 3,50+ (K + Koy,

K:’I = hf(‘xaypyzr“ayn)a
K,Q:;E){(I‘Fh-,yl+K“,y2+K21,...,y"+Kn]), 321527-":”

ko‘nnishga ega bo*ladi.
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Runge-Kutta metodi bilan qunlgan metodlarda yechimning biita
nuqtadagi qiymati ishtirok etishi bois nlar bir gadamli metodlar
deyilads.

7.3.5. Runge-Kutta metodi xatoligining bosh hadi va uni
baholashda Runge qoidasi

Tartibi § ga teng Runge-Kutta metodi bilan Koshi masalasini
yechishda har bir qadamdagi xatolik migdori

S+l .
(g+l}l+‘p{rs+u(ﬁh)’ 0<B<]

ga teng bo‘lib, tartibi 4#°*' edi. Agar differensial tenglamaning o°ng
tomoni ancha murakkab bo‘lsa, bu xatolikni baholash amaliyotda
ancha giyinchiliklami tug‘diradi. Metodning jami xatoligi tartibi csa
h*® ga teng bo‘ladi [8], ya'ni

y(x,)=,+p(x)h* vo (k™). (N

Agar p(x,)#0 bo‘lsa, yetarlicha kichik 4 uchun p(x, A * miqdor
metod xatoligiga ancha yaxshi yaginlashgan bo‘ladi. Bu migdor,
odatda, xatolikning bosh hadi deb ataladi. Xatolikning bosh hadi
xatolikni to‘liq xarakterlamaydi, lekin wning migdori metod xatoligi
migdorini yaxshi tasavvur etishga imkon beradi.

(1) formula yordamida xatolikning bosh hadini aposterior baholash
qoidasi mavjud, vni Runge qoidasi deb atalad.

Faraz qilaylik, [xﬂ,X ] oraligning £ nugtasida tartibt S ga teng
metod bilan h=h, va h=h, qadamlarda yechimning y, va y,
taqribiy qiymatlari topilgan bo‘lsin.

Agar h va h, yetarlicha kichik bo‘lsa, unda (1) ga asosan

y(&)—y m Ep(g)hf'r

PE)-y,, =p(E)h:

tagribiy tengliklarning xatoliklari ancha kichik bo‘lishligint kutish
mumkin. Bundan
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LN

ligini aniglaymiz. Demak, hisoblashlamni h=#4,, h=h, qadam bilan &

nuqtagacha bajarsak, xatolikning bosh hadining taqribiy giymatlarini
ikkala holda ham aniglagan bo‘lamiz:
pslh Y TV s Y "V
h3—h3 T T E RS-k

Agar bu miqdorlar berilgan aniglik £ dan katta bo‘lsa, quyidagi
taqribiy tenglik
A bg
h,_ -

dan tegishli shartlarm bajaradigan qadamni kn‘rsatish mumkin:

58
h  esle _h_zlﬁ_ i
' VYo, ¥,
Agar h,=h, h,=2h bo'lsa, (2) formula

- YaT k2
p(él_hlf‘zs—%}

ko‘rinishda bo‘lib, metod xatoligi uchun

Y= Van

¥l (3)
tagribiy 1fodaga ega bo‘lamiz. Bu formula asimptotik xarakterga ega
bo‘lib, kafolailangan bahoni bermaydi. Shunga garamasdan, u amaliy
nuqtayi nazardan ko‘pincha yaxshi natijalarmi beradi.

Shu narsani ta’kidlash lozimki, (3) formulada yaxlitlash xatoligi
inobatga olinmagan. Shuning uchun, hisoblash jarayonida yaxlitlash
xatoligi salmogli bo‘lsa, xatolikning bosh hadini baholashda (3) ni
qo‘llab bo‘lmaydi.

Agar (3) ni quyidagicha

y @)
yozsak, (4} ning o‘ng tomoni yechimning aniq giymati y ga, y, va

Y—wr®=—5

¥, dan ko‘ra ancha yaginroq bo'lishligiga umid qilish murukin.
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Bobga tegishli tayanch so‘zlar: bir gadamli metod, ko‘p gqadamii
metod, Runge goidasi,

Savollar va topshiriglar

1. Koshi masalasini taqribiy yechishning usullari.

2. Ketma-ket yaqinlashish usuli.

3. Darajali gator metodi.

4. Ayirmali usullardan Adams ekstrapolyatsion metodi.

5. Adams interpolyatsion metodi,

6. Birinchi tartibli oddiy differensial tenglamalar sistemasi nchun
Adams metodian.

7. Eyler va Eyler—Kosht usullari.

8. Eyler—Koshining metodi.

9, Runge-Kutta metodi.

10. r=1, r=2 bo‘lgandagt hisoblash formulalarini chigaring.

i1. =3, r=4 bo‘lgandagi hisoblash formulalarini yoziny.

12. Xatolikni baholashda Runge qoidasi.

Misol 1.
y'=x+y, (1)
y(0)=1 (2)
Koshi masalasining [0;0,4] oraligda A=0,1 qadam bilan Eyler usu-
lida yechimini toping. Taqribiy yechim va aniq yechim orasidagi
fargni hisoblang. Analitik yechim y{(x)=2¢* —x-1.
Yechish. Differensial tenglamaning o‘ng tomoni f{ x,y)=x+y;
boshlang‘ich ma’lumetlar: x ,=0, y =I;
yechim izlanyotgan | a,5] oralig: a=0, 5=0,4;
oraligning bo‘linish soni: n=4, k=0,1.
Quyidagi
X=2, 405 Ay, =01(x,+y.); v, =y,+Ay, (i=0,12,3)

rekurrent formulalardan foydalanib ketma-ket quyidagilamt topamiz:
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1- qadamda (i = 0): x,=0,1; y,=1+0,1{0+1)}=1,],

2- qadamda (i =1). x,=0,2; y,=1,1+0,1(0,1+1,1}=1,22,

3- qadamda (i=2): x,=0.3; y,=1,22+0,1(0,2+1,22)=1,362,

4- qadamda (i=3): x,=0,4; y,=1,362+0,1(0,3+1,362)=1,5282.

di:’ y(x,)-y, [ deb belgilaymiz va hisoblasblarimiz natijalarini
jadval ko‘rinishida keltiramiz:

{ Xi Ji y(x) d,

1 | 0,1 1,1 1,110342 | 0,010342

2 [ 02 1,22 1,242806 | 0,022806

3 03 | 1,362 | 1399718 | 0037718

4 | 04 | 1,5282 | 1583649 | 0,055449

Misol 2.

V=x+y (1
y(0)=1 (2)

Koshi masalasini | 0;0,4] oraligda /=0, qadam bilan Eyler--Koshi
usuli bilan yeching.
Yechish. x ,=0, y,=! deb, Eyler—Koshi metodini indeks / uchun
quyidagicha yozamiz:
X 1 :'xf'l'k'r Pia=y,tAy, (i=0,1,2,3),

Ay =o(KO+K®), K=k f(x,.0,), KP=h f(x,4hy,+KD)

Yechilyotgan masala uchun

i=0; x,=x,+h=0+0,1; K =h(x,+y,)=0,1.{0+1)=0,1;

K P =h(x,+hty +K§)=0,1-(0+0,1+14+0,1)=0,12;

Ayo=3(K§+KP)=3(0,1+0,12)=0,11;

yy=po Ay, =1+0,11=1,1L

Xuddi shunday hisoblashiarni golgan gadamlar uchun bajaramiz,
xatolik d,.:' ¥(x,)-y,| va hisoblashlar natijasini quyidagi jadvalda

keltirarmz;
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L

X .

(1)
K

12}
K i—1

Ay

¥Y;

wx,) '

d,

I

i—_ 0’1

| ]

0,1

0,12

0,11

1,11

1,110342

0,000342

0.2

0,121

0,143

0,13205

1,24205

1,242805

0,000756

0,3

0,144205

0,163626

0,156415

1,398466

1,399718

i 0'01252

dab ] o

04

0,169847

0,196831

0,183339

1,581804

1,583649

0001845

Topilgan taqribiy yechim xatoligs | Y—y(x, )lm(}, 002 dan ortmayd.

Misol 3. Yugoridagi misolni to‘rtinchi tartibhh Runge-Kutta usuli
bilan yeching.
Yechish.

X =x,+h, KV=hf(x;,»,) K‘zl:h_f(xﬁ-—,yﬁ—f—-}

(2)
K f“-_—hf[xﬁg,yﬁ Ki ), Kﬁq’zhf(xﬁh,y:. + K E”),

2

Ay,

[N B

:%(K}”+2K,.‘2‘+2K}33'+Kf4)), Y=y, +Ay, (i=0,1,2,3).

x,=0, y,=1 deb y, nitopamiz:

i=0; x,=x,+h=0+01; K'=h{x,+y,)=0,1(0+1)=0,1;

i y
K h{x Lo LD

J

=0,1{0+0,05+1+0,05)=0.11;

—0,1(o+ 0,05+ 1+ 0,055)=0,1105;

K&H_h(xn+ h+ y[|+ K{ZF
KS":h(xMh, }’0+K(§3}):091(0+0a1+]+0’] ]05):0‘12]05;

(K'i“+2K‘2*+2Kf,"«‘+ )= (01+2 0,114+2-0,1105+0,12105) =
= 0,110342;
Y (=Yt Ay =1+0,110342 =1,110342.

178



Shunday hisoblashlarni keyingi qadamlar uchun ham bajarib
hisoblash natijalarini esa quyidagi jadvalda keltiramiz:

il x

)

{1
K

(2}
K

(3)
Ko

@)
K -l

Ay

¥i

0,

(,100000

0,110000

0,110500

0,121050

0,110342

[,110342

0,2

0,121034

0,132086

0,132638

0,144298

0,132468

1,242805

T | [ | m—m

0,3

0,144281

0,156495

0,157105

0,165991

0,156912

1,399717

04

[_4

0,169972

0,183470

0,184145

0,198386

0,183931

,583648
—

Topilgan taqribiy yechim xatoligi 0,0600001 dan ortmaydi.

Taggoslash uchun uchta metod bilan yechilgan bitta masalani
tugun nuqtalardagi vechimning tagribiy qiymatlarini va aniq
yechimning qiymatianni quyidagi jadvalda keltiramiz.

i x; | Usullar bo‘yicha topilgan y, giymati [ Aniq yechimi
Eyler Eyler- Runge— | ¥{x;)=2¢" —x-1
Kashi Kuita
! 0,1 1,1 1,11 1,110342 1,110342
2102 1,22 1,24205 1,242805 1,242805
3,03 1,362 1,39B466 | 1,399717 £,399718
4 { 04 1,5282 | 1,581804 | 1,583648 1,583649
Misollar. Koshi masalasini [0;1: oratigda ~2=0,1 qadam bilan

yechimini Eyler, Eyler—Koshi va Runge—Kutta usullarida toping.
Nel. y=x+y, p(=05 N2 ¥ =2x+0,1y°, W0)=0,2.
Ne3d, y=2x+y" y(0)=03. Ned y =x"+uxp, v(0)=0,2.
Ne 3. v =0,2x+ ", p(0) = 0,1. Ne 6. v =x"+y, 9(0)=0,4,
Ne 7.y =x* +2y, y(0) = 0,1, Ne 8. v =xp+ %, v(0)=0,6.
No @, y =x* 4% p()=07. Ne 10, 3/ = x* +0,2%, (0)=0,2.
Ne 11, ¥ =03x+y", pi0)=0,4.  Ne 12, y =0,1x+0,23*, y(0)=0,3,
No 13, y =x+0,3)" 3(0)=0,3. Ne 14. y =2x" +xy, ¥(0)=0,5.
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Ne 15. ¥ =017 + 2xp, () =0,8.  Ne 16. ¥ = x* +0,2xy, 3(0) = 0,6.
Ne 17, ¥ =37 +O,lxy, W0)=0,2. Ne 18. ¥ = x* + 3av, y(0) = 0,3.
Nel19. y =x*+0,1y°, p(0)=0.7. Ne20. y =2x" + 3%, p(0)=0,2.
Ne2l. ¥ =0,2x% + ¥, p(0)=0,8. Ne22. y =03 +0,1)", (0)=0,3.
Ne 23,y = xy+ 0,17, (0} =0,5. No24. ¥ =0,2xp+ y*, 0)=0,4.
Ne 25, ¢ =0,lxp+0,3)7, »(0)=0,2. Ne 26. y =0,3xy+ ), y(0)=0,6.
Ne 27, ¥ =xp+0,25%, v =0,7. Ne 28. ¥ =0,1x% +25°, W(0)=0,2.
Ne 29, i =3x+0,1y°, 3{0) = 0,4 Ne 30, v =0,2x+3y, 9(0)=0,2.
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VIiIf BOB. ODDIY DIFFERENSIAL TENGLAMALAR
UCHUN CHEGARAVIY MASALALARNI TAQRIBIY
YECHISH

8.1-§. Masalaning go‘yilishi

Faraz qilaylik, quyidagi »-tartibli oddiy differensial tenglama
¢

REET [ERRN il (1)
berilgan bo'lsin. Uning y = y(x) yechimini [a,b] oraligda topish talab
qilinsin. Bu oraligda k£ ta x, (i = 1,2,....&) nugtalar olamiz:

A X <Ky <Xy < x, <D
Yechim  p(x} va uning (n—1)-tartibgacha hosilalatini
x; (i=12,..,k) nuqtalardagi qiymatlaridan qandaydir qoidaga binoan
tuzilgan guyidagicha tenglamalar berilgan bo‘lsin:
Y, (_v(x, ), 3 (X ) P sy () Y (3, Jouoy VI (x, )) —0
j=12....n

(2)

va quyidagicha masalani qo‘yamiz;

[a,b] oraligda (1) tenglamaning (2) shartlarni qanoatlantiradigan
yechimi topilsin.

Bu k nugtali masala deyiladi. Agar k=1, x, = a bo‘lganda, Koshi
masalasi kelib chiqadi. Agar k=2, x,=a, x,=5 bo‘lsa, bunday
masala chegaraviy masala deyiladi. Va nihoyat qaralyatgan k ta
nuqtalardan m tast (2< m < &) turli bo‘lsa, u helda (1), (2) i nugtali
(voki ko ‘p nugtali) masala deyiladi.

Chegaraviy yoki ko'p nuqtali (1), (2} masalaning yechimi
mavjudligi hamda yechimning yagonaligi isbotlangan, deb faraz
gilamiz,

Agar differensial tenglama va chegaraviy shartlar chizigli bo‘lsa,
(1), (2) masala chiziqli chegaraviy (£ =2) yoki ko‘p nugtali chizigli
(k > 2) masala deyiladi.
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Differensial tenglama hamda chegaraviy shartlarning kamida
bittasi nochizigli bo‘lsa, (1), (2) masala nochizigli chegaraviy (kX =2)
yoki ko‘p nugtali nochizighi (£ >> 2) masala deyiladi.

Chizigli chegaraviy yoki ko‘p nuqtali masatada differensial teng-
lama va chegaraviy shartlar birjinsli bo‘lsa, u holda (1), (2} birjinsli
chegaraviy yoki ko‘p nuqtali masala deyiladi. (1) yoki (2) ning
birontasi birjinsli bo‘lmasa, (1), (2) masala birjinsli bo‘lmagan masala
deyiladi.

Bir jinsli masala trivial ( y(x)=0} yechimga e¢pa. Lekin uning
trivial bo‘lmagan yechimlarini topish ham ko‘p hollarda katta aha-
miyatga ega. Buning uchun (l)ga ycki (2)ga biron parametr Kkiritib,
shu parametrga bog*liq bo‘lgan notrivial yechim topiladi.

Parametrning bu giymatlari masalaning xos sonlaridir. Ularga mos
keladigan yechimlar masalaning xos funksiyalan deyilad:.

8.2-8. Ikkinchi tartibli chiziqli chegaraviy masalani Koshi
masalasiga kelfirish

Faraz qilaylik, | a,b] oraliqda
Y (x)+ p(x}y (x)+ g(x) W(x)= f(x) (1)
differensial tenglama berilgan bo‘lib, uning
oo @) +a )y (@)= A, ja,|+le|=0,

Boy(O)+B Y B)=B,  Bof+By[=0.
chegaraviy shartlari ganoatlantiradigan yechimini topish masalasini
ko‘ramiz.

Yechimnt

(2)

yx)=cu(x)+z(x) (3}
ko‘rinishda qidiramiz, bu yerda ¢ — konstanta, #(x) esa (1) ga mos
keluvchi

u' (x)+ p(0) (x) + g(x)u(x) =0 4)
bir jinsli tenglamaning noldan fargli yechimi, z(x)
2" (x)+ p(x)z (x)+ g(x)z(x)= f(x) (5)

182



tenglamaning  qandaydir yechimi. (3) bilan  aniglangan
vi(x)=cu(x)+z(x) yechim ixtiyoriy ¢ da (1) ni qanoatlantirishiga
ishonch hosil gilish qiyin emas. Ixtiyoriy ¢ uchun (2} ning birinchisi
o‘rinki bo‘lishini talab etamiz, u holda
cog (@) +o, z{a}+ co (@) + o, 2 (a)=A
bo‘lib, undan
oty u(a) +a, il (a)] oy z(a) + o, 2 (a)= 4 )
hosil bo‘ladi. Bu tenglik ixtivoriy ¢ larda o'rinli bo‘lishi uchun
quyidagi tenglikiar bajarilishi kerak:
o, u{a) vo,u'(a) =0,
g z(e) ra, Z(a)=4 )
Agar ixtiyoriy ¢ # 0 uchun
ul@)=a,c, #(a)=-a,c (8)
deb olsak, unda (7) ning birinchisi o‘rinli bo'ladi, uning kkinchisining
o‘rinli bo‘lishligini ta’minlash uchun a, = 0 bo‘lganda

Ha)=L, Z(a)=0 )
®o
va o, # 0 bo‘lganda
2a) =0, 2{a)= ai (10)

deb olish mumkin,

Shunday qihib, #{x) (4) bifinsh tenglamaning (8) shartlarni
ganoatlantiradigan Koshi masalasining yechimi bo‘lib, z(x) esa (9)
yoki (10) shartlari ganoatlantiradigan (5) tenglama uchun Koshi
masaiasining yechimidir. Shu bilan birga v(x) = cu{x)+ z(x) funksiya
(2) chegaraviy shartni ixtiyoriy ¢ uchun x = g nuqtada qanoatlantiradi.
ikkinchi chegaraviy sharini y(x)=cu(x)+z(x) funksiya ganoat-
lantirsin desak, undan ¢ ning giymati kelib chigadi, ya’ni

[B,2(b) + B, (6)]c+ By z(h) + B, Z(b) =B
bundan
_ B-Byz(b)P,Z(h)
Bou(d) + Bpf (6)
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hosil bo‘ladi. Bu yerda Byu(b) + 3,4/ (b}~ 0 shart bajarilad:, deb faraz
gilinadi.

Shunday qilib (1), (2) chegaraviy masala (4), (8) va (5), (9) (yoki
(10)) Kosht masalasini yechishga keftirildi.

Shuni ta’kidlash lozimki, agar B, w(b)+B,2/(b)= 0 bo‘lsa, (1), (2)
chegaraviy masala yagona yechimga ega bo‘ladi, aks holda bu masala
yo umuman yechimga ega emas, yoki cheksiz ko‘p yechimga ega
bo‘ladt.

8.3-§. Chekli-ayirmali metod bilan ikkinchi tartibli chegaraviy
masalani yechish

Faraz qilaylik, [ a,b] da quyidagi

L(y) = y' (x)+ p(x) ¥ ()+ g(:0) y{x)= f(x) (D
aoM@)+a, y(@=A4, o+ )= 0, @)
Bo y()+B, ¥ (b)=B,  [Bo|+{B[#0 )

cheparaviy masala berilgan bo‘lib, u yagona yechimga ega bo‘lsin.
[a,B] oraligni A=(b—a)/N qadam bilan teng N bo‘lakka bo'lib,
{x;}_, to'rhosil qilamiz:
A= Xy <X <X, < <Xy =h, (4)
Endi (1) ni x,x,,...,x,_, nuqtalarda, ya'ni {-"3;}::0 to‘rning ichki
nugqtalanda, (2) va (3) ni mos ravishda x,, x, nuqtalarda garaymiz.
(1)dax=x i=12,..,N—1 desak,

Y () + p(x) ¥V (x 3+ q(x)p(x)= f(x), i=1,2,..N-1, (5)
hosil bo‘ladi. Bu yerda 3'(x;), V'(x,} larni y(x) funksiya giymatlari
orqah approksimatsiya gtlamiz. Buning uchun x, nugta atrofida y(x)
to‘rtinchi  tartibli hosilaga cga, deb hisoblaymiz va quyidagi
yoyilmalarni hosil gilamiz:

— _— . h h2 hj h4 (¥ .
y(xj.{-]) *’y(-x;' + h) _.}’{xj)"'ﬁy(xj_)'l'_z?y'(xf)'F EI-J’(I,) +$J’ (.I‘ +9h)7 (6)
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h A
Hoa)= s~ =) B )+ )= e B -0,
0<B8<], 0<B <l
Bulardan quyidagilarga ega bo‘lamiz:

WYy (x) v o), (8)
y{x;-%;{x,-_l) =¥ (x,)+o(h), (9
}(x;+i)2;(xf |) =y (x )+ O(hz) {10)

Bulaming chap tomoni mos ravishda o ‘ng hosila, chap hosila va
markaziy hosila deb ataladi. Shunga o*xshash »"(x;) uchun

e (PG (1)
formulani hosii gilish mumkin.
Endi (5)dan (10}, (11) larga asosan

PRI | ) KA | g yat)= ()4 o) (12)

ni hosil qilamiz, bundan csa
(12 Lyt ) =[2-Hat) ] +| 142 et =

= K flx)+o(h"), i=12,.,N-1

ko‘rinishga cga bo‘lgan (5) ning to'rning ichki nugtalaridagi
approksimatsiyasi hosil bo‘ladi.

Shuningdek, (2), (3) chegaraviy shartlarning (8), (9) formulalarmi
ishlatib approksimatsiyasini topamiz:

(toh -t ) p(x} + &, p(x) = R A+ o(R), (14)

By (3 Y- (B + o) yix,) = hB+olh’). (15)

Endi (13), {14), (15) lardagi o(4*) va o(h) larni tashlab yuborib
hamda quyidagi belgilashlami kiritib

(13)
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h h
‘4121“513(1})1 C = Z—hzq(_xr.), B =1+ E‘P(xf)r y(x)y=y,

a W = hAd y, = By W, = nb
by’ T hg—ey” TP BBy T BBy
quyidagt tenglamalar sistemasini

1=

.\

Yo =X tH |I
4)-}}{— :y.r+By;+| _h j;: - 25"4N_19> (Ib}
Y =Xz ¥y TH2 J

hosil gilamiz.

Bu tenglamalar sistemasining matritsasi uch diagonalli. Bunday
sistemalami yechish uchun odatda haydash usuii qo‘llanadi. (16) ning
yechimini quyidagi

Yag=a,y: b, i=01.,N-1] (17)
ko‘rinishda izlaymiz, bu yerda a,,,, b, lar noma’lumlar. (17) dan

quyidagilarga ega bo‘lamiz:
Yi=a&: V. + b,
Yin =Y, +b,=aa,y +a,b+b

1+l i+
Bu ifodalarni (16} ga qo‘ysak,
(4 -a(C,~Ba,) ]y +| b(Ba.,—C)+Bb, —hf|=0
hosil bo‘ladi. Agar
Bibyi h'S,;

af (:-_B-ﬂ- H 0.6‘ C B a ! ,2-_.“.,N l

i St i il
be‘lsa, yugoridagi tenglik o‘rinli bo‘ladi. a,, va b, larni esa (16) ning
oxirgt tenglamasidan va (17) da i = ¥ —1 bo‘lganda topamiz;
ay=%y> by =M,
(16} ning birinchisi va (17)da i =0 desak
Xy i
AL

Yo =

hosil bo‘ladi.
Shunday qilib, (16) tenglamalar sistemasini haydash usuli bilan
yechish algoritmini hosil gildik:
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a.= 4 , b= B kS, , |
Ci—Bia;, " G-Bay,
=2, ,N-1;
Ay =%2s by =M,, ¢ (18)
yi'i-t :ai+l.1”f+ba+l! EZO,I,...,N-—I . '

Vo = (H]*Il“%_xlai) J

Bu algoritm bo“yicha y, lar chegaraning chap nugtasidan boshlab

ketma-ket topiladi, shuning uchun (18) formulalar chapdan havdash
formulalari deyiladi. Xuddi shuningdek, o‘ngdan haydash {ormu-
lalarini chigarish mumkin:

B, N4k, |
;’;E-H T » Mg = -,
Ci—€:4; G4
Si=X M=Ky, } (19)

Yi = E.vHIym + Ny =014, N -1

Agar a; koeffitsiyentiar moduli bo‘yicha birdan kichik bo‘lsa, u
holda (18) haydovchi formulalar frg ‘un deyiladi.

Quyidagi teorema o‘rinlidir.

Teorema. Agar

4>0 B>0,Cz4+8, i=12. ,N-]
0<%, %<1

shartlar bajarilsa, u holda haydashni bajarish mumkin va u turg‘un bo‘iadi.

Isboti. Haqiqatan ham, 0<a, =%, <1 ekanligi teorema shartidan

kelib chigadi. Faraz qilaylik, 0 < ¢,,, <1 bo‘lsin, u holda

O<a = 4 4 1

" G-Bay  (CB-AA+{(1-a,)B, )
bo'ladi, chunki maxraj suratdan katta. Demak, i=1,2,..,N —1 uchun
O<a<l. Endi O<y, <1 shart 0<a <1 bilan birgalikda y, ni
aniglaydigan formulada maxraj noldan farqligini ta’ minlaydi.
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8.4-§. Taqribiv analitik metodlar

Ba’'zi bir tatbigiy masalalarni vechishda to‘r usulini cmas, balki
yvechimmi, tagribiy bo‘lsada, analitik ko'rinishda topish talab et:ladi.
Bunday hollarda yechimning aniqligi darajasi yuqori bo‘lishligi talab
gqilinmaydi, amme aniq yechim o‘riga shunday funksiyani qurish
talab etiladiki, u chegaraviy shartlarni qanoatlantirishi kerak hamda
differensial tenglamaga bog‘liq bo'lgan gandaydir munosabatlarning
bajarilishini talab ctadi. Yuqoridagi talablarga javob beruvchi funksiya
tagribiy ravishda differensial tenglamani ham gqanoatlantiradi. Bu
munoszbatlami hosil qilishda qo‘yiladigan talablarga qarab trli
metodlar hosil bo‘lad;,

8.4.1. Kollokatsiya metodi

Faraz gilaylik, quyidagi
L(y) = y'(x)+ p(x) Y (x)+ g(x) p(x)= f(x) (1)
L(y=o0,a)+a, yia)= 4, |t1“|+|a|]¢0, (2)

LY =By M(H)+B, y(b)=B, l3n|"'!l3|§10- (3)
chegaravily masala berilgan bo*lsin. Bu masalaning taqribiy yechimini

Y, (x) =@, (x) + Z €9, (%) @)

ko‘rinishda izlaymiz, bu yerda @, (x) (k=0,,...,n - ma’lum
funksiyalar bo‘lib, ular hozircha
Llo)y=A4, L{p,)=8, [(p)=10,)=0,k=12,..,n
shartlarni qanoatlantirishi talab qilinadi. U holda xtiyoriy
c, (k=12,...,n) lar uchun 3 {x) (2), (3) chegaraviy shartlarni
qanoatlantiradi, ammo u differensial tenglamant ganoatlantirmasligi
mumkin, ya’ni
L(y,)= f(x).

v, (x) (Dning aniq yechimi y(x) bilan aynan bir xil bo‘lgan hol

bundan istisno. L(y, )= f(x) tenghkni [a,b] ga tegishh  turli
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X3Xy5.-2%, nuqtalarda bajarilishini  talab qilsak, noma’lum

¢, (k=12,...,n) parametrlarni topish uchun

glql(%(x,-)):f{x,-}—L(%(x,-}} i=1,2,.0m (5)

ko‘rinishga ega chizigli algebratk tenglamalar sistemasini hosil
qilamiz. Bu tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega bo‘lishi
uchun ¢, (x) (k=12,.,n) lar quyidagi shartlarni qanoatiantirishi
kerak:

1) bu funksiyalar chizigli bog'ligsiz bo‘lishi kerak;

2} p(x), ¢(x), f(x) tunksiyalar [a,b] da uzluksiz bo'lsa,
@, (1) C?_[a,b] bo‘lishi kerak;

3} o (x} (k=12,...,#) funksiyalar yordamida hosil gilingan
sistema  L{, (X)) (k=12,.,m ixtiyoriy va turli x, (i=12,...,n)
nuqtalar uchun Chebishev sistemasini tashkil qilishi kerak.

Ta’rif. Agar [a,b] ga tegishli va turli x, (1'=l,2,...,n) nuqtalar
uchun
0\(x) @,(x) ... ,(x)
P (X)) 9(xy) - (Pn(:‘:z)io

e (x,) ¢9,(x,) ... ¢,(x,)
bo‘lsa, ¢, (x) (k=1,2,...,n) funkstyalar sistemasi [a,b] da Chebishev

sistemasini tashkil etadi deyiladi.
Endi (5) ni yechib, noma’lum parametr c, (k=12,..,n) lami

topamiz va (1)—(3) chegaraviy masala yechimini
}’n{x} = (F'u{x) + EI <Py, (x)

ko‘rimishda topgan botlamiz,
Shuni eslatib o*tamizki, bu metoddagi

L(»,)]_ = L(q){,(x))’x___xi+§lfki,((pk(x)) L i=1,2,,m

X=Xy
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shartlaring bajarilishi L{y,(x)) ning L{g,(x)) funksiyalar sistemasi
bo‘yicha x, (i=1,2,..,n) nugtalarda interpolyatsiyalanishini angla-
tadi. Bunday interpolyatsivalash mumkin va yagona bo‘lishligi uchun
[a,b] da L{p,(x)) funksiyalar sistemasi Chebishev sistemasidan
iborat bo‘lishligi kerak.

8.4.2. Kichik kvadratlar metodi

Faraz gilaylik, H —- haqiqiy Gilbert fazosi bo‘lsin. H da zich D{4)
to‘plamda aniglangan, giymatlari Ff ga tegishli chizigh operatorni 4
deb belgilaylik va

Ay=f (1)
tenglamani ko‘raylik. Bu yerda fe H va yechim ye D(A). (1) teng-
lama yechimga ega bo‘lsin deylik.

(1) tenglamaga quyidagi

J) =4y~ £ )
funksionalni mos go‘yamiz va (1) ni yechish masalasini shu funk-
sionalni D{A4) da mmimumga enshtiruvchi elementni aniglash

masalasiga almashtiramiz, ya'ni
min J(¥}=J(y")}=0.

sD(4)
Bu tenglamadan ayonki, y Ay = f tenglamaning yechimi bo*ladi.
Ay = [ tenglamani yechish o‘rniga (2) funksionalning minimumini
topishga asoslanib, Ay = f tenglamani yechish mefodi kichik

kvadratiar metodi deyiladt.
J(¥) funksionalni quyidagicha minimumga erishtiramiz. D{A) ga

tegishli chiziqli erkl {(pk( x)} funksiyalar sistemasini tanlaymiz va (1)
tenglamaning yechimiga n-yaqiniashishni

¥, (x) = @y (x) + gc,,wk (x) (3)

ko‘rinishda izlaymiz. Noma’lum ¢, (k=1,2,...,n) koeffitsiyentlar
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S =hay, - 71
funksional minimumga enshsin deb topiladi.
Biz quyidagi
L(y) = y'(x)+ p(x) y (x}+ g(x) y(x)= f(x) (4)
Lvy=sa,yvia)ra, yia)= A, ]0L0|+ ja, f =0,

()= By y@&)+B, ¥ ()= B,  Bo|+ =0

chizigh chegaraviy masalam kichik kvadratlar metodi bilan yechish
sxemasini keltiramiz.
Quyidagi shartlarmi qanoatlantiruvchi ¢, (x) (k=1,2,...,n) funk-

(5)

slyalar sistemasini qaraymiz:

1. ¢, (x)e C,|a.h].

2.1(9y)=4, L(9y)=8, {{0)=4@)=0,k=12,_.n

3. Ixtiyoriy chekli n uchun {9, (x)}, | funksiyalar sistemasi chizigli
erkli.

4. 0, () (k=12,..,n) C,[a.b] dato'liq bo'sin.

(4), (5) chegaraviy masalaning taqribiy yechimini (3) ko*rimishda
izlaymiz. (3) funksiya (5) chegaraviy shartlami ixtiyoriy »n va

C[yCy5---4C, lar uchun gqanoatlantiradi. ¢,c,,...,¢, lami shunday
tanlayhkki,
S
J(,) =4y, ~ f]
minimal giymatga ega bo*lsin.
Ma’lumki,

”L(yn)"f!lz ;(L(yu)" f’L(yn_]_f):
:?[L((pn)+glckL(‘Pﬁ(I))-'f(I){] dtIJ(C‘l,CZ,...,C").

Bundan ¢, (i=12,...,n} lar bo'yicha birinchi tartibli xususiy hosi-
laiar olib nolga tenglaymiz va hosil bo‘lgan chizigli algebraik teng-
lamalarnt hosil qilamiz:
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= ZT{[L(cpﬂ(x)) + 3 al{e, () f(x)|} L{@,()ds =0,
i=12,...,n.
Buni quyidagicha yozamiz:
> Ayc,=—B, =12, 6)
bu yerda -
Au= A= L) 2o e B [(L{ou)- 02 Lo )
Lk=12..n

(6) tenglamalar sistemasining matritsasi { Lg, (x)]}; funksiyalar
sistemasi uchun tuzilgan Gram matritsasidir.

(6) tenglamalar sistemasining yechimga ega bo‘lishi faqat { ¢, (x)}
funksiyalar sistemasining xususiyatlariga bog'liq bo‘lmay, qarala-
yotgan chegaraviy masalaga ham bog‘liq bo‘ladi, xususan,

L(y)=0, y(a)=0, y(b)=0 (7)
bir jinsli chegaraviy masala fagat trivial yechimga ega bo*lishi kerak.

Quyidagi teorema o‘rinli.

Teorema, Agar (7) chegaraviy masala faqat nol yechimga ega
bo‘lsa, u holda (6) chiziqli algebraik tenglamalar sistemasining
matritsasi maxsusmas bo‘lib, (6) yagona yechimga ega.

8.4.3. Galerkin metodi

Bu metodda ham kichik kvadratlar metodidagi (4), (5) chegaraviy
masalani yechishdagi {lp . (x)} funksiyalar sistemasiga bog‘liq shartlar
o‘rinli deb hisoblanadi. (3) ko‘rinishdagi tagribiy yechimnmg
€(,Cys---,C, parametrlari bu metodda quyidagi shartlardan topiladi:

(L3, () - f () , @ ()=0, i=12_.n.

Buni quyidagicha yozamiz:

gck(L(m(x)) 0,0 =( /() L{0y(x)) . 9,(x0), i=1,2,...n
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Bu chizigh algebraik tenglamalar sistemasini yechib noma’lum
parametrlarni aniqlaymiz va (4), (5) chegaraviy masalaning taqribiy
yechimini

y, () = z 0 (%)

ko‘rinishda aniglagan bo‘lamiz.

Bobga tegishli tayanch so ‘zlar: k nuqtali masala, chegaraviy ma-
sala, ayirmali metod, haydash usuli, turg‘unlik, taqribiy analitik
metodlar.

Savollar va topshiriqlar

1. Chegaraviy masala tushunchasi va ularning turlari.

2. Tkkinchi tartibh chizigli chegaraviy masalani Koshi masalasiga
keltirish.

3. Birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarni to‘r sohadagi approk-
simatsiyalari. Approksimatsiya tartibi.

4, Chekh — ayirmali metod bilan ikkinch: tartibli chegaraviy masa-
lani yechish.

5. Haydash usuli algoritmini hosil qiling.

6. O*‘ng va chap haydash usullarini tushuntiring.

7. Haydash usulining turg*unlik mshunchasi.

8. Kollokatsiya metodi.

9. Kichik kvadratlar metodi.

10. Galerkin metodi.

Misol 1.
y' = 2xy — 2y =—4x;

y(0)~y'(0)=0;
1
}~L5J=1,7840.

. 2
Aniq yechim: v{x)=x+¢* .
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Yechish. h=0,1 bo'lsin. Bu yerda p(x)=-2x, g{x)=2,
J(xy=—4x, a,=1,a,=-1, 4=0,8,=0, B=1,7840.
Tenglamani x; i=1,2,3,4 nuqtalarda, ya'mi to‘ming ichki

nuqtalartda, chegaraviy shartlaming esa chegaraviy nugtalarda
approksimatsiyasini yozamiz va quyidagi
Yo = XN tHy»
A:‘.}’.-'--l -y, +By,,, = hz.f;'s i=1,2734, ()
Ys = X2 Vg TH,
sistemani hosil qilamiz, bu yerda

h 0.1
Al.zI—Ep(x‘.):l— 5

(—2xi)=l+0,]xj,

h 01,
B, =1 +§p(x,.)=1+-?(—u2x+,.)=]—0,1x_,., (2)
C, =2-h'q(x)=2-0,01-(-2)=2,02,

% -1 _ hd __M)__O
A=ty 0l LT MU gma, WL
B0 kB _0l1-17840 _

X2 = B, Okl O = We+p, 0011 17840,

W= 0,01-(—4x,)=-0,04x,, i=1273.4.

()i (2)ni e’tiborga ohb, haydash usulini go‘llab yechamiz. Uning
yechimimt y,,=a,,y,+b,,.i=0,1,2,3,4 ko‘rinishda izlaymiz.
Haydash koeffitsiyentlari esa

a = A; b= Bi'biﬂ‘hz..f;
GBa Ci—Ba;,
formulalar bilan aniglanadi. a; va by lar esa y;=7%,y, +W1, va
¥s = asy, + b lardan topiladi. Ular a, =4, =0, b =, =1,7840.

Endi (3) formula yordamida ketma-ket a,,5,, a,, b, a,,b,, 4,5 larni

, 1=12.3.4 3)

hisoblaymiz:
T S . L Yy
C4“B4a5 2,02—(1“{],04}‘ Q 2,{]2
: 0
. A, 1+0,1- 0,3 _ L3 67732,

T C-Ba,  203-(1-0,).03) 0,51485 152070
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A, 140,1.0,2 1,02

a,= —_ - =0,75147,
Co-Bya,  2,02—(1-0,1- 0,2)- 0,67732 1357223
a=_h 1+0.1-0,] = O _0.78064,
C—Ba, 2,02-(1-0,1-0,1)- 0,75147  1,27904
- 2 [ . * . .
b, = Bebsh'fy _ (H01-04) 178405001 4-04 _ oo
Cy— By 2,02
— 2 — +* a L] Ll
p, = BOH S, _ (01039 085576+0.01-4-02 _( scco
. C3—-Bya, 1,52070
— 2 — - . - .
b, < Brbihfy _ (701:02)055369+001:4:02 _ o yosny
Cy—Byay 1,.35723
2
p = BT (20100 0404224001 4-01 _ () o

' C-Ba, 127904
(ning birinchi ifodasidan va y, =ay,+5 dan y,=110199
ckanligi kelib chigadi. Endi y,, y,, y;, y,lami va (1) ning oxirgisi
ifodasidan y. ni aniglaymiz. Ularm keltiramiz:
v, =1L18617; y, =1,27548; p, =1,33283; y, =1,54196; y, =1,7840.

Misol 2.
Y+ 20 (x)-2p(x)y =2,
y=-2,
y(+y'(1)=0
chegaraviy masalani #= 2 da kollokatsiya metodi bilan yeching.
Yechish. @,(x) ni ¢,(x) = b+ cx ko'rinishda izlaymiz:

op(x)=c, g {0)=-2>c=-2.
0D+ {l)=0=b+ct+c=0=>b=4.
Demak, @, (x)=4—-2x. @,(x)(k=12,...,) funksiyalar
¢, (0)=0 }
¢, (N +¢, (D=0
shartlamni ganoatlantirishi kerak.
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9, (x)= b, + x*"' desak, b, Kkoeffitsiyentni ikkinchi tenglamadan
topamiz:

[+d +(k+1)=0= b, = —(k+2), @,(x)=x*" —(k+2).
Yechimni y,(x)=4-2x+¢,(x" =3)+¢,(x’ - 4) ko‘rinishda izlaymiz.
L@y (), Lo (x)), L{o,(x)) larni hisoblab, R(x,c,c,) ni topamiz:
Po(x)=4-2x, 0)(x)=-2, ¢}(x)=0,

Lo (x)) = 94(x) + 2009y (x) — 20 (x) = ~dx—8 4 4x == -8,
0,(x)=x"-3, ¢ (x)=2x, ©'(x)=2,

L@ (3)) = 0] () [ 42200 (x) — 20,(x) = 24 2x- 2y = 2(x* ~3) = 2% + 8,
0, (x)=x" -4, ¢y (x)=3x%, @(x)=6x,

L@, () = (x)+ 2009, ()~ 29, (x) = 6x+ 2xr- 3" = 2" + 8 =4 4 61+ &
R(x,c,,c,)= L{py(x)~ f(x)+ e L(Q (x)3+ ¢, L(g, (x)).

Kollokatsiya nuqtalarini x,=-£-11-, x2=% dcb olaylik, u holda

quyidagilar kosil bo‘ladi:

L({Pu{xl )) = -8, L({Ps}(xz_)) =--8, f(xl) = f(xz )=2

1 !
L) =2-;-+8=8],

=2.20 4g-9!
L(@y(x,)) =2 16"“3*-98:-

I | 3
L 24'—-— 6+— = -
(@, (%)) iI+ 2 +8 1416

Natijada
65 153 ]
e +E(2 = 10,
%3- c + cz = 10|

tenglamalar sistemasiga ega bo ]EII'I‘HZ bundan ¢, =1,6510, ¢,=-0,3570
ekanligini aniglaymiz va taqribiy analitik yechim

Y{x}=4-2x+1,6510(x* —3)-0,3570(x> — 4)
ko‘rinishda topilgan bo‘ladi.
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Misol 3.
L{y)=y"(x}+ 20 (x) - 2p(x) = 2,
L=y (0)=-2,
L=y +y(1)y=0

chegaraviy masalani » =2 da kichik kvadratlar usuli bilan yeching.

Yechish. Kollokatsiya metodi bilan bu masalani yechganimizda
@{x), ,(x), p,(x) lar aniglangan edi, shuningdek, L{®,(x)}), Lig,(x)).
L{p,{(x)) lar ham hisoblangandi.

Ulardan foydalanib, {6} sistemaning koeffitsiyentlarini hisoblayrmiz:

1 t |
4, = j,r} (@, (Ndx = [(2x" +8) dx = f(4x* +32x% + 64)dbr =
i L

4 32 1132
— 164 =12%
5 3 15 7

1
A, =4, = [(2x* +8)(4x + 6x+8)dx =
0

)
J(&x +16x" +16x° +32x" + 48x+ 64)dx =
0

:§+ﬂ§+l_ﬁ+ﬁﬁ+64
6 4 3 2

320

| |
45y = [(4x" +6x+8)dx = j(lsx‘” +36x +64+48x* + 6457 +96x)dx =
{

16

48 64 96 3316
- +—+—= ,
7 5 4 2 35

+~3-j€1+64+

= [(L(p, (X)) = 2)L{Q, (x))dx = j( 8 — 2)(2x7 + 8)dx =

E

j(L({p“(x}) Z)L((pz(x))dx-f{ 10}(4x” + 6x + 8)dx =
i

:+10(i+g+3}:—120_

5
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Endi (6) tenglamalar sistemasini yozamiz:
1132 320 260)

“"‘"""“Ci +—ﬂ1 =
3;{5) 53?;6 T:}b‘% =0,7556, ¢, =0,2779
3 Gt s =12

Berilgan chegaraviy masalaning tagribiy analitik echimi
V5(x) = 4~ 2x+0,7556(x% = 3) + 0,2779(x* - 4)
ko‘ninishda bo‘ladi.
Misol 4.

V+y+x=0

)= y(1)=9
chegaraviy masalani » =3 da Galerkin metodi bilan yeching.
Yechish. o, (x) funksiyalar sifatida quyidagilarni otamiz:

Qo) =0, ¢,(x)=x(1-%), 0,(x}=x’(1-x), .., ,(x)=x"(1-x).
Taqribiy yechimni n =3 da
3 3
»(x)= ?.ICJ;(PE (x)= kZ ngk (1-x)
= =1

ko‘rinishda izlaymiz. Nomalum ¢, (k =1,2,3) lami quyidagi
3
;tzlck (Ll (x)),0,(}) =(f(x),0,(x)), i=123

tenglamalar sistemasidan aniglaymiz. Buming uchun avval
L{p (x)), (k=1,2,3) lami hisoblaymiz, so'ng yuqoridagi tenglamalar
sistemasidagi skalyar ko‘paytmalarnt hisoblaymiz;
@, (X)=x=x%, @, (x)=1-2x, @, (x)==2, L{e(x))=—-2+x—x,
@, (X)=2"—x, @, (X)=2x-37, @, (x)=2-6x, @,(x))=2—6x+x" -1,
Q4(x) = x' —x*, q); (x)=3x"—4x", (p; (x)=6x—12x7,
L(p,(x)) = 6x —12x¢% + x* —x,

3

i
(L (), 0, () = J(-2+ x = x")(x - x*)be = — =,
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3

(L@, (X)), (x)) = }(2— 6x+x" —x Y —x%)dx = ~ 2

(L (0 () = (65~ 122+ 6° 5 Y= ) = =,

!
(L(g, (X)), 0, (x)) = j(—2+x—x2)(f—x3)m:—%,

13

(L{, (X)), (%)) = KE bx + a7 - XY 2’ )d”__ms

(L(@y(x),92() = [{6xv—12x ey AR VLEE N

(L@, (D03 (N = (24 x— £ — £)de = ~2%,
]

(L4Q.(x))@,(x)) = II(? R T 1 C U ¥
0

840
103

_‘_1-_.1 3o Ay 3 4 __ 4
(L((p3(_r)},(p3(x))—f(6x 126"+ x —x" WP — x)dx a0

(f(x),0,(x))=(-x,x—x") = J(x —y ]dx——ﬁ
(/(x),(x)) = fu’f(x2 - ¥ )dx = ‘Ela,

(f(x)93(x)) = Ix(x — x*)dx = _-36'

Nomaluntlami aniqlaydigan tenglamalar sistemasini yozamiz:
3,3 19 P
— Gttt —,
H] 20 210 ° (2

3 13 79 I
20 105 2 840 20
AJP N U B §
3101 5302 " 1260

L=, 20,1971, ¢, =0,1473, ¢,=0,0234,

30’

| —
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Taqribiy analitik yechim
y,(x)=0,1971x(1- x)+ 0,1473x*(1- x) + 0,0234x  (x—- 1) =
= x(x—1¥0,1971+ 0,1473x + 0,0234x7)
ko‘rinishga ega bo‘lamiz.

Eslatma. Differensial tenglamadagi p(x), g(x), f(x) funksiyalar
murakkab bo‘lganda Galyorkin yoki kichik kvadratiar usulidan ko‘ra
kollokatsiya yoki haydash metodini qo‘llab, chegaraviy masalani
yechish maqsadga muvofigroq bo'ladi. Agar p(x), g(x), f(x) lar
jadval ko‘rinishida berilsa, haydash usulini go‘llagan ma’qul bo‘ladi.

Misollar,
Vazifa 1, Chekli ayirmalar usuli bilan chegaraviy masala

k= 0,1 da yechilsin. Hisoblash 107" aniqlikda olib borilsin.

yﬂ+£+2y=x_ }f—l}’+2y:x+1+
X
NE 1 [y([],?): O, 5, NE 2. [iy(ﬂ,g)“ﬂ'j)f(ﬁ,‘)]:z,}
2503y 0=-12 yL2)=1.
Y+x/+y=x+1 Y42y -L=3.
X
Ne 3. [ y(0,5)+2¥'(0,5)= 1,} Ne 4. [ 3(0.2)=2,
i,}”(ogg) = ]52- 10,5'};(0,5)_}?(0’5) = l}
2 " e 2
y"+2y’—xy:_r_ y—y+-I—=I+O,4.
WS y.6=07, } N6 [ w1 -0,5yD=2,
[09-05709)-1. Yl 4)=4
}’"“3J"+£=1. y'+3y’—£=x+].
X X
NQ ?. |’ y({]j‘q’) - 2‘ NE 8. I' }/(1, 2) — l, l
iy(ﬂ,?)ﬂt 2'(0,7y=0,7. iZy(l,S)— Y (1.5)=0,5;
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3y —i;+ 3y=2x°.
N [ v+ 2y (=06,
iy(1,3) =1 |
V+2x)—y=04.
Ne 11.( 23(0,3)+ 1 (0,3) =1,
y'(0,6)= 2.

|

y"+£;:i—3y=2.

Nel3. ¢ 10,8)=1,5,
iz,v(l,m ¥(L,1)=3.

|
}

v —=3x/+2y=15.
NelS. [ ¥ (0,)=1,3,
io:SJ—’(IH yh=2.
y'+~J-;--O,4y:2x.
X
Nel7.

i ¥(0,9)=1,7.

}/’*-J?’i+xy= 2.
13¥LY-0,5) (L) =1.

X
[[0,5¥(0.9)+ (0.9 =1,
1 p(1,2)= 0,8,

Y +2y =
X
Ne2l.

([ ¥(0,6)-0,3y(0,6)=0,6,

|

Yy + L5y —xp=0,5.
Ne 10, [ 2y(1,3)—y(1,3)=1,
1}'(1,6):3-

¥ =055/ +y=2.
[ ¥(0,4)=1,2,

Jly(ﬂ', N+2y(0,7)=14.

VA2 Y +y=x

}

Nel2.

!

Neld. [ 23(0,5)~ v¥(0,5)=1,
¥(0,8)=3.

V' + 20/ -2y=0,6.
Nel6. |y (2Q)=1,
i0,4y(2,3) -y'(2,3)=1.

Y -2 +0,8y=x
2x
Ne18. (

i

¥V+0,8y -xy=14.
Ne20. | ¥(1,8)=0,5,
iZy(2,l)+ Y2, =17.

y -

{

i

|

y(L,7)+ 1,2y (1,7) =2,
y(2)=1.

$

J

}

1

j

}

‘}—{‘i“‘.—:f.
4 x 2

1,51(1,3)- ¥(1,3)= 0,6,
23¢1,6)=10.3.

} Ne22.
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¥ —0,5) +0,5xy =2x.
Ne23. [ v (1)=0,5,

Ne24,
iva(I,S‘:}—y’(lJ) =12,

V+2n/ -1,5=x
Ne25.{ 1,4y(1,D+0,5y/(1,)=2,] Ne26.
i ¥{1,4)=2,5.

V' +0,6xy -2y =1,
Ne 27.{ y(1,5)=0,6, l Ne 28.
12 ¥(1,8)-0,8y'(1.8) = 3.,

Y —0,5x%y + 2y = x’.

V' +2y —15xy = —2-
X

[ ¥'(0,8)=1,
le(l,l)+2y’(],l)= 1

-

V ~% +0,5y=2x.

[ 0,41(0,2)— }f(O,Z):I,S,}
1}f (0,5)=0,4.

y_ -2
}’+£—}’— .
[ 10,60=13, |
10,5‘],{0,9)—1, 2y/(0.9)=1.

¥ —x/ +2xp =08,

No29.{ 1(1,6)+0,75(1,6) = 2,'} Ne 30.

[ (1,2)—0,5y/(1.2) = 1,}
¥(1,9)=0,8.

iy’{l,ﬁ}zl

Vazifa 2. 1-vazifadagi chegaraviy masalani % =0,05 da haydash
usult bilan yeching.

Vazifa 3. |-varzifadagi chegaraviy masalani »=2 da kollokatsiya,
Galerkin va kichik kvadratlar usullarining birortasi bilan yeching.
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IX BOB. XUSUSIY HOSILALI DIFFERENSIAL
TENGLAMALARNI TAQRIBIY YECHISH

9.1-§. Umumiy tushunchalar

Xususiy hosilali differensial tenglamalar matematik fizika, gidro-
dinamika, akustika, texmkaning turli sohaiarida keng tatbiqqa ega.

Tabiaida sodir bo‘ladigan turli hodisalar, odatda, xususty hosilali
differensial  tenglamalar orqali ifodalanadi. Xususiy hosilali
differensial tenglamalarmi integrallash masalasi oddiy differensial
tenglamalami integrallashga qaraganda ancha murakkabdir. Bunga
sabab, birinchidan, xususiy hosilali differensial tenglamalar oddiy
differensial tenglamalarga nisbatan har xil va murakkabroq jara-
yonlaming ifodalanishi bo‘lsa, ikkinchidan, boshlang‘ich va chega-
raviy shartlarning turlicha qo‘yilishi hamda masalaning o‘lchovidir.
Xususiy hosilali differensial tengiamalarning yechimini kamdan-kam
hollarda oshkor ko‘rimishda chekli formula shaklida topish mumkin
bo‘ladi. Shuning uchun ham xususiy hosilali differensial
tenglamalarm taqribiy yechish metodiari muhim ahamiyatga egadir,

Bayon tushunarli, hisoblash sxemasi va algoritmi soddaroq bo‘lishi
uchun biz ikki o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali
differensial tenglamalarga ¢ tiborimizni qaratamiz. Tenglamaning tipi
va chegaravly shartlarning xarakteriga garab har xil masalalar
qo‘yiladi. Shu munosabat bilan ikkinchi tartibli chizigh differensial

tenglamalar klasqiﬁkatsiyasiga to*xtalamiz.
2

oxy
+ 2e(x, _vlna—;i +g(x, = f(x,5)

Ju

L) = a(x, }) 2, +2b(x y) +c(x y) N +2d(x y}—+

(1)
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tenglama D sohada berilgan bo‘lsin. Bu yerda afx,y), b(x,y),...,
g(x, v} —koeffitsiyentlar va f(x, y) — ozod had. Bu funksiyalar yopiq
D=DuTI sohada aniglangan. G — D sohaning chegarasi. Agar D
sohada 8(x,y)=b"(x,y)—a(x,y)c(x,¥}<0 bo'lsa, L{x)= f(x,v)
tenglama elliptik tipga, d(x, y) > 0 bo‘lsa giperbolik tipga, &(x,v)=0
bo‘lsa parabolik tipga ega deyiladi. Tenglamaning tipiga garab har xil
chegaraviv masala qo‘yiladi. Masalan, tenglama clliptik tipga oid
bo‘lsa, chegaraviy shartlar gquyidagi ko‘rinishda bo‘ladi.
Birinchi tur chegaraviy shart:

u(x,y), = o(M). @)

(1) ning (2) shartni qanoatlantiradigan yechimini topish Dirixle
masalasi deyiladi. Bu yerda M - G dagi nuqta.
Ikkinchi tur chegaraviy shart quyidagicha

Wl (M) 3)

r

on
bo‘lib, 2—” ~ normal bo‘yicha hosila. (1) ning (3) shartni ganoatlan-
Ly
tiradigan yechimini topish Neyman masalasi deyiladi.
Uchinchi tur chegaraviy shart esa

|ao) 2o+ By = (M) @

ko‘rinishida bo‘lib, a{x,y), PB{r,)) — ma’lum funksiyalar, ular

[ a?(x,y)+P*(x,) | >0 shartni bajaradi. L(x}= / tenglamaning (4)

i
ni ganoatlantiradigan yechimini topish masalasi uctunchi chegaraviy
masala deyiladi.
Biz quyida xususiy hosilali defferensial tenglamalarni taqgribiy
yechish usullaridan biri -- to‘r metodi bayonida asosty boshlang‘ich
ma’lumotlarni keltirish bilan chegaralanamiz.
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9.2-§. Elliptik tipdagi tenglamalar uchun chegaraviy
masalalarni to‘r metodi bilan yechish

Bizga (1) ko‘rinishidagi tenglama berilgan bo‘lsin. Bu tenglamani
yugorida ko‘rsatilgan uch turdagi chegaraviy shartlarning birim
qo‘shib qaraymiz. Chegaraviy masalaning £ sohadagi yechimini
topish ko‘pincha juda murakkab bo‘ladi yoki yechimmi chekli formula
ko‘rinishida ifodalab bo‘lmaydi. Shuning uchun ham hisoblash
amaliyotida ycchimni D sohaning barcha nuqgtalanda emas, balki D
sohaga tegishli ma’lum nugtalar to'plamida yechimning taqribiy
qiymatini topish masﬁlasiga almashtiriladi. Shunday nuqtalar to‘plami
to r deb nomlanadi. Bunday nugtalar chekli bo‘lib, D sohani fagriban
almashtirishi kerak. D, deb to‘r nuqtalarining to‘plamini belgilaymiz.
(.rj, y;} D, ga tegishli nuqta bo'lsin, #(x,,y,) esa u(x,y) funk-
sivaning shu nugtadagi givmati. Bunday qiymatiar soni chekli. Ularni
topish vmuman mumkin va ular differensial tenglama, chegaraviy
shart, /2 soha va uning chegarasi G orqali ifodalanadi. Shu ma’le-
motlar asosida differensial tenglamaning chegaraviy shartning xossa-
larini  akslantiradigan va wu(x,y,) qiymatni taqriban hisoblash
imkonini beradigan munosabatlarini qurish to*r metodining g oyasidir.

Chegarasi & bo*lgan D soha berilgan bo‘lsin. Oxy tekishgida

X, =X, + ih, ¥, =¥y, + gk (i, 7=0,21,22,..)

parallel to*g ri chiziglar oilasini o‘tkazamiz. Bunda A, J mos ravishda
abssissa va ordinata yo ‘nalishiaridagi qadamlar deyiladi. Bu to‘g‘ti
chiziqlaming kesishgan nugtalari suguriar deyiladi. Tugunlar to‘plami
csa to‘rnt tashkil etadi.

Agar kkita tugun Ox o°qi yoki Oy 0°qi bo*ylab, shu yo‘nalishda
bir-biridan bir qadam uzoqlikda joylashgan bo'lsa, ular go ‘shni
tugunlar deyiladi,
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Fagat D sohada yotgan fugunlar to‘plammni garaymiz. Agar biror
tugunning to‘rttala qo‘shni tugunlan to‘plamda yotsa, u holda bu
tugun ichki fugun nugta deb ataladi. Ichkr tugunlar to‘plami fo v soha
deyiladi va D, orqali belgilanadi. Agar tugunning hech bo‘lmaganda
bitta qo‘shnisi D, da yotmasa, u holda bu tgun chegaraviy tugun,
ularning to‘plami esa /o°r sohaning chegarasi deyiladi va I', orqali
belgilanadi, Agar D, va I', to‘plamlar birgalikda qaralsa, u holda u
yopiqg to ‘r soha deyiladi va D, = D, v ", orqali belgilanadi.

D, to'r ustida aniglangan u(:r,y) funksiya uchun v, =u(xr.,yj)
belgilash kiritamiz va har bir (i,j)z(xj,yj) tugun uchun (1) da
qatnashadigan hosilalarni bo‘lingan ayirmalar orgah fodalaymiz. Ular
quyidagilar:

(haﬁ'l _ u{xi+|!yj'}_u{'xjsy_f} + O(h) , (5)

& Mxx;) h

((i_u\ - u(X;p, 0 )-u(x;_1,5) + Ok, 6)
0% Msioyy) #

((E_u) _ u(xf+!!yj}_u(xi—5$y;'}+0(h2), (?)
0% N xi.x,) 2k

(-a_ul - H(Ipyj.p] :._H(Ij ,y_;) + O(J)’ (8)

id .x; y_,)

(a_u) - M) 4 o), 9)

% /[3i.) !

+O(1%), (10)

(tu ] _ (XY (g, p; )
27
5i.5)

’+0(h2)_. (11)

azh‘.‘ _ H(IH];}’J' }—QH{IJ- ?y_;')-l_u(xi—-l"yj
i = hz
% J’f}

206



+ O, (12)

O%u _H(xj!y;'-pi)_zu(‘xf?yj)-l_u(xi!yj—l}
= It
A y;}

(52&; J _ (XY XL j+|4);;(xi+h}}-l Pl y;4) O 3N 12), (13)
¥

Endi (1) tenglamant (x,,y;) nuqtada to°r tenglamaga o‘tkazamz.
Quytdagi
alx, v )=a;, bx,y)=b,.... f(x.y)=J;
belgilashlarm kiritamiz, (7), (10)}-(13) formulalarni qo‘llab, quyi-
dagiga
[L(u}]m_‘yﬂ = A, (#(x;, y_f.)) + O + )= f, (t4)
¢ga bo‘lamiz, bu yerda
Aﬁ(u{xf,yj)} = A‘yu{xf,yj)-l‘ B!]u(x].,yj} + Di.ju[x,.,yj) + Et.fu{xi.,y}.)dk
+ F:.ju(x,., }-’j ) + Gf.f (M{I;- «,}?'; J - u(x,'_] s ,.""_',-+| j = H(IHE ay_;'_l ) + u(x;'_j ] y_,'_l ))
bolib,

ay dy _ o dy Ly %,
g =5t By D=+
_Si & 2 2% e _ b
A AR T

u(x,,y;) va hokazolar u(x,y) funksiyaning (x,,y,) nuqtadagi
anig qiymati. Agar (1) ning yechimi D sohada uzluksiz to'rtinchi
tartibgacha hosilaga ega bo‘lsa, u holda yetarlicha kichik 4 va [ da
(14) dagi oK +1%) ni ¢’tiborga olmasak ham bo‘ladi. Unda to‘r

tenglamant quyidagicha yozish mumkin:

Agley)= 7, (15)
bu yerda u, deb, u{x.y) funksiyaning (x,,»,) nugqtadagi tagribiy
qiymati belgilangan.
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Tashlab yuborilgan O(k* +/%) had xatolikni bildiradi, ya’ni to‘r
sohaning ichkt nugtasida L{n) differensial operatomi to‘rda aniq-
langan A(u;) operator O(h* +{*) aniglikda approksimatsiya etadi.
Approksimatsiya etishga jalb etilgan nugtalar sxemasi quyidagicha:

FLAL B L
P . .
y
i1 §- 24 ditt,j
L o - 9
j-1,/-1 YA

Agar {1) da b(x, y)=0 bo'lsa, unda to‘r tenglama
L,(u;)=f; (16)
ko‘rinishida bo‘ladi, bu yerda
L, (uy.) = Agtty By.u'._,,}. +Du B+ E}uﬁ

e B A
va differensial operatorni to‘rda aniqlangan operatorga almashtirishda
yalb gilinadigan nuqtalar sxemasi esa quyidagi ko‘rinishda bo*ladi:

i+
[ ]

i-Lj o -4 ot




9.3-§. Chegaraviy shartlarni approksimatsiya qilish

Faraz qilaylik, Dirixle masalasini yechayotgan bo‘laylik va
chegaraviy shart u[r = (M) bo‘lsin. Quiaylik uchun tomonlari # dan
iborat bo‘igan kvadrat to*mi qaraylik:

Y4

Bu chizmada Me I, Be I',, Ae D, bo'lib, M(x,y), B(x+9,y),
Ax+y.y). MB=8<h,v=6+h.

Agar 8 << h bo'lsa, ¢(B)=¢(AM) deb colinadi va bu usul chega-
raviy shartni to‘rning eng yaqin tuguniga ko‘chirish deyiladi. Bunda
qo‘yiladigan xatolikni ko‘ravlik. Buning uchun w#(8) ni Teylor

qatoriga yoyamiz:

u(B)=u(M)+ 4,6, 3) =0(M) + 211, 5, ),

bu verda x<f<x+&. Endi 8<h ni e’tiborga olsak, oddiy
ko‘chirishdagi xatolik o(#} bo'ladi, ya’'ni @(B)=¢(M) dega-
nimizdagi xatolik o(h} bo‘lar ekan.

Agar approksimatsiyaga A< D, ni ham gatnashtirsak, tabuyki,
#(B) ni hisoblashdagi xatolik kamavadi. Buning uchun quyida-

gilardan foydalanamiz:

2
%H;(M)+%HL(M)+...

w(BY=@(M)+
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2

1(A) = q:-(M)+ u(M)+§um(M}+ \/_

Bulardan &« (/) ni yo‘qotsak, quyidagiga

hO(M)+5 u( 4)

2
" + o(h°)

u(B)=

ega bo‘lamiz. Agar h yetarlicha kichik bo‘lsa, o{h*) hadni ¢tiborga
olmasa ham bo‘ladi. Unda

htp{M)+3u{,ﬂ
h+6

u(B) =

deyish mumkin. Bu formula ko‘pincha Kollas formulasi deyiladi.

9.4-§. To‘r tenglamalar sistemasi yechimining mavjudligi

Faraz qilaylik, bizga chegarasi [' bo‘lgan (2 sohadagi Dirixle
masalasimi

Lw)= a(x,yi +b(xy) & +c(xy)~—+d(w)—-+g(xy)u ey ()

ko‘rinishga ega tenglama va

ule=p(M) (2)
chegaraviy shart uchun yechish kerak bo‘lsin. Q=QUTI da
a(x, v} >0, b(x,y) >0 shart bajarilsin, demak, (1) elliptik tipga ega,
shuningdek, @ da g(x,y)<0 bo‘lsin deymiz. To‘g‘ri burchakli
to‘rtburchak to‘r olamiz. # va /, mos ravishda, to'ming qadamiari.
Tenglamani to‘r sohaning ichkt (x;,y, ) tugumdagi approksimatsiyasi
uchun besh nuqtali sxemani (9.2-§ ga qarang) ishlatamiz. Chegaraviy
shartning approksimatsiyasi uchun to‘rming eng yaqin tuguniga
ko“chirish (9.3-§ ga garang) usulini qo‘llaymiz:

L(u)=Au, +Bau,  +Cu,, +Du, —Eu, = [, (3)

g
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a; ¢, a, c, b; d b, d,
buverda 4, =444 B =8 .8 c W,V op . F_TH
yerda & =irtay STy STt YT ETY
2a, 2b,
_— # i
Ey=-g; 2t
Uy il—n=(p(M ) (4)

bu yerda M e " bo‘lib, M~ chegaraviy nuqtaga eng yagin nuqtani
bildiradi. (3) tenglama Q, to‘plamning har bir nuqtasi uchun o‘rink
bo‘lganligi uchun bunday tenglamalar soni noma’lumlar soniga teng
bo‘ladi.

(3), (4} formulalar bilan aniglanadigan chiziqli algebraik teng-
lamalar sistemasini yechish mumkinligini ko‘rsatamiz. Shu bois unga
maos quyidagi

L(,)=0, v;|,=0 (&
bir jinshi tenglamalar sistemasi faqat ftrivial yechimga egaligini
ko‘rsatamiz. Buning uchun / va ! yetarilicha kichik bo‘lganda 4, 8,

i» Dy, E, larmi musbat deb hisoblaymiz.

Teorema 1 (maksimum prinsipi). Faraz qilaylik, w, lar ©, da
berilgan qandaydir miqdorlar (@ # const) va L, (@} 20 shart o'rinle
bo‘lsin. U holda ®, lar €2, da musbat maksimumga ega bo‘la
olmaydi. Agar L,(@,}<0 shart (3, da o‘rinli bo‘lsa, unda o, lar
(2, da manfiy minimumga ega bo‘la olmaydi.

Isbot. Teoremaning birinchi ta’kidining isbotini  keltiramiz.
L(®,) 20 shart @, da o‘rinli bo‘lsin, ya’nm1 w, lar Q, to‘plamda
musbat maksimumga erishmasligini ko‘rsatish kerak. Teskarisini faraz
qilamiz, ya'ni (x,,y,)e Q, uchun o, =M >0 bo‘lsin. Bu nugta
shundayki, to‘rtta go‘shmi nuqtalarining kamida birortasida o(x, y)
funksiyaning giymati M dan gat’iyan kichik. Unda
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Li(og)= Ay®p, 0+ By, + Cog, + Dy gy —Eyioy <
<{Ady+By+Cy+ D, -EYM=g,M<0
bo'ladi, chunki 4,,, B,,, C,, D, E,, musbat va g;, <0 edi. Bu zidlik
teoremant isbotlaydi. Teoremaning ikkinchi ta’kidi shu kabi isbot-
lanadi.
Isbotlangan teoremaga ko‘ra, to‘rda aniglangan «, funksiya o‘zi-

ning musbat maksimumiga va manfiy minimumiga faqatgina I', da
ertshishi mumkin.

Teorema 2. Agar g(x,)) ©Q da musbat bo‘lmasa, 4,,, B,,, C,,.

Dy, E, lar musbat bo‘lsa, u holda (3). {(4) tenglamalar sistemas
yechimga ega va yechim yagonadir.

Isbot. (5) tenglamalar sistemasi trivial yechimga egaligini
ko‘rsatish kifoyadir, ya’ni barcha v, =0. [ (v,)=0 bo‘lganligi
uchun l-teoremaning ikkala sharti L, {0,)20 yoki [,(0,}<0
bajariigan deyishimiz mumkin. Birinchi ta’kidga ko‘ra, v, lar o*zining
musbat maksimumiga I, da erishadi, lekin v, | =0 bo‘lganligi

uchun vy lar ichida musbati yo'q. lkkinchi ta’kidga ko‘ra, v; lar
ichida manfiy yo'q, degan xulosaga kelamiz. Shuning uchun v, =0
ayniyatga kelamiz. Demak (5) tenglamalar sistemasi trivial yechimga
cga. Bundan (3), (4) tengiamalar sistemasi yechimga ega va uning
vagonaligi keclib chigadi. (3), (4) tenglamalar sistemasini oddiy
iteratsiya yoki Zeydel usuli bilan yechish mumkin [7]. Masalan, oddiy
iteratsiya usulida {3) m

Ay B, C; Dy 5
Uy = f“i+l_;' + f‘”i—u + ﬁ”s‘fn + Ly — (6}

i i i i
ko‘rinishda yozib olish kerak. Te‘ming gadamlarini shunday olish
lozimki, A,, B,, Cy, Dy. E, lar musbat bo‘lsin. (6} ning har bir
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tenglamasining o‘ng tomonidagi koeffitsiventlarning barchasi musbat
bo‘lib, ularning yig'indist birdan qat’iy kichik, chunki
A+ B, +Cy+ Dy —g, = E,
va'ni
A, +B,+Cy+ D, < E.

Bu esa, oddiy iteratstya usulinmg yaqinlashuvchi bo‘lishligining
yetarl shartidir [7].

Shuni ta’kidlash lozimki, murakkabroq to‘r tenglamalar sistema-
sining yechimga egaligini ko‘rsatish ancha giyin va uni hal qilish
uchun ancha nozik matematik bilimlarni jalb etish kerak bo‘ladi.

9.5-§. Xatolikni baholashda Runge goidasi

uf{x,y) deb 9.4-§dagi (1)-(2) chegaraviy masalaning aniq yechi-
mini, »{(x.») deb esa shu masalaning qadamlari » va / bo‘igan to‘r
metodi bilan tagribiy yechimini belgilaymiz. To‘r metodida ko*pincha
e,(x, ¥) =ulx,¥) —u,(x,y)
xatolikning A ga misbatan tartibi ma’lum bo‘ladi, ya'm
£,(x,y) = K(x,y)h” (1
ko‘rinishda bo‘lib, bu yerda Kéx,y) ~ O da musbat chegaralangan
gandaydir funksiya, p esa musbat son. Qadam 2/ bo‘lganda
€,, (5, ¥} =K{x, y) 2k =27 K(x, ¥ )" =27, (x,y) (2)

ga cga bo'lamiz. Aniq ycchim uchun

ulx, )= u,(x, ) +2,(x,»),

ulx, y) =, (x,y}+ 27 h(x, y)

tormulalarga ega bo‘lamiz. Bundan

g, (X, ) bt 5, (X, 1)
271

g,(xp)=
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ko'rinishida bo‘lgan xatolikni ifodalaydigan formulaga ega bo‘lamiz.
(1) va (2) umuman olganda taqribiy xarakterga ega, shuning uchun (3}
ham taqgribiydir. (3) ning qulayligi shundaki, uni har doim hisoblash
mumkin va |
4, (X, )15, (x,)

27
qiymat #,(x,y) dan anigroq bo'lishini kufish mumkin. Amaliyotda

ﬁh(xv.}’):uh(xay)+

quyidagicha tsh tutiladi: taqribiy yechimni berilgan tugunlarda & va 2k
qadamlar bilan hisoblab, u, (x,y} va u,,(x, v} qiymatlar tagqoslanadi.
Agar ular berilgan aniglikda ustma-ust tushsa, u holda taqribiy yechim
u,(x,y) deb olinadi. Aks holda % qadamni ikkiga bo‘lib,

u, (x,y)qiymat hisoblanadi, so‘ngra aniqlikning yectarliligini bilish
2

uchun yuqoridagidek ish tutiiadi.

Agar chegaraviy shart Kollas formulasi bo‘yicha approksimatsiya
qilingan bo‘lsa, 9.4-§dagi (1)(2) chegaraviy masalani yechishdag:
xatolikning tartibi / ga nisbatan p=2 bo‘ladi. Bu hoida

un{x?.}")&uz‘h(xry)
3

€ (I,y) =
bo‘ladi.

9.6-8. Parabolik tipdagi differensial tenglamalarni to‘r usuli
bilan yechish

Faraz qilaylik, I' = {0 <x < 1,0 <t < T} sohada ushbu

o ot

+ f(x,1) (1)

parabolik tenglamaning (issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasining}

u(x,0) = p(x} (2)
boshlang‘ich shart va
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w{O,0=yo() u(,t)=y () 3)
chegaraviy sharilarni ganoatlantiradigan yechimimi topish talab
qilinsin. Bu yerda @(x), w,(¢), y,(?) — berilgan funksiyalar. (1)}-(3)
masalaning yechimi mavjud, vagona yechim w(x,f) esa kerakh
tartibgacha hosialarga ega deb hisoblaymiz.

Ayirmali sxema qurish uchun I’ sohant x va ¢ koordinatalar

bo‘yicha mos ravishda s = T= % gadamli to‘g‘ri to‘rtburchak to‘r

1
N ¥
bilan almashtiranz. (xf,r}.), i=01,..,N, j=0,l,..,K nugtalar to'p-
lamini fo ‘v sohaning tuguniari deymiz,
Quyidagi

(x;.6), i=0,L.. N, (x4.2,) va (xN,r;.), i=01..K
tugunlari to'r sohaning chegaraviy tugunlari, qolganlari esa to't

sohaning ichki tugunlari deyiladi.

-

Endi (1} ni (x,£,) nuqtada approksimatsiya gilish uchun % va
| i

=2
o . '
— hostlalarmni
ox

5),, = @
O/ 54) T
(?iy_} - uj-+|j—2u‘j+tﬁ_.|j- (S)
2 - 2
axs (xi7) h

tagribiy formulalar bilan aimashtiramiz. {4) va (5) ni (1) ga go‘yamiz,
hamda (2) va (3) ning approksimatstyasinl yozamiz, natijada quytdagi

ayirmali masalant hosil gilamiz:

e gy ITh "2“""‘ R B
s N s V) i‘f “i-1j +f, i=L2.  N-1 j=0I..,K-1 (6)
T h

L

uy =0, i=0._.,N (7)
Hy; =Woys Uy =Wy J=00 K -1 (8)
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(6), (7), (8) chizigh algebraik tenglamalar sistemasi bo‘lib, teng-
lamalar soni noma’lumlar soniga tengdir. Agar j-qatlamdagi vechim-
ning qlymatlari ma’lum bo‘lsa, (7 +§)y-qatlamdagi yechimning giymati
T
X
formula bilan amglanadi. u,,,, va u, , lar mos ravishda vy, , va

U =My + o5 (b — 20+ )+ oy, =12, N—1  (9)

W, 82 teng. Shuning uchun (6), (7), (8) sxema oshkor deyiladi.
Quyida ayimmali sxemaning turg‘unhigi va yaqinlashishi uchun
zaruruiy shartni chigaramiz. Xususan, (6), (7), (8) sxemam 7 < 0,54

shart o‘rinli bo‘lsagma qo‘llash mumkinligini ko‘rsatamiz. Buning
uchun (6) ga mos

Mgl "My I‘k+lj-2£‘kj+”kmlj_ (10)
T s
birginsli tenglamani ko‘ramiz. (10) ning xususiy yechimini

H;‘:ﬂ _ qjeiﬂnp (l l)

ko‘rimshida izlaymz, bu yerda i — mavhum bir, ¢ - ixtiyorty haqiqiy
son va g — aniglanishi lozim be‘lgan noma’lum son. (11} ni (10) ga
qo‘yib va &' ga qisqartirib

q-1 P AVl

1 X

ni hosil qilamiz, bundan

q=l*4{15in2?, a:;—z (12)

ekanligini  topamiz. (11) ko‘rinishdagi yechim wuchun mos
u,, (@) = "™ boshlang‘ich shartlar chegaralangan. Agar ¢ ning
qandaydir qiymatida (11) dagi ¢ moduii bo*yicha birdan katta bo‘lsa,
u holda j— o da (11} cheksiz o‘suvchi bo‘ladi. Bunday holda {10)
ayirmali  tenglama noturg‘un deyiladi, chunki yechimning

boshlang‘ich shartlarga uzluksiz bog‘ligligi buziladi. Agar lg]<1
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bo‘lsa, {11) ko‘nnishdagi yechimlar ; ning ixtiyony qiymatida
chegaralangan bo‘lganligi uchun (10) ayirmali tenglama turg‘un
deyiladi. (10) tenglama uchun |qi51 shart ixtiyoriy @ uchun faqat
a < 0,5 bo‘lgandagina bajariladi. Demak, (6), (7), (8) ayirmali
sxemani T < 0,5k shart bajarilgandagina qo‘llash mumkin. Bunday
ayirmali sxema shartli turg'un deyiladi.

Endi oshkormas sxemani ko‘ramiz. Buning uchun (x,.7,),
(X008, ) {x08,,,), (x_,1,,,) nugtlarni (1) ni approksimatsiya gilish

uchun jalb etamiz va natijada
Mg =ty i) = S P 0
T X

+-ff;'+|.7 I= 132)--')A!-15 jzoala---;K‘t

to=0,, i=01.,N, (13)
Hoi = Wyins My =Wins J=01L..,K-L
ko‘rinishidagi oshkormas sxemaga cga bo‘lamiz. Bu sxema t bo*yicha
birinchi, # bo‘yicha ikkinchi tartibli approksimatsiyaga ega. (13) ni
quyidagicha yozamiz:
Aty — (L 20}
i=12,.,N-1, j=0l1,.,K—-1 (14)

Ho sy = Wojms Uy = Wi J=0L0 K-1.

el TR T U = T,

(14) chzigli algebraik tenglamalar sistemasi, uning matritsasi uch
diagonalli, uni haydash usuti bilan yechish mumkin, chunki diagenal
elementlari salmoqii.

(14) ayirmals sxema turg‘unligining zaruriy sharuni chiqaramiz.
Buning uchun

M=y W28y M

T h’

bir jinsli tenglamaning xususiv yechimini {11} ko‘rinishda izlaymiz va
natijada
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1
q=(1+4a-5in2?) , a:;:%

ga ega bo‘lamiz. Demak, ixtiyoriy o, 1, # larda |q‘*=_i 1, yva'ni (13)
ayirmali sxema absolut turg‘un. Absolut turg‘un sxemaning afzalligi
shundaki, to‘r gadamlariga hech ganaqa shartning yo‘qligidir. Bu, o'z
navbatida, hisoblashdagi talab qilingan aniglikm ta’min qilish uchun 4
va 7 larni tanlash imkonini beradi.

9.7-8. Giperbolik tipdagi tenglamalarni to‘r metodi
bitan yechish

Bizga
L(w)= a{'xsy)ff{- - b(x,y)fi; relr 2+ d(e, ) 2+ glxyhu= fixy) (1)
P v ax 3y

ko‘rinishidagi tenglama berilgan bo‘lsin, bu verda a. b, ¢. d g, f
ma’lum biror G sohada ikki marta wzhiksiz differensiallanuvchi
funksiyalar, #(x,y) esa topilishi lozim funksiya. G sohada
a(x,y) b(x,y} >0 shart o*rinli deymiz, ya’ni (1) giperbolik tipga ega.
Bundan tashqari, aniglik uchun a(_r,y), b(x,y) G da musbat bo‘isin
deb hisoblaymiz,

Quyidagi masalalami ko‘ramiz.

Koshi masalasi: Gz{y >0, —w< x <o} sohada ikki marta uzluk-

siz differensiallanuvchi shunday u{x, y) funksiya topilsinki, G sohada
{1) tenglamani ganoatlantirib, y =0 to*g‘n chiziqda

o .
—_ ’ —_ e 2
ul, o =00 . y(x) )

boshlang‘ich shartlarni ganoatiantirsin, bu yerda {p(x), yx) _
beriligan ma’lum funksiyalar.
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Aratash chegaraviy masala: G :{ O<y<Y,a<x< |3} sohada ikki

marta uzluksiz differensiallanuvchi shunday u(x, y) funksiyani topil-

sinki, u G da (1) tenglamani qanoatlantirib, y =0 to‘g'ni chizigda (2)

boshlang‘ich shartmi va x=a, x=0 to‘g'n chizigda quyidagi uch

turdagi chegaraviy shartlami birortasini ganoatlantirsin:
A) birinchi tur chegaraviy shartlar:
=@, (), ul_, =®y(y);

B) ikkinchi tur chegaraviy shartlar:

Ou
= l{,u(}‘)‘r a

D) uchinchi tur chegaraviy shartlar;

u‘
A=

= LP|3 (),
x=[

[Uu(}’)%Jf G.(y)uﬁ =l, (y),}
. =0 }
[Tﬂ(y) ‘S‘E"L 4 (¥) ”!] " = ﬁ(Y)}J

bu yerda ®,'P,T" berilgan funksiyalar va o, 6,, 1,4, T, lar

]50(}’)"'"6:(}’)‘}0 va |tn(}’)l+itl(}’),>0

shartlami ganoatlantiradi.
1. Koshh masalasini yechish.

(3

(4)

(5)

(1), (2) Koshi masalasini to‘r metodi bilan yechish masalasini

ko‘ramiz. Qadamlari # va / bo‘lgan to*g‘ri to‘rtburchak to‘r olamiz:
GM :{ X, = ih,i=0,1£2...., h>0, Y;= ‘}'}j j= ,1,2,....1> 0}

va (1) tenglamani to‘r sohaning ichki (x;,y,) tugunida approksimatsiya

etish uchun (x..y,), (%4.¥;)s (5.5, ) nuqtalami jalb qilamiz.

Natijada quyidagi

Ln{uff) = Af!'ufﬁl + B!iui}'-l T A W G-y

i=0+1,+2,...0 j=12...,
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ko‘rinishidagi to‘r tenglamalar sistemasiga ega bo*lamiz, bu yerda

A,_,:_.t_"i_;_d“ —._,.EE d!" ’ Ei.{.ci"
Yy 21’ T R A L]
. Cy 2a; 25,
LG oy
=W e BTt A

Agar (1)ning yechimi garalayotgan sohada x va y o‘zgaruvchilar
bo‘yicha to‘rtinch: tartibgacha hosilalari vzluksiz va chegaralangan

bo‘lsa, u holda (1)ni (6)ga o‘tkazishdagi xatolik R, (u}:a(hzﬂ’z}
ko‘rinishida bo‘ladi.
(1) boshlang ich shartlarni
w, =@, =My vu, i=0,+1,+2, .. (7)
ko‘rinishidagi to'r funksiyalar bilan approksimatsiva gilamiz. Ikkinchi
boshlang‘ich shart approksimatsiyasining xatoligi #(u) =o(/} bo‘-
lishligi ayondir. Shunday ailib, {1), (2) differensial masala (6), (7) to‘r

masalaga o‘tkazild:,
(7) formula #, to‘r funksiyaning j =0 (nolinchi gatlam)da va j=1

(birinchi gatlam)da qiymatlarini topish imkonini beradi. j>1
bo'lgandagi ning giymatlarini esa (6) formula bilan aniglanadi.
Bunda / shunday bo‘lisht kerakki 4, < 0 ligiga erishish zarur.

Endi %=a qganday bo‘lishligini amgqlaymiz. Bu savolga to'lig
Javob olish maqgsadida quyidag? Kosht masalasini ko‘ramiz:

0% &t

FEaEER )
Ju _ .
ul, =00, = =¥, 9

=10

Bu yerda Gz{y}ﬁ,-ﬁe{x{w}.

220



Bu holda (6) to'r tenglama

2 2

| 1 I 1
L{u)=——u,  ——=u_ _ +—u, +— —— -, =0 10
R(uar) IE uf_rh f:? u:;-l hz ulf'.l’ h}. ur—l_j + (!2 hz ):ur; ( )

ko‘rinishida bo‘ladi, (7) e¢sa o‘zgarishsiz qoladi. Koordinatalari
(x..3;) bo‘lgan § nugtada (8), (9) masala yechimining qiymatini
hisoblash talab gilingan bo‘lsin.

Ve s

N AR

VAR
y

D4 NN

...;x/ / \i \\.-r .

A C D B x

Ma’lumki, (8) tenglamaning S nuqtadagi yechimining qiymati

(x;,y;) nuqtadan o‘tuvchi

Y- Y; = X=X, Y-y, =-X+X,
xarakteristikalar y=0 to'g'n chizigda ajratadigan kesmadagi shariar
bilan, ya'n1 AB kesmadagi boshlang'ich shattlar bilan bir giymath
anigqlanadi. (8) tenglamaning xarakteristikalari o‘zaro perpendikular
bo‘lib, Ox o'qi bilan 45° va 135° burchaklami tashkil etadi. 4SB
uchburchak (8) differensial tenglamaning aniglanganlik uchburchagi
deyiladi. Agar to‘r funksiyaning $ nuqtadagi yechimi w,, m (10}
formula yordamida hisoblasak, u boshlang‘ich shartni C kesmadagi
giymatlari orqali ifodalanadi. Bu kesma § nugtadan o‘tuvchi va Ox
o‘qi bilan /SCD=arctge va £SDB=arctg(~a) tashkil etuvchi
to‘grl chiziglar hosil qilgan uchburchak CSP ning asosidir. Bu
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uchburchak (10) ayirmali tenglamaning aniglanganlik uchburchagi
deyifadi. Yuqgoridagi chizmada £S4D < £85CD, tg£SCD =0 = % > ]

bo‘lgan hol keitirilgan. Bunday hol, ya’ni a =£ > ] quyidagi sababga

ko‘ra yamqsfidir. Agar boshlang‘ich shartlami AC va D8 kesmalarda
o‘zgartirsak, (8), (9) differensial masalaning yechimi G sohada,
jumladan, § nuqtada o‘zgarishi kerak. Ammo (10}, (7) ayirmali
masalaning yechimi esa o‘zgarmay qoladi. Demak, o >1 bo‘lganida
(10}, (7) ayirmali masalaning yechimi A — 0, 1 - 0da (8), (9) Koshi
masalast yechimiga yaginlashmaydi. Shuning uchun to‘r sohaning
qadamlari nisbati shunday bo‘lishi kerakki, & <1 bo‘Isin, ya'ni A4SB
ACSD ning ichida bo‘iishi kerak., Shunt eslatamizki, umumiy holda
differensial tenglamaning aniqlangan uchburchagi egn chizigli
uchburchakdan iborat bo‘ladi, ammo bu uchburchak ayirmali
tenglamaning aniglanganlik nchburchagi ichida yotishi lozim,

Endi chegaraviy masalani to'r usuli bilan yechish masafasini
qaraymiz. Faraz qilaylik, (1) tenglamaning (2) boshlang‘ich shartlarni
va {5} chegaraviy shartlarni ganoatlantiravchi yechimini topish

masalasi berilgan bo'lsin. Bernlgan ¢ :{ O<p<Y,a<x<P} sohani
qadamlan A va / bo‘lgan to‘r bilan qoplaymiz. To‘rning ichki tugun-
larida tenglamaning approksimatsiyasini, chegaraviy tugunlarida esa
(2) va (5) shartlarning approksimatsiyasini gilamiz. Tenglama
o(#? +1?) xatolik bilan (2) boshlang‘ich shart o{4) chegaraviy shart-
lar o(/) xatolik bilan approksimatsiya qilingan bo‘ladi. (1) ning
approksimatsiyasi uchun (x;, y, }, (2., i ). (% sy ) tugunlar jalb etil-
gan. Natijada quyidagi ayirmali tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi;

Lﬂ(uﬁ) =A u +E u =f

¥ 4 f g

i=0,2...N, j=01.. .M (M=Y)

i T B;'Jui_,i—l + C;;”m; + D u,

(1)
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Hiog =@ Uy =0y, vu,, i=01,.. N (12)

U=ty ; ]
Bo;—5 By, =Fy, |

Hy—id } (13)
Ty, N kw_]"f—+ Ty = [11];., J=0,1,.. .M ‘J

Bu (i1), (12), (13) to‘r masalia (1), (2), (5) chegaraviy masalani
tenglama bo‘yicha o(# + &) boshiang‘ich shartlami o %), chegaraviy

shartlami esa o(/) xatolik bilan approksimatsiya qiladi. To‘r masalani

qatlamiar bo‘yicha yechish mumkin. Hagiqatan ham, j=0 va j=1

bo‘lganda (12) bilan u,,«,, i=0,1,....N lar topiladi. So‘ng, ! ni
tanlash hisobiga 4, =—%+%{ 0 bo‘lishligini ta’minlab, (11) for-
muladan foydalantb w,, u,,,..., v, _, larbing giymatini aniqlaymiz,
(13) dan esa u,,, #,, aniglanadi. Shunday qilib, j =2 da, ya'ni ikkin-
chi qatlamda «,, laming qiymatlari barcha tugunlarda aniqlanadi.
Keyingi qatlamlardagi tugunlarda ham w, ning qiymatlari shu kabi

aniglanadi.

Bobga tegishli tavanch so ‘zlar: to'r soha, ichki nugta, chegaraviy
nugta, to‘r funksiya, approksimatsiya xatoligi, oshkor sxema,
oshkormas sxema, turg‘unlik, ayirmali tenglamaning aniqlanganlik

uchburchagi.

Savollar va topshiriqlar

. Ikki o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial
tenglamalar Klassifikatsivast.

2. Elliptik tipdagi tenglamaga qo‘yiladigan chegaraviy shartlar turlari.

3. To'r sohani qurish.
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Qo*shni tuguniar tushunchasi.
To‘r sobaning ichki tugunlari.
To*r sohaning chegaraviy tugunlari.

NS ks

Yopiq to‘r soha.

8. Birinchi tartibli hosilalami bo‘lingan ayirmalar orqali ifoda-
laydigan formulalarni chiqaring va qadamga nisbatan xatolhik tartibini
ko‘rsating.

9. Ikkinchi tartibli hosilalarni bo‘lingan ayirmalar orqgali ifoda-
laydigan formulalarmi chigaring va gadamga nisbatan xatolik tar-
tiblarini ko‘rsating.

10. A, (u,)= f, to‘r tenglamani hosil gilishda gatnashadigan tu-

gunlar sxemasini ko‘rsating.
1. L,(u,)=f,; to'r tenglamani hosil qilishda ishtirok etuvchi

fuguniar sxemasini ko‘rsating.

12. Chegaraviy shartlarni approksimatsiya etish usullarini chi-
qaring, gadamga nisbatan xatolik tartibini ko‘rsating.

13. Maksimum prinsipi.

14. To‘r tenglamalar sistemasining yechimi mavjudiigi.

15. Xatolikni baholashda Runge goidasi.

i6. Parabolik tipdagi tenglama uchun qo‘yilgan chegaraviy masa-
lani yozing.

17. Ayirmali masalani chigaring.

18. Qanday sxema oshkor deyiladi?

19. Oshkormas sxemani chigaring.

20. Oshkor sxemaning torg‘unhgining zaruriy shartini chiqaring.

21. Oshkormas sxemada hosil bo‘lgan tenglamalar sistemasin:
yechush qanday bajariladi?

22. Qanday sxemalar shartli turg‘un, absolut turg‘un deb
nomlanadi?
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23. Oshkormas sxema turgvnligining zaruriy shartini chigaring.
24. Giperbolik tipdagi tenglamalar uchun Koshi masalasi.

25. Chegaraviy masalalar turlan.

26. Koshi masalasini to‘r usuli bilan yechish.

27, Qadamlar nisbati % — o qanday bo‘lishining tahlili.

28. Chegaraviy masalani to‘r usuli bilan yechish.

Misol 1. G={0<x <], 0<r<0,025} sohada

du  ou .
"5}"— ax_zs {l)
u{x,0) = sin nx, 2}
1#(0,0) = u(l,6)= 0 3)

differensial masalani to‘'r metodi bilan 2=0,1, a =0,5 bo‘lganda
oshkor sxemadan foydalanib yeching.
Yechish. « =0,5 bo‘lganligi uchun t©=0,005 bo‘ladi. Berilgan

masalani avirmali masalaga o‘tkazamiz, u quyidagicha:

Ui Tl . .
U, = **27” i=12,.,9, j=01,234, (1')
ty =sinix, =sinw- 0,1, i=1,2,.,10, (2"
Uy, = thy, =0, j=0.1..5. (3

Jadvalga boshlang‘ich va chegaraviy qiymatlami yozamiz,
Ulaming simmetrivasidan foydalanib jadvalni faqat x=0; 0,1;0,2;
0,3,0,4;0,5 lar uchun to‘ldiramiz. Yechimni birinchi gqatlamdagi
qiymatlarini {1'yda j =0 desak,

U0t
9

i =

formuia bilan hiscblaymiz. Bu giymatlami jadvalning ikkinchi yo‘liga

joylashtiramiz.



Endi(1')da j=2 deb,
Uy,

i+l
u:‘,z -

2

formula bilan yechimning ikkinchi qatlamdagi qiymatlarini topamiz
va jadvalning uchinchi yo‘liga yozib go‘yamiz. Shu tariga ¢ ning
0,005; 0,010;0,015;0,020; 0,025 qiymatiari uchun yechimning qiy-
matlarimi amiglaymiz.

[ - R
j r 1o 0, 0,2 0,3 0,4 0,5
0 0 0 | 0,309 | 0,5878 | 0,8090 | 0,9511 | 1,0000
1 [ 0005 0 [0,2939 | 0,5590 | 0,7699 | 0,9045 | 09511 |
2 1 0,010 | 0 ! 02795 | 0,5316 | 0,7318 | 0,8602 | 0,9045
30015 [0 | 02658 | 05056 | 06959 08182 | 0,8602 |
4 ) 0020 | 0 | 02528 | 04808 | 06619 | 0,7780 | 0,8182 |
5 10025 | 0| 02404 | 04574 | 0,6294 | 0,7400 | 0,7780
Misol 2. Quyidag:
oo
ar ' (H)
#(x,0)=4x(I- x) ; 2)
w0, =u(t,)=0 (3)

chegaraviy masalani haydash usuli bilan %2=0,1, 7 = 0,01 deb
yeching.

Yechish. k= 0.1, [ =001 bo‘lganligi uchun o ;‘} _ | bo'ladi.

‘Berilgan chegaraviy masalani ayirmali masalaga o‘tkazamiz:

i) j) = My YU +u,= 0,1=1,2,..,10; j=0,12,.., (1

F+1 T 4
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e =4x,{1- x;), (2"

Uy, =Uyg; = 0. (3"
Haydash usaliga ko‘ra (1') ni
Hon = y-tl(bqﬂ T _;+1) (4)
ko'rinishiga keltiriladi, bu verda a,,, b,,, miqdorlar quyidagicha
ketma-ket aniglanadi:
a5+ _‘2“:_‘; % b=, ()
1

Q= 3 P ii 6)

By = bt +”g'j

Keyin (39 dan u, ,,, =0 ligi ma’lum bo‘lganligi uchun (4) dan
larni i =9,8,...,1 deb topiladi.

U+[
Shunday qihb, u(x,f) mi ¢, dagi qiymatlari ma’lum bo‘lsa,

t =1, dagl qiymatlarini haydash usuli bilan topish mumkin. Hisob-

J+
lash natiyjalarini jadvaida akslaptiramiz. Jadvalning birinchi yo‘lida
uo(i=0,1....,10)  lami  yozamiz, (5) formula bo‘yicha
a,,=0,3333, b, =u,=4x,(1-x)=0,36.

Endi (6) da j =0 deb

4, = =3 _0.3750 ; by, = b, + 1, = 0,12+ 0,64 = 0,760
3"'11” 'H
.,—1‘.12|
va hokazo.

a, va b, lami jadvalga yozamiz. Bu hisoblashlar haydash usu-
lining to‘g‘ni yo'li deyiladi. Haydash usulining teskari usuli quyi-
dagicha:
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chegaraviy shartdan

g, = 0.
u,(i=9,8...,1) lami (4) formula yordamida hisoblaymiz:
bty = gy (Byy + 15, ) = 0,3818-0,8120 = 0,3100,

ty, = ay, ( By, + g, )=0,3818- (1,1860 + 0,3100) = 0,5712,

=, (B, + 1y, ) = 0,3333.(0,36+0,5712) = 0,3 100,

[F]o] 1 2 3 ] 4 5 6 7 1 8 17 9 {10
u, | 0 [0:3600]0,6400|0:8400]09600| 1000009600 0:8400| 06400 0.3600] ©
a, | 6 ]03333[03750(0,3810]03818[0,3812 [03818| 03815 [0,3818 | 03812 0
b, | ©103600|0.7600] 1,1250f 1.3890 1,5300] 1,54401 1,5440| 1,1860] 02120 ©
w, | 0 |03100|05715|07640]0.8820] 0.9210| 0:8820] 08820 05715} 03100! ©

Shunday qilib, birinchi gatlamda joylashgan tugunlarda yechim-
ning taqgribly qiymatlari topildi. Keyingi gatlamlardagi tugunlarda
vechimm aynan shu amallarm bajarib topilad.

Misol 3. Quyidagi
u  u
ZE_ZE-0 l
ax? &’_}}2 (1
. Ou
w(x,0)=0,2- x- (1~ x)- sin(nx), 'g;lumu:(}’ (2)
w(0,}=0, u(l,»)=0. 3)

Chegaraviy masalani to'r metodi bilan 4 =7 = 0,1 deb yechiay.
Yechish. Differensial masalani ayirmali masalaga o‘tkazamiz.

u U

i+, § + U,

-1 gt (1

L+ T
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=02 x;- (1-x,) sin{mx,), F—“—;T—" =0, (29

u, =0, u,,=0. 3

of
Ayirmali tenglama (1') ni j =0 da vozamiz:
Uy =0 T¥_ 0~ 1
Bundan va (2') ning ikkinchisidan #, _, ni yo‘qotsak,
U, = m.n;”s—l..-:-
hosil bo‘ladi. Natijada quyidagt

I PP o7

gl - i+ f i=t f — ¥

u, e 4= 12,04 |

u, =0,2x,- (L x,) sin(nx ), u,.!:m;ﬂ, i=1,2,...,9|}> (4)

u, =0, uy =0, j=0,1,.5 )
ayirmali tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz. Hisoblash natijalarini
jadvalga joylashtiramiz. Jadvalning birinchi yo'liga %o laening
qivmatlarini yozamiz, ikkinchi yo‘liga esa birinchi yo‘ldagi qiymat-
lardan fovdalanib, ¥» larning giymatlarini joylashtiramiz. Keyingi
qatlamdagilarni (1') dan foydalamb aniglaymiz. Masalaning simmet-

riyasini ¢'tiborga olib, natijani fagat 9<*<0.5 onalig uchun

keltitamiz.
b yvax 1o 0.1 02 0.3 04 | 05
0 0 | 0,005 | 00188 | 00340 | 0,0457 | 0,0500
B 0 | 0,0094 | 00198 | 00323 | 0,0420 | 00457 |
2] 0 | 00142 | 00229 | 0,0278 | 0,0323 | 0,0340
3] 0 | 00135 | 0,0222 | 00229 | 00198 | 0,018
4 1 0 | 00080 | 00135 T 00142 | 0,0095 | 00056
CSc o 0 ] 0 ) 00001 |0 00001
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Misol 4. Quyidagi

Pu  9u
S ezt It (1)
) | O
u(x,0)=(1,5- x* +1,2)sin(x), — _ =90.lx, (2)
oy ¥
u(0,y)=u(l,y)=0 3}

differensial masalani to‘r usuli bilan % =1 = 0,1 bo‘lganda yeching.
Yechish. Bu masalani ayirmali masalaga o‘tkazamiz:

Uy i =Wy 8y — o+ 0,0Kx + 3,), ("
I=1,2,...,9 j=123, 4
uy = (L5 %7 +1,2)sin(m-x,), u, =u,+0,1-01x;, (2
I=1,2,..,10;
o, =y, =0, j=0,1,2,3,4,5. (3

Natijalarni jadval ko‘rinishida keltiranmz. Jadvalning l-ustunida
chegaraviy shartlami yozamiz, birinchi yo‘lda (2"} ning birinchisidan
#;o larmi aniqlab yozamiz, ikkinchi yo‘lga esa (2') ning ikkinchisidan
topilgan #, ning qiymatlarini yozamiz. So'ng (1") daj = 1 deb uchin-

chi yo‘lni to‘ldiramiz. j =2, 3, 4 dagi qiymatlar (1) dan shunday

aniqlanadi.

yiix |0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
0 0 | 03754 | 0,7406 | 10800 | 13696 | 1,5750 |
; 0 | 03764 | 0,7426 | 1,0830 | 13736 | 1,5800
20 | 0 | 03702 | 07228 | 10412 | 12994 | 1,1792
377 | 0 | 03514 | 06738 | 09452 | 08538 | 10268
470 | 0308 | 05798 | 04934 | 06816 | 0,5374

51 | 0 | 02344 | 0,i352 | 0,242 | 0,1860 | 0,3464
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Misollar.
Vazifal. G={0<x<0,6, 0<7<0,01} sohada

ou_
gt axt’
u(x,0) = f(x), u(0, 1) =p(7), u(0,6,)=y(2).
differensial masalani to‘r metodi bilan 4A=0,1, o« =1/6 bo‘lganda
oshkor sxemadan foydalanib yeching.

Ne 1. u(x,0)=cos2x, u(@, ) =1-6¢, u(0,6,1)=0,3624.

Ne 2 ui(x,0)=xtx+1), 2(0, ) =0, u(0,6,7)=2f+0,96.

Ne 3, w(x,0)=12+1g{x+0,4), u(0, £} =0.8+2, u(0,6,¢)=1,2.
Ne 4, u(x,0)=sin2x, u{0, 1) =2¢, u(0,6, £)=0,932.

Ne 5. u(x,0)=3x(2-x), (0, ) =0, u(0,6,1)=¢+2,52.

Ne 6. u(x,0)=1—-I1g(x+0,4), u(0, ) =14, u(0,6,)=1+1.

Ne 7. u(x,0)=sin(0,55x+ 0,03), (0, ) =+ 0,03, »(0,6, #)=0,354.
N8 u(x,0)=2x(1-x)+0,2, (0, £)=0,2, u{(0,6,1)=1+0,68.
N9 u(x,0)=sinx+ 0,08, u(G, £) =0,08+ 2z, u(0,6,1}=0,6446.
Ne 13, u(x,0)=cos(2x+0,19), u(0, ) =0,932, u(0,6, f)=0,1798.
Ne 11 u{x,00=2x(x+ 0,2)+ 0,4, u(0, ) =2t +0,4, u(0,6,7)=136.
Ne 12, u(x,0)=1g(x+0,26) + 1, u(0, 1) =0,415+4, 2(0,6, £}=0,9345.
Ne 13, w(x,0) =sin(x+ 0,45), «(0, ) =0,435-2¢, u(0,6,r)=0,8674.
Ne 14. u(x,0) =0,3+ x(x + 0,4}, u(0, ) =0,3, u(0,6, ) =61 +0,9.
Ne 15, a(x, 0 =(x-0.2Kx+ 1}+ 0,2, (0, 1} =6¢, u(0,6,¢3=0,84.
Ne 16, w(x,0) = x(0,3+ 2x), {0, ) =0, u(0,6, £) =6/+0,9.
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Ne 17.
Ne 18.
Ne 19,
Ne 20,
Ne 21,
Ne 22,
Ne 23.
Ne 24,
Ne 25.
Ne 26.
Ne 27,
Ne 28,
No 29,
Ne 30,

w(x,0) =sin(x+0,48), u(0, {)=0,4618, (0,6, /)=3r+0,382.
u(x,0) =sin(x+ 0,02), u(0, 1) =31+ 0,02, u(0,6,7)=0,581.
u(x,0) =cos(x + 0,48), (0, £y =6¢{ + 0,887, (0,6, ¢)=0,4713.
u(x,0) =1g (2,63~ x), u(0, 1) =3(0,14— 1), (0,6, £)=0,3075.
u(x, N =L5-x(1-x), u(0, t) =3(0,5-1¢), u(0,6,7)=126.
w(x,0) =cos(x+0,845), w0, 1) =6{r+ 0,11}, (0,6, }=0,1205.
u{x,0)=1g(2,42+ x), u(0, 1) =0,3838, «(0,6,)=6{0,08--1).
1(x,0)=0,6+ x(0,8 — x), u(0, 1) =0,6, 1(0,6,1)=3(0,24+1).
u(x,0)=cos(x + 0,66), u(0, =3+ 0,79, u(0,6, )=0,3038.
w{x,0)=1g(1,43+ 2x), «(0, r)=0,1553, u(0,6, r)=3(1+0,14).
w(x,0)=0,9+ 2x(1— x}, u(0, ¢) =3(0,3~ 2r), (0,6, ¢)=1,38.
u{x,0=1g(1,95+ x), u(0, 1) =0,29— 61, u(0,6,1)=0,4065.
u{x,0) =2cos(x+ 0,55}, u(0, 1) =1,705, u(0,6,7)=0,817+3.
wx, M =x(1—x)+0,2, {0, ) =02, u(0,6, £} =2(r +10,22).

Vazifa2. G={0< x<1, 0<¢<0,5% sohada

ar  axt’
u(x,0)= f(x), 2| _,=D(x),
w(0,6) = (), u(l,f)=wlr).

difterensial masalani to‘r usuli bilan £ =7 = 0,1 bo‘iganda yveching.

Nel, fix)=x(x+1), D{x)=cosx, @)= 0, w(t) =20t +1).
Ne 2, f{x)=xcosmx, D(x)=x{2—x), ()= 2¢, w{t) =1,

Ne3. f(x}=cos % ®(x)=x2, () =1+ 2t, y(1)=0.
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Ne 4. f{x)={x+0,5)x-1), P(x)=sin{x+0,2), p(r) =1 —-0,5, y(£) = 3.
Ne 5. f(x)=2x{x+1)+0,3,®(x)=2sinx, ¢{(t) =03, y(f) =43 +1.
Ne 6. f(x)=(x+ 0,2)5111%, D) =1+x2, 0() =0, () =1, 2(¢+1).
Ne7. f(x)=xsinnx, ®(x)=(x+ 1), p(r) =2¢, W(6) = 0.

Ne 8. F(x)=3x(i—x), P(x)=cos{x+0,5), o(t) = 2¢, ¢(r)=0.

Ne 9, f(x)=x(2x~0,5), D(x) = cos2x, p(t)=£*, y(r)=1,5,

Ne 10, F(x)= (x+ Dsinme, B(x)= x* + x, o(f) = 0, w(t) = 0,5¢.
Nell. f(x)= (l-x)cos?, G(x)=2x+1, @) =2t +1, w(®)=0.
Ne12. f(x)=0,5x(x+ 1), D(x)= xcosx, () =217, yw(r)=1.

Ne 13, f(x)=0,5(x" + 1), D(x) = xsin 2x, (1) = 0,5+ 3¢, w(t) = 1.
Ne 14, f{x)=(x+ 1)sin£;-, D(x)=1—x*, p(6)=0,5¢, y(r)=2.

Ne 15, f(x)=x"cosmx, D(x)= 2 (x+1), (6} = 0,51, w() =1 1.
Ne 16. f(x)=(1- x*)cosmx, D(x) = 2x+0,6, ¢(r) = |+ 0,4¢, () =0.
Ne 17. f(x)=(x+0,5)°, D(x)=(x+Dsinx, () =0,50,5+1), w(t) = 2,25.
No 18, f(x)=12x— X, B(x}=(x+0,6)sinx, p(t) =0, () =0,2+0,5¢.
Ne 19, £(x)=(x+0,5)x+1), B(x) = cos(x+0,3), 1) =0,5, YW1 =3—2.
Ne 20, f(x)=10,5(x+1)%, ®{x)= (x+0,5)cosx, ¢(£) = 0,5, y(r) =2 31.
Ne21. fix)=(x+0,8)sinny, ®(x) = (x+ 1), 9() = 0,5¢, w(£) = 0.
Ne 22, f(x) -(2—x)sinrx, @{x)={x+ 0,6, @(+)= 0,5¢, w(r) = 0.

Ne23. f(x) veosZ, ®d(x)=2x% @) =0, yw(r)=1°.

£
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Ne2d. f(x)y=(x+ 0,4)0(5%, d(x)=0,3(x +1), 9(1) = 0,4, y() =12

Ne 25, f(x)=(1—-x")+x, ®(x) = 2sin{x+0,4), o) =1, y() = (1 + 1)°.
Ne 26. f(x)=0,4(x+0,5), D)= xsin{x +0,6), 0(r) =0,1+0,5¢, w(r) =0,9.
Ne 27. f(x)=(x+0,5) cosmx, D(x) = (x+0,7)", p() =0,5, w(t) =2t ~1,5.

Ne28. f(x)=(x+2005x+1), D(x)= Zcos(x+ "Z_)

o(f) =2, y()=4,5-3.
Ne 29, f(x)=(x" + 1)1 -x), D{x)=1-smx, @) =1, y(7)=0,5¢.

Ne 30, f(x)=(x+ o,z)sin%, D(x) =1+ x2, () = 0,6¢, w()=1,2.
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