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To'rt jildlik “Nazarty fizika kursi” darslikning 3-jiidi “Kwvant
mexantkast” kursiga bag‘ishlangan bo‘lib, hozirgi zamon nazariy fizika
bo‘limlari ichida muhim o‘rin egallaydi.

XIX asrning oxiriga kelib fizikada bir qator ko‘zga ko‘rinuvchi
yutuqlarga erishildi. Bu davrda o‘sha paytgacha bo‘lgan III asrlik davr
mobaynida yaratilib va har tomonlama takomillashib kelgan mavjud
nazartyalar asosida ushbu yutuglarning katta gismini nazariy jihatdan
tushuntirib berish imkoni bor edi. Nyuton mexanikasi Yerdagi va osmon
yismlarining harakatini  bemalol tavsiflab berdi. U fizikaning
gidrodinamika, to‘lqin harakat nazariyasi va akustika kabi
bo‘limlarining rivojlanishida ases bo*lib xizmat qildi. Kinetik nazariya
gaz va boshga muhit xossalarimi atroflicha tushuntirib bera oldi.
Maksvellning elektromagnit nazanyasi elektr va magnit hodisalarpi
tushuntirib beribgina golmay, o‘zlarini yorug‘lik kabi tutuvchi
elektromagnit to‘lginlarning mavjud ekanhigini ham oldindan ko‘rsatib
berdi, shu tariga vyorug‘likning elektromagnit tabiati hagidagi
tasavvurlar paydo bo‘ldi. Atrofimizdagi olam, o‘sha paytda, mavjud
nazariyalar asosida to‘la tushuntirilishi mumkindek tuyuldi. Fagatgina
bir qator hodisalar ushbu nazariyalar asosida fushuntirila olmadi, lekin
ko‘pchilik mavyud nazariyalar vlami tez orada asoslashi mumkinligiga
astoydil ishonishgan edi.

Haqiqatda esa vogealar rivoji ular o‘ylaganday bo‘lmad:i. Yugorida
qayd etilgan hodisalaming nazariy pihatdan tushuntirilishi XX asrning °
boshlariga tkki yangi fundamental nazartya: nisbiylik nazariyasi va
kvant mexanikasining vyaratilishi bilan amalga oshdi. XX asrgacha °
ma’lum bo‘igan fizikani klassik fizika deb atash gabul gilingan.

Mazkur darshik asesan zamonaviy fizikaning norelyativisttk kvant
mexanikasi qismiga bag‘ishlan. Ushbu darslikning asosiy maqsadi kvant
mexanikasining bo‘limlarini bayon etishdan iborat bo‘lib, unda ’
yorug‘likning kvant tabiati hamda elektronning to‘lqin xususiyatlarini
tasdiglaydigan bir qator tajriba natijalari va M.Plank, A.Eynshteyn, '
N.Bor, L. de-Broyl g'oyalarining har tomonlama tahlili asosida kelib -
chiggan Shredinger to‘lgin tenglamefi’ atroﬂiéha yorifibbeiilg ﬁﬁ'—'ﬁé’f'ﬂﬁﬁ
tenglamadan foydalangan holda hjlr 0 'l(;hz\mlf*iﬁaéala at;’ ﬁ_} ot
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ossilator masalasi, markaziy maydondagi harakat, veodorod va
vodorodsitnon atomlarning nazariyasi, ko‘p elektronit atomlarning
nazariyasi kabi masalalarning vechilishi ko‘rsatilgan. Shu bilan birga
ushbu darshkda kvant mexanikasida keng qollaniladigan tagnbiy
usullar, xususan, g‘alayonlanish nazanyasi, sochilish nazaryasi va
refyativistik kvant mexanikasining clementlari bayon etilgan.

Darslikda bayon  etilgan fundamental fizikaviy nazariya
mikrozarrachalarni tashqi kuch maydonlarida harakatini va yorug'lik
tezligidan ancha kichik bo‘lgan tezliklardagi zarrachalaming o‘zaro-
ta’siri o‘rganiladi. Shunga o'xshash masalalar klassik fizikada ham
o‘rganilgan edi. Ammo klassik fizika tushunchalari, uning asosiy
tenglamalari mikrodunyoni tavsiflashda bir gator muammolarga duch
keldi. Ushbu vaziyat mikrodunyoga xos bo‘lgan diskretlikni ifodalovchi
yangi qonuniyatlarining mavjudligini aniqlash va zarrachalar harakat
gonuntarini tavsiflasheing vangt g oyalarint ilgari surishat tagozo etdi.

Elektromagnit o‘zaro ta’sir bilan bog‘langan zarrachalar sistemasini
o‘rganish kvant mexanikasining asosiy vazifalaridan birini tashkil ctadi
va bu doiraga atomlar, molekulalar, kristallar, moddalaming
xususiyatlar va ularda sodir bo‘ladigan juda ko*p hodisalar kiradi.

Kvant mexanikasi atom va molekulalarning fizikasining asosmd
tashkil etadt,

U yadro fizikasi, moddaning elekiron nazariyast, gatiig jism fizikasi,
kvant kimyosi, kvant statistikasi va boshga bir qator fanlarning
negizidir,

Keyinchalik ma’lum bo‘ldiki, Shredinger mnazariyasi asosida
atomlarning barcha hodisalarini  tushuntirib  bo‘lmaydi, xususan
atomning magnit maydoni bilan o‘zaro-ta'sitini to‘g‘n  ifodalash
mumkin  bo‘lmadi, shuningdek murakkab atomlar nazariyasini
yaratishda ham bir gator giyinchilikiarga duch kelindi. Bu hodisalarni
tushuntirish uchun elektronning spin xususiyatlarini hisobga olishga
to‘g‘ri keldi. Shredinger nazariyasining keyingi rivojlanishi Dirakning
relyativistik nazariyasining vujudga kelishi bilan chambarchas
bog‘liqdir, Dirak tenglamasi yordamida harakatlanuvchi elektroniarning
nafaqat relyativistik, balki spin xususiyatiarini ham ifodalash imkoniyat:
yaratilds. S

Darslikda bayon qilingan nazarly mavzularmi amaliy jihatdan
mustahkamiashga katta e’tibor qaratilgan. Shu magsadda har bir bob
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oxirida mavzularga mos keluvchi masalalar va sinov savollari berilgan.
Ba’zi masalalarning yechimlari ham keltirilgan.

Darslikda mavzularni tanlashda universitetlar uchun ishlab chigilgan
hamda Oliy va o‘rta maxsus ta’lim vaziligi tomonidan tasdiqlangan
“Kvant mexanikasi kursi bo‘yicha na’munaviy dastur” asos qilib
olingan. Kursni bayon qilish uslubiyati Mirzo Ulug‘bek nomidagi
O‘zbekiston Millty Universiteti fizika fakulteti “Yadro va nazariy
fizika” kafedrasida ko‘p yillar davomida ushbu nazariy kurs bo‘yicha
ta’lim berib kelayotgan professor-o‘gituvchilarning tajribasi asos gilib
olingan.

Ushbu darslik O‘zbekiston Respublikasi Vazirlar Mahkamasi
qoshidagi Fan va texnologiyalarm rivojlantirishni muvofiglashtirish
qo‘mitasi tomonidan “OVJ-3-9” — sonli innovatsion loyiha doirasida
yaratilgan.

Darslikni  yaratishda o‘zlarining qimmatli fikr-mulohazalarini
biidirgan tagrizehilar professor A.A. Boydedayev va profofessor K.A.
Tursunmetovga mualliflar o'z minnatdorchiliklarini bildiradilar.
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oz Ll Klassik fizikaning asosiy qiymchlhklan '

XIX asming oxirt XX asming boshiga kelib klassik nazariyada
asosan fizikaviy ststema holatimi rnivojlanishim to‘la ifodalash uchun
mustaqil kattaliklardan foydalanilgan va ular muwayyan vaqt
momentidagi dinamik o‘zgaruvclilar deb nomiangan. Ushbu kattaliklar
vagitning har bir momentida aniq qiymatga ega bo‘lib, ulaming
qiymatlart to‘plami sistemaning dinamik holatini aniglab beradi.
Bundan tashqar, agar fizikaviy sisiemaning holati uchun barcha
koordinatalarning qiymati vaqtning boshlang‘ich momentida ham
berilgan bo‘lsa, u holda fizikaviy sistemaning vagt bo*yicha rivojlanishi
to‘la-to‘kis aniglangan bo‘ladi va uning keyingt harakatini ham
oldindan aytib berishga imkon varaiiladi. Matematik nuqiayi nazardan
qaraganda, dinamik o‘zgaruvchilar vagtning funksivasi bo‘lib, ikkinchi
tartibli differensial tenglamalar sistemasi orgali amiglanadi. Shunday
qilib, klassik  norelyativistik  nazariyaning  asosiy  magsadi
tekshirilayotgan sistemaning dinamik o‘zgaruvchilarini aniglab olib,
vaqt bo‘yicha ulaming o‘zgarishini ifodalovchi harakat tenglamalarini
tuzishdan iborat.

Klassik mexanikaning asosiy qonunlari Nyuton tomonidan ta’riflab
beriigandan boshiab, XIX asming oxirigacha ushbu dastur
muvaffaqiyaili rivojlanib keldi va yangi eksperimental natijalaming
paydo bo‘lishi, nazariy jihatdan, yangi dinamik o‘zgaruvchilar va yangi
tenglamalarning paydo bo‘lishiga olib keidi. Shu bilan bir qatorda yangi
hodisani, yoki yangi jarayonni umumiy nazariy sxemaga kiritish kaita
qiyinchiklar tug‘dirmadi. Shu davr ichida biror bir eksperimental natija
yoki fizik kashfiyot yuqoridagi gayd etilgan dasturning to‘g‘riligiga
shubha tug‘dirmadi. Bu rivojlanish 1900-yilgacha muvaffagiyatli
davom ettirildi, lekin mikrodunyo migiyosidagi fizikaviy hodisalar
to‘grisidagi bilimlar borgan sari ko'payishi va chuqurlashishi natijasida
klassik fizika bir qator qivinchiliklar va qarama-qgarshiliklarga duch
keldi.

Juda tez ma’lum bo‘ldiki, klassik fizika asosida atom hamda subatom
darajasidagt fizikaviy hodisalarni va ulardagi bo‘iadigan jarayonlamt
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aniq ifodalash mumkin bo‘lmay qoldi va ulami to‘g'ri talgin gilish
uchun prinsiptal yangi nazariyam yaratish ehtiyvon tug®ildi.

Ma’'lumki, bizni qurshab olgan komnotda ikki xil obyektlar farg
gilinadi: modda va nurlanish. Modda aniq koordinatalarga ega bo‘lgan
korpuskulalardan tashkil topgan bo‘lib, ulaming harakati Nyuton
mexanikasming gonunlariga bo‘ysmadi, vaqtning berilgan momentida
har bir korpuskulaning holati uning joylashishi va tezligi bilaa
aniglanadi, ya'ni oltita mustagil dinamik o‘zgaruvchilar bilan
ifodalanadi. Moddaning korpuskular nazariyasi koinotdagi jismlar va
katta o'lchamdagi obyektlarming mexanikas: bilan chegaralanadi.

Keyinchilik modda tuzilishining atom gipotezasi paydo bo‘lishi
bilan, korpuskular nazariva yordamida mikroskopik darajadagi barcha
fizikaviy hodisalarni ham tushuntirishga harakat qilindi. To*g‘ridan-
to‘g‘ri atom gipotezasini tekshirishga imkoniyat bo‘lmaganligi sababli,
bilvosita xarakterga ega bo‘lgan isbotlarga juda ko‘p vaqt va e’tibor
ajratildi, ya’nmi molekulalardan tashkil topgan moddiy jismlarning
makroskopik xususiyatlarini tekshirishda alohida har bir molekulaning
harakat gonuniari tahlil qilindi. Matematik jihatdan bu masala nthoyatda
murakkabdir, chunk: erkinlik darajasi soni juda ko‘p bo‘lgan
sistemaming dinamik ofzgaruvchilarining o‘rtacha qiymati  hisobga
olinishi kerak. 8hu o‘tinda bir mol modda miqdorida molekulalar soni
N,=6,02 - 10” (Avogadro soni) ga teng ekanligini eslatib o‘tish joiz deb
hisoblaymiz.

Bunday sistemaning harakat tenglamalarini anig yechish mumkin
emas, shuning uchun ushbu masalani statistik usuilar yordamida yechish
kerak. Shunday qilib, yangi fan-statistik mexanika vujudga keldi. Gazlar
harakatini  tekshinsh  (gazlarning  kineitk  nazanyasi)  va
termodimamikadan (statistik termodinamika) olingan yangi nafijalar
moddaning korpuskular nazariyasining asosiy goidalarini sifathi  va
imkontyat darajasida aniq migdoriy hisoblashlarga imkon varatadi.

Shu paytning o‘zida fizikaning boshqa bo‘limlari bilan birga elekir
va magnit hodisalar hagidagi ta’limot ham tez sur’atlarda rivojlana
boshladi. Bu sohada katta muvaffagivatlarga ingliz fizigi J. Maksvell
erishdi. 1865-yilda elektromagnit nazartyasining asosily qonunlarini va
ularni ifodalovehi tenglamalarmi keltirib chiqardi. Mexanikada Nyuton
qonunlari qanday rol o‘ynasa, elektromagnetizm sohasida J Maksvell
tengtamalari ham shunday ahamivat kasb etadi.
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Nurlanish hodisasi Maksvell tomonidan kashf etilgan elektromagnit
nazariyasining  qonuniariga bo'ysunadi. Nurlamishning dinamik
o‘zgaruvchilar soni cheksiz ko*p bo'lib, fazoming har bir nuqtasidagi
elektr va magnit maydonlar orqgali namoyon bo‘ladi. Moddadan
farqliroq, nurlanishni alohida-alohida korpuskulalarga ajratish mumkin
emas, nurianish to‘lqin xususiyatga ega bo‘lib, interferensiva va
difraksiva kabi hodisalar orqali o‘zint namoyon etadi. Nurlamshning
to‘lgin nazartyast X1X asrning birinchi yarmida fransuz fizigi Frenel
tomonidan asoslab berildi. To‘lgn targalish muammolari to‘g'n hal
efilgandan keyin, to‘lgqin gipotezisidan kelib chugadigan barcha
natijalarni tekshirtshga va bu gipoteza asosida ma’lum bo‘lgan yorug‘iik
hodisalarini, shu jumladan geometrik optikani ham tushuntirishga
imkon varatildi. Optika sohasida yorug‘likning to‘lqin nazariyasi
asosida o‘tkazilgan gator mashhur ishlar to‘lgin nazarivasining tutgan
o‘rmim yanada mustahkamladi.

Yorug'likmi elektromagnetizin  nazariyasini yarafishga XIX ast
o‘rtalarida kashf etilgan bir qator hodisalar salmogii o‘rin tutdi. Fazoda
elektromagnit  maydon vyorug'likming vakuumdagi tezligiga teng
bo‘lgan tezlik bilan to‘lgin tarzda tarqalishi bevostta Maksvell
tenglamalaridan  kelib  chiqadi. Shunday qilib, elektromagnit
to‘lqtnlarning bo‘sh fazoda, va’ni vakuumda tarqalishi Maksvell
tomonidan nazariy ravishda oldindan keltirib chiqarildi va yorug‘likning
elektromagnit nazariyasi varatiladi. Bu nazariyaga ko‘ra, yorug'iik juda
kichik to‘lgin uzunligiga ega beo‘lib, elektromagnit  to‘lqinlardan
iboratdir. Keyinchalik nemis fizigi G.Gers bo‘sh fazoda elektromagnit
to‘lqinlarmi eksperimental ravishda mavjudhgini isbotladi. Shu bilan
optika va elektromagnetizmning uzviy bog‘ligligi isbotland:.

Mz’lumki, optikadag: muhim hodisalardan biri nurlanish hodisasidir
va uning turh xillari mavjud. Masalan, gazlardan elektr toki o‘tishi
javayomda  vujudga keladigan purlamsh, oksidlanayotgan fosfornt
nurlanishl, elektronlar bilan qattig jismlarni bombardimon gilish
natijasida vuyudga keladigan nurlanish, qizdirilgan jismming nurlanishi,
ya’'ni issiglik marfamisht va hokazo. Yoqornidagi qayd etilgan nurlanishlar
bir-biridan o‘ziarining vujudga kelish tabiati bilan ajralib turadi. Har
ganday wnurlamish jJarayonida energivaning biror turn  purlanish
energiyasiga aylanadi va jumladan issiglik norlanishida energiyaning bir
gismi clektromagnit to'lqin tarzida nurlanadi. Issiglik nurlanishi
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o‘zining Xususiyati bilan boshga nurlanishlardan keskin farq giladi,
chunki bu nurlantsh muvozanatli holatga tegishlt bo‘lgan nurlanishdir.

Jismlarning issiqlik nurlanishi qonuniyatlarini nazariy tomondan
tushuntirish XIX asrning oxiri XX asrming boshlariga kelib klassik
fizikada eng muhim muanunoga aylangan edi. Elektromagunit
nurianishning intensivligi va spektrlar ustida olib borilgan 1zlamshlarcla
kiassik fizika birinchi bor jiddiy mag‘lubiyatga uchradi.

1.2. Kvant nazariyasining paydo bo*lishi

Ma’lumki, jism sirtiga nurlanish tushsa, ikki xil hodisa ro'y beradi:
nurlanishning ma’lum bir gismi jism tomonidan yutiladi, qolgan gismi
esa jism sirtidan qaytadi. Jism nurlarni gancha kam qaytarsa, u shuncha
qoraroq tuyuladi. Agar jism o‘ziga tushgan nurlanishni gaytarmasdan
to‘la yutib goisa, u bizga mutlago qora bo‘tib tuyuladi. Yuqorida qayd
etilgan xususiyatga ega bo‘lgan psmlar absolut qora fism deyiladi,
“Absolut qora jism” deb, unga tushayotgan har qanday chastotali
yorug ‘likni butunlay yutish qobiliyatiga ega bo‘igan jismga aytiladi.

Kvant nazariyasiniag paydo bo‘lish tarixi absolut gora jismning 188ig-
lik nurlanish spektrini hisoblashdagi urinishlar bllan bug‘hqdlr (l-rasm)

p{cf .1
1650° -

Lan i 120

b1/

40

|-".
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1-rasm, Turli temperaturalarda absolut qora jism nurlamsh spektrining _
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Bunday jismlarning issiglik nurlanishi ajoyib xususivatga ega:
ularning spekiri, ya’mi nurlanishning chastotalar bo‘yicha tagsimlanishi,
jismning tabiati bilan mutlaqo bog‘liq emas. Masalan, har ganday yopiq
bo‘shligni, yoki qora kuyani absolut qora jism deb qarash mumkin
chunki ularning nurlanish spekdrt bir xil, sababi ufarning har ikkalasi
ham o‘ziga tushayotgan yvorug'likm to'liq yutadi. Ana shu xususiyat
tufayli absolut qora jismning nuvrlanish spekirini statistik fizikadagi
metodlar yordamida nazariy hisoblash mumkin.

Issiglik nurlanish nazariyasining asosiy maqsadi absolut gora
jismning temperaturasi va to‘lgin uzunligli orasidagi bog‘lanishni
aniglashdan iboratdir,

Bu sohada tajribalardan kelib chigadigan xulosalar quyidagicha:

1).absolut gora jismning nurlanish spekiri uzluksiz xarakterga ega.

2).har bir temperaturaga tegishhi bo‘lgan nurlanishning energetik
tagsimotint tfodalovehi egri chizigda aniq maksimum maviud bo‘lib, u
temperatura oshgan sari qusqa to*lqin uzunhikiar sohasiga siljiydi.

Bu sohada olib borilgan izlanishlar tufayli quyidagi kashf etilgan
gonunlarga to‘xtalib o‘taylik.

Birinchi qonun Stefan-Bolsman gqonuni deb nomlanib, absolut
qora jismning to‘la nur chiqarish qobilivatini temperaturaning to‘rtinchi
darajasiga proporsionailigini ko ‘rsatadi:

E,=6T*, (1.1)
bunda - Stefan-Bolsman doimiysi bo'lib, tajribada aniglangan
qiymati - .

o Kﬁ. . {1 2)
ga teng. Vinning sihjish qonuni deb numlangan ikkinchi gonun 1-
rasmdagi spekirning maksimumiga taalluglidir; absolut qora jism
nurlanishi maksimumiga mos keluvchi A -to‘lgin  uzunlikning

temperaturaga ko*paytmasi o‘zgarmas kattalikdir, ya'ni
AT =b (1.3)

c=567-107"

Bunda &b ~ Vin doimiysi bo‘hb, fajribalar  asosida
b=2,898-10" Ksmekanligi aniglangan. Bu formuladan ayonki, absohit qora
jismning nurlanish temperaturasi qancha yugori bo‘lsa, A4, shuncha
kichik giymatga ega bo‘ladi, boshgacha aytganda, nurlanish
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temperaturasi oshgan sari absolut qora jismning nurlanish qobiliyatining
maksimumi gisqa to‘lqin uzunliklar sohasiga siljtydi.

1900-yilgacha tajribalardan olingan absolut gora jismning nurlanish
spektri intensivligining egri chizig‘ini nazariy jihatdan ma’fum bo‘lgan
klassik fizikaning fundamental qonunlan asosida tushuntirib bo‘lmadi .
Klassik mexanika, statishk termodinamika va  elekiromagnit
nazariyasining qonunlaridan foydalangan holda faqatgina Reley-Jins
formulasini olindi, ya’ni S -
O oo (14)

oo i, L .

bundax=13807-10"  J/K — Bolsman doimiysi, p{(w,T)— nurlanish
cnergiyasi zichligi. Reley-Jins formulasi bilan faqat 1-rasmdagi
shtrixlangan qism tushuatira olinadi (past chastotalar sohasi). Reley-Jins
formulasiga asosan nurlanish energiyasining to‘la intensiviigi cheksiz
orta borishi kerak. Eksperiment natijasiga ko'ra to‘la nurlanishning
intensivligi cheklidir. Shunday gilib, hosil qilingan formulalar tajriba
bilan keskin garama-garshi chiqdi.

1900-yiiga kelib Maks Plank absolut qora jism nurlanish
muammosini hal etdi va issiglik nurlanish spektrini aynan ifodalovchi
tormulani olishga muvaffaq bo‘ldi. Amme Plank buning uchun modda-
nurlanish o‘zaro ta’siri haqidagi klassik fikrlarga mutlago zid bo‘lgan
yangt g‘oya kiritishga majbur bo'ldi. Uning g'ovasiga asosan,
clektromagnit nurlanish energivasi uzluksiz ravishda emas, balki
alohida diskret porsivalar — kvantlar — holida atomlarda yutihshi va
nurlantshi mumkin. Bunda€ — energiya kvanti v nurlanish chastotasi

bilan /~ universial doimiy ko‘paytmasiga teng bo‘lishi kerak ekan:
& =hy (1.5)

p(,T)=

bunda
h=6,62606957-107 J - s (1.6)
- Plank doimiysi. Plank gipotezasiga asosan moddadan chigarayotgan
v chastotali nurlanishning £ umumiy energivasi energiya kvantiga (¢
pa) karrah bog‘liq bo‘ladi, ya'ni
E = ne = nhv = nho
Universal doimiy h=Ah/27 =105-10""/ -shozirgi zamon fizikasida
Juda katta ahamiyatga ega. Uning qiymatini turlt metodlar bilan
cksperimental ravishda aniqfash mumkin.
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O‘z goyasiga asoslanib hamda statistik fizika qonunlaridan
foydalanib, Plank absolut qora )ismning issiglik nurlanish spektiing
hisoblaydigan formmulaga keldi, ya’ni 7 temperaturadagi muvozanatli
nurlanishning hajiniy energiyasi zichligi uchun  quydagi ko‘rinishdagi
formulani keltirib chigardi:

AT =253 (ﬁm‘) SRR ¢ )
ex e DT -

k
‘ Olingan (1.7) formulani tahlil qilaylik:

1. fo<<iT uchun, ya'ni to'lgmn vzunhgi Aning yoki temperatura T
ning katta giymatlarida eksponentani ka7 darajalari bo‘yicha gatorga
yoyish mumkin. Qatorning birinchi hadi Reley-Jins formulasini berad;.

2. mre>>kT uchun, ya’ni yugori chastotalar yoki past temperaturalar

ho
uchun &7 ., | bo‘lib, Plank formulasi quyidagi ko‘rinishni oladi:
b (1.8)
w,Ty=—7 e
Pl Iy =—7-

Shunday qilib, klassik tasavvurlarga govat zid, mutlago yangi
tushuncha kiritilish natijasida keltirib chigarilgan Plank formulasi
absolut qora jism nurlanmishining natijalarim muvaffaqiyatll tarzda
tushuntira oldi, xususan, (1.7) formula muvozanath issigiik nurlanish
hodisasini to‘liq tavsiflab beradi.

1.3, Yorug‘likning kvaﬁt.nazariyasli

Plankning kvantlar g‘ovasiga Dbinoan jismlaming nurlamsh
energiyasini yutish va chigarish jarayoni vzlukli ravishda yuz beradi. Bu
g'oya klassik mexanika va statistik fizika yecha olmagan issiglik
nurlanish muyammosint hal qilib, issiqghik nurlanishi nazariyasini
yaratishga olib keldi.

Shu davrdan boshiab fizikaviy kattaliklar fagat vzluksiz o‘zgaruvchi
kattalikiarni gabul qilibgina qolmay, baiki uzlukh, diskret o‘zgaruvchi
kattaliklarni ham gabul qilishi mumkinligi katta abamiyatga ega bo‘lds.
Plank g‘oyasiga asosan jismlarning nurlanishi uzluksiz emas, balki
alohida-alohida porsiyalar bilan, ya’ni kvantlar sifatida chiqariladi.
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Yorug‘lik kvantining energiyasi & ynrug hkumg chastotam @ bilan
quytdagi tfoda orgali bo‘glangan:

c=hw. T (19
Plankning nurlanish kvantlari g'oyasimi  A. Eynshteyn yanada
rivojlantirib, kvant xususiyat umuman yorug‘likka tegishii

xususiyatdir, deb hisoblashni taklif etdi. Eyunshteynning fikricha,
yorug‘lik haqidagi g‘oyaga Dbinoan yorug‘lik =-energivaga ega
bo*lishi bilan bir qatorda p- impuisga (bu va bundan keying ifodalarda
vektor kattaliklarni qoraytirilgan barflar bilan belgilanadi} ham ega
bo‘lishi kerak, yani

‘ | p=hk. (1.10)

Harakat qiluvehi yorug'lik kvantlarini Eynshteyn fotonlar deb
nomladi va yorug'lik fotonlar tarzida nurlamadi, tarqaladi, yutiladi,
wmuman olganda yorug'lik fotonlar sifatida mavjuddir deb ta’kidladi.
(1.9) va (1.10) formulalar vyorug‘lik kvant nazarivasining asosiy
formulalari bo‘lib, yorug‘lik kvantining s-energiyasi va p-impulsini
yassi monoxromatik to‘lqinming w-—chastotasi va A-to‘lgin uzunligi
oilan bog‘laydi. Yorug'likk kvant nazaryasini mohiyati shundan
iboratki, mikrosistemalar (masalan, elektron, atom, molekula) va
yorugtlik  ofrtasidagi energiya va impulsning almashinuvi biror
yorug‘lik kvantlarining paydo bo‘lishi va boshgasining yo'qolishi bilan
aniglanadi. Shu fikmi tasdiglash maqsadida yorug‘likning biror bir -
sisterna bilan o‘zaro ta’sirin, ya’ni to‘guashuvini ko‘rib chiqaylik.

Yorug ik kvanti bilan to*gnashuvdan oldin sistemaning energiya va -
impulsini mos ravishda £ va p orgali belgilasak, u holda to‘gnashuvdan
keyin bu kattaliklar £ va £ qiymatlarni gabul giladi. Shu bilan birga
ho va ak orqali to‘gnashuvdan oldin vorig‘lik kvantining energivasi va -
impulsini belgifansa, u holda to‘gnashuvdan keyin shu kattaliklar ro” va
nk' orqalr belgilab olinadi. Umuman olganda, to‘gnashuv deganda
quyidagl tushunisk kerak: sistemaming yorug‘lik bilan to‘qnashishi
natijasida o-chastota va k—yo‘nalishga ega bo‘lgan elektromagnit
lo*lqining energivasi va impuisi mos ravishda ke va sk ga kamaygani,
ya’'ni yorug‘lik kvanti yo‘q bo‘lganligini bildiradi, shu bilan birga o'-
chastota va w-yo‘nalishga ega  bo‘lgan boshga elektromagnit
to‘lginining energiyasi hamda impulsi mos ravishda #e’ va #k ga
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ortganini, ya'nt yorug‘lik kvanii paydo bo‘lganini bildiradi. Boshqacha
aytganda, klassik zarrachalarning to'qnashuvidagi kabi, sistema
to‘qnashuv jarayonida enegiyasi ke va impulsi »k ga teng bo‘lgan
yorug‘lik kvanti o‘zining energiyast s’ va impulsinl 2k’ ofzgartiradi,
Yugoridagi qabul qilingan belgilashlar hisobga olinsa, matematik
nuqtayt nazardan energiya va impulsning saqlanish qonunlari
quyidagicha ifodalanadi: L :
St e ROFE=RONE o (L1D)

o pE+P=nk+P Y (11

Bu tenglamalar yorug‘likning sochilishini, yutilishini va nurlanishini,
ya’ni uning asosty jarayonlarini 0‘z ichiga gamrab oladi.

Agar «=0 bo‘lsa, u holda k'=¢ bo‘ladi, unda (1.11} va (1.12)
tenglamalar #e energiyaga ega bo‘lgan yorug‘lik kvantining sistema
tomonidan yutilishim ko‘rsatadi. Agar o=0 (demak k=0 bo‘ladi}
bo‘lsa, bu tenglamalar #»e eonergivali kvantining nurianishini
ifodalashadi. Va nihoyat, agarda « va «'lar noldan fargli bo‘lsa, u holda
bu tenglamalar vo‘rug‘likning sochilishini ifodalaydi, yva’ni (ze,nk)
yorug‘lik kvanti to‘qnashuv jarayonida boshqa (re',#k’) yorug'lik
kvantiga aylanad.

Yugorida keltirilgan (1.11) va (1.12) formulalar, ya'ni energiva va
impuls saglanish qonunlari, yorug likning ham to‘lgin, ham korpuskular
tassavurlariga zid keladi va ularm klassik fizika qonunlari orgali
tushuntirish mumkin emas. Lekin shunga qaramay, Eyshteyning
gipotezasi bir gator tajribalarni tushuntirishga vordam berdi va yorug‘lik -
kvantlari haqidagi g‘oya to‘la tasdiglandi. Quyida yorug‘lik kvantlari
g*ovasini tasdiglovchi ba’zi tajribalar bilan tanishib chigamiz. :

Tashqi fotoelektrik effekt. Fotonlar g'ovasini bevosita tasdiglanishi
tashqi fotoelekirik effekt (fotoeffekt) hodisasini  eksperimental
o‘rganish natijasida ro‘yobga chiadi. Foioeffeki hodisasi shundan
thboratki, yorug‘lik yoki ultrabinafsha nurlar bilan metall yuzasini
nurlantirilganda undan elektroniar ajralib chigadi. Tajribalarning °
ko‘rsatishicha, fotoelektronlarning energiyasi yorug‘lik intensiviigiga
mutlage bog‘lig emas, balki yorug'likning @ chastatasi bilan bo‘glig
ckanhgi ma’lum boldi. Agarda (1.11) energiva saglanish gonunini
fotoeffekt hodisasi qo‘llanilsa, foion bilan elektronning ta’sirlashuv
jarayonida fotonning %@ energivasi elektronga o'tadi, boshgacha
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aytganda, ta’sirlashuvga gadar vyotug‘lik kvanmti tarzida namoyon
bo‘layotgan energiya ta’sirlashuvdan so‘ng elektronning energiyvasiga
aylanadi. Metall sirtidan elektronni ajratib chigarish uchun qandaydix
ish sarflash kerak (bu ish metalldan elekironlamni chigish 1shi deyiladi va |
x bilan belgilanadi). U holda metalldag:t elektronning energiyasi -y ga
teng bo‘ladi. Fotoeffekt hodisasida yorug‘lik kvanti to‘la yutiladi va
(1.11) formulada »®" =0 bo‘ladi.

Yorug‘lik kvanti yutilgandan keyin elektronning energiyasi mv’/2
ga teng bo‘ladi. Bunda m — elektronning massasi, v— esa metall sirtidan
chigayotgan elektronning tezligi,

Fotonlaming ko'pchilik gismi metall tomonidan yutiladi va fagat
ularning bir gismigina elektronlarni urib chigaradi. ¢ chastota gancha
katta bo‘lsa, metalldan wuchib chiquvchi elektronlarming tezligi
shunchalik katta bo‘ladi. Tkkinchi tomondan elektronlaming tezhigi v=10
bo'lsa, tashq fotoeffekt bo‘lmaydi. Bu hol fotoeffekting chegarasi deb
ataladi va bu chegara yorug‘likning tebranishlar chastotasi bilan
xarakterlanadi, ya'ni  fotoeffektning qizil chegarasini aniglaydi.
Yorug'likning bundan past chastotasida, berilgan modda uvchun
fotoeffekt hodisasi namoyon bo‘lmaydi. Demak, fotoeffekt hnd13351
uchun (1.11) formula quy1dag1 ko‘rinishda bo‘ladi: .

fio) — X="7 S

(1.13) tenglama Eynshteyn tenglamasi deb yuritiladi va uni
quyldagicha tashuniirish mumkin: #e energryaga ega bo‘lgan foion
metal] sitrt bilan to‘qnashib, o'z energiyasini elektronga beradi. Ushbu
cnergiyaning bir qismi elektronmi metal sirtidan chrgarishga sarflansa
(z chigish ishini bajarish vuchun), qolgan qismi elektronning mv?/2
kinetik energiyasiga aylanadi.

Bu tenglama yorug‘likming fotoeffekt hodisasi uchun energiya
saqlanish qonunini bildiradi. Eynshteyn tenglamasi bilan tavsiflanuvehi
totoeffekt hodisasi kvant nazariyasimi fundamental asoslarining
to'g'riligini, ya'ni yorug'tik energiva giymati diskvet xarakterga ega
ckanligini isbotlaydi. Shu bilan bir gatorda, (1.13) tenglama absolut
qora jism issiqlik nurfantshini o‘rgantshda Plank tomonidan kiritilgan #
doimtyni asoslab berdi va Plank goyasimi isbotlovchi dastlabki
lafsilotlarni to*g‘ri ekanligini tasdigladi.
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Kompton effekti. Fotoeffekt vorug‘likning kvant tabiatiga ega
ekanligini rad gilib bo*imaydigan darajada to‘la isbotlagan bo*lsa-da,
Eynshteynning fotonlar nazariysi 1923-yilda yapa bir tasdigga ega
bo‘ldi. Artur Kompton gisqa to‘lginli elektromagnit nurlanishlarni,
ya'nl  Rentgen nurlarini qattig jismlarda sochilishiga bog'lig
izlanishiarida nurlanishning to‘lgm uzuntigimi o'zgarish hodisasini
kashf etdi va bu hodisa Kompton effekti deb nom oldi.

. Klassik fizikada yorug*hkning to’lgin xususiyatlari Maksvell
nazariyasi asosida tushuntiritar edi. Bu nazariyaga ko‘ra yorug‘likning
o‘zgaruvchan elekir maydoni kristallga tushgandan so‘ng, undagi
atomlarning elekfronlarini majburan tebrata boshlaydi va tezianish
olgan elektronlar o‘z navbatida ikkilamchi to‘lginlami targatadi.
Sochilgan nurlanish chastotasi  (ikkilamchi to‘lginlar chastotasi)
kristallga tushayoigan vorug‘lik nurlarining chastotasi bilan bir xil
bo‘ladi.

Rentgen nurlari bilan o‘tkazilgan tajribada, birlamchi nur yo‘nalishi |
bo‘yvicha sochilgan nurlanish intensivligi teskari yo‘nalishda sochilgan
nurlanish intensiviigidan katta edi. Bu tajribani  klassik fizika niqtayi
nazaridan fushuntirish katta givinchiliklarmi yuzaga keltirdi,  Tajri- -
balarda sochilgan nurlar chastotasining o‘zgarishi kuzatilib kelindi va
- to‘lgin nazariyasi tomonidan mutlago tushuntirish imkoniyati bo‘lmadi.

Kompton effektini  yorug‘hkning kvant nazariyasi asosida
tushuntirildi, ya'ni  birlameck tushayotgan fo‘lginning vzunligi bilan
~ ikkilamchi sochilayotgan to‘lqinning uzunligi orasidagi mavjud bo‘lgan
~ bog‘lanishni miqdoriy ifodaladi. Fotonlar erkin elektronlar bilan
to‘gnashganda fotonlarning chasfotasi o‘zgargan holda sochilishi
kuzatildi, fotonlar bilan to‘gnhashgan elektronlar esa energiya va
impulsga ega bo‘lib, natijada ular ma’lum yo‘nalishda harakatlana
boshilaydi. Bu holda energiya va impuls saglanadi. Rentgen nurlarining
+ energivasi katta bo‘lganligi sababli biz hisoblashlarai o‘tkazganimizda
atomdagi elektronlarning energivasini hisobga olmasak ham bo‘ladi va
shu tafayli ularni tinch holatdagi zarrachalar sifatida garash mumkin.
Demak elektronning boshlang‘ich £ energiyasi va p impulsini nolga
teng deyish mumkin. Bunday elektronlarni erkin elektronlar deyiladi va
etkin elektronlar deb atom bilan bog‘lanish energivasi foton bilan
to‘qnashish paytda olgan energivasidan kichik bo‘lgan elektronlarga
aytiladi.
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Rentgen nurlari kvanti bilan to‘qnashgandan keyin elektronning
energivasi juda katta givmatga ega bo‘lishimi ko‘rsatish uchun
nisbiylik nazariyasi formulalaridan zarrachaning massasini uning
tezligiga bog‘ligligini hisobga olish kerak. Nisbiylik nazarivasiga
binoan v tezlikda harakatlanuvchi etektronning kinetik energiyasi

T FTRLE T Ly
impulsi esa, ... . T
B T Pr: ?:_:_FJ__.:: . .
APEE SR L E=v* et = o - (.15}

ga teng, bunda m,— elektronning tinchlikdagi massasi, ¢ — yorug*-
likning vakuumdagi tezligt. '

Olingan qiymatlarni (1.11) va (1.12) formulaga qo‘yilsa hamda
E=0 va P=0 ekanligi nazarda tutilsa, quyidagi natijaga kelinadi:

ﬁm:hm’-l—mﬂcz[ 118“’ —1] A (1.16)
s

s

Hosil bo' lga.n (1.16) va {1.17) tenglamalar mos holda skalar va
vektor tenglamalardir. Bunda g=v/c b0‘lib, wva k— tushayotgan

Rentgen nurlarining chastotasi va to‘lgin vektori, « vak esa sochilgan
nurlarning tegishli kattaliklaridir. (1.16) va (1.17) tenglamalardan
muhim natija kelib chigadi: sochilgan fotonning energiyasi va impuis
tushayotgan fotonning energtyasi va impulsidan kichigrog bo‘iadi, ya'ni
sochilayotgan nurlanishning to‘lgin uzunligi tushayotgan nurlanishning
to'lgin uzunligidan kattaroqdir, chunki A=c/v  formulaga asosan,
to‘Igin vzunligi ortadi.

(1.16) va (1.17) formulalarning to'g‘riligini isbotlash uchun
sochilayotgan vorug‘likning e chastotasini ¢ sochilish burchagiga
ganday bog‘langanligini aniglab folish z@mh Zﬂrasmda taswtlang&n

impulslar diagrammasini ko‘rib chlqayllk WRVIL T
LR bt O
H

fiﬁ.}u_,f I R Y D
e T ESFZ f

»

Bk = hk +




ya'ni tushayotgan renigen nurlarining
yo‘nalishi ko‘rsatilgan, OC yo*nalish
bo‘yicha esa elektronlar bilan to'g-
nashish tufayli sochilgan ikki-lamchi
Rentgen nurlarining vo‘nalishi beril-
gan, 68 sochilish burchagini, ¢ esa
birlamchi kvant va elektronning olgan
impulsi orasidagi  burchakni ifoda-
laydi. Sochilgan ney kvantning giymati
va  burchak orasidagi bog‘lanishni
. topish uchun, {1.17) tenglamaning OA4

o Zl;;-as::;_l Kompton' " vz OB oqlarga bo‘lgan proeksiyasi
. parallelogrammi. s .
o . olinadi. .
W - ; Co T i 1 o r‘::..!'\..l::' s
@:Eﬂi.msﬂ.{.. mlﬂv COS (X Lo . (]'18)
‘ < 1-f% .5 '
0=h£3in9—~ ! —sing S (1.19)

(1.18) va (1.19) tenglamalarning har bin kvadratga ko‘tariladi va
hosii bo‘lgan tenglamalar bir-biriga qo‘shiladi. Natjada quyidagi
ifodaga kelamiz: S

Rw® - 28 00 cos® +hip? = 22 e (120

Bu ifodani soddalashtirish maqsadida energiyani saqlanish qonunidan
foydalaniladi, ya’'ni (1.16) tenglama quyidagi korinishda yoziladr:

hleor -0 )+ me’ = Tl

va tkkala tomoni kvadratga ko*tariladi. Natijada

R -2 e’ + 1 e + m) et + im0 -a') =

g .
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tenglama hosil bo‘ladi. (1.21) tenlamadan (1.20) tenlama aylrﬂsa va
sodda matematik amallar bajarilsa,
w-w = oo {1-cos®) (1.22)
i
Ifoda hosil bo‘ladi. (1.22) formulada @ ni 2e/A va w'ni 2me/i’
orqali almashtirilsa, to‘lqin vzunligining o‘zgarishi topiladi va mashxur
Kompton munosabati hosil gilinadi: ;
| A= 2 .I (1.23)
[ e
Bu munosabat ko‘rsatadiki, sochilish burchagi gancha kafta bo‘lsa,
fotondan elektronga beriladigan impuls shuncha katta bo‘ladi. Kompton
formulasida sochilayotgan moddaning xarakteristikalari qatnashmayd;,
bu esa biz ko‘rgan holda Rentgen nurlarining sochilishi fotonlaming
erkin elektronlar bilan o‘zare ta’siri orgali aniglanishini ko‘rsatadi.
Sochilgan Rentgen nuri to‘lgin uzunhigining o‘zgarishini energiva va
impulsga ega fotonlar asosida tushuntiriladi. Shunday gilib,
Komptonning tajribalari yorug‘lik kvanti - fotonda impulsning
mavjudligint ishotlab beruvchi birinchi tajriba  bo‘ldi va impulsni
hagigatdan ham (1.10) formuia orgali ifodalanishini ko‘rsatib berdi. - -

1.4, Yorug‘likning to‘lqin - korpuskular dualizmi

Yuqoridagi aytilganlarga asosan, Plank o‘zining yorug‘lik mayda
zarrachalardan iboratdir, degan tushunchast bilan haq ekan degan fikr
paydo bo‘ladi. Amme bu fikimi so‘zsiz gqabul qilinishiga yvoruglikning
to‘lgin tabiatim tasdiglovchi (uning interferensiva va difraksiya
hodisalariga bo‘ysinishi hagidagi) ko‘pgina tajribalar to‘sqinlik giladi.
Korpuskular va to‘lgin nazariyalar nagadar zid ckanligini ko‘rsatish
uchun oddiy misol tarigasida ikki tirgish orgali hosil bo‘lgan yorug‘hk
interferensiyasmi ko‘rib chigaylik, ya'ni Yung tajribasini. Hisoblashni
soddalashtirish maqgsadida tirgishli ekran bilan fotoplastinka orasidagi
masofani tirgishlar orasidagi masofaga nisbatan birmuncha katta deb
hisoblaylik. Unda S, dan II fotoplastinkagacha va S, dan II
fotoplastinkagacha bo‘lgan r, va 1, nurlar paraliel nurlar deb
hisoblanishi mumkin (garchi rasmda bu nurlar kesishsa ham, S; va 8,
orasidagi masofa 1 — tirgishli ekran va Il — fotoplastinka orasidagi
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masofadan ancha kichik bo'lsa, r( va r, nt o‘zaro parallel deb garash
munikin) va bu nurlar yo'llari ayrmasi taxminan Jsing ga teng bo‘ladi.
To‘lgin nazanyasiga asosan, fotoplas-
] r, tinkaning ynriti?il ganli gir nuriarning k‘esilsh-:
S, gan nugtadagi maksimumga erishishi
uchun, bu nugtalar uchun yo‘llar ayrmasi A
to‘lgin wzinligining butun soniga teng
bo'lishi kerak (maksimumlar sharti):

S5
T , A
dsing = FIR=2F?E {n=021£2).

*

R Bu  formulaning fzk  ma’nosi
{ . .. JI quyidagicha: ¢ burchaka mos bo‘igan
. Co nuqtaga birinchi va ikkinchi titqishlardan
. mﬂ;.Yﬁ.ﬁki.iﬁjfibﬂsi- nurlar bir xil fazada keladi va natijada ular
SERNER - bir-birni  kuchaytiradi. Yo'‘llar ayirmast
i | “to‘lgin uzunligining yarim butun soniga
teng bo* lgan yo‘nalishlar uchun esa, nurlar ushbu nuqtaga garama-
garshi faza bilan keladi va bir-binni so'ndiradi. Ogibatda bu nuqtalarda
yoritilishning minimumi  kazatilisht  kerak, burchak esa quyidagi
tenglama orqali anigianadi:

Soge DT TR s

dsing=nh={(In+ 1)% (7 = 0,£1,22).

Shunday qiltb, foioplastinkada o‘zaro almashingan yorug® va
qorong‘i chuzigli mterferension manzara hosil bo‘ladi. Tajribalarda
haqiqatan ham xuddi shunday ko‘rinish kuzatiladi, bu esa yorug‘likning
to‘lgin tabiatini isbotlovchi dalildir. Bu yerda muhim bir narsam
taqidlash lozim: biz izohlagan interferensiya uchun bir vaqtning o‘zida
ikkita tirqish ishtirok etishi kerak. Agar bitta tirgish yopilsa, unda
mterferension manzara yo'qoladi va fotoplastinka bir tekis yoritiladi.
Hagigatda, agar foton bizning oddiy tushunchamizdagi zarracha bo'isa,
unda u bir vaqtning o‘zida ikkala tirqishdan ham o‘ta o*lmaydi. Fagat
to‘lgingina bir vaqtda ikkita tirqishdan o*tishi mumkin. Zarracha esa
faqat tirqishlarning birortas: orqah o‘tadi. Shuning uchun, agar foton
haqiqatda odaidagi zarracha bo‘lsa, unda fotonlardan iborat bo‘lgan
yorug‘lik hech gachon interferension manzarani hosil gila olmaydi, bu
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esa yugonda keltirllgan tajriba natyalariga ziddir. Aynan shu holat
korpuskular nazartyaga qarshi aSDSIy dalif bo‘hb xizmat qild:,

Ba’zi olimlar korpusknlar nazariyani oglash maqgsadida interferension
manzaraning paydo bo‘lishini tushuntirishga harakat gildilar va unt
shunday ta’rifladilar: oddiy yorug‘likda juda ko‘p fotonlar qatnashadi va
ularamg zichligi katta bo‘lganligt uchun bir-biriga ta’sir gtlishi mumkin,
gandaydir murakkab o‘zaro ta’sir mexanizm natijasida esa yorug‘lik bir
vaqtda ikkala tirqishni sezadi va o°zini to‘lgin kabi tutadi. Agar bu fike
to‘gri bo‘lsa, unda murlanish juda kichik intensivlikka ega bo‘lgan
holda, va'nt fotonlarning zichligi juda kichkina migdorga ega
bo‘lganda, fotonlarning o‘zaro ta’siri juda ham kam bo‘lishi kerak va
shuning uchun nterferenston manzara yo‘qolishi kerak. Ammo,
o‘tkazilgan tajribalar shuni ko'rsatdiki, yorug‘hikning intensivligi har
qancha kichraytirilsa ham, baribir interferension manzara yo‘golmaydi.
Fagat interferension manzarani aniq kuzatish uchun nurlash vaqtini
(ekspozitsiya vaqtini) cho‘zish kerak bo‘ladi, Demak, interferension
manzarant fotonlarning o'zaro ta’siri orgali paydo bo‘ladi deb
tushuntirish yo‘lidagi urinishlar agossiz ekan.

Shunday gilib, fotonlarning har biri bir vagtning o‘zida ikkita
tirqishni sezib, ular orqali to‘lgin kabi o‘tadi, degan birdan bir hulosaga
kelamiz. Lekin ayrim foton bilan bog‘langan bu to‘lgin juda ham
glayritabity bo‘lisht kerak. Biz bilamizki, foton fotoplastinka bilan
to‘gnashganida uning yuzasida nugta ko‘rinishida iz qoldirib o‘zini
to‘lqin emas, balki zarracha sifatida namoyon giladi. Fagat
fotoplastinkaga  fushgan  fotonlarning  soni  ko‘paygandagina
(ekspozitsiya vaqti cho‘zilganda) ularning izlar tutashib, interferension
manzarani hosit qiladi. Bundan yvana bir xulosa chiqarish mumkin: biz
ko‘rayotgan to‘lqin ayrim foton bilan bo‘glangan bo‘lsa ham, ammo
negadir u o‘zimi namoyon (qilisht uchun ko‘pgina bir-biriga
bog‘lanmagan fotonlar 1shtirok etishini talab qilar ekan. Shuning uchun
ayrim fotonga oid bo‘lgan to'lqin elektromagnit to‘lgin bola olmaydi;
chunki elektromagnit to‘lgin bo‘lganida v yakka foton holida ham
interferension manzara hosil qilardi. Bu to‘lgin  bevosita fizik
mazmunga ega bo'la olmaydi, chunki har qanday fizik to‘lgin
davomiylikka ega bo‘lib, fotoplastinka atomlariga bir vaqtning o‘zida
uning ko‘p yerlarida uzluksiz ravishda ta’sir qilgan bo‘lardi. Bu ajoib
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noma’lom to‘lgin (keinchalik uni yana batafsilroq ko‘rib chigamiz)
De-Broyl to‘lgini deb ataladi. o

Shunday gqilib, quyidagi xulosaga kelinadi: foton bu odatdagi
zarracha ham va odatdagi to'lqin ham emas, balki aniq klassik
tassavurga ega bo‘lmagan ajoyib obyektdir. Shuning uchun ham
fotonning tabiatim klassik tassavurlar yordamida tushuntinshga harakat
gilganimizda unga, ayrim hollarda zarracha xususiyatini, ayrim hollarda
esa to‘lgin xususiyatini tatbiq etishga majbur bo‘lamiz. Fizikada paydo
bo;tgan bu ajoyib kolat to Iqin-korpuskular dualizm degan nom oldi.

L.5. Bor postulatlari

XIX asrning oxirlariga kelganda bir gator mashhur tajribalar tufayli
atomning murakkab tuzulishi to*g‘risidagi fikr anchagina oydinlashib
qoidi. Bu schada aynigsa ingliz fizigi Ernest Rezerford tomonidan
amalga oshirilgan tajribalar alohida o‘rin mtadi. 1911-yilda Rezerford
tajriba xulosalariga asoslanib, atomning yadro modelim taklif etdi. Bu
modelga ko‘ra, atomning hamma musbat zaryadi va atomning deyarli
butun massasi radinsi 107" sm tartibda bo‘lgan juda kichik hajm ichida
mujassamlashtirilgan musbat yadrodan tborat va atom yadros: atrofida
esa 107 sm tartibda bo‘lgan masofalarda orbitalararo bo‘ylab manfiy
zaryadlangan elekironlar harakatlanadi. Shu tariqa atomning yadro
modeli yaratildi. Uni ba’zan, atomning planetar modelt deb ham ataladi,
chunki yadromi Quyoshga, elektroniarni esa sayyoralarga o'xshatiladi.
Bu model atom tuzihshim o‘rganishda mushim qadam bo‘ldi. Lekin
unmg kamchiliklari ham mavjud edi va bu kamchiliklar birmchidan
atomning  barqarorligini,  ikkinchidan  atomlar  spektrlarining
chizigliligini hamda wning qonuniyatlarini tushuntirishga ojiz edt.

VYodorod atomi misolida bu model bilan tanishib chigaylik. Planetar
modelga ko‘ra zaryadi +e¢ ga teng bo‘lgan yadro atrofida bitta elektron
yopig orbita bo‘ylab harakatlanadi. Klassik elekiron nazariya
gqonuniariga muvofiq orbita bo‘yicha tezlanuvchan harakatlanayotgan
elektron elektromagnit nurlanish chigarishi va energiyasi kamayganiigi
sababli umng orbitast borgan sart kichrayib borishi lozim.
Hisoblashlaming ko‘rsatishicha, taxminan 107 sek vaqt o‘tishi bilan
vodorod atomining elektroni yadroga qulab tushishi va atom yemirilishi
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kerak. Biroq ma’lumki, vodorod — barqaror atomdir. Shu kamchilik
bilan bir gatorda, atomning planetar modeliga xos bo‘lgan ikkinchi
kamchiligi ham mavjud edi. Uning mohiyati quyidagidan iboratdir:
zaryadi +e ga teng bo‘lgan vodorod atomning vadrosi atrofida r radiusii
orbita bo‘ylab » tezlik bilan aylanayotgan elektron uchun vaqgtning har
bir minutida £ — Kulon kuchi va F,,— markazdan qochma kuchlar teng

bo‘lish kerak, ya'ni
Sl S L e mp - il
i * AP L 4}'{.9“1"1 ro e “, ” ) (1‘24)

Bu tenglama » ning har bir qiymatlan uchun bajarilishi lozim va »
ning har bir ixtiyorty qiymatiga elektron tezligi v va energiyasi £ ning
aniq qiymatlari mos keladi. Shuning uchun elektron radiusi o‘zgarishi
tufayli, ya'ni elektronning yadroga vaqinroq orbitalarga o‘tish
natijasida, chiqariladigan elekiromagnit nurlanishning energiyasi
uzluksiz qiymatlarga ega bo'lishi kerak. Boshgacha aytganda, vodorod
atomning nurfanish spekirt uzluksiz bo‘hshi lozim. Eksperimental
natijalarga ko‘ra ¢sa, vodorod atomning spektri chiziqli, va’ni uzlukh
ekanligi anmqlandi va vodored atomi barqaror atom ekanligt tasdiglandi.

Shunday qilib, Rezerford tomonidan takhf etilgan atomning planetar
modeli, ya'ni elektr zarrachalardan tashkil topgan atom modeli Nyuton
mexanikasi va Maksvell —Lorents elektrodinamikasi qonunlariga zid
kefzr edi. Bu meodel atomning barqaror mavjudligini va atomlar
spektriarining chizigliligini tushuntirishga imkon bermadi.

1913~yilda Nils Bor bu kamchiliklarni vengish magsadida o‘zining
nazariyasini taklif etdi. N.Bor atomning barqarorligica va yutish
hamda nurlanish spektral chiziglarining mavjudligiga asoslamb, yadro
atrofida elektronning dinamik harakatini diskret statsionar holatlarda
yuz beradi deb faraz qildi va kvant nazariyasi asosida atom tuzulishini
tushuntirish uchun quyidagt ikki postulatni taklif etdi:

I. Atomning mustahkam bargarorfigidan kelib chiggan holda,
atom ma’lum turg‘un holatlarda mavjud bo‘ladi, bu holatlardagi atom
energiyasining giymatlari E.E,,...E,,...diskret qatormi tashkil etadi.
Turg‘un holatlarga turg‘un orbitalar mos keladi va bu turg‘un orbitalar
bo‘yicha harakatlayotgan elektronlar uchun nurlanish sodir bo‘lmaydi.
Kvant shartlari, yoki barqarorlik shartlari, quyidagicha ta’nflanadi:

23 7



turg'un holatdagi atomni aylanma orbita bo‘ylab harakatlanayotgan
elektronming impuls momenti » kattalikga butun karralidir, ya'ni
M=mur, =nh, (1.23)
Bunda r=123,.., butun sonlami gabul qiladi, »— Plank doimiysi.

I, Atomumg nurlanishi voki yorug‘likni yutishi elektronlammi
barqarorlik shartiga boysinuvchi orbitalarning biridan 1kkinchisiga
o‘tishida sodir bo‘ladi. Boshgacha aytganda, atom energiya £, bo‘lgan
bir turg'un holatdan energiyasi K, bo‘lgan boshga turg‘un holatga
oitganda yorug‘hk kvantining chigishi yoki yutilishi ro‘y beradi. Bu
kvantning chastotasi quyidagl munosabat bilan aniglanadi.

E ~E,
Coh £ (1.26)
N.Bor o‘zining postulatlariga asoslanib, vodorod atominmg
nazariyasini yaratdi. Vodorod atomi yadrosining zaryadi +e gy teng

bo‘lsin, elektron shunday orbita bo‘ylab harakatlansinka, bu orbitada
elektron harakat migdorining momenti Bor shartiga asosan kvantlansin,
va’'ni {1.25) shart bajarilsin. Yadro atrofida » radmslt erbita bo'ylab v
tezlik bilan aylanayotgan elektronnig harakatini ko‘rib chigaylik.
Musbat +e va manfly -e zaryad orasidagi o‘zaro ta’sir kuchi
g e &

Y

bo‘ladi. Tkkinchi tomondan klassik mexanikaga asosan v tezlik bilan
harakatlanuvchi  elekiron  bu kuch ta’siida markazga ntilma
tezlanishga ega bo‘ladi, ya'ni

my' _a (12
rooor L
Ushbu ifodadan orbita radiusi aniqlanadi: o
[ : . .
ey (1.28)

- Hozircha fagat klassik nazariya nugtayi nazaridan ish ko'rildi. End
(1.25) formulada ifodalangan bargareriik shartini qo‘llayhk va
formuladan v tezlikni topib, (1.28) ga qo‘yilsa, vodorod atorm uchun »
holatdagi turg‘un orbitaning radiusi aniglanad;
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Bundagi »-—bosh kvant soni deb ataladi va »=123,..., ya'ni butun
musbat sonlarni qabul giladi. |

Ushbu orbitalarga mos keluvchi turg‘un holatlarda vodorod
atomining to‘lig energiyasi, elektronning kinetlk eunergiyasi va
elektronning yadro bilan o‘zaro ta’sir energivalarining yig‘indisidan
iborat:

z 2
R e muv a

E = £ - - g —_———
8 2 dag,r, 2 (1.30)

- Ikkinchi tomonidan (1.27) tenglamaning ikkala tomonini r,/2
ko“paytirilsa, u 2 :

.myt _ a

2 2r

ko'rinishga keladi. Olingan ifoda yordamida~(l. 313) ni- qu}rldaglcha
yozishimiz mumkin:

T n e s
Bu ifodadagi -, o‘rniga uming (1.29) bilan aniglanuvchi giymati

qo‘vilsa, vodorod atomining turg“un holatlarini xarakterlovchi energetik
sathlarining qiymatlarini hisoblash imkoniyatini beruvcht formula hosil
bo*ladi:

_ a'm me' 1 _

" zrﬁ n 3rtelnt (1.32)
Gauss bitliklar sistemasida bu formula ancha ixcham ko‘rinishga ega.
bo‘ladi: .. - . -

1 T—
L

me' | o LT e

“om g L {1.33)
Eleldron bir turg‘un orbitadan ikkinchisiga o‘tganida, masalan »

bolat orbitasidan » holat orbitasiga o‘tganida va agar »n>m bo‘lsa,

energlya kvantining chigishi kuzatiladi:

(1.34)

Bu energivaning chastotasi Plank doimiysi urqah amqlanach va
AE =ha bo' lacli u holda

&}:EFF_Em :m&.e _]-_“_1_ .
h 2?@3 m: HE T ;-._ | (1'35}
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ifodaga ega bo‘lamiz wva (1.35) orgali nurlanishning chastotasi
aniglanadi. |

Shunday qilib, (1.33) formula vodorod atomi nchun # ning har xil
qiymatlariga to‘g‘ri keladigan energiva giymatlarini, yani £, lami,
hisoblashga imkon beradi. Bu asosda vodorod atomining energetik
sathlarini chizish mumkin. Vodorod atomining normal (uyg'onmagan)
holatida elektron eng quyi energetik sathda, ya’ni kvant sonining »=1
giymatiga mos keluvcht sathda joylashgan bo‘ladi. Agar atomga
tashgaridan biror energiya berilsa, elektron »=234..qiymatlarga mos
bolgan energetik sathlarning biriga ko'tariladi. Atomning bu holatlasi
uyg‘ongan holatlar deb ataladi. Uyg‘ongan holatdan pormal holaiga
gaytayofgan atom elektromagnit nurlanish chigaradi.

Asosiy holatdag) atomning energiyasi: b J

4
M 13 6deV

) 20

ga teng bo‘lib, vodorod atomining tonlashtirish potensiyali uchun Bor
nazartyast tomonidan keltirib chigarilgan va bu qiymat tajriba natijalari
bilan mos keladi. Misol tartqasida N.Bor nazariyasini tasdiglovchi bir
tajriba keltirib o‘tiladi.

Mikrosisternalarga xos bo‘lgan holatlarning diskretligi, ya'ni diskret
energetik sathlaming mavjudhgint Frank va Gers 1914-yilda tajriba
orgali tasdigqlashdi. Ular simob bug*lari orasidan elekir tokini o‘tkazib,
elektron bilap gaz atomi to‘qnashuvining elastik yoki noelastik
xarakterlari  uchun to‘qnashuvdan keym tezliklar tagsimotini
tekshirishgan edi. Tajribalar natijasida, Frank va Gers quyidagi
natijalarga kelishgan edi:

1. Elekironlarning tezligi muayyan kritik tezlikdan kichik bo‘lgan
holda, to‘qnashuv elastik tarzda namoyon bo‘ladi, ya'ni elekiron o‘z
energivasimi atomga  bermasdan, fagat o'z tezligi  vo‘nalishinj
o' zgartivadi.

2. Agar clektronlarning tezligi biror muayyan kritik tezlikka teng
bo‘lsa, bu hollarda to‘gnashuv noelastik sodir bo‘ladi, va’m elektron
0°z energiyasini gisman yo'qotadi va aynan shu energiya atomga o‘tib,
o‘z nmavbatida atom katia energiyva bilan xarakterlamivchi boshga
statsionar holatga o‘tadi.
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Boshgacha aytganda, atom umuman energiyani gabul gilmasligi
mumkin {elasttk tugnashuvda) yoki yonma-yon joylashgan ikki
statsionar holatlarning ayirmasiga teng energiyasiga mos bo‘lgan
energiya miqdorini qabul gilishi mumkin (noelastik to‘gqnashuv).
Natijada ele[{tmnlammg energiyasiga bog‘liq holda, o‘tayotgan elektr

o toki rasmda tasvirlangan maksimuom

I o ~ vamimmumlarga ega boladi.

| Elektronlarning kinetik energtyasi

ortishi bilan tok ham orta boshlaydi,
lekin bu ortish  elektronlarning
energiyasi 4,9 eV giymatigacha

' davom etadi. Shunday so‘ng tok
~ keskin kamayadi, chunki elektroniar

- stmob atomlari bilan to‘gnashish

e ey A —— ——
o e i e . e e e

) P7 T mﬁ” jarayonida ularning ichki holatini

4-rasm. Frank-Gers - o‘zgartirib, 0°z energiyalarint yo'-
tajribasidan olingan Volt- * qotadi, ya’'ni noelastik to‘qnashuy
Amper xarakteristikasi.  yo‘y beradi. Tajribaning ko‘rsatishicha

tok qiymatlarining keskin kamayishi
elekironning energivasi 4,9 eV ga karrali bo‘lgan holda amalga oshadi,
Deinak, simob atomini quyi energetik sathdan yugori energetik sathga
ko'tarish uchun 4,9 eV energiya lozim ekan. Elektron fagat ma’lum
energiyant simob atomiga beradi. Yuqoridagi tajribadan ma’lumki, 9,8
eV va [4,7 ¢V encrgiyalarda elektronlar mos ravishda simob atomining
ikkinchi va uchinchi energetik sathlariga ko‘tariladi, Shu tariga Frank va
Gers tajribasi atomning turg‘un holatlari hagidagi Bor postulatini
isbotlab berdi va atomlarda diskret energetik sathlar mavjudligini
bevosita tasdigladi.

Bor nazariyasining yutuglaridan yana biri shundan iberatky, um
vodorodsimon atomlar, ya’ni yadroning zaryadi Ze bo‘lgan, lekin tashqi
orbitasida bittagina elektron bo‘lgan atomlarga, masalan He',Li” va
hokazolarga qo‘llash mumkin, Ammo ko‘pgina yutuqlarga garamasdan
Bor nazariyasi ba’zi bir kamchiliklardan ham holi emas. Masalan,
asosty muvaffaqiyatsizliklardan biri, shundan iborat bo‘ldiki, bu
nazariya vodorod atomidan keyingt atomlarni, ya'mi geliy atomining
gonuniyatlarini mutlago tushuntirib bera olmadi, ikkinchidan spektral
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chizigiarming intensivltgimi hisoblashda ham Bor nazariyast inqirozga
uchradi. Yuqoridagi jiddiy kamchiliklarga ascslanib, Bor nazariyasini
varim klassik, yarim kvant nazariyasi sifatida qabul gilish mumkin.
Shunga qaramay Bor nazartyasi fizika fanim rvojlanishida katia
ahamtyatga ega bo‘ldi, chunki mikrodunyodagi paydo bo‘lgan
atomlarning nurlanishi bilan bog‘lig bo‘igan bir gator muammolarin
yechdi va shu bilan birga atom hodisalarini tushuntirishda klassik
fizikaning gonunilarini go‘llash mummkin emasligini ko*rsatib berdi.

1.6. Zarrachalarning to‘lgin tabiati. De-Broyl govasi

Avvalgi paragraflardan ma’lum beo‘ldiki, Plank va Eynshteynlarning
urinishiari tufayh yorug‘lik fotonjardan iborat, degan tushuncha paydo
bo‘ldt, bu tushuncha absolut gora jismning nurlamsh spektrini, fotoffeke
va Kompton effektini tushuntirishda yordam berdi.

Plank g‘oyasiga asosan yorug‘lik tolgini v chastotaga va k to'lgin
vektoriga ega bo'lsa, unda uni tashkil gilgan fotonlaming har biri ushbu
£ energiyaga va p impulsga ega bo'lishi kerak:-

£=lv=ho L (1.36)

p=hk (137
(1.36) va {1.37) formulalardan ko‘rinib turibdiki, foton ikki «xil
xarakteristikaga egadir, ya'ni .4~ to*iqmnt ifodaiovchi kattahklar va
¢, p— korpuskulani ifodalovchi kattaliklar.

Fotonning to‘lgin xarakieristikalari uning interferensiyalanish va
difraksivalanish qobiliyatiga ega bo‘lishini ko‘rsatadi. Korpuskular
xarakteristikalari esa fotonga zarracha sifatida garash mumkinligini
bidiradi. Bu ikki xil xarakteristikalar Plank doimiysi »orgali o‘zaro
bog‘langan.

1923-ytlda Lui de-Broyl kvant nazariyasint rivojlantirish uchun
muhim gadam qo'ydi. U tabatdagi simmetriyaga asoslanib, agar
yvorug‘lik, jumladan fotonlar to‘lgin xususiyatdan tashqari korpuskular
xususiyatlarnt ham namoyon qilar ekan, zarrachalar ham korpuskular
xususiyatlar bilan bir qatorda to‘lqin xususiyatlariga ham ega bo‘lishi
kerak degan goyani ilgarn surdi.

Avvalgi paragrafda vodorod atomi nurlanishi spektrini tushuntirish
uchun N. Bor tomonidan kiritilgan postulatiar hagida fikr yuritgan edik.
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Oradan o‘n yil o‘tgach de-Broyl g'oyalart ushbu nazarmyani asoslab
berdi. Uning fiknicha atomdagi har bir elektronga turg*un to'lgin mos
keladi. Bor nazariyasiga ko‘ra elektronlar doiraviy orbitalar bo‘ylab
harakatlangani uchun, de-Broylning fikricha, atomdagi elektronlarga
dotraviy o‘z-o‘ziga tutashuvchi doiraviy turg‘un to’lginiar mos keladi.
Mana shu tasdiqqa asoslangan holda Borning kvantlapish shartlari va
uiardan kelib chiqadigan natyalar (avvalgi paragrafga qarang} to'la
asoslanadi.

Shunday qilib, de-Broyl p umpulsga ega bo‘lgan elektronni to‘lqin
uzunligl A bilan bog‘lash kerakligini ta’kidiadi:

<=, (1.38)

Demak, energiyast £ va impulsi p ga teng bo‘lgan erkin

harakatlanuvchi elektron de-Broy! yassi to'lgimi bilan quyidagicha
bog‘langan:

%’(I‘, :) —_ Cef'{m!—kr} (1_39)

Zarrachalaming  toflgin - hamda  korpuskular  xarakteristikalari
orasidagi bog‘lanishini fotonga xos bo‘lgan ko‘rinishiga ega deb
qaraladi, va'ni .

o E=he o (1A

p =k (1.41)

bo‘ladi. Ushbu tenglamaiar de-Broylning asosiy tenglamalari deb
yurittladi.
£ 4 .
(1.40) va (1.41) tenglamalardan w=- va k=£ lami aniglab,
(1.39) tenglamaga qo‘yilsa,

%{ Et—pr)

y(r,1)=Ce (1.42) -

de-Broyl te‘lgini hosil bo‘ladi.

Eadi (1.39) to‘lgin va zarracha harakatining mexanik gonunlar bilan
bog'lanishini ko‘rsataylik. Ushbu bog‘lanish yaggol namoyon bo‘lishi
uchun bitta yo‘nalish tanlab olinsin, masalan QX vyo*nalishini, va bu
yo‘nalishda to‘lqgin harakatlansm. U holda (1.39} o‘miga quyidagi ifoda
hosil bo‘ladt: | -
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w(x,r} = Cer'll:m‘—-kx;l (].43)
{1.43) dagi (0¥ - kx) kattalik to‘lgin fazasini ifodalaydi. Ixtiyoriy x
nugtada faza aniq qiymatga ega, ya'ni

o = @t — kx

Fazaning giymati vaqt o‘tishi bilan fazoda v tezlik bilan o‘zgaradi.
Bu tezlikni hosil gilish magsadida, avvalgi tenglik vaqt bo'yicha
differensiallanadi va

= ? 3 (1.44)
tenglik hosil bo*ladi. Bu tezlik fazaviy tezlik deyiladi.

Agarda v tezlikni £ ga bog'liq desak, demak to‘lqin uwzunligiga
(A=2n/k) ham bog‘lig bo‘ladi, bu holda to*lgin dispersivasi o‘rinlidir.
Elektromagnit to‘lginlardan fargli o‘laroq, de-Broyl to'lginlari uchun
bo‘sh fazoda ham dispersiva hodisast mavjuddir.

Nisbiylik nazariyasiga asosan

+

E=+Jmc" +p'c’ =mc’ + 2 4. e (1.45)

2m,

mﬂ zanachanlng tinchlikdagi massasi. (1,45) ni (1,40} ga go‘vilsa,
mc’ . p’
A 2mah

t...

Ifoda hosﬂ bu‘ladl va p=nrk ekanint hisobga Dlsak
S = T +E§i+ Pt (1.46)
2im, ' :
natijaga kelinadi, demak v=w/t & ning funksiyasi bo‘lib, dispersiva
mavjudligini isbotlaydi.

Endi to’lgin harakati bilan zarracha harakati orasidagi bog‘lanishng
keltirb chigaraylik. Buning uchun to’lqin paketi, yvoki to‘lginlar guruhi
ko‘rib chigiladi. Zarrachaning bu holatini umpulslari bo‘yicha o*zaro
kam farglanuvchs  de-Broyl to‘lginlarining yigiindisi orgali hosil
gilinadi, Eng sodda bo‘lgan bir o‘lchovli to‘lgin paketining ifodast
quyidagi ko‘rinishga ega:
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Wi i b+ Ak

wicr)= [Cle)e™ ™ dk -"_'CA?)

R=ad
Bu ifodada yig‘ilgan to‘lqinlarning impulslari o‘zaro kam farqlanadi,
ya'ni X -2R | deb faraz gilinadi. (1.47) formulaga bog‘liq yana bir

K, m
narsaga digqat qilaylik, @ asiida £ ning funksivasidir:
="
Zm

Mﬂdnmiki, Akiky<<1deb faraz gilinar ekan, unda bu taxmindan
foydalamib integralni soddalashtirishga o‘tiladi. Ushbu magsadda o
quyidagicha yoziladi:

2
mzﬁ—-——-i[ﬁfn+(ﬂ'c~k )] =
2m
"hkz alCaly } (k ~k ] LAY
2m m |

=0, + (ﬁ' ~ky}+ —'("f k)
o ning bu ko‘rinishi unmg k atrofi da ynyﬂ gan Teylnr qatﬁn&'ﬂ'

o=abr(%) k)yf52) ok i

S do\  mk, (Fe) _a b dathsows
TR VT %UC)I%; (EE} :—ﬂ, 'é}{-:r = _ ;1 'ﬁ_;“-,-.
e PR ~ 7 ' B

Quyidagiga e’tibor beraylik: biz ko‘rayotgan qamr.da {(k—k,} ning
ikkinchi darajali  hadi uning birinchi darajali hadiga nisbatan ancha
kichik ekan: e R0

1 .':1' w 3
,,ak {k kn)
ow
FrL), I
Shuning uchun, » ni ifodalashda (1.48) formuladag: dastlabki ikkita
had bilan cheklansak bo‘iadi va quyidagi chizigli ifoda olinadi;

L e=alpe {if}k k) T )

_[fhf
2 |

oL gt

Ml
—] =]
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Agar (k-#,)=¢ kabi yangi o‘zgaruvchu kiritsak, unda w(x,7) quyidagi
ko‘rirushda bo‘ladi:
ity
2 {30}

T yla)e) v [

R S T e

chunki
.exp{ ilwt— klf}—exp{ [mﬁ(ik](k k)1 (ku+(k=:~_k0))x:|=

'| . ]

::: :- | = Exp {i@|pf - ikﬂx + .T %%fr B I—é.x} N

= exp il — kX)) exp{i(%f ~ I)f}

va k=4k,+(k—=k,}, dk=d(kk,)=de.
Dastlab 5 bo yicha oddiy integrallash natijasida "

Km‘)\

A
FRRVEN L3 S PRI
)

ni olinadi. Sinus funksiya argumentidagi ax kichik bo‘igantigi sababli,
chr,¢) funksiyani explilw,s~k»)| funksivaga nisbatan sekin o‘zgaruvchi
funksiva deb aytish mumkin. Shuning uchun wixs) nt o,chastotali va &,
to'lgin soniga teng bo‘lgan deyarli monoxromatik to‘lgin deb garash
mumkin. Bunda (xjto’lqgin  amplitudasi. Uni batafsil o‘rganib
chigaylik. «(x) quyidagi ko‘rinishga ega.

elx.t)=2Ak sino(x, _f).

,:z(.r,r)=[x [‘z] }ak

Matemetika kursidan ma’lumki sina/e funksiva «=0 nugtada
makstmum qiymaiga erishadi, o =1z da nolgacha tushadi, so‘ngra esa
tez so‘nuvchi tebranma funksiyaga aylanadi Amplituda dxs)

bunda
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maksimumga erishgan koordinata x, ni aniglaylik. Bu nugtam to*lgin
paketning markazi deb olaylik. To‘lqin paketning markazi yuqorida
aytilganlarga binoan quyidagi shartdan topilishi kerak:

ol

Demak, =(%’,ﬂf kelib chigadi. Bundan ko‘rinib turibdiki,

paketning markazi x o‘qi bo‘ylab doimiy tezlik bilan harakatlanadi. Bu
teziik gruppaviy tezlik deb ataladi va

U (a’m] :
& Jk g ‘ p (1.51)
formuta orgali aniglanadi. (1.46) ga asnslamb Bl hlsoblasak
, oIk L
gr m” PRI

IS VE PR TR

hamda p=#k, p=myp nieslasak, v-zarracha tezh,gl it
v, =0 uy 2w (152)

&t
degan ajoyib xulosaga kelinadi, ya’ni de-Broyl to‘lgimining o,
gruppaviy tezligi zarrachaning v» mexanik tezligiga teng bo’ladi
Shunday gilib, to*lgin paketi ajoyib xususiyatiarga ega ekan: u klassik

zarracha kabt fazoviy cheklanishga ega bo‘lgan tuzilma bo‘lib, v, =L
1

tezlik bilan harakatlanar ekan va shu vagtning o‘zida k:% to‘lgin

xarakteristikalariga ega bo‘lar ekan.

Ikki hol uchun de-Broyl to‘lgin uzunliklarini hisoblaylik. (1.41) dan

ma’lumki, 1:%’5;@ kelib chigadi, wv<<c kichik tezliklar bilan
P

cheklanilsa va £=-F

bo‘ladi:

Zm,

tenglikdan foydalanilsa, quyidagi formula husﬂ

poam T T a3y

J2m E

Zarrachaning massasi va energiyasi ma'lum bo‘lgan holda
zarrachaning to‘lqin uzunligini hisoblash mumkin. Olingan (1.53)
formulani elektron uchun go‘Haymiz. Odatda, clementar zarralar
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energiyasi elekron-Voltlarda, ya’'n1 £=¢v formula orqali hisoblanadi.
Bunda - elektron zaryadi, vesa voltlarda oflchangan elektronm
tezlashtiruvchi potensiallar fargi. Elekironning massasi m, =9,110%¢ ga
teng ekanligi hisobga olinsa, u holda quyidagi formula olinadi.

2rh 150 ;

;,.,= =
Ny (1.54)

Misol uchun v=lev bo‘lganida 1=1224qiymatiga teng boladi,

¥ =10000eV bo‘lgamida esa 2=0122A bo'ladi. E=6.10"ep energryaga
ega bo'lgan vodorod molekulasining to'lgin uzunhgimi  hisoblab
chigaylik. Molekula massasi m=2-166-10"gga teng. Bu kattaliklar

{1.53) formulaga go'yilsa, de-Broyl to‘lgin uzunligi A=iA ckanligi
antglanadi. Yuqoridagt olingan unatijalardan ko'tinib turibdiki, de-
Broylni to'lgin  uzunhligi juda kichik qiymailarga ega bo‘ladi.
Zarrachaning encrgiyast va massast qancha katta bo‘lsa, uning to‘lgin
uzunligi shuncha kichik bo‘ladi. Zarrachaning to‘lgin xususiyatlarinm
kuzatish uchun de-Broylni to‘lgin uzunhigi tartibida bo‘ladigan atom
masshtabidagi obyektlarni olish kerak.

De-Broyl gfoyasi juda tez vaqt ichida tajriba orgab tasdiglandi
Zarrachalar uchun yorug'lik yoki rentgen nurlari kabi interferensiva va
~ difraksiya hodisalarini kuzatish lozim bo‘ldi. 1927-yilda Devisson va
Jermer tomonidan birinchi  bo‘lib  kristallarda elektronlarning
difrakstyasini kuzatish tajribasi takhif etildi. Ular bu tambalarda
elekironlaming sochilishini o‘rgandilar. Tajribadagi elektronlar katta
energivaga ega bo‘lmaganligi uchun, ular kristall ichiga chuqur kura
olmay, asosan uning sirt yuzasidan sochilardi. Kristall yuzasi tabily
difraksion panjaradan iborat bo‘lganligi sababli clektronlarning bu
sochilishi de-Broyl to‘lqini difraksivasining natijasidir, deb qaraldi.
Shunday ekan, o‘tkazilgan tajriba natijalari optikadagi vorug'lik
difraksiyasi natijalari bilan bir xil bo‘ladi deb kutilgan edi.

Optikadan ma’lumki, difraksiyaning maksimal intensiviikka ega
bo‘lgan burchaklari {8) quyidagi shartni ganoatlantirishi lozim:

dsin® = n. (1.55)

Devisson—Jermer tajribasida o~ kristall pamjara doimiysi, A-
elektronning de-Broyt to‘lqin uvzunligt bo‘lib, (1.54) formula orgali
topiladi. ‘ L : g
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Barcha A va d lar ma’lum ekan, u holda yuqoridagi (1.53) formula
asosida maksimal difraksiya burchaklarini nazariy jihatdan oldindan
aytib berish mumkin:

g =arc sin~ﬁ—
d - (1.56)

Agar (1.54} va (1.55) formulalarga blrgahkda amal gilinsa, quyldagl

munosabatni olish mumkin

¥ sind = const . (1.57)
Bu formuladan ko‘rinib turibdiki, tezlatuvchi potensialni
o‘zgartirilsa maksimal difraksiya burchaklari ham o‘zgarar ekan,
Devisson—Jermer tajribalarida o‘tkazilgan o‘lchash natijalan nazariy
olingan (1.56) va (1.57) formulalarga to*lig mos keladi va 0‘z navbatida
de-Broy! g'oyalarini haggoniy ekanligini tasdiglaydi.
Shunday qilib, fotonga xos bo‘lgan to‘lgin-korpuskular dualizm
har ganday mikroobyektlarga ham xos ekanligiga ishonch hosil gildik.
X

1.7. De-Broyl to‘lginlarining fizik ma’nosi

Endi de-Broyl to‘lqinining fizik ma’nosini aniqlashga o‘tamiz.
Avvalo to‘lgin va zarracha o‘rtasidagi asosty farqmi eslatib o'taylik.
Ma’lumki, to‘lgin gandaydir davomiylikka ega va u o‘zini bir vaqtda
tazoning turli yerlarida namoyon gila oladi. Zarracha esa aniq bir vaqt
momentida fagatgina bir yerda oshkor bo‘la oladi. Aynan shuning
uchun Plank, Eynshteyn va de-Broyl g'oyalar tajriba natijalarim
tushuntirgan  bo‘lsa ham, avvaliga bu g'oyalarda gandaydir ichki
qarama-qarshilik mavjuddek tuyuladi. Misol tariqasida ko‘nlgan 1.4-
paragrafdagi yorug‘likning ikki tirqishdagi difraksiyasini batafsil tahlil
gilaylik. Ma'lumki, ikki tirgishli ekrandan o‘tgan yorug'lik uning
orqasiga qo‘yilgan fotoplastinkada interferension manzarani hosil
giladi: fotonplastinkada maksimum va minimumlarning almashinuvi
kuzatiladi. Bu tajritbada yorug‘likning to‘lqin tabiati haqida ikki dalilga
egamiz:

1., Fotoplastinkaning turli yerlari bir vaqgtda uzluksiz ravishda
gorayishi

2. Yorug‘likning to‘lqin deb garovchi nazariya asosida kelib chiqgan
formulalarga interferension manzaraning aynan mos kelishr.
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Endi tushayotgan vyorug‘lik intensivligi juda kichik migdorga
kamavtirildi deb faraz gilaylik. Mazkur holda, 1.4-paragrafda
aytilganidek, fotoplastinkaning qorayishi tartibsiz joylashgan nugtalar
ko'rinishida bo‘lisht kerak va {otoplastinkaning ¢‘zi mohir bo‘tmagan
mergan tomonidan otilgan nishonni eslatishi kerak.

Bu tajribaviy misol yorog‘likning fotonlardan iboratligini va ular
fotoplastinka bilan to‘quashganda o‘zlanni zarracha kabi tutishini
isbotlash maqgsadida keltiriigan edi. Demak, yugorida aytilgan
yorug‘likning to‘lgin tabiatini isbotlovchi birinchi dalilni tushirib
qoldirilsa ham bo‘iadi, chunki fotoplastinkaning uzluksiz xarakierga ega
bo‘lgan gorayishim fagatgina odatdagi yorug‘likda fotonlarning ko‘p
bo‘lishi bilan tushuntirtsh mumkin.

Hayoliy tajribani  davom ettiraylik: katta vaqt oraligiida
tirqishlardan ketma-ket foionlarni yuboraylik, ya'ni iatensiviikni
avvatgicha kichik deb hisoblab, ekspozitsiya vagti oshiriladi. Qanday
natijaga  erishiladi? Qizig‘t shundaki, fotoplastinkadagi qora
nuqtalarning  soni  ko‘paygamt  sari, ular o‘zare tutashib, anig
interferetsion manzarani hosil gilar ekan. Demak, fotonlar fotoplastinka
bilan o‘zaro ta'sir qilganda o‘zini zarracha kabi namoyon etishiga
qaramay, ulaming tabiatini banbir gandaydir sirli to‘lgin boshgarib

“forishini tan olmay ilojimiz yo‘q. Modomiki, yubosilayotgan fotonlar
oralig‘idagi vaqt juda katta ckan, demak, ular mustaqil fotonlardir va
shuning uchun oldinroq ta’kidlaganimizdek, bu to‘lgin ayrim fotonnig
xusustyatidir deb ham tfan olish lozim. Lekin g‘alati bir hol bor: bu

- to‘lqn ayrim foton xarakteristikast bo‘lishiga garamay, u o‘zini fagat
ko'p migdordagi mustagil fotonlar mavjud sharoitdagina anig namoyon
giladt (Biz bilamizki, bitta foton fotoplastinkada fagat bitta dog’
qoldiradi va shunday ekan uning bir o'z interferension manzarani hosil
qita olmaydi). De-Broyl to‘lgini deb atalgan to*lgin mana shunday zid -
xarakterga egadir. Bu muammoni Maks Born hal qilib berdi. Uning
filalarini to'la tasavvur etish uchun yana bir boshqa hayolty tajribani
ko'z oldimizga keltiraylik.

Faraz quaylik, butun dunyoe bo'ylab juda ko'p laboratoriyatarda bir
vagining o‘zida yuqorida aytilgan 1ajriba o‘tkazilsin. Lekin, tushayotgan
yorug'lik intensivligi va ekspozitsiva vagtt shunday tanlansinki, natijada
fotoplastinkada fagatgina bifta qoraygan nuqta hosil bo‘lsin. Bizga
ravshanki, turli laboratoriyalarda bu goraygan nuqtalar fotoplastin- -
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kaning har xil joyida bo‘ladi. Keling endi olingan natijalarni (bu nuqta-
farning koordinatlarini) yig*aylik va ularni fotoplastinka kattaligidagi
qog‘oz vuzasiga tushiraylik. Nima kuzatiladi? Maks Bom bu savolga
quyidagicha javob bergan: qog‘ozdagi hosil bo‘ladigan ko‘rinish
odatdagi optik tajribalardan olinadigan 1kki tirgishdagi interferension
manzaraga aynan mos keladi.

Maks Bornning yuqoridagi kabi fikr yuritishlari uni de-Broyl
to‘lginlariga statistik izoh berishga undadi, Uning taxminiga ko‘ra de-
Broyl to‘lginlarining intensivligi fotonning berilgan vagt momentida
berilgan yerda topilish ehtimoltigiga proporsionaldir:

wire)=lp(r,0f =¢ (r,0) 2 (r,0). (1.58)

Boshqacha aytganda, ayrim fotonga xos bo‘igan de-Broyl to‘lgini

ehtimollik to‘lqinidir va yorug‘lik to‘lginidagi elektr hamda magnit

maydonlarning kuchlanishlari bilan to'g'ridan-to*g’n alogador emas.
Demak, de-Broyl to‘lgini informatsion xarakterga ega va shuning
uchun ham u fizik to'lgin bo'la olmaydi. Mana endi bizga
ravshanlashdiki, nima uchun ayrim fotonga de-Broyl to‘lgini mos kelsa
ham, u fotoplastinkaga fizik to‘lqmlar kabi fazoviy davomiylikda ta’sir
eta olmas ckan, De-Broyl to‘lgini o‘zida ehtimollik informatsiyasini
tashir ekan. U o‘zini aniq namoyon gilishi uchun ko‘p mustagqil
fotonlarni talab qilishining sababi ham end: tushunarlidir. Ma’lumki,
ehtimollik qonunlari o*zlarim aniq namoyon qilishi uchun tajribalaring
bir necha bor mustaqgil holda takrorlanishini taqozo qiladi: tajribalar
gancha ko‘p takrorlansa ehtimollik qonunlarining bajarilishi shuncha
aniq bo‘ladi. Misol tariqastda “chikka va pukka” deb ataluvchi o‘yinni
olayhik (tangami havoga otib o‘ynash). biz bilamizki, tangam havoda
otgan vagtimizda uning ragamli va raqamsiz {gerbli) tomonlarining
tfushish ehtimoli bir xil, albatta bu qonuntyat tanga juda ko‘p marta
otilgandagina o‘zini namoyon qiladi, Yuqoridag: ko‘rgan tajribamizda
esa tirgishiardan o'tgan fotonm fotoplastinkaning biron nugtasiga.
tushish ehtimoli shu nuqtadagi de-Broyl to‘igint intensivligi bilan
aniglanadi va shuning uchun uning fotoplastinkadagi tagsimlanishi
inferferentsiya qonuniga bo‘ysunadi. Biz tirqishlar orqali katta vagt
oralig'ida ketma-ket fotonlarni yuborgan chog'da, go'yoki yakka foton
ustidagi tajribant ko‘p marta mustaqil ravishda takrorfagan bo‘lamiz,
natijada de-Broyl to‘lqini tuigan ehtimoliy informatsiya interferension
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manzara shaklida ko‘rina  boshlaydi. Ko‘ryvapmizki, de-Broyl
to‘lqinining ehtimoliy talqini (ehtimollik interpretatsivasi) bir yo‘la
to‘lgin- korpuskular dualizm asosini tashkil qiluvchi barcha garama-
qarshilikiarni hal qilib berar ekan.

Albatta, de-Broyl to‘lginining ehtimoliy interpretatsiyast fagat foton
uchungina tegishli bo‘lmay, balki har ganday zarracha uchun ham
o‘rinlidir. De-Broyl g'oyalarining universalligidan kehb chiquveln bu
muhim holni alohida uqgtirib o'tish lozim. Quyida de-Broyl to‘lqinining
fizik to‘lginlardan farqint ta’kadlovchi bir Xxususiyatini ko‘rib chigaylik.

Hamma fizik to‘lginlarning intensiviigi ularning fizik holatim
aniglaydi, chunki intensivlik tebranish energivasi bilan bog'liqdir. De-
Broyl to‘lginlari intensiviigi esa zarrachalarning joylashish ehtimolini
belgilaydi. Shuning uchun intensivlik kattaligining o‘zi emas, balki
fazoning turli qismlartdagi intensivlik nisbatlari muhimdir, Bu nisbatlar
zarrachani fazoning biron veriga qaraganda boshga bir yerida necha
maroiaba ko'p namoyon bo‘la olish ehtimolligini ko‘rsatadi.

1.8. Koordinatani aniqlash ehtimolligi

Shu narsaga ahamiyat berish lozimki, zarrachaning »(x,y.z) nugta
awrofida topilish ehtimolligi biz tanlagan sohaning kattaligi bilan
bog'ligdir. Cheksiz kichik sohant ko‘ra boshlaganimizda, vya’'ni
x,x+dy,y+dv;z,z+dz biz v ni shu soha ichida doimiy deb hisoblasak
bo‘ladi va u holda zarrachaning topilish ehtimolligini fagat shu
sohaning kattaligiga proporsional deb hisoblash mumkin. Unda (1.58) ni
quyidagicha vozgan afzalroqdir:

dwlr,t)= |;f;-(r,:)f dx-dy-dz= |;df(ir',!)|2 av. (1.59)

unda dw (cheksiz kichik miqder) zarrachaning ¢ vagqt momentida

nuqta atrofidagi dV elementar hajmda joylashish ehtlmulh gini bildiradi.
Quyidagi kattalik esa Co

P(r,r)=§§-=lw(m)lz

ehtimollik zichligi ma’nosiga ega bo‘ladi. Ehttmolliklarni qo®shish
qonuniga asosan, zarrachaning chekli ¥ hajmda toplish ehtimoli chekls
kattalikka ega bo‘ladi va quyidagi integralga teng bo‘lishi lozim:

(1.60)
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)= fv=f P(r)av. . < o (161)

Agar cheksiz haym bo* ylab mtegraliansa zarracham blror }ferda
joylashganhk ehtimoliga ega bo‘lamiz. Zarracha, albatta, fazoming biror
yverida mavjuddir va shunmng uchun ham bu mugarrar hodisadir.
Matematikada  (ehtimollar  nazariyasida) mugarrar hedisaning
chtimolligini birga teng deb hisoblash kelishilgan. Demak, bu
kelishuvga binoan

fplefar=0. (16

Ushbu shari normallash sharti deb ataladi va bu shartni
ganoatlantiruvehi v funksiya esa normailashgan funksiya hiseblanadi.
Odatda, fizik jihatdan real bo‘lgan sharoitlarda zarrachaning harakati
doimo cheklangan schada sodir bo‘ladi, shuning uchun (1.62) integral
yaqirlashuvchidir, bu vaziyatda esa normallash shasfini doimo amalga
oshirish mumkin. Ammo juda ko'p holfarda ideallashtiriigan
funksiyalardan foydalanish qulayroqdir, lekin ufar uchun (1.61) dagi
integral nzoglashadi va natijada normallash sharti bajariimaydi. Misol
qilib de-Broyl yassi to*lginni olish nmumkin:

pirt)= Aexp[ﬁ(pr Er)}

Bu holda integralning uzoglashishi anigdir:

flytrof av =4 fav =, |
Shuni aytish kerakki, de-Broyling yass: to‘lqimi ideal aniq impulsga
ega bo‘lgan zarrachaga xos. Hagigatda esa zarracha impulsi kichkina
bo'lsa ham noaniglikka ega. Lekin shunga garamay, de-Broyl to‘lgini
fazoda cheklanadi, va'mi to‘lgin paketiga aylanadi va integral
yaqiniashadi.

2" 1.9, Superpozitsiya prinsipi

Endi kvant nazariyasini tuzishda muhim ahamiyatga ega bo‘lgan biy
masalani hal gilishga o‘taylik. Optika kursidan ma’lumki, difraksiya va
inferferensiva hodisalar  to‘lginlarning qo‘shilishi, ya’ni ularning
superpozitsivasi bilan bog‘ligdir. Matematik jihatdan to‘lginlamning

39



qo‘shila olishligi bevosita Maksvell tenglamalarining chizigliligidan
kelib chigadi. Ma'lumki, tenglamaning chizigliligi quytdagt ma’noat
anglatadi: agar tenglamaning qandaydir yechimiari mavjud bo’lsa,
ularning istalgan chizigli kombinatsiyasi ham shu tenglamaning yechimi
bo‘ladi. Fizikada bu tasdiq superpozitsiya prinsipi sifatida ma’lumdir:
tablatda qandaydir yorug‘lik to‘lginlant alohida holda mavjud ekan,
unda albatta ularming yig‘indisiga mos keluvehi to‘lgin ham mavjud
bo'lishi kerak. Aynan mana shu superpozitsiya prinsipi tufayhi ikki
tirgtshli ekran orqasida hosil bo*lgan to‘lginm har bir tirgishdan alohida
sochilgan fo‘lginlar yig'indisidir deb qaray olamiz. Shu narsaga
ahamiyat berish kerakki, tolginlar go‘shilgamda ularming intensiviiklart
oddiygina qo*shilmaydi. Buni to‘lqinlarga oid bo‘lgan kompleks ifodant
go‘llash orqali amiq ko'rish mumkin. Masalan, wirty va w0
to‘lgmlaming yig‘indisidan iborat bo‘igan w{r.nto‘lqin berilgan bo‘isin:
| pr.t)= wirt) + guin g S A
.Ushbu to'lqinni intensivligini topaylik:
.0 = [0 + g0 + 2Re g (r,0) 9,00,

Ko‘ryapmizki, to‘lqiniar yig‘indisining intensivligi fagat qo‘shiluvchi
ikkala to‘lginlamming intensiviiklaridan iborat bo‘lmay, balki 2Rey, v,
bilan ifodalangan qo‘shimcha hadm ham o‘z ichiga oladi. Bu
qo‘shimcha had interferensiyon had deb ataladi, chunki u tufayligina
interferension hodisa mavjuddir. Masalan, bir xil intensivlikka ega
bo‘lgan ikki to'lqin qoshilganda, ular ikki barobar katta intensiviikka
ega bo‘lgan natijaviy to‘lginnt hostl aqilmay, balki interferension
hadning ishorasiga qarab ular bi-birimt yoki so‘ndiradi, yoki
kuchaytiradi. Qizigi shundaki, vlar bir-birini maksimal kuchaytirgan
holda natijaviy intensiviik kutilgan ikki marta o'miga to‘rt marotaba
kuchayar ekan.

Demale, interferensiyon haduning ishorasi boshlang‘ich fazalar fargi
bilan bog‘ligdir. Yugorida keltirilgan eslatmalardan so'ng biz endi
muhim tasdignt gabul qilishga tayyormuz. Ma'lumki, zarrachalarga
mterferensiya va difraksiya hodisalari xosdir, shunday ekan ularga mos
keluvin de-Broyl to‘lginlari ham superpozitsiva prinsipiga bo‘ysunishi
shart. Ammo superpozitsiva prinsipi de-Broyl va fizik to‘lamlar uchun

matematik o‘xshashhikka ega bo‘lsada, lekin fizik ma’nosi bilan farg
giladi,
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Fizik to‘lginlar o'zi tarqalayotgan muhitning holatini (akustik to‘l-
qmlar, suvdagi to‘lginlar va hokazo), yoki qandaydir maydon holatini
(elektromagnit to‘lqinlar, gravitatsion to‘lqinlar) belgilaydi. Xo‘sh, de-
Broyl to‘lginlart esa nimaning holatini beigilar ekan? Modomiki, de-
Broyl to‘lqini ayrim zarrachaga xos ekan, u fagat shu zarrachaning
holatin: aniglashga munosibdir. Masalan, de-Broyl yassi to‘Iqini

Adexplitkr — )]

aniq p=hkimpuls va E=#e energiyaga ega bo‘lgan zarracha holatiga
mosdir.

Zarracha uchun superpozitsiya prinsipini qabul qilinishining o‘zi,
zarrachalar holati haqidagi klassik tushunchamizni o‘zgartirishga maj-
bur qiladl. Masalan, superpozitsiya prinsipiga asosan, iabiatda har xil
energiya va impulsli de-Broyl yassi to‘lginlarining yig‘indisidan iborat
bo‘lgan de-Broyl to‘lginiga mos keluvchi holat amalga oshishi mumkin:

Aexp [E (pr —Ef_)]"f' Bexp[%{p’r ~E*r}].

Ahamiyat beraylik, zarrachaning bu holati endi anig impuls va aniq
energivaga ega emas. Klassik fizikaga asosan bunday bo‘lishi mutlaqo
mumkin emas. Haqiqatan ham, klassik fizikaga binoan zarracha
vagtning har ganday momentida qandaydir aniq impuls va energiyaga
ega. Ammo tajribalar bizni superpozitsiya prinsipini tan olishnt taqozo
qilar ekan, u holda zarrachani klassik fizika uchun yo‘q bo‘lgan bu
holatlarini mavjudligini ham qabul qilish lozim. Ushbu g‘ayritabily
holmi ilgariroq, ya'ni de-Broyl to‘lginlarining ehtimoliy talqinini
ko'rgan vaqtda anglash lozim edi. Yana bir marta de-Broyl yassi
to‘lqinint digqat bilan ko‘rib chigayi ik' __

pr, = Aexp[ (pr—Er)], et

Ushbu holatda, zarracha aniq 1mpuls va energiyaga ega bn Isa ham
biz uning koordinatalarn haqida aniq bir ma’lumotga ega emasmiz.
Hagiqatan ham, zatracha bu holatda fazoning istalgan gismida bir xil
toptlish ehtimoliga egadir, chunki

|§f/(f'.= f)iz “—"|Alz = const

Demak, klassik fizika bilan hech qanday umumiylikka ega bo‘lmagan
quyidagi tasavvurga egamiz: zarracha shunday bholatlarda bo‘lisha
mumkinki, uni aniq fizik kattaliklar bilan ifodalash mumkin emas.
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Shunday qilib, de-Broyl to‘lqinlari superpozitsiyvasi zarracha holatlari |
superpozitsiyasidir.  Turli de-Broyl to‘lginlarini  qo®shish  orgali -
zarrachaning o‘zga holatlariga mos keluvchi de-Brovyl to‘lqinlarini olish
mumkin. Shuni aytish kerakki, zarrachaning holati winumiy hollarda bir -
muncha mnrakkab ifodalar bilan ko‘rsatiladt va ko‘pincha ularning
- matematik ifodast ma’ium bo'lgan to‘lgin deb nomlanuvehi ifodaga
mos bo‘lmaydi. Ammy, shunga qaramay ularni *to‘lqin funksiyalan™
deb nomlash qabul gilingan. Keyinchalik “de-Broyl to‘lqini” iborasi
o‘rniga “to‘lgin funksiya " degan atama qo*llaniladi, “de-Broyl to*lgini”
atamani esa ba'zan faqatgina yassi to'lginni belgilash uchun
go‘llanilad:. |

Yugorida ayftlganlar hisobga olinsa, kvant nazarivasidagi
superpozitsiya prinsipini quyidagicha ifodalash mumkin: agar zarracha
y, to‘lgm funksivasiga mos holafda yoki o‘zga v, to‘lqin funksiyasiga
mos holatda bo‘la olsa, unda u

PAr )= o (10 + c g (r.1)

bilan ifodalangan har ganday holatda ham bo‘la oladi (bunda «, va o,
ixtivoriy kompleks sonlar). Demak, ko‘rintb turibdiki, agar zarracha
¥, .., 1o lgin funksiyalariga mos bir qancha holatlarga ega bo‘isa,
unda superpozitsiya prinsipiga binoan zarvachaga mmakkab holatlar
ham xosdir:

w=Cw +Cy, + G+ + O, .

Agar vigfindiga (superpozitsiyaga) kiruvchi holatlar bir-biridan
cheksiz kichiklik bilan farg qgilsa, unda biz yig‘indi o° rmga integralga
ega bo‘linadi. Masalan:

wrn= [ fip exp[i(pr ~ Ed)ldp

(bunda va bundan keyin ham quyldaglcha qisqacha belgllashdan
fnydalamladl dp =dp dp dp_}

"._.

1.10. Impulsning topilish ehtimoHNigi

Oldingi paragraflarda to'lqin paketi harakati bilan tarmishgan edik.
Unt quyidagicha ifodalash mumkin;

wie.)= [ fOrept-Gr-Eoldp.  © (1.63)
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(1.63) formuladagt de-Broyl toflginlarining r(p)- qator
koeffisiventlariga fizik ma'no berib bo‘ladimi, degan ta’bity savol
tug‘iladi. Unga javob berish uchun tolgin paketining x o‘qi bo‘ylab
targaluvchi bar o°1chovii holatini ko’ nb chigaylik:

wix, 0= | f{p}exp[—g{px—ﬂ}ldﬂ- (1.64)

Faraz qulaylik, to‘lgin paketi difraksion panjaraga normal
to‘shayotgan bo'lsin, u keyinchalik ganday o‘zgaradi? Ma'lumki, aniq
p impulsga ega bo‘lgan de-Broyl to‘lqini anig k:ﬁ to‘lqin soniga va

A= T to°lgin uzunligiga ega. Suning uchun paket tarklblga kiruvchi har

bir de-Broyl to‘iqini bir-biriga bog‘lanmagan holda difraksion
panjaradan, maksimumlar shaitiga ko‘ra, faqat amq 6 burchaklarga
soclhiladi: L e e

d pd (1.65)
bunda 4 — panjara chiziglari orasidagi masofa, # — maksimumlar soul.
Bu yonalishlarda sochilgan to*lgin intensivlikiariga mos keluvchi de-
Broyl to‘igini esa |f(p)° amplitudasi modulining kvadratiga proporsional
bo‘ladi. Natijada to*lgin paketi panjaradan o‘igach, velpig‘ich kabi
yoyiladi va uning intensivligining burchak tagsimoti quyidagicha

bo‘ladi: .
18)=] 7 (o) =[f[§’$2] (1.66)

Bu yerda (1.65) formuladan kelib chiquvchi impuls va maksimal
difraksiya burchagi orasidagi bog‘lanishdan foydalaniidi:

=2ﬂzfivn o . L
N S B S (167)

(1.66) formulaga amiglik kiritish magsadida, twli tartibdagi
maksimumlar o‘zaro bir-birini qoplamaydi, ya’ni tushayotgan to‘lgin
paketida impuls tarqogligi yetarhi darajada kichik boladi, deb taximin
qilaylik. Masalan, juda kichik burchaklar uchun »=1 be‘ladi. Statistik
talginga binoan 16)- boshlang‘ich holatdagi to‘lgin paketi yordamida
ifodalangan zarrachaning ¢ burchakka sochilish ehtimolligidir,
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Modomiki, p impuisli zarracha aniq ¢ burchakka og‘ar ekan, unda ;
to‘iqin paketi hiohda (ya’ni tushayotgan zarracha impulsi noaniq bo‘igan
holda) uning 6 burchakka cheklanish ehtimoli -7(¢}, tushayotgan to*lgin
paketida shu burchakka mos keluvehi p impulsli zarrachaning holatini
topish ehtimoliga proporsional, deb hisoblash tabiiydir. Vaholangki,
(1.66) formulaga binocan 7@)~|s(p)l'bo‘lar ekan, u holda :s(p to‘lqin
paketida zarrachaning p impulsli holatini topish ma’nega ega, degan
fikr tug‘iladi. Bu izohni uch o‘lchovli hol uchun umumlashtirilsa ham
bo*ladi. w(.}) ni de-Broyl to‘lginlari bo‘vicha gqatorga yoyish
koeffitsiyentlars modulining kvadratt (x> bizga w(rs) holatdagi
zarrachaning aniq p impuisli holatda topilish ehfimolligi ma’nosini
beradi.

Endi Fur'e yoyilmasi nimaligmi bir eslaylik. Ma’lumki, Ihllj.forly
silliq funksivani Fur’e integrali ko‘rinishida ifodalash mumkin:

R . ihr {1.63)

" Ushbu formulam Fur’e almashtirishi yoki Fur’e qatori deb ataladi.
Birincht nom (1.68) formulada F(r) funksiyan: boshga @k funksiya
orqali ifodalanganini bildiradi, ikkinchi nom esa bu formulada F¢r)

funksiyani { 1)3,, e™ funkstyalar bo‘yicha gatori, degan ma’noni
)

anglatadi. Bu izohga binoan, @) gqator koeffitsiyentlari ma’nosiga
egadir va ular ko‘pincha Fur’e komponentalari deb ataladi. Fur’e
teoremasiga asosan {1.68) fbnnulani quyidagicha vozish mumkin:
® (k)= [F{r) o (1.69)
2.:’5] 3

Ushbu formula Fur’e teskari almashtirish formulasi deyiladi.

Agar ikkita F(r) va F,(») funksiyalar berilgan bo‘lsa, nlarning Fur’e
komponetlari %) va @, bo‘lsa, u holda quyidagi tenglik o'rindi
bo‘ladi:

[F(r)F, (r)dr = [ ®,(k)®, (k)dk. (1.70
Kususan , F(r)=F,(r) bo‘lganda {1. ?{]) fonnuladan quyidagi tenghk
kelib chiqadt,. .
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SFdr= flo@w) a0 (LTD

Fur’e teoremasining mavijudligi shunday fikmi targ‘ib qiladi:
vaqining 1stalgan momentida zarrachaning har qanday holati aniq
impulsli holatlar superpozisiyasi ko‘nnishida tasavvur etilishi mumkin.
Hagigatda, (1.68) va (1.69) formulalarga asosan wir:) to‘lgin
funksiyasini iamma vagt qu},zidagicha ynzish mumkin:

;&'(r,r)- fﬁ’f"'(f’; ,, P, (1.72)

h)_n':_
(1.73)

plp)= gz [ 1 (e Far.

Bu formulalarda ¢ parametr rolini o‘ynaydi. (1.72) formulada
integraliash (1.68) formuladagidan farq qilib, zarrachaning impulsi

bo‘yicha amalga oshirtladi (g =#'3). Formuialarga karsning

kiritilishi esa ulami simmetrik ko‘rinmishga keltirish bilan bog ligdir.

Demak, to° lqin paketi uchun ishlatgan (1.63) formula aynan Fur'e
gatorining o ?g1n351 ekan, chunki uni quyldaglcha ynzﬁh mumkin:

pirt)=f f{p)f:xp[ (pr—~Edldp =
bunda

=  Jo (pt) eploprldp L (L74)

A L e si, - (175
p (p)=Grafte™s flp). (-7
{1.75) dan quyidag ifodani hosii bo‘{adi:
2 a . 2
o (pa) [ =27 1) | ()| (1-76)
u holda |¢ (ps)[ ham zarrachaning p impulsli holatda topilish
chtimolligini anglatadi. Umumiy (1.76) formulaga asoslanib, lo(p,/)f"

faqat to‘lqin paketi uchun emas, balki zarrachaning har ganday holaii
uchun ham topilish ehtimolligi ma’nosini beradi, deyish mumkin.
Aniqroq ayiganda,

0p={e (p)|

ifoda ehtimollik zichligi ma'nosiga ega va zarrachaning impulsining p
giymat atrofida topish ehtimolligi (p) dp degan manoni anglatadi, bu
yerda dp=dp.dp.dp. p Impulstar fazosidagi hajm elementi. Ravshanki,
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butun p» fazo bo‘ylab olingan integral Tﬂ{p} dp ga teng bo‘lib,

zarrachaning biron bir impulsga ega bo‘lish ehtimolidir va shuning
uchun ham bu ishonarh voqcadir Ishonarli vogeaning ehtimoltigini
odatda birga teng deb olinad, ya ni

fﬂ{p dp = f[fﬁ’(ﬂf) Fap=1.

Bu shattga bo' }.rsmuvchi ¢ (p.) funksiya nartnallashgan deb ataladi.
Garchi (1.71) fmmulaga asosan

J i) dr = f oo (178)

ckan, undan ko‘rninib turibdiki, agar p impulslar fazosida normallash
sharti bajarilsa, v holda aviomatik tarzda r koordinata fazosida ham
normallash sharti bajartlgan bo*lads.

Shunday qilib, agar w{r,7} to‘lgin funksiva ma’lum bo‘lsa, unda
(1.73) - Fur’e formulasi yordamida ¢ {p.r) ni ham aniglash mumkin
va shu bilan mmpuals ehtimolligi tagsimotini ham topa olamiz. Demak,
birgina w(r.) funksiva hagidagi ma’lumot ham koordinata bo‘yicha
ehtimollik tagsimotini, ham impuls ehtimollik tagsimotini aniglashga
imkoniyat yaratar ekan.

(1.77)

1.11. Fizik kattfaliklarning o‘rtacha giymatlarini va e‘rtacha
kvadratik giyvmatlarini hisoblash

O‘tgan paragriftarda mikroobyektlar ishtirokida bo‘ladigan
jarayonlami ia’riflash uchun kvant nazariyasini qo‘llash talab etilishini
ko‘rib chigdik. Kvamt nazarivasi haqida quyidagi tushunchalarga
Cgamiz:

1. Zarrachaning holati v (r,r) tolgin funksiya o‘rqali aniqlanadi.

II. Kvant mexanikasida superpozitsiya prinsipi mavyuddir, bu esa
tabiatda fizik kattaliklarni aniq giymatlarga ega bo‘imagan holatlarning
borhigini taqozo etadi. Bu holatlar uchun fizik kaittalikning fagat biron
qiymatini topilish ehtimoli to*g‘risida gapirish muinkin,

1. #(r) io‘lgin funksiyasini bilishimiz, u bilan ta’riflanadigan

holatdagr  rlr.s)= %—ﬁ% =fp{r.7)] koordinata bo‘yicha ehtimoilik tagsimoti
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bilin birga T (p)=] ¢ (p 1) |2 impulsiar bo‘yicha ehtimollik taqsimotiﬂj
illlm aniqlashga imkon beradi ({1.73) ifodaga asosan).

Shuni ta’kidlash lozimki, kvant nazariyasi klassitk mexanikadan farghi
ravishda, bo’lajak vogealarni aniq aytib bera olmay, balki ularning
amalga oshishi ehtimoligini ko‘rsatadi. Bu esa kvant nazariyasidagi
oldindan aytilgan narsalamni anigligini tekshirish uchun juda ko‘p marta
tajribalar o‘tkazish lozimligini bildiradi. Ammo bitta zarracha bilan
gayta-gayta tajriba  o‘tkazish real bo‘lmagan wmasaladir, chunki
mikeoobyekt ustida o‘tkaziigan har bir o‘lchov uning holatin
o'zgartiradi. Shunga ko'ra, ko*p marta bir xil tajribalar o*tkazish uchun
bir xil holatdagi bir-biriga bog‘lig bo‘lmagan va bir xil to‘lgin
funksiyasi bilan tavsiflanagan ko‘p migdordagi aynan o'xshash
zarrachalar  bo‘lishi  kerak. Zarrachalarning bunday to‘plamini
srrrachalar ansambli deyiladt. Ansambl vordamida ehitimollik hagidagi
{ushunichaga real ma’no berish mumkin. Masalan, r nuqta atrofida
sarrachani topilish ehtimolligl |¢(r.:)" ga teng, N zarrachali ansambldagi
shttmollik esa,

dN(r,t) = N-[g&'(r,r]lz dr (1.79)

ga teng bo‘lb, zarrachalar soni r nuqta atrofida dr=dxdrd= hajm

ichida  topilishini  anglatadi. Agar zarrachalamning  impulsi

o‘lchanayotgan bo‘lsa, unda impuls fazoning p nugqtast atrofidagi dp
clement hajm ichida topiladigan zarrachalar soni

aN(pty=Nlp(ptf ap (1.80)
ga teng bo‘ladi. Shum aytish kerakki, ushbu formulalardagi & gancha
katta bo'lsa, formulalarning ma’nosi shuncha to‘liq aniglikka ega
bo‘ladi.
Ansambl yordamida  p{r.#) holatdagi biron-bir fizik kattalikning
o'rtacha qlymatiga ham real ma’no berish mumkin. Masalan,

[ 2yl dr (1.81)

ifodani ko‘nb chigaylik. Bu ifodaning kattaligi ausambining hamma
zarrachalar bo‘yicha o‘rtachalashtirilgan "% koordinatasiga teng
ckanligini tushunish giyin emas. Hagigatan ham (1.81)} formulada
binoan |
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 feav() L
x=""—r—3,—_"=fx‘|ﬁf"’(ﬁf)ldr - (1.82)

Demak, r ga bog‘liq funksiya bilan ifodalanuvchi har Cianday fizik
‘kattalikning o'rtacha giymati quyidagicha ifodalanadi:

o m=fF(F)"V(r=f)I2 ar =f§f (r,0) F(r)-g(r,t)dr (1.83)
Shunga binoan impulsning funksiyasi bo‘la oluvchi har qanday fizik
kattalikning o‘rtacha giymatt quyidagi formula orgali hisoblanishi
mumkin:
F(p)=[F(p) e (p)] dp=[# (p.1) F(p)p (pt) dp.  (1.84)
Ko‘rinib turtbdiki, agar fizik kattalik impuisning funksiyasi
ekanligim bevosita p{r,i) funksiya orgal: ifodalamogehi bolinsa, bir

muncha murakkab ifoda hosi bo‘ladi. Vaholangki, bunday kattaliklarni
yozish uchun Fur’e almashtirishlar nazariyasidan kelib chigqan juda

sodda usul mavjud: S
\ i -
Firi:f;a (r,f)F(—:ﬁ-é;)-;f(r,r)dn - (1.85)
Formuladagi F(—fﬁi) belgming ma’nosi quyidagi misollarda
ko‘rinadi:

p.= [ (p.)po(pi)dp=[¢ (r,r)[—m%} - rt)dr =

= —fﬁf v (r,t) a;g’;;’:) dr (1.86)

p =fff”(p.f)pfw(p,r)vio=f¢‘(r,r)(—fﬁ£;) () dr =

= (—j?‘z)z I;ﬂ {r,1) 6‘2;252',3‘) dr

Demak, Fr{p)funksianing ifodasidagi p lar o‘rniga (-E}i f]
.

. d _
qo‘yilsa, unda F (miﬁ a—r) olinar ekan,

Ammo fizik kattaliklaming tajribada olingan qiymatlari, uiarning
o‘rtacha grymatlaridan keskin farq qilisht mumkin. Bu chetlanishlar
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Tuktuatsivalar deb atalib, fizik kattalik giymatlarining noanigliklarini
yuzaga keltiradi. Matematik statistika kursidan ma’lumki, fluktuatsiya,
odatta, o‘rtacha kvadratik og‘ish deb atalib, garalgan kattalikning
o‘lchangan va o‘rtacha giymatlan ayirmasining kvadratini o‘rtachalab
olinadi.

O‘rtacha qiymat az ma’lum bo‘lgan holda, og'ish quyidagi
lormulaga binoan hisoblanad:

AL=L-E. | (1.87)

Statistik  fluktuatsiyani esa, yoki ofrtacha kvadratik og'shni
gividagicha yozish mumkin. -

—

Ly (LT =T -2 L+(I) =F~(If. = w

1.12. Noaniqlik munosabatlari

De-Broyl to‘lginlaring statistik talqini nazariy yo‘l bilan olingan
natijalarni tajriba ma’lumotlart bilan bog*lash imkonim beradi. Birog bu
talqin mikroobyektlarning tabiati to‘g‘risidagi masalani chetda
qoldiradi. Bu yerda asosiy qiyinchilik tajribadan olingan natijalarni
tavsiflash uchun goh zarrachalar manzarasidan, goh to‘lqinlar
manzarasidan foydalanishga to‘gri keladi. Bir xil mikroobyektlarning
o‘zi, masalan elektronlar, ba’'z1 taribalarda o'zini  mmayyan
trayektorivalar bo‘yicha harakatlamuvehi zarrachalar singari tutadi,
boshga tajribalarda esa ular o‘zini superpozitsiya prinsipiga bo‘y
sunadigan to‘lginlar  kabi tutadi. Ammo ravshanki, bir xil
mikroobyektlarning o°zini tavsiflash uchun ham to'lgin, ham -
korpuskular manzaralardan foydalanishga majbur bo‘lganligimiz
sababli, bu mikroobyektlarga zamrachalarning barcha xossalart va
to‘lginlarning barcha xossalari taallugh bo‘ladi deya otmaymaz. |

Ma’lumki, klassik mexamikada zarrachalami trayektoriyalari va bu
trayekioriva bo‘ylab ularning harakati bizni gizigtiradi. Zarrachani
trayekioriya bo‘ylab harakati bilan vaqtning har bir momentidagi anig
koordinatasi va aniqg impulsining mavjudligi chambarchas bog‘langan.
Birinchi kattalik zarrachaning holatini aniglab bersa, ikkinchisi esa shu
kattalikning cheksiz kichik vaqt davomida o*zgarshini ko‘rsatadi:

49



p, R
X+de=x+~dt=x+v dt .
Y T e s (1L88)

bunda m -—zarrachaming massasi, v.— uning tezligi. Statistik
ansambldagi zarrachalar xilma-xil koordinataga va impulslarga eg:
bo‘lishi mumkin. Agar bu klassik ansamb!{ bo‘lganida edi aniq impulsge
va anig koordinataga ega bo‘lgan ansambllarni tanlab olish mumbkin °
bo‘lardi. Kvant ansamb] holida esa bunday tanlab olish imkoniyati
bo‘lmaydi, chunki bu holda zarrachalarning tovlashishi va ularning
tapulsi orasidagi munosabat klassik holatdagl munoesabatdan mutlago
farq qiladi. Mikroolamdagi uchraydigan bu nmiuhim xususiyaini batafsil
o‘rgamb chiqish uchun, mikrozamrachalamig difraksiyasi tajribalatidan
kelib chiqadigan natijalarga asoslaniladi. Ushbu tajribalamning asosiy
natijasi de-Broyl formulasida zfﬂdalangan bo‘lib, to'lgin uzunligini
nmnpuls bilan bog laydi:
rh (1.89)

PR

Ma'lumki, to‘lgin qandaydir davomiylikka ega va w o‘ztimi bar
vagtning o‘zida fazoning turli yerlarida namoyon gila oladi. Shuning
uchun “ x augtada to‘lgin uzunligi 4 ga teng” degan ibora ma’noga ega
emas, chunki A to‘lgin shaklining funksivasidir. Shu wufayit (1.89)
formulaning eo'ng tomoni x koordinataning funksivasi bo‘la olmaydi.
Demak, (1.89) ning. chap tomoni ham, ya’ni pimpuls ham x
koordinataning funksiyasi bo'la olmaydi. Shunday qilib, quyidagi
xulosaga kelinadi: modomiki (1.89) dagi de-Broyl munosabati to‘g‘ri
munosabat ekan, u holda zarrachaning p impulsi uning x koordinatasmi
funksiyasi bo‘la olmaydi. Mikrodunyo olamida “ x puqtada zarracha
tmpulsi p ga teng” degan ibora hech ganday ma’noga ega emas. Demak,
kvant sohasida bir vaqining o‘zida harm umnpuls, ham koordinata aniq
giymatlarga ega bo‘ladigan ansambllar mavjud emas. Avvalo to‘lgm
gurghidan tashkil topgan ansambllar uchun bu mulohazani isbotlab
berayhk 1 S5- pa; agrafda ko'rsatib o*tilganidek,

pﬂ

ifwi—fx b

o+ ook Clay !
qx(.x,r]:kj;f{k}e e (90)

to‘lginlar gurithi quyidagi ko‘rinishda 1fodalamsh{mumkm ,IH; o
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Ixtiyoriy vaqt momemtida bunday ° to‘lginlar, guruhidagi
wi’ intensiviigi S-rasmda keltirilgan. ' -

— e, T ek e —— — et Ry

TR J RO RPN
5-rasm. To‘lqinlar gurnhining | intensivligi. %:;'__[H'F'_ . :_' L
Guruh  o'lchami sifatida y® maksimum nuqtasidan  birinchi
minimumgacha bo‘lgan ikkilangan masofa gabul qilinadi va uni 2ax
orqali belgilanadi. (1.91) dan ma’lumki, Ax=r/At  yoki
A Ak =T (1.92)

Bu ifoda to‘lginlar uchun xos munosabat bo‘lib, ixtiyoriy to‘lqinlar
uchun o‘rinlidir va  to‘lgin gurnhlarining chizigli o‘ichamlarini shu -
to‘lqinlardan tashkil topgan to‘lgin sonlarining intervaliga bo‘lgan
ko‘paytmasi o‘zgarmas kattalik bo‘lib, bu ko‘paytma » ga teng bo‘ladi.

Kvant mexanikasida esa p, =#k de-Broyl tenglamasida % kattalik
aic oraligtida o‘zgaradl va p impuls

Ap. =h Ak (1.93)
o‘raligda o‘zgaradi. Agarda {1.90) dagi to‘lginlar gurzhimi de-Broyl
to‘lginlar guruhi sifatida qarasak va (1.92) formulani ikkala tomonini #
Plank doimiysiga ko‘paytirilsa, u holda (1.93) formulani nazarda tutib,
quyidagi natijaga kelinadi;
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Ax-Ap =mh. (1.94)

Olingan (1.94) munosabat p, impuls va usga mos bo‘lgan
koordinata uchun kvant mexanikasida Geyzenbergning noanighk
munosabati deviladi. Bu formulada

Av va Ap, kattaliklar mos ravishda x koordimata va p impulsnt
o‘lchashdagi  noamigiiklarni  ifodalaydi.  Aniglapgan  alohida
o‘lchashlarning qiymatlari 7 atrofida  2ax noaniglik bilan olinadi.
Agarda shu holatning o'zida zarrachalarning p impulsi o‘lchansa,
ulﬁming o‘rtacha qiymatt p =p =#, ga teng bo‘ladt va alohida
o‘ichashlaming givmatlari p,gitymat atrofida tap, noaniglik bilan
topiladi.

Noaniqlik munosabatlarini matematik ko‘rinishda yagqol tasvirlash
uchun avval koordinata va impulsning o‘rtacha givmatlaridan ehtimoliy
chetlanishini bildivuvehy katfaliklarni aniglash kerak. ap,.Ap,,ap. lar p
tazodapi » (p,/) funksiya joylashgan soha kattaligimi bridirads,
e {p.r)|* esa impuls ehtimolligt ma’nosiga ega, u holda ravshanki,
Ap.,4p,.4p, lar impulsni o'rtacha qiymatlanidan ehtimoliy chetianish
chegarasini aniqlaydi. Boshqacha aytganda, axarAz va ap ap.ap, lar
koordinata va impulstarni uwlaming ortacha giymatlari  atrofida
tarqogligini, ya'ni zarracha koordinata va impulslarining noanighk
darajasint ko‘rsatadi. |

Sbhuning uchun kvant mexanikasida ax,ay,A: va ap,.ap,.Ap, larmi
koordinata va impuls noanigliklari deb atash qabul gilingan.

Avvalo statistikada keng qo‘lHamladigan {(ap.F va (axy o'rlacha
kvadratik og'ishlarmi hisoblab chigaylik. Bizga x kattalikning » o‘rtacha

giymati berilgan bo‘lsin. Agarda gandaydir individual o‘lchashda x

qivmaini  olsak, u holda Ar=x-¥ qiymat o'rtacha qiymatdan
chetlanishint bildiradi va bu chetlanishning o‘rtacha giymati har doim
nolga teng bo‘ladi:
Ar=r—x=x-x=0,

Shu ¢ufayli  ofrtacha giymatlardan mdividual o'lchashlaming
chetlanishi sifatida ar qiymatni emas balki () o‘rtacha kvadratik

og'shai olishadi. Yugoridagi tushuntirishlarga asoslanib: =
(¥ =li-3) =2' =% e (195)
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(ﬁpl-f:(pﬁpx) :pz-—;ﬁz (196)
yozish mumkin. Keyingi hisoblashlarni davom ettirish uchun o‘zimizga
qulay koordinatalar sistemasint fanlab olamiz. Ya’'ni, koordinataiar
boshining x -nuqtasida tanlab olinadi, u holda x=0¢. Tanlangan
koordinatalar sistemasi x tagsimlangan markaz bilan birgalikda
harakatlansin, Demak, p =¢ bo‘ladi. Ushbu koordinatalar sistemasida

(1. 95) va {1.96) formulalari o° miga

(ax) =% (1.97)
ap.) =p° | (1.97°)
larni olinadi. (1.81) va (1.85) ifodalardan foydalanilsa,
(aef =57 = [ (5)x'p () ds C(198)
Vi ;Jf(r} (19

N (op.F = p" =) [¢'(x)
natijaga kelinadi. Hozircha asosiy maqsad (AxY¥ va (ap ) orasidagi

munosabatni aniglashdan iborat. Shuning uchun quyidagi qo‘shimcha
mtegralni ko‘tib chigiladi:

1&)=[iew+
Modulning kvadrati ochib chiqilsa,
s d dy dl
HEY=£2 _[1: W, d1+§I W“"W w)dx+J' v ¥ dx (1.100)

d g(x)f
X

d L (199)

xdx

ifoda hosil bo‘ladi. Quyidagi belgilashlarm  kiritib, integrallarni
hisoblashda bo*laklab integrallashdan foydalanilsa,

A= [ylacs(af . T (LI0Y)
B=-{x ' yhte = fu'vdx = (1.101)
R TR R ) .
L_de e Ju P o (1.1017)

Ushbu natijaga kelinadi:
(1.102)

{E)=AE* —BE+C20.
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¢ ning haqiqiy giymatlarida (1.102) ifoda barcha sohalarda manfiy
bo‘la o' lmaydi: )

1E)=0. (1.103)

Shuning uchun (1.103) tenglamaning ildiztari kompleks giymatiarga

ega bo‘ladi. Bu shartning bajarilishi fagatgina

44C = B* (1.104)
shart bajarilganda amalga oshiriladi. Olingan tengsiziikka 4, B, va C
gtymatlar qo'yilsa, (Ax) va (ap,} orasidagi munosabatga kelinad:

* > > ?'?2
(ap, ) Aax) 2~

Shunday gilth, umumiy ko‘rinishdagi noaniglik munosabatlari hosil
gilindi. Kvant mexanikasida Geyzenberg noanighik munosabatlarining
mavjudligl quyidagi umumiy xulosaga olib keladi: zarrachaning holatini
tavsiflovchi koordinata va impulsini bir vagtda aniq belgilab bo*Imaydi,
Mana shu jthati bilan kvant nazariyasi, zarracha har ganday momentda
antg koordinata va aniq impulsga ega bo‘la oladi deydigan klassik
mexanikadan prinsipial farq gitadi. Klassik mexanikada zarrachaning
koordinata va impulslari bir vagining o‘zida istalgan aniglikda o‘lchash
mumkin deyiladi. Kvant nazariyasi esa, Geyzenberg noaniqlik
munosabatiari  mavjudligi tafayli, bunday bmkoniyat bo‘lishlin
prinsipial inkor etadi. -

(1.93)

1.13.1bobga oid savol va masalalar

1. Klassik fizika tushuntiva olmagan fizikaviy muammolarni ko ‘rsatib
bering.

2. Kvant mexanikasining paydo bo 'lishiga sabab bo ‘Igan nazariy va
eksperimental ishlarni sanab o 'ting.

3. Fotoeffekining qizil chegarasiga mos keluvchi to'lgin uzunligi
biror metallni ikkinchi metal bilan almashtirganda ortadi. Bu ilkala
metallarning chigish ishi to’g visida nima devish mumkin?

4. Rentgen nurlanishining kvanti (rentgen fotoni} elektron bilan
to ‘qnashganda sochilish jarayoni vujudga keladi. Ushbu jarayvon sodir
bo ‘Iganda uning to lgin uzunligining ortishini yoki kamavishini izohiab
bering.
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5. Nima uchun biz ba’zan yorug'likning io'lgin xususivatlavini
nomoyon  gilishi  to'g'risida, ba’zan esa uning korpuskular
xususiyatiarini nomoyon etishi to ‘g ‘risida gapirishimiz mumkin?

6. Nima uchun biz elektronning ba’zi hollarda to 'lgin xususivatlarini,
ba'zi hollarda esa uning korpuskular xususiyatlarini nomoyon etishi
to ‘g ‘risida so 'z yuritishimiz mumbkin?

7. Foton va elektron orasida agjralib turuvchi barcha forgiarni
batafsil ko ‘rsatib bering.

8. Ixtivariy  zarrachaning de-Broyl to'lgin  wzunligi  uning
o lchamlaridan katta yoki kichik bo'la oladimi? Zarrachaning
o lchamiari va uning dJde-Broyl to'lgin uzunligi orasida o ‘zaro
bog lanish maviudmi?

9. Makroskopik sohada kvant effektlarini kuzatish imkonivati mevjud
bo ‘lishi uchun Plank doimiysining giymati qanday bo 'lishi kerakligini
baholang.

10. Rezerford tomonidan taklif gilingan alomning planetar
modelida  elektroniarni  gavsi  kuchlar wshlab nwadi va  atom
sistemasining turg ‘unligini ta ' minlab turadi?

11.  Rezerford tomonidan taklif gilingan atomning planetar modeli
va Bor nazariyasi orasidagi asosiy farglarni ko ‘rsatib bering,

12, Masala. Radiusi 0.53-10"m ga ega bo'lgan vodorod atomining
doiraviy ovbita bo‘ylab harakatianuvchi elekironining yadroga tushish
vagti' baholansin, bunda  Iklassik  elektrodinamikaning qanunfanga

binvan elekironning nurlanishga sarf qafgan energiyasi o L

de‘ 3 dngye’ e T
Jormula bilan aniglangan deb hisoblansin(t -elektr onmng rez!am.s'k
vektori),
Yechish:

Soddalik uchun elektronning tezlanishi v radiusli aylana bo yfab takm
harakat gilgandagi tezlanishiga -
¥oooArgungr
teng bolsin deb faraz qilamiz. U holda norelyativistic hol wuchun
10 i':q energiva E quysdag: ko ‘rinishga keladi:
m & _ fﬂﬁtﬁ'z
2 dmey 7

2

E=
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Elektron energiyasining kamayishi ushbu . -
dg e’ 128me,
At emeld T R
Jormula hilan aniglanadi. Undan SRS
1 IES?tEﬂ 1207, e (O

— =t E, =— , 7= 0,53 10" m
£ E 3mye'c &re,r,

T

& =0,le=3-10 tezlikka ega bolgan elektronning vadrogach

&
bo ‘igan masofasi vy dom vy gacha kamayishi uchun ketgan 1 vagti

Arielc’mi
y T=—t -t (f}f—ﬁs)#—i,r#-lﬂ‘“s
¢

ga teng bo ladi.

13, Masala. Relyativistik elekiron foton bilan to qnashlsh natijasid:
foton 60" burchak ostida Sachzfdz elektron esa to'xtab qoldi
Quyidagilar aniglansin: |

a) sochilgan foton fo lgin uzunligining kompton siljishi,

b) agarda harakatlanuvchi fotonning energivasi elekfronning tinch
holatdagi energivasiga teng bo'lsq, fo qnashmdan ofdm elektromming
kinetik energiyasi,

Javobi: a) l-i’:iﬂsinzg:ﬁ,ﬂlzg. B L .
B @ : . . :
b) 0,17 Mev. S N

14. Masala. Massasi m; ga va ldnetik energivasi Ey ga teng bo ‘lgan
novelvativistik zarracha finch holatda bo'lgan m, massali zarracha
bilan pesh to'qnashadi. Bu zarrachalarning massalar markazi bilan
bog langan sanoq sistemasida to gnashishdan keyingi *arrachafarnmg
de-Broyl to ‘lgin uzunliklari aniglansin, . * a

PP Y b ' 1

Javobi. Aq-ilq—[l ):/—_2—;? . L

15. v to'lgin funksivasini tordagi mexanik fo lgin va efekfmmagmr
to ‘Iginlar bilan solishtiving hamda wlarning bir-biriga o ‘xshash va bir-
biridem farqli jihatlarini ko ‘rsatib bering.

16. To'lgin funksivasining matematik ia’rifini ifodalab bering va
uning asosiy xossalavini ko ‘rsating. To'lgin funksivasining fizikaviy
ma ‘nosini ochib beruvchi holatlarni tavsiflab bering.
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17. Holatlariing  superpozitsiva  prinsipini  ifodalab  bering.
Superpozitsiva  prindipt  havoliv  diffaksion  tajribaga  ganday
qo llaniladi? '

18. Zarrachaning koordinatasi va impulsning proveksivasi
orasidagi noaniglik munosabatini batafsil va har tomonlama muhokama
qilib chiging. To'lgin paketi va noaniglik munosabati asosida kiassik
hamda kvant mexanikasi orasidagi bog ‘lanishni tahiil 4ilib chiging,

19, Nima sababdan kvant mexawnikasida zarvachaning harakatini
ifodalash  uchun  trayektoriva tushunchasidan  foydalanish  mumbkin
emas? '

20. Qanday aniqlik  bilan bir vagming o‘zida zarrachaning
koordinatasini va tezligini aniglash mumkin? S

Ty Al
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{1 bob
KVANT MEXANIKASINING MTEMATIK |
APPARATI

2.1 Chizigli va o‘z-0‘ziga
| . qo‘shma operatorlar

Har bir fundamental fizikaviy nazarivada o‘ziga xos matematik
apparat qo‘Haniladi. Klassik mexanikani vajudga kelishi differensial va
mtegral hisoblash metodlarining rivoilanishi bilan chanbarchas bog‘hg.
Elektrodinamika fanmi va Eynshieynaning relyattvistik mexanikasini
pavdo bo'lishi esa, vekfor va tenzor analizning keng hamda har
tomonlama qo‘Hanishi bilan bog‘liq. Kvant mexanikasining asosiy
gonuniarini anig va to‘g‘ri ifodalash uchun matematiklar tomonidan
ishlatilayotgan tushunchalar va g*ovalarni shu fanga tatbiq qilish lozim
edi. Kvant mexanikasidagi bu g‘oyalarning eng asosiysi va keng
go‘ ltaniladigani bu operatorlar nazariyasidir.

Ma’lamki, moddiy nugta trayektoriyasini ifodalovehi funksiyalarni
aniglab berish masalasi klassik mexanikaning asosiv masalasini tashkil
etadi va bu nazariyada fzik kattaliklar koordinata va vaqtning
funksiyasi sifatida tavsiflanadi. Kvant mexanikasida esa vaziyat
batamom boshqacha, chunki elektronning koordinata va impulsi, bir
vaqining o‘zida aniq qtymatlar gabul qila olmaydigan fizik kattaliklar
turiga kiradi. Ikkinchi tomoundan kvant nazariyasi klassik mexanikadan
farqls ravishda bo‘lajak vogealarni anig aytib bera olmaydi, balk: ularni
amalga oshish ehtimolligini ko‘rsatadi. Shuning uchun bham, bu
fikirlarni to‘gri aks ettirish uchun mutlage boshgacha bo‘lgan
matematik apparatni qo‘llashga majbur bo‘lindi va bunday nazariya
sifatida operatorlar nazariyasi qabul gitindi.

Ushbu matematik apparatni bayon qilishdan oldin (1.83) va (1.84)
ifodalarda mos holda koordinata harada impulslar funksiyalarining
o‘rtacha qiymatlarini qanday aniqlaganimizni eslaylik. Agar ana shu
funksivalardagi impulsiar o‘miga impuils operatoriandan foydalanilsa,
inpuls funksiyalarining operatoriar orqali tuzilgan ifodasiga kelinadi
Ushbu natija shuai ko‘rsatadiki, har qanday koordinata va impulslaring
murakkab funksiyast bo’lgan mexanik kattaliklar mos operaiorlar orgati
ifoda qilinishi kerak.
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Kelgusida ushbu munosabatlar asos sifatida go‘laniladi. Fizik
kattaliklarni Kvant mexanikasidagi sistemaning rivojlanishini ifodalash
uchun, operator deb nomlangan matematik tushuncha Kiritildi.
Matematikada operator deb bir funksiyami ikkinchi funksiya bilan

taggoslash usulini ifodalovchi £ belgiga aytiladi, yani :
Lu(x) = v(x) (2.1)
Masalan, L=x bo‘lsin, u holda »(x) funksivani olish uchun u(x
funksiyani o‘zining x argumentiga ko‘paytirish kerak, yoki i=§"

X
bo‘lsa, u holda u(x) funksiyani hosil qilishda «(x) funksiyani
differensiallash lozim.

Endi operatoriar vstida bajariladigan matematik amallami ko‘rib
chigaylik. Tkkita 4 va £ operatorlar berilgan bo‘lsin. To‘lgin
funkstyasiga

Cy = Ay + By (2.2)
tarzda ta'sir etuvchi ¢ operatorni 4 va B Dperatorlarnmg yig‘indisi
deyiladi va bu operator: S .
C=A+B i CHwe
ko‘rinishda yoziladi. Ikkala 4 va & operatorlarning T
ko‘paytmasiesa . s o T
- Dw A (By;

ma’ nont bﬂdlradl yva'ni v funksiyaga &operator bilan ta’sir gilishi
kerak, so‘ngra hosil bo‘lgan yangi to‘lqin funksiyaga 4 operator bilan
ta’sit  etish  lozim.  Muhimi, operatorlaming  ko'paytmasi
ko‘payuvchilarning tartibiga bog‘liq. Masalan, agar D=4 8 bo'lsa, u
holda £'=5-4 deb belgilanadi. Agar 4.8=8.4 bo'lsa, 4 va 8
operatorlar 0‘z-0'ziga kommutativ operatorlar deyiladi, aks holda, ya'ni
A-BzB 4 bo'lsa, ular komuttativ bo‘lmagan (antikommutativ)
operatorlar deyiladi. |

F=A-B-B A
operator 4 va # operatorlar uchun kmmnutdmr deyilad. .
Avvalo, chiziqli operator degan tushuncha bilan tamshlb_,___,

chigaylik. Agar i operator quyidagi shartni
- T R e
L{c,u, + ey =c,Lu, +¢,Lu, | (2-3)
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ganoatlantiradigan bo‘lsa, v chizigli operator deb ataladi. Bu formulada
% va u, lar ixtiyorty funksiyalar bo‘lib, ¢, va ¢, lar esa ixtiyoriy
kompleks sontardir. Koordinataning & operatori ham, impulsning 5,
operatort ham c¢hzigli operator ekanligiga ishonch hosil qilish giyin
emas:

X0 #, 0o, ) = X0, + 6oy ) = e {xuy) + o, {xu, ) = ¢ (Xu Y+ oy (B,

e px(ﬂlul +C2Hj) = —ih ;; (Ci”l +62“1} =

R

¢, (~ih o )+, {—ih -a--zf{?-) =P )+, (pas).
ox~ dx | T

Agar 4 va B operatorlar chizigli bo‘lsa, nlarning yig‘indisi ham,
ko‘paytmasi ham chizigli operator bo‘ladi. Shunga binoan # va p,
operatorlar chizigli bo‘lganligi sababh, ular o‘rqahi algebraik
ifodalanuvchi har ganday fizik kattahik ham chizigh operator bo‘ladt.
Demak, fizik kattalikka mos keluvchi operatoriar chizigli bo‘lishi shart.

Chiziqli I operator o‘z-0‘ziga qo‘shma yok1 ermit, operator deyiladi,
agarda

ju,*(x)ﬁuz(x)dfr = Ju2 (x)L'u, (x)dx (2.4)

tenglik o‘rinli bo‘lsa. Bu shartni ganoatlantiruvchi operatoriar fagat

hagigiy fizik kattaliklarnt ifodalaydi. Impuls operatorining _ﬁ_k_=~m§-
X

0'z-0'ziga qgo‘shma ekanligini ko‘raylik: =
<, % B e e

_[”1 ﬁxu:dx=-—rﬁ_£al —B—I_"--dx:[—*myl uz]; +

©

]

_ ou, T
| +£??:[Du1 ai— dx = i:sjpx t; dx
Bu integralni hisoblashda bo‘laklab integrallash usulidan foydalanildi
hamda &« (3)=u,(¢)=0 teng ckanligt hisobga olindi, Impuls
operatorining qo‘shmasi esa 2, = iﬁ% ga teng. Shunday qilib, 5
operator chizigli va 0'z-0°'ziga qo‘shma operator ekan. Tekshirib ko‘rish

mumkink, > operator chizigl, ammo o*z-0°ziga qo‘shma emas.
AN

60



Endi fizik kattaliklar operatorlarini tuzishda chiziqli va o‘z-o‘ziga
qo‘shma operatorlarning diqgatga sazovor bo‘lgan xususiyatlarini ko‘rib
chigaylik:

A ermit operator deyiladi, agar u 0‘z-0‘ziga qo‘shma operatori A” ga
teng bo‘lsa, |

A=A (2.3)

Aynan shuning uchun ermit operatoriami o°z-o‘ziga qo‘shma
operatorlar deb yuritiladi.

[. C=4+8 emmit operatorlarning yig‘indisi ham ermit operator
bo‘ladi.

2. Ermit operatorining biror bir haqiqiy songa ko‘paytmasi ham ermit
operator bo‘ladl.

3. D=4-B  ikki ermit operatorning ko‘paytmasi ermit operator
bo‘lishi uchun 4 va 2 operatorlar albatta o‘z-o‘ziga kommutativ.
bo‘lisht fozim. Shunday qilib, fizik kattalikiar uchun operatorli ifodani
tuzishda o‘ta ehtivotkorlik talab giltnadi.

2.2. Fizik kattaliklarning o‘rtacha giymatlari va uperatnrlan R

orasidagi bog‘lanish S

Kvant mexanikasida operatorlar qo‘llanishining asosiy g ﬂyam

shundan iboratki, har bir fizik kattalikka uni tavsiflovehi chizigli va o°z-

o‘ziga qo'shma operator moslashtiriladt, ya’'nt istalgan fizik kattalik
biror operator yordamida ifodalanadi:

L L. (2.6)
Masalan, r radius-vektorga unt ifodalovchi ¥, x 0°qi bo‘yicha

impuls komponentasi p, ga esa 2, ="Ifia—x operator moslashtiriladi,
yoki L=L(p.p,,p,,x ¥z impuisiar va koordinatalar funksiyasi bo‘lgan
L Klassik kattalik berilgan bo‘lsa, u holda L ChlZlq].l va 0'z-0'ziga
qo‘shma operatorning ko rinishi |

L=L(p, P, P.o5,:7)
bo‘ladi.

Istalgan fizik kattalikning o‘rtacha qiymatini qanday hlSDblash
mumkindigini 1 bobning 1.11- bo‘limida ko‘rib chigdik, buning uchun
zarrachaning holatini tavsiflovchi to'lgin funksiya va shu fizik
kattalikka mos keluvchi operatorni to‘g'ri tanlab olish kerak.
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O‘Ichanayotgan fizik  kattaliklar  bilan  operatorlar  o‘rtasidagi -
bog‘lanishniy to‘lgin fimksiyasi orqalt i1fodalash uchun ansambldagi I
kattalikning ortacha qiymatini hisoblash formulasidan foydalaniiadi.
Kvant mexanikasida w to‘lqin  funksivasi orgali ifodalangan
ansambldagt £ chizigli va o'z-0'ziga qo‘shma operatorga mos keluvchi
kattalikning £ o‘tacha qiymati ushbu

"=~*IW'£‘M¥ SIS 2
forrdula orqali aniglanadi. Z operatorning (2.4) dagi o°z-o0‘ziga go*shma
xossasiga asoslanib, (2.7) Hodani ekvivalent ko‘rinishda vyozish
mupmkin, ya’ni :
£= [uly s @7y

Bu formulani hosil gilishda (2.4) da " =y, u, =y teng deymiz hamda
(2.7) va (2.7°) ni faggoslash natljamda |
=1 {2.8)
ya'ni o‘z-o‘ziga qo‘shma operator bilan ifodalangan kattalikning
o‘rtacha qiymati haqiqiydir. Agarda o‘rtacha kvadratik og‘ishni (A.E)z
operator orgali ifodalansa
(AL} ={i-If (2.9)
va o‘rtacha qiymatni hisoblash formulasidan foydalanilsa, uning
ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi, ya’ni

OO =Ju ofwte 210

natija olinadi. Demak, I operator ma’lum bo‘lsa, u holda ortacha
kvadratik og‘ishni hisoblash mumkin. [ operatorning o‘z-0'ziga
go‘shmalik shartidan foydalanilsa {az) kattalikning musbat yoki noiga
tengligini isbotlash mumkin., Shu magsadda (2.4) formuladan
foydalanilsa va (2.10) da " =" va {Alw)=u, desak,

(ALY = [(aLw aLy bie=f ALy di L@
natijaga kelinadi. Ma’lumki, A2y >0, u holda (2.11) dan
(——)1}0 S 2.12)

kelib chiqadi. Shunday qilib, o rtacha kvadratlk og'ish har doim
musbat kattalikga yokt nolga teng bo‘ladi. |
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23, 0peraturlarmng xususiy funksiyalari va
; xususiy qiymatlari |

Avvalgi paragrafdagi olingan formulalar vyordamida fizik
kattalikning I o‘rtacha qiymati va (AL)’ o‘rtacha kvadratik og'ishim
hisoblaydigan formulalarni olgan edik. Ammo bu formulalar £
kattalikning alohida o‘lchashlardagi qiymatlari to‘g‘risida biror
ma’lumotni bera olmaydi. Bu masalani hal gilish magsadida shunday
v, holatga murojaat gilaylikki, bu holatda qizigtiruvchi kattalik bitta £
qiymatni qabul qilsin. Bunday holatda, o°rtacha kvadratik og'ish
(ALY =0 bo‘ladi. (2.11) dan ma’lumki, bu holatlar uchun =

flaby, fas=0. e (213)

Integral ostidagi kattalik musbat bo’lganligi sababh
’,&ﬁw Lr =0
kehb chiqadi. Kompleks sonning moduli faqat shu holatdagina nolga
teng bo‘hishi uchun, shu sonning o'zl nolga teng bo‘lishi kerak.
Shuning uchun
Aby, =0 (2.14)
bo‘ladi. (1.87) dagi aL=£-1 ekani eslansa va ko‘rilayotgan holatda
I =1 hisobga olinsa, (2.14) dan
Ly, =Ly, (2.15)
natijaga kelinadi, Shunday qilib, berlgan holaning y, to'lgin
funksivasinl aniglab beruvchi chizigli tenglama hosil qilindi, bu holatda
£ operator bifan tavsiflangan kattalik yagona 7 giymatni qabul qiadi.
Ko‘pchilik hollarda L operator differensial operator bo‘lganligi sababili,
(2.15) tenglama ham chizigli bir jinslt differensial tenglama bo‘lad:.
Matematika kursidan ma’lumki, faqatgina chegaraviy shartlar mavjud
bo‘lgan holdagina differensial tenglama yagona yechimga ega bo‘lishi
mumkin. Tkkinchi tomondan, berilgan chegaraviy shartlarda fy, =iy,
chizigh differensial tenglama £ parametrning barcha giymatiarida emas,
balki fagat tanlangan L=1.7,,.. .. giymatlaridagina trivial bo‘lmagan
yechimga ega bo‘ladi. Ushbu taniangan .7,..L,.. parametrlar xususiy
qiymatlar deyiladi, va shu giymatlarga mos bo* lgan tenghh VoYl
yechimlar esa xususiy funksiyalar nomt bilan ataladi.
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Misol sifatida ikki uchi biriktirilgan toming ko‘ndalang tebramshl
masalasini keltirish mumkin. Bu holda harakat tenglamasi
a*U
——+ kU =0
e - (2.16)

b

ko‘rinishga ega. Agarda Lz—gx-; desak, =& bo‘ladi. Yechim -

0<x<{ sohada mavjuddir, bunda / - torning uzunligint ifodalaydi.
(2.16) tenglamaning chegaraviy shartlari quyidagicha bo‘ladi: agarda
x=0 va x=/ bo‘lsa, =0 bo'ladi. Fizikaviy nugtayt nazardan tebranish
jarayonida torning ikki uchi tebranmaydi. Bu masalaning xususiy
yechimiari U/, (x)=sfni?x bo‘ladi, xususiy givmatlari esa Z, =k,f=ff—
bo‘ladi, va bunda »n=123 ..., ga teng.

Kvant mexanikasida to‘Igin funksiyasining argumentlari butun soha
bo‘vicha o‘zgarishi bilan ajralib  turadi, ya’ni -eco<x<ie,

—a g y<doo, —so<z<+ie SOhada wix, y.z) funksiva o‘zgaradi. Shu tufayh
kvant mexanikasi masalalarida to‘lgin funksiya uchun chegaraviy
shartlarni  klassik fizikadagi tebranish masalalaridagi kabi bevosita
ifodatay olmaymiz.

Ammo kvant mexanikasida zarrachalar sonini saglanishidan
foydalanib, chegaraviy shartlarga ekvivalent bo‘lgan tabiy talablarni
keltirib chigarish mumkin, Ma’tumki, zarrachalar sonini saglanish talabi
sohaning biror nuqtasida zarrachani topish ehtimoligini vagtga bo‘gliq
emasligidan kelib chiqadi, ya'ni

d e s
Sy ar=o 2.16)
bu yerda integral w funksiya argumentlarini o*zgarish sohasi bo*yvicha -
olinadi, demak bu sohada zarrachani topish ehtimolligi bargarordir.
(2.16) bajarihishi uchun tolgin  funksivasi quyidagi shartiarni
ganoatlantirishr kerak. |
1. o*zgaruvchilarni o'zgarish sohasida chekli bo*lishi ;
2. uzluksiz bo‘lishi ;
3. bir giymatli bo‘lishi,
Qisqacha aytganda kvant mexanikasida to*lgin funkmya chckll -
uzluksiz va bir giymath bo‘lishi kerak. - .

64



Yugorida ko‘rib chigilgan talabla:rx asosida (2.15) tenglamaning
yechimlari ko‘p holatlarda barcha [ qiymatlar uchun maviud emas,
balki (2.15) tenglamaning vyechimlari fagat tanlangan ba'zi-bir
L=L,L,,..L,. qiymatlar uchun o‘rinlidir. Shu tariqa zarrachalarning
sonini saglanishidan kelib chiqadigan tabiiy talablar asosida (2.15)
tenglamaning xususiy funksiyalari va xususiy qiymatlari masalasiga
kelamiz,

Kvant mexanikasida quyidagi postulat o‘rinlidir: [ operatorning
xususiy qiymatlari bo‘lgan 1,,L,..L,.. to'plam [ operator bilan
tavsiflangan I mexanik kattalikni o’ichash natijalari- to‘plami bilan
tagqgoslanadi.

L,L,,.L,.. xususly qiymatlarga mos bo'lgan holatlar w.v,..w, ..
to*lgin funksiyalari bilan aniqianadi. Bu holatlarning har birida (ALY =9
bajaritadi va ¢ kattalik L,,L,,..L, .. dan faqat bitta kattalikni gabul
quladi. Ixtiyoriy kattalik qiymatlari to‘plamini shu kattabkning spektsi
deviladi. Spektr ikki xil bo‘lishi mumkin: wzlukli, ya’ni diskret va
uzluksiz. Agar spektrda £,Z.,.L,.. alohida giymatlar mavjud bo‘lsa, u
holda diskret spektr bilan ishianadi va bu holda fizik kattalik
kvantlangan qivmatlarni gabul giladi. Agar £ barcha giymatlarni gabul
qilsa, u holda spektr wzluksiz bo‘ladi.

Fizik kattaliklarni  tavsifiovehi  operatorlarning  muhim  bir
xususiyatini ko‘rishga o‘taylik. Bu xususivatning mavjudligi, fizik
kattaliklaming o‘rtacha qiymarlari haqiqiy sonlar bilan ifodalanishi
kerakligi bilan, ya’ni ular uchun

L=r
shart bajarilishi bilan bog*ligdir.

2.4 Xususiy funksiyalarning asosiy xossalari

| Hozir diskret spektrga ega bo‘lgan o‘z-o‘ziga qo‘shma
operatorlaming ba’zi-bir muhim xossalari ko‘rib chigiladi. Masalani
soddalashtirish magsadida kkita ¢, va U, kompleks funksiyalardan
foydalaniladi. Agarda

o juUe=0 (2.17)
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bo‘lsa va integral o‘zgaruvchilarning o‘zgarishi butun soha bo‘vicha
bo‘lsa, u holda bu funksiyalarni ortogonal funksiyalar deyiladi.
O‘z-0'ziga qo‘shma operatorlamning har xil xususiy giymatlariga
mos keluvchi xususiy funksiyalar ortogonal ekanligi ko‘rsatiladi, ya'm
fv. w,dc=0 (2.18)
shart bajarilishi kerak. Operatorning xususty funksiyalari xossasiga
binoan,

Ly, =Ly, valy, =Ly,
' S (2.19)
Birinchi tenglamaning go*shimasi hosil qilinad;; -. -
Ly, =Ly, .
| (2.19")
Bu yerda eslatib o'taylik £, =£,". (2.19) tenglamaning ikkinchisini
v, ga, (2.19%) tenglamani esa y, ga ko‘paytiriladi, keyin esa birinchi
tenglamadan tkkinchisi ayiritadi. Natijada
Vo Ly, ~v, LW, =L -1, V,.
Bu tenglikmt ofzgaruvchilami butun soha o‘zgarishi bo'yicha
integrallansa,

[w. Ly, dc—fw, Ly, dc=(L, ~L, ), v,d (2.20)
natijani olinadi. [ operatorlaming o‘z-o'ziga qo‘shmalik shartini
hiscbga olinsa, ya'm

Jw. Ly dx= Ly, d .
bo‘ladi va (2.20) tenglikning chap tomont nolga teng. Demak,
(L, -L,)fw, v,dx =0
va 1, =L, bo‘lgani uchun, RUREE

(2.21)
ortogonallik sharti kelib chiqadi.
fkkinchi tomonidan diskret spektrga tegishli funksiyalar har doim
kvadratik mtegrailanuvchldlr shu tufayli ularni 1 ga normallashtirish
mumkin, ya'nt

fw,w,d=1. (2.22)

Oxirgi tenglikni (2.21) tenglik bilan birlaskitirib yozish mumkin.
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o Lo e . . _ .- !r-lf..-.]-c{' J"_ f * . ’}I . Rl o : .
Co AT ' ST it T j‘lrum ‘F.’de - aﬂm P I . . L (2‘23:)

bunda s, —Kmneker belgisi bo‘lib, u quyldagicha anlqlanadj
8, =1, agarda n=m L e :
5, =0,agarda n=m (2 24)
(2.23) shartni qanﬂatlantlruvchl funksiyalar sistemasimi ortogonal va
normallashtirilgan funksiyalar sistemasi deyish mumkin.

Shuni aytish kerakki, birgina L, xususiy giymatga bir nechta
chizigqli bog‘lanmagan w, .y, .., xususly funksiyalar mos kelishi
mumkin. Bunday hollarda, agar bu chizigh bog‘lanmagan xususiy
funksiyaiarning soni s bo‘lsa, unda £, xususiy qivmatni s marta
aynigan deyiladi va 7 karrali aynish to‘g‘risida gap yuritish mumkin,
Modomiki, i chizigl operator ekan, unda shu funksiyalarning har
qanday chizigli kombinatsiyasi bam £ bilan berilgan tenglamant
ganoatlantiradi, Xususiy funksiyalarni shunday tanlash mumkinki,
ulardan ortogonal bo‘lgan xususiy funkmyalar sistemasini  tuzish
mumKkin:

Jl)u-nk' W:mdx - 6;5'.,{- . (2 25)

Diskret spektrli operatorlar misolida ko‘rilayotgan muammoning
asosiy negizini bayon etgandan so‘ng, olgan xwlosalarmi uzluksiz
spektrli operatorlarga ham tatbiq qilish qiyin emas. Bunday
umumlashtirish, matematikada isbotlangan uzluksiz spektrga mos
bo‘lgan xususiy funksiyalarning quyidagi xossalari bilan bog‘ligdir.

Jur' b Ly (x L)dx =5 (L' 1) e

(2.26)
bunda §(L'- L} - Dirak delta (5 ) funksiyasi deyiladi. |

§ - funksiya odatdagi funksiya emas, uni I'ﬂSll’lly jlhatdan
quyidagicha tushuntirish mumkin: i -

0, agar L # L’ e (2.27)

S(L—L):{

ammo uni shunday “g‘alati” ko‘rinishga egaligiga .qaramay, uning
uchun ushbu shart bajariladi: SRERTOI
jﬁ(L—L')dL’: (2.28)

cagarL=1L"
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Bu ta’rifdan ajoyib xususiyat kelib chigadi, agar L=1" nugta [s,5]
tervalning tashkqarida bo‘lsa,

[ r@p@ -1 =o (2.29)

ifodalanadi. Agar L=°." nugta [0,6] intervalning ichida joylashgan
bo‘lsa,

[repe-vas=r) (230
kelib chiqadi. Demak, uzluksiz spektr vchun & - funksiya diskret

spektrdagi 6, Kroneker belgisi rolini o‘ynaydi.

Matematikadan ma’lumki, faqat diskret spektrga ega bo‘lgan o*z-
o‘ziga qo‘shma operatorlaming barcha ortonormallashgan xususiy
funkstyalan Gitbert fazosida to‘liq to*plammt tashkil etadi. Soddarog
qilib  aytganda, sstalgan kvadratik integrallanuvchi  funksiyam
operatorning xususty funksiyalan bo‘yicha gatorga yoyish mumkin:

I;r(x)=zf,,'!fn(~¥). (2.31)

(2.31) formuladan foydalangan holda ¢, qator koeffitsiyentlarint oson
aniqiash mumkin. (2.31) tenghkmng ikkala tomonini chapdan w (x)
skalar ravishda ko*paytiriladi va butun fazo bo‘ylab integrallanadi:

Ju. GhEas=ZcC, Jur (o, (e (2.32)

w, funksivani ortogonalligini va normallashganligi hisobga olinsa,
(2.32) ifodaning o‘ng tomonidagi vig“indi belgist ichida turgan integral
bo‘ladi. shunday qilib -

Z C,.j'ifmr (.I I)d‘i - Z P T m

Indeks w2 ni » ga almashtirilsa, quyidagi
L= [y, Gy, () (2.33)
koetfitsiyent amqlanadl va (2 32) dagi barcha ¢, koeffitsiyentlarni
topish mumkin.

1HI

2.5, O‘lchash natijalarining ehtimolligini hiseblash

Avvalgi paragraflarda £ operator bilan tavsiflanuvchi ixtiyoriy
kattalikning £ o°‘tacha qiymatini hisoblashni va shu kattalikning
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i, Ly..4, IXtiyoriy qiymatlarini aniqlash masalasini hal etgan edik. Endi
ko‘rifayotgan  ¥(x) holaidagi £ fizik kattalikning L=r, giymatini
lopilish  ehtimolligini  hisoblash masalasini  ko‘rib  chigaylik.
[Hisoblashlarning asosiy g‘oyasi shu holatlarning superpozitsiva
prinsipiga  bo‘ysunishiga asoslangan. I  operatorning  xususiy
funksivalari v (x) bo‘lsin. Ermit operatorning har xil xususiy
grymatlariga mos keluvehi xususiy funksiyalarning ortogonalligt hamda
normatlashganligaidan fﬂydaianilsa istalgan kvadratik integrallanuvchi
funksiyani Dperatummg xususty funksiyasi bo‘yicha qatorga voyish
mumkin:

vi=2Cw. . (238
Kﬂmplek5 qﬂ shma funkm}’a uchun esa -, 5';5-*} LR e
EC .'.IIP( u[‘:_} B " ‘:-"J - (2. 3‘4 )

gza ega bo‘linadi. Bu fonnu[alarda nva m lar bir xil givmatlarni gabui
qiladi.

Olingan w va y° ifodalarni £ kattalikning ofrtacha qiymatini
hisoblash formulasiga qo‘yilsa, quyidagi natijaga kelinadi:

L=]y'lyax=3 Y CCJwlyde 35

w, funksiya I operatorning xususty funksiyasi bo‘lganhgl hisobhga
olinsa, u holda

Ly, =Ly, L {236)
bo'ladi. (2.36) formuladan, hamda y'.va , ﬁlﬂkéiyalarning
ortogonalligidan foydalanilsa (2.35) formula o miga ' |

): ZC"C”LHEN ZC C,L, "

ifodaga ega bo‘linadi, ya™ni e
t=YiCl L, (2.37)

Ikkinchidan, (2.34) ni (2.34%) ga ko‘paytirib, o‘zgaruvchilarning
butun faze o‘zgarishni bo‘yicha integrallab:

1= fywac=Y, YO0, fuiw, =Y, Y08, =TiC,  (238)
quyidagi natijani ohinadi:
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el =t

Endi ko‘rilayotgan £ uperator fizik kattahgmmg o‘rtacha giymatini
hisobiash formulasidan foydatanib:

L=3nttL, " (2.39)

’r

ifoda olinadi. Bu yerda w(i, }kattahk Lt hulatning ehtirpolligi bo‘lib,
quyidagi shartga bo*ysunadi: il |

> w(L =1, (2.40)

Yuqorida hisoblashlardan muhim hulosaga kelinadi: (2.39) va (2.40)
dagi formulatarni (2.37) va (2.38) formulalar bilan taqqostanganda
w(L,)=|C,|° (2.41)
natija kehib chiqadi. Shunday qilib, (2.41) tenglikdan ko‘rintb turibdiki,
qator koeffitsiyentlart modulining kvadrati {c* - ko‘ritayotgan
holatidagi 7 fizik kattalikning £, xususiy giymatiga mos keluvch v,
holatda zarrachaning topilish ehtimolidir. Agar ¢, koeffitsiyentlarga .
berilgan bunday izohm qabul qilsak, u holda 1 fizik kattalikni faqat
diskret giymatlaridan iboratligini tan ohsh lozim. Demak, har qanday
fizik kattahik ehfimollik tagsimotini qanday topish mumkinhgi ham
ravshanlashdi. Buning uchun, shu fizik kattalik operatorining xususiy
giymatiarnn masalasini hal gilish va ko‘rilayotgan holatdagi ¥ fo‘lgin
funksiyani xususiy funksiyalani bo‘yicha gatorga yovish kerak ekan.
Qator koeffitsiyentlarining moduli kvadrati esa gidirilayotgan ehtimollik
tagsimotini beradi.

Diskret spekirli operatorlar misolida ko‘rilayotgan muammoning
asosly negizini bayon etgandan so‘ng, olgan xulosalarmi uvzluksiz
spektrli operatorlarga ham tadbig qilish qiyin emas. Bunday
umumlashtirish, matematikada 1sbotlangan uziuksiz spektrga maos
bo‘lgan xususty funksiyalaming quyidagl xossalari bilan bog‘ligdir:

v Ly (e, Lide = 8(L" - 1). (2.42)
Ko'rilayotgan v holatnz £ operatorning w(x 2y xususiy funksiyalari
bo‘yicha integral almashtinish ko‘rib chigiladi:

=[xl va  y'(x)=[{CUW LML, (2.43)

w holatdagi £ ning o‘rtacha giymati hisoblanadi:
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L=y’ Lyde=[JC" W (3, L)LLJCLYy (x, L)L (2.44)
v(x,L) funksiva [ operatorning xususiy funksiyasi bﬂ‘lganli sababli
quyidagi |
Ly(x,L)=Ly(x,L) (2.45)
tenglik o‘rinli. £ ni hisoblash uchun (2.45) ifodani (2.44) ga go‘yilsa va
integrallash tartibini o‘zgartirilsa, quyidagi natijaga kelinadi:

L =IIC*(L’)C(L)L’dL’jw‘{x,L")p{x,L}dex. o (2.46)

Endi (2.42) dan foydalaniisa,
L=[[C")CL) AL dL(L - L)
ifodaga kelinadi. § -funksiyalarning xossasidan esa S
L= j[C(L)F LdL (2.47)
natija olinadi. Endi (2.28) formuladan foydalanib, holat vektorining 1 ga
normallash shartini gator koeffitsiventlari orgali ifodalaylik:

L= Jy b = fobe [ O W (e, L)L fCULYy (v, L)
=[fcuncwararsw - 1y = flicy de

}’ﬂ&ﬂi '. n CEI

j|C(L]\1dL=L ST T (249)

Agar ixtivorly uzluksiz kattalikning giymati L va L+dL oraligda

joylashgan bo‘lsa, u holda uning ehtimolligi wLyl ga teng bolib,

ortacha giymatning umumiy ifodasiga binoan L
LL=Jw(l)dL | (2.50)

(2.48)

bo‘ladi, agar
fwdr=1 . o0 @31
shart bajarilsa.

(2.50) va (2.51) formmlalarni (2.48) va (2. 49) bilan tagqoslansa

w(L)dL =|C(L)| dL (2.52) .

natijaga kelinadi. Oxirgi ifodadan ko‘rinib turibdiki, jc(r)f kattalik
w{x,L) holatda zarrachaning uzluksiz spektridagi (L,L+dL) intervalda
topitish ehtimoligini bildiradi.

Endi yana bir gizigarli masalani ko‘rib chigaylik. Ma’lum bo'ldiki,
har qanday fizik kattalikning anig giymati uchun zarrachaning ma’lum
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bir holati mavjud ekan. Ammeo zarracha bir vagtning o‘zida bir nechta
fizik kattaliklarning aniq qiymatlariga mos keladigan holatda bo‘la
oladimi, degan savol tug‘ilishi tabity,

Faraz qilaylik, L va am kattaliklar bir vagtda aniq giymatlarga ega
bo‘lgan fizik kattaliklar bo‘lsin. Ular bitta holatda bo*lishi uchun shu
holat to'lgin funksivasi L va A operatorlarning umumiy xususiy
funksivasi bo‘lishi kerak, Umuman olganda v, #y,, bo‘ladi, chunki £
va M operatorlarning xususiy funksiyalar uchun tenglamalarning
ko‘ripishi

Ly, =Ly, va My, =My, (2.33)
bo'lishi kerak. Shuning uchun, 7 ning aniq giymatidagi y, holatda
((_,&L_)_E={J) M kattalik hech ganday aniq giymatiga ega bo‘la olmaydi,
ya'n m >0 ifoda bajariladi va aksincha M ning aniq grymatidagi v,
holatda m = D) L kattatik hech ganday aniq giymatiga ega bo‘lmaydi
((EL—JJ}{}I

Fagatgina xususiy hollarda, £ va M ikkita kattaiik bir vagtning
o‘zida aniq giymatga ega bo‘lishi mumkin, buning uchun w, =y,
bo*lishi kerak. Tkkita kattaliklarming operatorlari o‘z-0‘ziga kommutativ
bo‘lsa, unda bu fizik kattatiklarning bir vaqgtdagi aniq giymatlariga
to'g'ri keluvchi zarrachaning holatini har doim topish mumkin.
Boshqacha aytganda, operatorlar uchun quyidagi matematik shart
bajaritishi kerak:

. LM =ML, (2.54)

Demak, shunday fizik kattatiklarni tanlash mumkinki, ulaming
gtymatlart bir vaqining o‘zida berilishy zarracha holatimi to‘la aniglab
beradi. Bunday fizik katthiklarga mos bo‘lgan operatorfar o'z-0'ziga

kommutativ bo‘lishi shart, ana shunda ulamni bir vagining o‘zida
kuzatish yokt o‘ichash mumkin.

2.6. Zarrachaning koordinata va impuls operatorlari |

Avvalgi paragraflarda ko'rib chigilganidek, kvant mexanikasida
har bir fizik kattalikka ma’lum operatorni mos qo‘yish mumkin. Bu
operatorlar  chizigli va o‘z-o‘ziga go‘shma Dbo‘lishi  shart.
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Operatorlarning  chiziglilik  xossasi  superpozitsiya  prinsipining
bajarilishidan kelib chigadi, o'z-0°ziga qo‘shmaligi esa, fizik kattaliklar
operatorlarining haqiqiy sonlar bilan ifodalanishi kerakligi bilan
bog'liqdir. Har bir fizik kattalik operatorini tanlab olishda umumiy
xayakterga ega bo‘lgan fizik mulchazalardan foydalanish zarur, bunday
operatorlar  yordamida olingan dinamik o‘zgaruvchilarni tajriba
natijalari bilan moslashtirishadi.

Klassik mexanikada muhim dinamik xaraktenistikalar sifatida
moddiy nuqtaning koordinatasi, uning tezligi, energiyasi kabi kattaliklar
tanlab olinadi. Kvant mexanikasida esa zarrachanmg tezhigi uning
inpuls bilan almashtiriladi, energiya esa impulslar orqali ifodalangan
bo‘ladi.

Endi kvant mexanikasida muhim rol ofynaydigan fizik
kattaliklarga mos operatorlarning ko‘rinishini  aniqlaylik. Asosiy
operatorlarning ko‘rinishi avvalo Dekart koordinatalar sistemasida
beriladi, keyinchalik esa boshga koordinatalar sistemasidagi
ko‘rinishlariga ham to‘xtalinadi.

Operator tushunchasidan foydalangan holda, koordinata va unga
bog'liq bo‘lgan fizik kattalikning o‘rtacha giymatini (1.83) formula

orgali vozish mumkin:
F= J.W*(!‘J]”‘!f(l‘sf)dl‘
Bundagi » operator quyrdagi ma’noda tushuniladt:
py i )=xylr,), pyle)=yylr,o), syl)=zylre). (2.55)
Demak, koordinata operatorlarini holat funksiyasiga ta’siri shu holat
funksiyasiga koordinatani ko‘paytirish orqali amalga oshiriladi.
Berilgan koordinatalarga mos holda impuls operatorlarinig ko‘rinishi
gquyidagicha bo‘ladi:
5 O L L O (2.56)
P =—ip, P =—jh P=—jh—
- VL dy >
Yuqoridagi ikkala operatorning vektor ko‘rinishlari esa, —
i“:]" va ﬁ:—lh? e
bo‘ladi, bunda v- gradiyent operatori bo‘lib, Dekart koordinatalar -
sistemasida T

g ,d 3
v:.—- t-_. k— .._.
lax+JBy+ z

ko‘rinishga ega.
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~ Klassik mexanikada zarracham: xarakterlovchi kattaliklardan eng
muhimi  koordinata va 1mpuls bo‘lganligi sababli, ularni kvant
mexanikasida operatorlar bilan atmashtiriiadi. Bu operatortami wix, y,z)
to*lgin funksiyastga ta’sirind ko‘rib chigaylik:

S e O d
: ‘ ;.. E | E(Pvi;f);r{——m-é-'f] —ifix- alj:
; P (ﬁ‘l;r)"—-ﬂﬁ {Mp‘) —ihy — ihx %"{
Ikkmchl gafor birinchidan aym]sa quyidagi natijaga kelinadi;
. (P B x)y =iny
yoki - ' o
xP —Px=ih - 2357
Shunga o‘xshash quwdagIIMI ham olish mumkin: ‘* n
yh~By=in, 25T
P —Pz=if. @57

Ushbu almashtirish goidalari Geyzenbergning ofrin- almashtlrlsh
munosabatlari deytladl Ko‘rintb turibdiki,

xXP,—Px=0, yP-Py=0, _ﬂ,—ﬁy;;*:{]. | (2.58)
Shunga o‘xshash yo'l bilan, ixtiyoriy £(r) funksiya uchun o*rin
almashtirish munosabatlarini keltirib chigarish mumkin:

oOF . (259

FP PF i —
o ’

FP - PthﬁaF -- (2.597)
gz

Yugorida keltirib chigarilgan munosabatiardan shu narsani gayd etish
mumkinki, kvant mexanikasida bir vaqtning o‘zida impuls va
koordinata aniq qiymatlarga ega bo‘ladigan hotat mavjud emas,
Boshgacha aytganda, (2.57) va (2.59) munosabatlar ma’lum bo‘lgan
Geyzenberening noaniglik munosabatlarining operator formasidagi
ko‘rinishini bildiradi.

Endi 2 operator uchun xususiy funksivalar va xususiy giymatlar
masalasini ko‘rib chigayhk. Bu holda ushbu tenglikka egamiz:
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Py=pw’
bunda p, (giymat 5 operatorning xusumy qumatml bﬂﬂ]radl P
operatoming ko‘rinishidan foydalanib, S b

Y
—ih =
J e pY
tengiamaga kelinadi. Bu tenglamani mtegrallash natugslda quyldagl
yechimmi olish mumkin: _ R O S WP PR P L
_ P, X i b ol e
WRVHN*?XP[*“‘&_] R

bunda XN - doimiy son. Barcha sohalarda bu yechim uzluksiz, bir
giymatli va chekli bo‘lishi uchun p, ning haqiqiy son bo‘lishi yetarl.
Shu mfayli p, xususiy giymatlarning spekm uzluksiz spekir bo ladl va

uning o‘zgarish sohasi
oo L p Ao - Ce

bo‘ladi. ¥, funksiyant §— {unksiyaga nnﬂnallashgaﬂhgml talab qllmsa
to‘lgin funksiyasidagt doimty ¥ = (2x &) B ga teng bo‘ladi. Shunday qilib,

P operatorning normallashgan va ortogonal xususiy funksivalarining
ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

1 P
R s @ oy
Vo ™ o ( n }

LI LI PN TP S PP PR "-.iL'.- MR
va P L PR I .

afE ALY i
T J'ﬁ' (I )dt_a(pv p ) . I.:{._E, - ,,r__:'_ s }s .

(S

Fi

ya'm V¥, impuls uperatcrrmmg Xususty funkmyalan _@ei-Brnyl
to‘lginlarining o‘zginasi ekan. |

2.7, Zarracha imjjﬁls momentining upei'afori

Zarracha  yoki butun  yopiq sistemaning eng muhim
xarakteristikalanidan bin harakat miqdori momenti ya'ni impuls
momenti  hisoblanadi. Klassik mexanikada zarrachaning impuls
moment, deb maydon markazidan zarrachagacha o‘tkazilgan radius-
vektor rni zarracha impulsiga (harakat miqdoriga) vektor ko payt:mam
tushuniladi:
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M =[rp}]. - (2.60)

Kvant mexanikasida gabul q1lmgandek, (2. 60) 1fndam operator
ko*rinishda quyidagicha },mzlsh mumkin:: .
M= [Fp] (2.61)

bunda f - radius-vektor operatori, p — impuls operatori.

Markaziy simmetrik maydonda tmpuls momenti harakat integrali
bo‘ladi va saglanuvchi kattalik bo‘lib hisoblanadi. Ma’lumki, markaziy
simmetrik maydonda markazdan chiquvchi hanuna yo‘nalishiar o‘z-
o‘ziga teng kuchli bo‘ladi. Shuning wuchun sistemaning bunday
maydondagi harakatida maydon markaziga nisbatan impuls momenti
saglanadi. Shuningdek, biror o°qqa nisbatan simmetrik maydonda
impuls momentining simmeiriya o‘giga proyeksivasi ham saglanadi.
Impuls momenti proyeksiyalarining operator ko'rinishdagi ifodalari
guyidagicha yoziladi:

TP o J

M = p~ap, =il 2 2 —J)

N L dy oz
b e M =Py —xp, =i x_,) S e
| ‘ L9z ox) T (062 .

y L
ﬂz :ij, -Hyias: =jﬁ },_Q _I'-a_-
X dx  dy

Bu tenglamalar Dekart koordinatasidagi x, v, z komponentalari uchun
yozilgan. Dekart koordinatalari sistemasi sferik koordinatalar sistemasi

bilan quyidagicha bog*langan: o

x= F‘Siﬂﬁ o8 ' Ty
¥ . F= e.:s: +y +

Z

. = rsin@sm 8 = arccos — = Sy )
4 ¥ ¢ LI T 'f"_}"' +z {2.63}

z=r¢osl o {,0=arctgi~

L

(2.62) tenglamalami. sfertk  koordinatalar sistemasida 7»,8,¢ ...

komponentalari orgali yozish mumkin. Misol tarigasida impuls momenti
operatorining ¥, komponentasini sferik koordinatalar sisternasidagi .

ko‘rinish keltirib chiganjadi.
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- Ma’lumki, 'i ; L
e d_ddr 208 ddp

—=—— + =t
.. . % e B dpaz o @8

d J
Bu formulada 39 ° 5{"5 lar sferik koordinata komponantalari

bo‘yicha olingan  xususiy hostlalarni  baldiradi. Agarda
r* =x*+ y* +z” ekanligi hisobga olinsa,
EE:E:EDSG (2‘65)
dz r
bo'ladi. cos@ —“;" eﬁglikdan fnydalanilsﬁ;:-;;ﬁa-bitta fii:ﬂlulaga ega
bo‘limadi: - . S
e . 8 sing Lo (266)
x"T . r S e L{: o p
va nihoyat S U RE
. : aé - _ S Plarpen
Sshunday qilib (2 65) va (2.66) lamni (2. 64) qu yllsa qu}qdagl nat:qaga
kﬂllﬂadl - R :;-:«‘.
3 sin@ a3 - . . (26D
Bz o ar v 39 : S
Xuddi shunday usulni FN hosita uchun go‘Hanilsa, T ’J
J _d ar_l_ o 39+ J aqﬂ
By o dy 36 1% afp d . %
d mst’a'am(p d . CosQ. ;BN (268)

sin @ sin ar 20 rsing 3@

ifoda hosif bo‘ladi. Olingan (2.67) va (2.68) formulalarni (2.62) dégi
birinchi formulaga olib borib go‘vilsa va (2.63) almashtirishlardan
foydalanilsa, elementar algebraik hisoblashlardan so‘ng ushbu natija

olinadi:
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ﬂz{t =ih(sin§o~;§+crg9 cosq}%]_ o (2.69)

Shunga o‘xshash hisoblashiarint amalga oshirib, quyidagt
formulalarni ham keltirib chigarish mumkin:

e i M - mwi_crgesm? 0 | ©(2.70)
RS | el d¢ i
6‘@

(2.69), (2.70) va (2 71) tenghikiar sferik koordinatalar sistemasidagi
1mpuls moment operatorining r,8,¢ komponentalari orgali

ifodalanishidir.

Endi impuls momentining kvadrati uchun ifoda aniglaniladi. Kvant
mexamkasida impuls momentt kvadrati operatori uning koordinata
o‘glaridagt proyeksivalari kvadrati operatorfarining yig‘indisiga teng:

M’ =Mf+ﬂ?f+;1}f (2.72)

Yuqoridagt (2.69) - (2.71) formulalarni e’tiborga olib, impuis

momenti kvadratining operatori uchun

=4 e

| ~y | U o8f. @ s |
e MR [sinﬁ E[Smgae}’sinﬁe aqﬁ] e
tfada hosil gilinadi.
Olingan (2.73) ifodanmi Laplas operatori Vs orgali vozish mumkin.
Sterik koordmatalar sistemasini ikki komponentasi 4.¢ uchun Laplas
operatori

1 3f{. .0 S VYL
?2 = ————=——] & 6 "I’j I .
%~ Sind a&(qm 26 ]+ sin’6 99 -

bo‘lgani uchun SRR _
e _ﬁzvze’m i (2.75)
teng bo‘ladt. w

Shunday qilib, sferik koordinatalar mstemamda zarracha harakati

uchun tmpuls momenii proyeksiyalarining operatorlari va impuls
momenti kvadrati operatort uchun ifodalart aniglab beriid.
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2.8. Impuls moment kvadrati operatorininig xususly q:ymatl va
xususiy funksivalari S sy

Kvant mexanikasida impuls moment kvadrati operatori
fundamental ahamiyatga ega ekanligidan, uning xususiy giymatini va
xususiy funksiyasini aniglash masalasi dolzarb masalalardan biri
hisoblanishi kelib chigadi. Avvalgl paragratda a* operator uchun
olingan (2.73) ifodani fagat @ va ¢ burchaklarga ta’sir qilishini
hisobga olinsa, u holda to‘lqin funksiyasining ushbu burchaklarming
o‘ziga bog'lig gisminigina qarash mumkin, ya'ni

v =y,9) (2.76)

M’ operatorning xususiy qiymatlarini aniglab beruvchi tenglama esa
My = M2y (2.77)

ko’rinishda bo‘ladi. (2.73) dagl M? ning qiymatini (2.77) qo'yilsa va
M* (2.78)

belgilash kiritilsa, (2.77) tenglama quyidagi ko rlmshm oladl

1 @ aw‘ 1 9y e,
________ NS = . 2
511'19 36 (q‘ne aﬁ ] 5111 9 3fp +)ll]b' 0 . : i _'. : ( ?9)

Matematik fizika tenglamalan kursidan ma’lumki, (2.79) tenglama
sferik funksiyalar tenglamast hisoblanadi. Bu tenglamaning yechimlari
(v{6,p) to*lqin funksiyasi) 0<8 <7z, 0<¢ <2n orahqlarda chekli, bir
giymatli va uzluksiz bo‘lishi  kerak. To'lgin fumksiyasiga go'yilgan
vugoridagi shartlarni  bajarilisht uchun A quyidagi tenglikni
gancatlantirishi kerak:

A=1(+1) (2.80)

bunda / - butun nomanfiy son bo‘lib, /=0,,2,.. giymatlarni gabul

qiladi va / sonining har bir giymati uchun (2.79} tenglama (27+1) ta
ildizga ega bo‘ladi. Bu ildizlar sferik funksivalarning o‘zginasidir:

T )—23+1) P (cos0 )

e -
Y, 8,0)= ey 28D
Bunda m-butun son bo'lib, quyidag qiymatlami qabui qlladj
m=0+112,  +1 (2.82)
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va hammasi bo‘lib (2 +l)ta giymatga cga bo‘ladi. P;i"’i(cusﬂ)
funksiya umumlashgan Lejandr polinomi deyiladi va u quyidagi ifodaga
teng:
Co i) d.ﬂq

P"' (cos@)=(1- 52)2 '_;:TJ PE) E=cosb o (2.83)
‘::lél’_rll.ll;.ﬁ?.érdaﬁ(& ) Letandr pohnoml deyiladi va u

ko‘rinishga ega bo‘ladi. (2.81) formuladagi ﬂimi(msé}) oldidagi
ko‘paytma shunday tanlab olinadiki, V,,(0,¢) funksiyalar ortogonal

bo‘lishi bilan bir qatorda uvlar sfera sirtida birga normalashgan bo‘lishi
kerak, ya’ni

Irir

JJ D, SIN0d0de=5,0,.. (285
g

Yugorida niingan natijalarni ko*rilayotgan masala uchun go*llaniladi.
Avval gavd etilganidek, (2.79) tenglama yechimining chekli, bir
~ giymatli va uzluksiz bo‘lishi uchun A =H{/+1} shartni ganoatlantirishi
kerak. (2.78) va (2.80) formulalardan impuls momenti kvadrati
operatorning Xususty giymatlari

M7= +1)71=0,1,2,3,. (2.86)
ga teng bo‘lishi kerak. Bu qiymatlarga teglshll bo‘lgan Xususly

funksiyalar esa, |
w, 0.0)=7,0.0) m=01,£2,23 ..+ - (2.87)

ga teng. Yuqoridagi (2.86) va (2.87) ifodadan mmpuls momentining
kvadrati (2/+1) karrali ayniganligi ko‘rinib turibdi. Bu aynishining
mohiyatini tushuntirish oson. M* operatorning xususiy funksiyalarini
bir vagtning o‘zida M. operatorning ham xususiy funksiyasidir, va’m

My=My (2.88)
M ,ning qumatlm (2 71) formuladan (2.88) formulaga go yzlsa
Bz
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tenglama hosil gilinadi va W, funksiyani ¢"* ga pmpnman@ﬂ:gml

hisobga olinsa,
- IFI ‘m'i'l;m M lyfm

lfodaga kelinadi, ya’ni ¥, funksiva (2.89) tenglamani ganoatlantiradi . -

va M, operatorning xususiy qiymatlari

M, =hm, m=0Z132  *] (2.90)
ga teng bo‘ladi, ya’ni hammasi bo‘lib (27+1) ta har xil giymatga ega
bo‘ladi,

Shunday gilib, / holatga to‘gri kelgan impuls immomentga mos bo‘lgan
energiya sathi (23 + l) karrali aynigan bo'lib, bu aynishni, odatda,
moment yo‘nalishlari bo‘yicha aynish deb ataladi, boshgacha aytganda,
impuls momenti tanlangan z yo‘nalish bo‘vicha (2/+1) ta xususty
gqiymatga ega bo'lar ekan. (2.86) va (2.90} tengliklar mos holda smpuls
momenti  kvadratining va impuls momentining z ogiga
proyeksiyasining xususty givmatlarining kvantlangan giymatlarga ega
ckanligini ko‘rsatadi.

Biror tanlangan holatlarda M® va M, lar anig giymatlarni gabul
qilsa, M, va M, proeksiyalari shu holatiarda amq qumatlarga ega eInas,

Hagigatan ham, (2.81) to‘lgin funksiyalari M, va M operatorlarning
xususuy fuksivaian bo‘la olmaydi. Bu natija, ikkinchi tomondan,
| M “M ., M_ operatorlaming o‘z-o‘ziga kommutativ emasligidan ham

kelib chigadi.

2.9, Energiya operatori. Gamiltonian

T kinetik energiva eoperatori. FErkin zamracha lknetik
energiyasining ko‘rinishi fazoning bir jinsliligi va izotropliligi hamda
Galileyning nisbivlik prinsipi bilan bog'liq bo‘lgan umumiy talablar
asosida aniqlanadi. Klassik mexanikada bu talablar zarracha kinetik
energivasining zarracha impulsiga kvadratik bog‘liq bo‘ishiga olib
keladi:

sz?;: -2—-(P2+P2+P2) (2_91?

bundagi o‘zgarmas # zarracha massasi.
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Kvant mexanikasida shu talablarning o‘zi kinetik energiya va
impulsning xususiy giymatlari o‘rtasida xuddi shunday munosabat
o‘rnatadi. Erkin zarracha uchun bu xususty giymatlar bir vagtning
o‘zida aniq o'lchanadigan va saqlanuvchi kattaliklardir. Lekin (2.91)
munosabat energiva va impulsning barcha xususty giymatiarida o‘ninli
bo‘lishi uchun u energiya va impuls operatorlari uchun ham o‘rinli
bo‘lishi kerak:

— =B+ P+ PP) e

. pP _ 1
2m  2m
Bu iodadagi P 'F:nP impuls Dperatorlanmng qumatlanm qo‘yib,

erkin harakatlanayotgan zarracha uchun Kinetik encrgiva operatorining
ko‘rinishi topiladi:

N .
T=-—V |
- L (23)
bunda V Laplas operatori va u Dekart koordinatalar sistemasida
: SRS : 82 az a}! : :
V==
o E?yl oz’

-~

ko‘rinishga ega.' T operatorning ylx,y,z) xususiy funksiyalarini.
aniglash uchun

Ty =Ty (2.94)
tenglama yoziladi. De-Broyl to‘lginini ifodalovchi funksiya bu
tenglamam ganoatlantiradi:

1 P ETPpYTP.2 ..
WT[I!.HZ):'@%}]H EXP[ """""""""""""""" ] .' _ (295)

Otingan v (> 5,2) funksiya impuls operatorining ham xususiy
funksiyast ekanligi hisobga o‘linsa, 7" kinetik energiyani va P Pys P
impulslarni bir vaqtning o‘zida o‘Ichash mumkinligi kelib chigadt.

T operatoini  kvant mexanikasida ko‘p go‘llaniladigan sferik

koordinatalar sistemasida ham vyozish mumkin. Bu sistemada Vv
operator
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" ko'rinishga ega. Endi (2.93) ga (2.96) qo‘vilsa va (2.73) hisobga
olinsa
, P
2o’
ifoda olinadi, bunda M>~ ma’lum bo‘lgan impuls momenti

T=T + (2.97)

kvadratining operatori, 7, esa:

T=——" ——|r—
" Im 1 Bf’( Br] - (2.98)

ga teng bo'ladi. f:. operatorni radius-vektor bo‘yicha harakatlanuvchi

kinetik energiya operatori sifatida va  M/2m/”  operatorni esa
transversal bo‘yicha harakatlanuvchi kinetik energiya operatori deb
garash mumkin. '

To‘la energiya operatort. Kvant wmexanikasidagi muhim

operatorlardan yana biri bu to‘la energiya operatori hisoblanadi va u H
orqali belgilanadi, Klassik mexanika singari kvant mexanikasida ham
to‘la energiya operatori kinetik va potensial energiya operatorlar
yi’g‘indisidan iboratdir. Klassik mexanikada zarrachalarning o'z-0‘ziga
ta’siri zarrachalar koordinatalarining funksiyasi hisoblangan U(x, ).z
o‘z-o‘ziga ta'sir potensial energiyasi orqali tavsiflanadi. Kvant
mexanikasida ham zarrachalarning oz-o‘ziga ta’sirimi tavsiflash nchun
sistemani to‘la energiva operatori huddi shunday hadga ega bo*ladi:
H=T+U(x,5,2) (2.99)
(2.99) ifodada birinchi hadni kinetik energiya operatori deb, ikkinchi
hadni esa potensial energiya operatori deb qarash mumkin. Kvant
mexanikasida zarrachaning to'la energiyasini kinetik va potensial
energiyalaming vig‘indisi sifatida qarash mumkin emas, chuoki kinetik-
energiya impulsning funksiyasi bo‘lsa, potensial energiya esa
koordinatalar funksiyasidir. Ma’lumki, aniq impulsga va aniq
koordinataga ega bo‘ladigan kvant ansambllarning holatlari bir vaqtning
o‘zida mavijud emas. Zarrachani alohida kinetik va potensial
energiyalarini o‘lchash orqali, zarrachani to'liq energiyasini o‘lchash
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munkin emas. To'la energivani yaxlit, yagona kattalik sifatida bevosita
o‘lchash zarur. Zarracha to‘la energiyasining giymatlari U(x.p,z) -
potensial energiva ko‘rinishiga, ya’'ni zarrachalaming turiga va
zarrachalar harakat qilayotgan kuch maydoniga bog‘liq. Aynan shu
gtymatlarni aniglash kvant mexanikasining asosiy masalasini tashkil
etad.

Gamiltonian. Klassik fizikada impulslar va koordinatalar orqali
ifodalangan to‘la energiyani Gamilton funksiyasi deyiladi. T kinetik
energiya operatori kvant mexanikasida impuls operatorlari orqali

berilgan, shuning uchun H operatot
2

A== it (2.100)
2m

ni Gamilton funksiyasiming operatori yoki gisqacha qilib gamiltonian
deyiladi.

Kvant mexanikasida gamiltomianni tuzishda ikkita holm ko‘nb
chigish kerak. Birinchi holda zarrachaga ta’sir etuvchi kuchlar
zarvachaning  tezligiga bog'lig emas, demak F kuch zarracha
koordinatasi hamda vaqgining funksiyasi bo'lib, biror U(x.y.zt)
fuksiyaning gradiyenti sifatida berilishi mumkin:

F=-VU{x,y,z,t) (2.101)
Agarda ta’sir etuvehi kuchlar vaqtga bog‘liq bo‘lmasa, u holda
Ux,y,z) zarrachaning potensial energiyasining o‘zginasi. Bu holda
Gamilton funksivasi zarrachaning to‘la energiyasi bilan mos keladi va
T+Ulx,y,z) ga teng. Umnmiy holda esa Gamilton finksiyasi T kinetik
epergiva va U kuch finksiyasining yig‘indisidan iborat bo‘ladi, va'ni
H=T+U(x,y,2,t} va bu holda potensial energiya bo‘lmaganligi uchun
H ham sistemani to‘la energivasi bo‘la olmaydi,

Endi ikkinchi holni ko‘rib chigaylik, va’ni ta’sir etuvchi kuchlar
zarrachaning tezligiga bog‘lig bo‘lsin. Misol sifatida elektromagnit
maydonda harakatlanayotgan zaryadli zarrachaning gamiltonianini
ko‘rib chigaylik. Klassik nazarivada elektromagnit maydonidagi
zaryadli zarrachaning Gamulton funksiyasi -

T Co 1 & ¥ B SRS
- 1 | : H"Zm[p CA] +el H . (2102)
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ko‘rinishga ega. Bunda e — zarrachaning zaryadi, V-maydonning skalar
potensiali, m — zarrachaning massasi, p — umumlashgan impuls bo‘lib,

]]——EA:HN ga teng bo‘ladi. Bunda A — vektor potensial. Kvant
mexanikasida gamiltonianni olish uchun, p vektor o‘riga P=-ikV

impuls operator yoziladi va bu hol uchun gamiltonian quyidagicha
bo‘ladi:

2m C

Agarda elektromagnit kuchlardan tashqaﬁ U/ funksiya bilan
ifodalangan boshga kuchlar ham mavjud bo‘lsa, u holda

gamiltonianning umumiy ko rinishi quyidagicha bo‘ladi:
| .-.Ji"‘ by ] il e 3 P F .
. _ - — +elV +{ e
. .I.'.q.'l'.q. . !\;1.!::1. S H Em(P I ) € AoV oo B .""lj Vol (2-.1{}4}
L L UL A B :

(2.104) ifodadagi (i’—g.&} operator quyi_dagi. ko‘rinishda ochib

chiqiladi: _
2 2 2 o .
’~ e ” e L e » e e _..'_-;:11 L

(P“Eﬁ] =(Px “EA"} "‘[PJ- "EA;-) +[PL—EA;])+ (2.10%)

Operatorlar ko*paytmasining ta’rifiga asoslanib, (2.1035) tenglikning
o‘ng tomonidagi birinchi hadi hisoblanilad:

(;‘:;_EAX] =[g_filg,5&):gz_Em_f_mﬁ_:f(
¢ ¢ c ¢’ ¢ c"
Ma’'lumki, Geyzenberg munosabatlart

n -~ aA s o
PA—-AP =ih— e
.1’43 /IA X a’_{ G ety wraen fal ot TR A

ko‘rinishga ega, ulardan foydalanib, quyidag ifoda hosil qi-’ii"natii::#:
E L] Ml
¢ T cadx ¢ oo |

(2.105) formuladagi qolgan ikki had uchun shungah__,‘_xéhaéh
hisoblashlarni bajarib, olingan natijalarni qo‘shgandan so‘ng. . . L
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AE1AEEH,€. 6’22 '
H?mfr ﬁEAPﬂnﬁdeW A" +eV+U (2.106)

gamiltonian olinadi. Shunday qilib, Gamilton funksiyasi (yoki
energiya) operatori ikkita mubim xususivat bilan bog‘lig, bitinchisi,
zarrachalarning tabiati bilan bog‘langan bo‘lsa, ikkinchisi esa, ularga
ta’sir etuvchi kuchlarning tabiati bilan bog‘ligdir.
Kvant mexamkasi uchun (2,106} da olingan operator asosiy
hisoblanadi, chunki kuzatilayotgan sisternantng barcha xusustyatlarining
matematik ifodasini shu operator orqali hosil gilinadi.

2.10. I bobga oid savel va masalalar

1. Kvant  mexanikasida  qo llaniladigan  operatorlar  qanday
xususiyatlarga ega bo Tishlari kerak? L

2. Qaysi operatoriar kommutativ operatorlar deyiladi?

3. Operatorlarning  xususiy funksivalari va xususiy gqivimatiarini
arniglab beruvehi tenglamani ko ‘rsatib bering.

4. Ortonormallashgan funksiyalarning tolig sistemasi qanday hosil
gilinadi?

5.y holatdagi birorta F  fizik kattalikming o ‘rtacha gqiymatini
ifodalovchi formulani keltirib chigaving.

6. Quyidagi operator tenglamalarni tekshirvib chiging:

ﬂ) i:c=1+xi .
e dx
b f i.l.-_uxi_-l; ' PR i
vx o L . %
) 1+ L | =102 Ly 4 ‘ ’“ DR

7. -‘-f—f va [-g-x] uperamr!wmg nx va & funksivalorga

ta sivining nafyas: aniglansin.

8. Agar iva B operatorlor ermit operatorlari bo’lsa, u holda 4+3
va AR+ Ba operatorlarning ermitligi ham ko ‘rsatilsin,

9. A1,,0 .M, operatorlarming  ermitligidan kelib ch;ggan holda -
M operatoriing ermitligi ko 'rsatilsin.

10. Agar ava B operatorlar o'z-0'ziga kommutativ apemzorfan_ |
bo lsa, u holda quyidagi munosabatlar 1o °g viligi isbotlansin. '
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a) {A+B) =2 +24b+B;

b){a+B)(A-B)=4"-F.

11. Masala. Statsionar holatidagi  diskret spektrda joylashgan
zarracha Impuls proyeksivasining  o'rtacha qiymati nolga tengligi
ishotlansin.

Eslatma: Ava x operatorlarining kommutatori ovgali berilgan .
operatori giymatidan fovdalanish kerak. L

Yechish. Ma'lumki, fix-xit <~ p | shuning uchun’
n

Bo= [ byatn=— [l By~ "xBlyr .
Gamiltonianning ermitligi hisobga olinsa integral ostidagi ifodani
quyidagicha yozish mumkin:
WHy -wy Hy =0, chunki Ay =By va Hy =Ey .
12, Quyidagi operatorlarning xususiy funksivalari va xususiy
qivmatlari topilsin:
a) -,f-i—, agar y(x)=yix+a) (bunda a- o'zgarmas kattalik}; .5 v

b) —{% agar x=0 va x=1! da y=0 bo Isa.

13. Masala. ™' impuls moment kvadrati  operatorining
¥(8,¢) ={cos8+ 2sinBcasp) xususiy funksivasiga mos kelgan i impuls
moment kvadrati operatorining xususiy giymati topilsin,

Yechish: Ma'lumki  WPY=M’v xususiy funksivalar va xususiy
giymatlarni aniglash munosabatdan foydalansak va

R 1 3 .. ¥ 1 Y
M == — (sin @
[ : (sin 36}+sin29 de’ ]

EEIE A

ekanligini ‘hisobga olinsa, ushbu operatorni
Y(8,p)=(cos0 +2sinb cos @) funksivaga ta siri natijasida "

M?Y =2k" (cos@ +2sin 8 cos )

.

kelib chigadi. Demak, impuls moment kvadrati operatorining xususiy
givmati M* =21° ga teng bo ‘ladi
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-——-——+;

. |
14, Masala, Y(x)=Ade funksiva orgali  ifodalangan

zarrachaning koordinatasi  va impuilsining o'rtacha qiymatiari
aniglansin,

Yechish, Mo lumki, x= j v ydy vag p= fn,ur' wdx formulalar ovgali

mos holda zarrachaning koordinatasi va impulsining  o'rtacha
givmatlarini hisoblash mumkin,

w
f e¥ dy = o imtegralni va i=x,p = -f?i-§~ ekanligini hisobga olinsa
a4

x =i-4]3 T xe-%dt =|Ar {IHJ?E[TM — aJ;r_:i dr} = tAll 0=0 R TPCI

vd

p=jy (*zﬁ-—-)dx—«w gt —[ f_}a T
natifaga kelinadi, chunki 4" = S
a\f"

Demak zarracha koordinatasining o ‘vtacha givmati ¥ =0 va zarracha
impulsining o ‘rtacha givimati p=wk, ga teng ekan,

15. Kvant mexanikasida sistemaning holati gaysi yol bilan benfadz?
16. Kvant mexanikasida qanday operatoriar:

a) Koordinata,

b} Impuls;

d) dekart koordinatarida M_impuls momentning proveksivasi;

¢} sferik koordinatarida s impuls momenining proveksiyasi;

Dsferik  koordinatarida MW impuls momentning kvadratiga  mos
keladilay?

“h,



1T bob B

VAQ’I‘ O‘TISHI BILAN HDLATLARNING O*ZGARISHI
" 3.1. Shredinger tenglamasn -

Avvalgi boblarda, zamrachaning biror vaqt momentidagi to‘lqin
funksiyasi ma’fum bo‘lgan holda, uning shu momentdagi har ganday
fizik kattalikning ehtimollik tagsimotini aniglash mumkin deb gap
vuritgan edik. Lekin hozircha eng muhim narsami, ya'ni vaqt o‘tishi
bilan to‘lgin funksiyasining o‘zgarishini va shu bilan birga fizik
kattalikning ehtimollik tagsimotlari vaqt davomida qanday o‘zgarishini
bilmaymiz. Anigki, zarracha holatining vaqt bo‘yicha o‘zgarishi, unga
ta’sir giluvcehi kuchga bog‘liq bo‘lishi kerak. Shuning uchun kvant
mexanikasida  to‘lgin fumksiyasini vaqt bo‘yicha o‘zgarishini
boshgaruvchi, klassik mexanikadagi Nyuton gonunlaridek, dmamik
qonupt topish  zarur. Shu sababli, klassik mexanikaning asosiy
prinsipiarini yana bir marta eslab o‘tish ortiqchalik gilmaydi. Klassik
mexanikada zarrachaning holatlarini ta’riflovchi fizik kattaliklar ichida
koordinata va impuls alohida rol o‘ynaydi. Sababi, bu kattaliklarning
biror vaqt momenti uchun berilishi, zarrachaning  keyingt harakatini
 to‘liq aniglab beradi, bu esa bevosita Nyuton gonunlaridan kelib
chigadi: o :
dp () de_p T .

=F:_.—-.—.-__._—- —— . ! P : o - "lr?J

edt ar | dt m

Bu tenglamalardan ko‘rinib turibdiki, ¥ va p Kkattaliklaming vaqt
bo'yicha o‘zgarish tezligi shu kattaliklarning o‘zi bilan aniqlanar ekan.
Aynan shu bog‘lanish tufayli zarrachaning turli vaqtdagi holatlari
orasidagi sabably bog‘lanish mavjuddir. Yana shuni aytish kerakki,
klassik mexanikada zarrachaning holati r va p kattaliklar bilan to‘lig
aniglanadi, ya’ni bu ikki kattalikni biror momentda berilishi ulari -
istalgan momentda bir giymatli aniglash uchun yetarlidir. Shuning
uchun ham barcha fizik kattaliklar shu asosiy kattaliklar i)rqah
ifodalanadi.

Kvant mexantkasida esa zarrachaning holati to*lgin funksiya orqali
to‘liq aniglanadi. Agar tabiatda bhagigatan ham zarrachaning turh
momentdagi holatlari orasida sababiy bog‘lanish mavjud bo‘lsa, bu hol

By



to‘lgin funksiyasining vaqt bo‘yicha o‘zgarishi orqah itodalanishi kerak.
Matematik jihatdan wix0) va wixs} tolqin funksiyalari orasida
bog‘lanishni aniglash lozim va kvant mexanikasida ushbu bog‘lanish
sababiyat prinsipining talabidan kelib chigadi.

Bertlgan y funksivani +=0 vaqtga cheksiz kichik vaqin bo‘igan ar
vaqt momentida ko‘rib chiqaylik. Unt quyidagi gator ko‘rinishida
yozish mumkin;

wix,Ar)=wylx, O]+[?ﬂ—(fif)lﬂm+m

Yugoridagi fikrlarga asosan %‘iﬂ kattalik  w{x0}- dan ahiﬁianishi

L]

kerak, ya'ni

S .

| . [-@'-’?"ﬁ?-f—)lu = £(x,0)w(x,0)

{

=0 vaqt momenti ixtivoriy olingani sababli, qujrldagt lnunosabatga'
kelinadi: _ __
WD ey o1
bunda I operator — vagt bo'yicha siljish operatori deyiladi va bu
operator guyidagi postulatiar yordamida aniglanadi.

1.Superpozitsiva prinsipiga asosan bu operator chizigli operator
bo'lishi kerak.

2.0 operatoming tarkibida vaqgt bo‘yicha hosilalar va integrallar
gatnashmasligi kerak .

3. L operatorda vagt parametr sifatida qatnashishn kerak.

Yuqoridagi shartlarni ganoatlantiruvchi gidiritayotgan £ operatorni
to‘g‘n tanlab olish uchun p mmpulsi anig qiymatga ega bo‘lgan
zarrachaning erkin harakatini ko‘rib chigaylik. Bunday harakatning
to‘lgin funksivasi sifatida de-Broyl to‘lgin ﬁmkmyamm tauiab ohsh
mumkin, - -

_F{ET—P_TI—',EF_,._F—‘P:Z }

l,er(x,y,z,f)= N.e?
Bunda.

: , o
| ri__EZ"Z";(P_E+Pf+Pf)_ |
ga teng,
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¥V finksiya: uchun yuzﬂgan ifoda quyldagl tenglamam qanuat-
lantirishini hevnsﬂa tekshirish qiyin emas:
. Hl,b' ik
— Vv
ot 2m
voki SRR
aw I
d  ih wY - | ;
Bunda # operator sifatida erkin harakatlanuvchl zarrachanmg
energiya operatorini yoki gamlltnmamm tushumsh kerak: g
H=T -y

Demak bu ifodadan erkin harakatmi ifodalovehi holat uchun vagt
bo‘yicha siljish operatori . S
J AN - S IR LA
ih - (3.2)
ko‘rinishida bo‘lishi kerak. Ushbu postulatni. asps ‘deb olgan holda
tolgin funksiyasi uchun (3.1) tenglamani ?

Cyr ol _:.I.

ih 9’*—'{5;’5’-‘) = B (x, {x,¢) . (3.3)

ko‘rinishda ifodalash mumkin. Bu tenglama Shredinger tenglamasi-
deyiladi va kvant mehanikasi asoslarini tashkil giluvchi tenglamalar
qatoriga kiradi. Hosil bo‘igan (3.3) tenglamadagi A operatorning
givmatini oshkor ravishda va tashqi maydonni hisobga olgan holda
vozilganida, Shredinger tenglamasi

L0V B
ih=r==o=Vy U yzy (34

ko‘rinishga keladi. SRR

Shredinger tenglamasidagi # energlya operator] chmqil operator
bo‘lganligi sababli tenglamaning o‘zi ham chizigli tenglama bo‘ladi.
Bundan Shredinger tenglamasining yechimiari superpozitsiya prinsipiga
bo‘ysumishi  va shu sababli uning bir nechta yechimlarining

yig'indisidan tashkil topgan yechim ham tenglamani ganoatlantirishi

kelib chigadi. Ikkinchidan, Shredinger tenglamasida %‘ii hesilaning

oldida i mavhum sonning mavjudligi katta ahamiyatga ega. Klassik
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fizikada vaqt bo‘yicha birinchi tartibli, xususiy hosilali tenglamalaming
yechimlari davriy emasligi aniq, chunki ular qaytmas jarayonlarni
ifodalaydi: diffuziya hodisasini yoki 1ssiglik tarqalish hodisagini bunga
misol qilib ko‘rsatish mumkin. Vaqt bo‘yicha birinchi tartibli, xususry

hostlahi differensial Shredinger tenglamasida %IE ning oldida i mavhum

sonning mavjudligi tfayli bu tenglama davriy yvechimlarga ega bo‘ladi.

Shunday qilib, 0z oldimizga go‘yilgan masalani, ya'ni vaqt o‘tishi
bilan sto‘lqin funksiyasining o‘zgarishini va shu bilan birga fizik
kaitalikning ehiimolitik tagsimotlart vaqt davomida ganday o‘zgarishini
topish usuli aniglandi. Ushbu usulning mohiyati olingan vaqgtga bog‘lig
Shredinger tenglamasini yechishdan iboratdir.

3.2. Ehtimollik ogimi va zichhgi
e
Shredinger tenglamasidan foydalanib, zarrachalar sonini saglanish
gonunini  ifodalovchi uzluksizhk tenglamasmi keltirib  chigarish
mumkin, ya’nx:
gw
§;+dfvj—0 (3.5)
bunda w-(x,y.z) nuqgtadagi zarrachalar sonining o‘rtacha zichligini, —
j— esa zarrachalar ogimining o‘rtacha zichligi bildiradi.
Bu tenglamani hosil qilish uchun (3.4) tenglamaning kompleks
qo‘shma tenglamasi yoziladi
—ifi oy =— i Vi’ +Uy*
dt 2m (3.6)
(3.4) tenglamani w- ga, (3.6) tenglamani esa y ga ko'paytirib va
olingan natijalarni bir-biridan  ayirsak, natijada quyidagi ifodaga
kelinadi: |

SN TV N o Py
: ’h["” ar J‘ 3V VYV gy

Hosil bo‘lgan tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:
N T a _ it . . Ve ' . S
= N=—di Vi — .

e O wy) 2m vy ]V wy'). S (3.8}
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(3.8) tenglamada y'y ko‘paytma w ehtimollik zichligini bﬂdll'ﬁdl,
ya'ni RN A o T

=y D
SR By
Agar quyidagi belgilash kiritsak
ik . S |

j=— ) TARY LT S R
Y Y W):;h_ L (3.10)

u holda (3.8) tenglamani o
9V L divi=0 (3.11)

ot

ko‘rinishida yozish mumkin. Demak, j vektori ehtimoliik ogimining
zichligi bo‘ladi. Agarda (3.11) tenglamada w=y'y n1 zarrachalarning
o‘rtacha zichligi sifatida qaralsa, n holda j n1 1 sek da 1 sm’® yuzadan
o‘tadigan zarrachalarning of‘rtacha oqimi sifatida qarash mumkin.
Shuning uchun, odatda (3.11) tenglamani zarrachalar sonini saglanish
gonuni ma’nosida talgin gilinadi. (3.11) tenglamani ¥ chekli hajm
bo‘yicha integrallab, so‘ngra Gauss feoremasidan foydalanib,

L fwdv = ~[dwidV =~}}dS (3.12)

natija olinadi. (3.12) dagi oxirgi integral V' hajmni chegaralab
turuvchi S yuza bo‘yicha olinadi.

Agarda integral chegarasidagi hajm sifatida butun fazo olinadigan
bo‘linsa, ya’'ni V—= bo‘lsa, u holda fazoning cheksiz uzoqlikda
joylashgan sirtlarida to‘lgin funksivalari hamda eqim zichligimng nolga
tengligidan

i Jway = i (v wav =0

natija olinadi. Demak, fazoning biror nugtasida zarrachani to‘iig

topilish ehtimolligi vagiga bog‘liq bo‘lmaydi, shuning uchun ham

zarrachalaming soni o‘zgarmaydi. Ikkinchidagn (3.13) ifoda vagt o*tisha

bilan to‘lgin funksivasi normallashuvining o‘zgarmas ekanligini
bildiradi. | |

Olingan j va w ni zarrachaning massasi m ga ko‘paytirilsa,
guyidagi tenglikiarga kelinadi: |

(3.13)

po=mw=miyl, L*%ﬁﬁw“wvwl (3.14)
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Olingan formulalarda p, kattalitk moddaning o‘rtacha zichligini, j,
esa modda tokining o‘rtacha zichligi ma’nosini bildiradi. (3.11)
tenglamaga murojaat qilinsa, bu kattaliklar quyidagi uzluksizlik
tenglamasiga bo‘ysunadi:

apm i —
S divi, =10 (3. 15)

va'ni, cheksiz kichik sohada massaning o‘zgarishi, shu sohani o ‘rab
olgan sirtga massa oqimining kirishi yoki chiqishi bilan bog‘langan. 1

‘Shunga o'xshash }J va w ni zamachaning e zaryadiga .
ko‘paytitilsa, elektr zaryadining o‘rtacha zichligini va elektr tokining
o‘rtacha zichligint olish mumkin, ya’nt

2 . ieh P I:

pomew=elyl, i =T (yVv -y'Vy) (3.16) ]

Hosil bo‘lgan bu kattaliklar uchun ham uzluksizlik tenglamasi -

olinadi. N 4
aaﬁ’ + divi, = 0 (34D

(3.15) va (3.17) tengiamalar kvant mexamkamda massa va
zaryadning saqlanish gonunini ifodalaydi.

Zarrachaning erkin harakatint ko‘rib chlqayhk bu hol uchun
to*lgin funkstyasini

~{pr~Er : g : } : : | 1
‘P‘«-Ae’*{p o U
yassi to‘lgin ko rinishida olinadi. (3. 10) formuladan fnydalamisa ERL
=~—p|A{ : @3, 13) j:
natijaga kelinadi. S | .

. .3.3. Statsionar holatiar

Tashqgi o‘zgaruvchan maydonlar bo‘lmagan holda H gamiltonian
vaqtga bog‘lig bo‘lmaydi va u to‘la energiya operatori bilan mos keladi.
Bu holda (3.3) dagi Shredinger tenglamasi

3.19
ED) ey o G

T et D s St £ LS iy e S 2
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ko‘rinishda bo‘lib, o‘zgaruvchilarmi ajratish yo‘li orqali muhim
vechimiarni olish mumkin. w(x,7) funksivada x va f o‘zgaruvchilar
ajratiladi:
y(x,0) =y ()7 (1) (3.20)
(3.20}) ifodani (3.19) tenglamaga qo‘yilsa J
zﬁ?f
L Ayl g
7wl
tenglama oiinadi. Ushbu ifodadan quyidagi ikkita tenglama kelib
chigadi:

fﬁ%:ﬁf{r} o S (32D

o AWR=Bp() i o (322)

(3.21) tenglamamng yechimint oshkor rawshda quyldagmha yozish

mumkin; _
/)= CB’“{' ;-s- £ "‘)- | | (3.23)

(3.22) tenglama esa Gamilton operatorining xususiy qiymatlarini
aniglab beruvchi tenglama hisoblanadi, (3.22) dagi w{(x) to‘lqin
funksivalari sistemaning shunday holatlariga mos keladiki, bu holatlarda
energiya amiq (iymatlarni qabul giladi. Aniq energiya qivmatlarga ega
bo‘lgan holatlarni kvant mexanikasida statsionar holatlar deb yuritiladi.
(3.20), (3.21) va (3.22) ifodalarga binoan statsionar holatlarning to‘lqin
funksiyasini

_ i | |
w,,(,r,-r)—w,,(x}exp( 55"’] ST (3.24)

ko‘rinishda yozish mumkin, bunda v ,(x,7) yechun £, energiyali
holatga mos keluvehi to‘lqin funksiva. Yugoridagi (3.22) tenglama esa
statsionar holatlar uchun Shredinger tenglamasi deb yuritiladi.
(3.24) ifodadan quyidagi xulosa kelib chigadi: aniq £ (a£) =0
energiya qiymatiga ega bo‘lgan holatlar

£,
s =

"= % (3.25)
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chastota bilan vagtga garmonik bog‘liq boladi. (3.19} tenglamaning
chizigliligidan wning umumiy w(xs yvechimin: ixtiyoriy va doimiy
amplitudalarga ega bo‘lgan staisionar holatlarming superpozisiyasi
sifatida tasvirlash mumkin;

_igﬂf :

lfl(‘x!‘ r} = chwu ("}:)e h » {3‘26) K

bu tenglamadagi ¢, amplitudalar y(x.0) bo‘shlang‘ich funksiyalar |
qu;ih aniglanadi va v, funksivalarning ortogonalligidan kelib chigadi:

¢, = [y (x,0m, (x)dx . (327 -
3.4, Operatorlarni vagt bo'yicha differensiallash

Shredinger tenglamasi asosida sodda goidalarni o‘rnatish imknniyati._?;]
tug‘iladi, ular yordamida cheksiz kichik vagt ichida u yoki bu mexanik
kattalikning o‘rtacha qiymatining o*zgarishini hiscbliash mumkin. Ya'ni,

L kattalikning L o‘rtacha giymatidan vaqt bo‘yicha olingan %‘E‘-
hosilani hisoblashimiz mumkin va o‘rtacha giymatlarning vagt o‘tishi
bilan o‘zgarishini ko‘rib chigishimiz mumkin. Ma’lumki, kvant
mexanikasida fizik kattaliklarning o‘rtacha giymatlari ushbu formula -
yordamida aniglanadi: "
L) = v (e, H Ly (x,Ddx {3.28)

bunda L — operator ko'rilayotgan fizik kattalik opetatori bo‘ladi,
O'rtacha giymatning vaqt  bo‘yicha o‘zgarish tezligi ifodasini
yozaylik va (3.28) dan vaqt bo'yicha hosila olaylik: .

ol » oL ¥ . p O
= Ty [ L - j;.- Y ,
a: 5‘*’ i YIS by by LY, (3.29)
Birinchi had qumatnmg o‘rtacha qiymati bo‘iib, £ vaqtga oshkor
oL

bog‘lig bo‘lmasa = nolga teng bo‘ladi. Ikkincht va uchinchi

integrallarni Shredinger tenglamasidan foydalantb, soddarog ko* rmlshda
yozish mumkin:

aw H - oy

o ik v ot ih



Olingan ifodalarni (3. 29) tenglikka qu‘yilsa -
dL_oL LIy W+ Ty (s

& o B
‘natija hosil bﬂ‘ladl. Birinchi mtegralm Hoperatommg 0°Zaro
go‘shmalik xossasidan, ya'ni quyidagi

Ju, () La, () = Jury () Lot x)

(3.3{5)

ayniyatdan foydalangan holda boshqacha yozish mumkin. Ushbu
tenglikday” =u,", Ly =u, almashtirish bajarilishi orqali quyidagicha
yozish mumkin:

B v WEwyde =17 0 Yy = [, B ", e = [u, Buyaie = Jyr " (HILw dlx

Hosil bo‘lgan ifodami (3.30) ga olib borib 90 ‘ysak, quyidagi
ko‘rinishdagi natijami olinadi:

dL _oL 1 {3.31)
- LH — HLyydx
dt ot :I v s
Agarda guyidagicha belgilash kiritilsa: .
(A, E) = (LA - ), 332
I
usbu tenglik hosil qilinadi: o
| dl 9L &= ... . .. (3.33)
AP cioslF .4 20 5 TR
dr ot HHLEL

- Kvant mexamkasida (3.32) operatorni Puasson kvant qavslari
deyiladi. Demak, L kattalikning L o‘rtacha giymatidan vaqt bo‘yicha

olingan hosila %ii+[-‘}' ,f](:rperatnr orgali ifodalangan gandaydir
kattalikning o‘rtacha giymatini beradi. Shuning uchun L operator bilan
ifodalangan 7 kattalikning % vaqt bo‘yicha olingan hosilasini a

at
operatori sifatida ¢lish kerak, ya’ni:

) I € K2V
H,L e
. ] [ ]
Operatorga bunday ta’rif berilishi quyidagi 1f0daga G]lb kaladl
d~ @ o d . (33
¥y

97



ya'nt, o‘rtacha qtymatdan vaqt bo‘yicha olingan hosila vaqt bo‘yicha
hosilaning o‘rtacha giymatiga tengdir. Agarda L kattalik oshkor
ravishda vaqtga bog’ 11q bo‘lmasa, u holda (3 33) va (3.34) formulalar
ancha soddalashadi, ya'ni i S

%:[ﬁi} S 0 (3.36)
] . 3.37
| a gy 8D
pl 1, | Ft O AT I .

natija olinadi. AL
TR
3.5. Kvant mexanikasida harakat tenglamalari

Ushbu paragrafda koordinata va impuols o'rtacha qiymatlarining
vaqt bo‘yicha hosilalarini hisoblab, bu kattaliklarning vaqt bo‘yicha
o‘zgarish qonunlar keltirib chigaritadi. Impuls va koordinatalar vaqtga
oshkor ravishda bog‘lig bo‘lmagan kattaliklardir. Shuning uchun (3.37)
ga asosan , ushbu kattaliklarning vaqt bo‘yicha o‘zgarishi Puassonning
kvant qavslari orqali ifodalanadi, ya’mi wushbu kattaliklarning
operatorlari va garalayotgan mexanik sistemaning gamiltoniani orqali
ifodalanadi. Umuman olinganda, gamiltonian shu operatorlar va
vagtning funksiyasi bo‘iadi:

H=H0(p,p,p..5921 (3.38)
va (3.38) dagi gamiltonianni {3.37) ga qo‘yilsa 1zlanayotgan
tenglamalarni operator shaklida yozish mumkin:

y gae B
f;Y=IH,X], | .  (3.39)
b sy SR ,
ST _&T:[H’H']' SRS (3.39%)

Hosil bo‘lgan operator shaklidagi tenglamalar klassik mexanikadagi
Gamilton tenglamalariga mos bo‘ladi va Gamiltonming kvant
tenglamalari deyiladi. Klassik mexanikada saqlanish qonunlari yoki
harakat tenglamalarining integrallari bilan tanishib chiqqan edik.
Ma’lumki, harakat tenglamalart deganda koordinata bilan ularining vaqt
bo‘yicha olingan birinchi tartibli hosilalari orasidagt shunday
munosabatlar tushuniladiki, bu munosabatlar butun harakat davomda
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0‘z giymatlarini o‘zgartirmaydi. Harakat tenglamalarining birinchi
integrallann tezliklar va impulslar orasidagi munosabatlarini o‘rnatads,
ikkinchi guruh integrallari esa impulsning vagt bo‘yicha o‘zgarish
qonunlarini ifodalaydi. Kvant mexanikasida xuddi shunday ma’noni
Gamiltonning kvant tenglamalari beradi. Yuqoridagi fikrlarmi
tasdiglash uchun Puassonning gavslarini oshkor ravishda ochib chiqish
lozim. Agar magnit kuchlart hisobga olinmasa, Gamiltonian quyidagi
ko‘rinishga ega bo‘ladi:

ﬁ=2i(ﬁf+fi?’+E"*)+U(fi’,1“’,2,r). (3.40)
m

To‘lgin funksiyasini zarrachaning x, y, z koordinata va ¢ vaqtning
funkmyam sifatida qaraladi operatorlaml quyidagicha yumsh mumkm

T ey Fee - (3.41)
P —-—H‘ié; P "*Ihé; P _“Ihg (3.42)

Endi (3.40) va (3.41) formulalarni (3.39) ga qa‘yib ﬁhigoblanadi:

AX 1 isn s
x & (X - B :
SR dt iﬁ( v ) Emfﬁ (XP ) (3.43)
natijaga kelinadi, chunki X  operator P, B va Uny.z

operatorlar bilan kommutativdir. Agarda X va P, operatorlarining o‘rin
almashtirish goydasi (2.57) dan foydalanilsa

PX=R(BR)R (2 m)= ()Rt =

" A (3.44)

=(XP, —ih)P, ~ihP, = XB} - 2ihP,

lfudaga kelinadi va buni (3.43) ga qo yllsa
(3.45)

[4,X]= |
natijaga kehnadl Qolgan y va z koordinatalar uchun shunga u xshash

natijani o‘lish mumkin va

¥ _1, df _1, le_lp__

dt m >~ dt m Y dt m
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natijaga kelinadi, ya'ni tezhk operatori zarrachaning massasiga

%

bo'lingan impuls operatoriga tengdir. Bo‘shqacha aytganda, tezlik va

impuls operatorlarning orasidagi munosabat klassik mexanikadagidek,
tegishh kattaliklar o‘rasidagi munosabat kabi boladi.

Endi %’? operator hisoblab chigiladi, buning uchun (3.39%) |

formuladan va (2.59) o‘rin almashtirishdan foydalanilsa,

- 8. P)= - (BA-AP)= (U ~UB)=- 2L
ih ih ox
yoki
b, U .

L aTTw B
natija o‘linadi. Ma’lumki, —%{ kattalik kuchning x o‘giga bo‘lgan
proeksiyasining operatoridir. Demak, (3.46) ni

| db. .
X = F
Ikl | (3.47)

ko‘rinishda yozish mumkin, ya'ni impuls operatoridan vaqt bo‘yicha
olingan hosila kuch operatoriga tengdir. Boshgacha aytganda, (3.47)
formulani Nyuton tenglamasining operator ko‘rinishi sifatida qarash
mumkin.

3.6. Saglanish qonunlari

4
Fizikaning boshqa sohalari kabi, kvant mexanikasida ham
zarrachaning holatini va bu holat o‘zgarishini 1fodalovchi dinamik
kattaliklarning bir gator saglanish gonuniari fundamental abamiyatga
egadir. Bunday saglanish qonuniari qatoriga energiya, impuls va mmpuls
momenti saqlanish qonuntaridan tashqari fagat kvant mexanikasiga xos
bo‘lgan juftlikning saqlanish qonuni ham karitish mimkin, Ma’lumki,
klassik mexanikada saglanish gonunlari vagtning bir jinsligidan va
fazoning bir jinsligi hamda izotropligidan kelib chiqadi, aniqrog‘i
vaqining bir jinshgidan energiyani saqlanish qonuni, fazoning bir
jinsligidan 1mpuls saglanish qonuni va fazoning izotropligidan impuls
momentiming saglanish gonumi kelib clugadi. Kvant mexanikasida

ushbu saglanish qonunlari ko‘nb chigiladi.
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Energivaning saglanish 'qdilunf Klassik mexanikasiga o‘xshab
kvant mexanikasida ham harakat itite grallari ma\qud va ular saglanadi.
(3.34) formulaga binoan -

CiL aL . _L".‘.
+[H, [1=0 ;. -, -
oy T | (3.48)
bo‘lganida L kattalik harakat integrali bo‘ladi. Agarda L oshkor
ravishda vaqgtga hog‘liq bo‘lmasa, u holda

di e
F‘[H L1=0 SRR (3.49)
bo‘ladi. Demak, vagtga oshkor ravishda bog‘liq bo‘lmagan harakat
integrallari uchun Puasson qavslari nolga teng bo‘ladi. Olingan (3.48)
formulani gamiltonianga qo‘llanilishi ko‘rib chigiladi. Operatnr L=H
bo‘lganida

dH oH oH
d o +HHLHI=5 ot
.o N BT (3.50) "
ifodaga kelmadl Agarda gamiltonian oshkor holda vaqtga, hgg hq
) a—fi—ﬂ ‘ aﬁn i
bo‘lmasa, u holda Y ga teng bo‘ladi va IR A
g e (351)
natija olinadi, demak TR
f}' = const o . (352)

Bu holda gamiltonian to‘la energiya operatoriga mos keladi hamda
vagiga bog‘lig bo‘lmagan kuch maydonlarida to‘la energiya harakat
integrali bo‘ladi, yoki (3.51) ifoda kvant mexanikasida energiyaning
saglanish qonunini ifodalaydi.

Impuls saglanish gqonuni. Kuch maydoninmg turiga qarab
harakat integrallarining ko‘rinishi o‘zgaradi. Erkin harakatlanayotgan
zarracha uchun potensial energiva U (x, y, z, #/=0 teng bo‘ladi va
Gamiltontan

"_ L LA Y
H=T —2 (P + P +P} (3.53)
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ko‘rinishga ega bo‘ladi. Impulsning saglanish qonuni keltirib chigarish
uchun (3.397) formuladan fuydalaniladi va

d.f TR
ekanligidan quyidagi natijaga kelinadi:
By e s (3.55)
—i= : Jit

Huddi shunday impuls operatorining bushqa knmponentalan uchun
ham quyidagi natijalarini olish mumkin: |
dp dp N .
¥ 0 .~_.'__l:1 : A
dt v, dt (3.55%)
(3.55) va (3.55") ifodalarni umumiy holda quyldagl vektor ko‘rimishda
yozish mumkin:

------ =0, (3.55™)

Demak, kvant mexanikasida zarrachaning impulsi saglanuvchi
katialik bo‘ladi va (3.55”’) formula kvant mexanikasidagi impuls
saqianish qonunint 1fodalaydi.

Impuls momentining saglanish qonuni. Impulsning saqlanish
gonunint ifodalanilganda, fazoning bir jinsligidan foydalaniigan edi,
fazo bir jinslitik bilan bir qatorda izotroplik xossasiga ham egadir, ya'ni
fazoning barcha yo‘nalishlari o‘zaro teng kuchli bo‘ladi. (2.61)
formuladan ma’lumki, kvant mexanikasida impuls moinenti operatori

M =[rp]

ga teng. [mpuls moment proeksivalari uchun o‘rin  almashtirish
qoidalarini keltirib chigaraylik. Avvalo shu narsaga e’tiborni qaratish
lozimki, koordinataning turli o‘qlariga bo‘lgan impuls momenti
proeksiyalarining operatorlari o‘zaro kommutativ bo‘lmaydi. Masalan,
MK -0 8, kommutatorni hisoblab chiqaylik, M, va M, larming
qumatlarml (2.62) dan olinsa, u hoilda

MM, =(p.y-pz) (Pz-px)=

:p;v}prz_}r}:yj}:x*hﬁFzﬁlz+ﬁ}'z¢£}:x =

zyﬁxﬁzz_yxﬁf_zzﬁ.rﬁj- +xﬁyzﬁs
ga ega bo‘linadi. Ikkinchi tomondan
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MM *vpt‘p yxp —Z pxp1+xpyp7 S
teng bo lads. Birinchi tenghkdan ikkinchisi ayirilsa
| MM, -MM, =yp (p.2-2p.) +3p,(2b, - p.z)
natija olinadi. Endi (2.57"") ifodadan foydalanilsa
ﬂ:f_fﬁ&:, - E.—?_I,ﬂr = ift (xﬁr}_ -_l,:f;rf) = jﬁﬁ}z
hosil bo‘ladi. x, y, =z koordinatalarni siklik ravishda ofrinlan
almashtirilsa, yana ikkita tengiikni hosil qilish mumkin. Shunday qilib,
impuls momenti proyeksiyalarining operatorlari uchun wuchta o‘rin
almashtirish qoidalarini keltirib chigarish mumkin;
MM - MM, =i,
MM, - MM, =ihM,
M M M M = IHM

Demak, yuqoridagi o‘rin almashtirish qmdalardan quyidagi natija
kelib chiqadi: zarrachaning M., MWM: impuls momenti proyeksiyalari
operatoriari antikommutativ bo‘ladi, shuning uchun bir vaqtning o*zida
ular aniq giymatga ega bo‘la olmaydi. Lekin M, A, M, operatorlari M* |
impuls momentining kvadrati operatort bilan o‘zaro kommutativ
bo‘lishadi, yva'ni quyidagi munosabatlar o‘rinlidir:

MM -RM, =0,
M NF-M'M =
MM -M2Af. =0,

Demak, (3.57) ifodalar harakat migdori momenti kvadrati va shu
impuls momenti proyeksiyalaridan birortast bir vaqtning o‘zida aniq
giymatlami gabul gila olishini ko‘rsatadi.

Endi zarrachaning markaziy kuch maydonidagi harakatini tekshirib
chigaylik. Markaziy kuch maydonida impulsning momenti harakat
integralli bo‘ladi, chunki markaziy kuch maydonida fazoning 1zotropligi
saqlanib goladi. Ma’lumki, bu holda, ya’ni markaziy kuch maydomda,
U potensial energiya faqat kuch markazidagi masofaning funksiyasidir,
U=Ufr), bu H gamiltonianning ko‘rinishini quyidagicha yozish'
mumkin:

(3.56)

" 357

.l S (3 58y
M1+U(r)_':-~ w i

H=T +
2y
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Bu formulaga kirgan M™* operatori va bu operator tarkibidagi
M. M, M, operatorning proyeksiyalari fagat # va ¢ burchaklarga
bog‘ligligim eslaylik, shu tufayli ular r ga bog‘lig bo‘lgan funksiyalarga
ta’sir etmaym Ikkinchi tomondan (3.57) formulaga asosan M- operator
M., M_ M, operatorlar bilan kommutativ. Shuning uchun N, M, M M.

operatoriar § operator bilan kommutativ bo‘ladi. Demak,

RN : TR ﬁ,h"ﬁlz = :

df

[, J=] a1,01, ] =[ .1,
dﬂ}x . diﬁ'r,. _ dﬂ}_ r
&t At &

va ]
of -

(3.60)

—_—

Shunday qulib, agar zarracha markazity simmetrik maydonda
harakatlanayotgan bo‘lsa, fazoda markazdan chiquvchi hamima
yo‘nalishlar teng kuchli bo‘ladi va shuning uchun bu maydonda
joylashgan zarracha harakatining maydon markaziga nisbatan impuls
momenti saqlanadi, Umuman olganda, tashqi maydonda joylashgan
sistemaning impuls momenti saqlanmaydi.

Juftlikni saqlapish qomuni. Yuqorida qavd etilgan saqlanish
gonunlari, ya’'ni energiva, impuls va impuls momentining saglanish
gonunlari, klassik mexanikaga xos bo'lgan saqlanish gonunlarining
kvant mexamkasidagn ekvivalenti deb garash mumkin. Lekin, kvant
mexanikasida o‘ziga xos bo‘lgan saqlanish gonunlari ham mavjud va bu
qonunlar klasstk mexanikada mavjud emas. Shunday gonuniardan biri
umumiy xarakterga ega bo'lib, fazoning xossalari bilan chambarchas
bog‘langandir. Boshqacha aytganda, koordinata o°glarini parallel
ko‘chirtsh va burulish bilan bir gatorda vyopiq sistema wochun
gamiltomannl o‘zgartimmay qoldiruvchi yana bir almashtinsh mavjud.
Demak, vyopiq sistemaning gamiltoniani koordinatalani  quyidagi
almashtinshiarga nisbatan o‘zgarmasligi kerak:

1. sistemani ixtiyorty masofaga parallel ko‘chirganda;—

2. sistemani bir butanligicha ixtiyorly o‘q atrofida ixtiyvorty
burchakka burganda;

H4



3, barcha koordinatalarning ishoralarini baravariga o‘zgartirishdan,
ya’ni hamma koordinata o‘qlarining yo‘nalishlarini teskari ishoraga
o‘zgartitishdan iborat bo‘ladi. Bunday almashtirishni inversiya deb
ataluvchi almashtirish deyiladi.

Birinchi ikkita almashtirishiar bilan impuls va impuls momentinig
saglanish gonunlari bog‘langandir. Kvant mexanikasida inversiya
almashtirishlari bilan ya’na bir saglanish qonuni bog‘langan. Klassik
mexanikada Gamilton funsiyasining inversiyaga nisbatan invariantligi
ma’lum. Kvant mexanikasida esa ahvol batamom boshgacha bo‘ladi.
Koordinatalar ishorasini o‘zgartirishni ifodalovchi tegishli 7 inversiya
operatorint kiritaylik, ya’'ni

Fy (r,0) = ooy (-r.1) (3.61)
bunda «—qandaydir doimiydir. Inversiya operatorini ikki marotaba
ketma-ket funksiyaga ta’sir gilsak, dastlabki holatga kelmadi, ya'ni
funksiya arpumenti mimuman o' zgarmaydi, Boshqgacha aytganda

[y e, 0y =10y (e,0) = Ko (-1, )y = oy (x, 1)
hosil bo‘ladi, ya'ni o® =1, demak, |
o=+l (3.62)

Shunday gilib, ushbu operator ta’sirida inversiya operatorning
xususiy funksiyalari umuman o‘zganmaydi, yoki ulaming faqat
ishorasini o‘zgartiradi. Birinchi holda

Iyr,0y=w (-t.f)
bo‘lganida, zarrachalar musbat ichki juftlikga ega bo‘ladi. Ikkinchi
holda S

hy(r,t) =~y (-x,t} S TP E
bo‘lganida zarrachalar manfiy ichki juftlikka ega bo‘ladi.
H Gamilton operatorining inversiyaga nisbatan invariantligi
juftlikning saqlanish qonunini ifodalaydi, ya'ni # va [ operatorlar
o‘zarc kommutativ operatorlar bo‘tadi, va'ni
iH =Hi

Shunday gilib, agar yopiq sistema holati ma’lum  musbat yoki
manfty juftlikka ega bo‘lsa, u holda bu jufilik vaqt o‘tishi bilan
saqlanadi.

Dekart koordinatalar  sistemasidagi inversiya  almashtirishi
x—-x,y——y,z——z ning o‘miga sferik koordinatalar sistemasida

L
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. 23z 8-on-0,0 59+n) {(3.63)
almashtirish olinadi. Koordinatalaming bunday almashtirishlarida 6
burchakka bog‘lig bo‘lgan zarrachaning muayyan impuls momentiga
ega bo‘lgan to‘lgin funkstyasi ¥, {8,¢) sferik funksiya orqah beriladi.

Berilgan (3.63) inversiya almashtirishlarida
E.r'mq:l -3 eim(tpﬂﬂ ___(_i)m Er'mrp
P(c0s8) = P"{~cos8) = (-1} BM(cos6)
ga ega bo‘linadi. Shunday qilib, sferik funksiva (—1) songa ko‘payadi,
va
Y, (6,9) = {-1)'Y,(8.¢) - (364
ga o‘tadi, ya’ni berilgan [ kvant sonidagi holat juftlig
o = (1)
bo‘ladi, Yuqoridagi ifodalardan ravshanki, holat juftligi m kvant
soniga bog‘liq emas, balki faqat / kvant soniga bog‘liq bo‘lar ekan.
Demak, (-1)'=+1 (/-juft) bo‘lganida holatlar juft, yoki musbat
juftlikka ega bo‘lgan holatlar deviladi, agar (1) =-1 (I-toq )
bo‘lganida  holatlar toq holatlarda bo‘lib, manfiy juftlikga ega
bo‘lishadi.

3.7. 1II bebga cid savol va masalalar |

1. Vagt bo'vicha holatlarning o’zgarishi qaysi tenglama ovgali
ifodalanadi?

2. Elektromagnit maydonda  havakatlamivehi  zarracha uchun
Shredinger tenglamasini ko ‘vinishi ganday ho ‘ladi?

3. Stasionar holatidagi to'lgin funksiyasining vaqgtga bog'ligligi
ganday ko ‘rinishda bo ‘ladi?

4. Musala: i %? = HY tenglamaning ikkita yechimiari

o=, exp(wéﬁlz ]WJ ¥, =y, exp(—é.&?}r] mmty'ud bo ?Sfﬁ',

bunda |
E»E, bolsin. W(x,=c¥ (x0)+c¥,(xs) chizigli  kombinatsiva

berilgan tenglamaning yechimi bo 'la oladimi?
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Yechish. Berilgan ‘F(.:-.',r}=ci"1".‘(x,z.’)+.cl‘i'2{x,f} chizigli  kombinatsiva

fhi}—f: HY tenglamaning ~ yechimi  bo‘la  oladi,  chunki
iﬁgg =g, [iﬁ %J+ cz[fi“z a;};Z J‘iﬁﬂ' H¥(x,0)=c Y, (x,t)+ o, Y, (v, }bo ladi. Hosil

bo ‘Igan bu ifodadan m‘%: gy natija kelib chigadi,

5. Puasson kvant gavsi klassik mexanikadagi gavslar bilan qanday
Jarg giladi?

6. L katialikning harakat infegrali bo ‘lish shartini yozing.

7. Vagiga oshkor bog'lig bo‘lmagan harakat integrallari uchun
Puasson gavslari ganday bo ‘ladi?

8. Gamilionian gachon to‘la energiva operatoriga mos keladi?

9. Harakat integrali kuch maydoniga bog ligmi?

10. Impuls saglanishini ifodalaydigan formulani yozib ko ‘rsating.

11. Tashgi maydonda joylashgan sistemaning impuls momenti
saqlanadimi? Nima vchun?

12. Klassik mexanikadagi saglanish qonunlaridan farq qiluvehi kvant
mexanikasidagi saqlanish gonunlariga misollar keltiring.

13. Markaziy kuch maydonida qaysi kattalik harakat integralli
bo ‘ladi va bunda fazoning izotropligi saglanadimi?

14, Impuls saglanish gonuni fazoning qaysi xususivatidan kelib
chigadi? Energiya va impuls momentining saglanish qonunichi?

15. Siljish operatori gaysi postulatlar asosida aniglanadi? Rt
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 BIR O‘LCHAMLI MASALALAR = .

4.1. Cheksiz chuqur potensial o‘radagi harakat

Ushbu bobda Shredinger tenglamasini bir necha masalalarni §
yechishga go‘llaniladi, chunki Shredinger tenglamasi sodda potensial g
maydonlar uchungina aniq yechimlarga ega. Bu xildagi oddiy
masalalarni yechishdan magsad, Shredinger tenglamasining matematik
apparatini mukammalrog egallashdan iborat. Dastlab, zarrachaning bir
o‘lchovli oddiy harakati ko‘rib chigiladi. Potensial energivasi

U(_x)z{o agar )< x </

oo agat x<  va x 21

orqali ifodalangan potensial maydonda zarrachaning bir o‘ichamli
harakati tekshirib chiqiladi. Bunday potensial maydonni cheksiz
potensial o‘ra deyiladi va ravshanki bunday o‘rada zarracha fagat
0<x</ oraliqgda harakatlanishi mumkin. Bu masala asosan uch jihatdan
qizigtiradi:

) cheklab qo'yilgan zarracha harakatini ifodalovchi Shredinger
tenglamasini ganday yechish mumkin;

2) shu tenglama yechimining xarakterli xossalarini aniglash;

3) masalaning kvant mexanikasi hamda kiassik mexanikasi yordamida
olingan yechimlarini o' zaro taggoslash.

Mazkur potensial o‘rada klassik zarrachaning harakatini ko‘rib
chigqaylik. Ma’lumki, potensial o‘radagi klassik zarrachaning energiyasi
ixtiyoriy qlymat gabul qila olishi mumkin. Agar zarrachaning to‘la
energiyasi 0<E<U(x) oraligda joylashgan bo‘lsa, u holda zarracha
potensial o‘radan chigib keta olmaydi. Chunki zarracha potensial
o‘radan chiqib keta olishi uchun u to‘la energiyadan katta potensial
tosigni vengib o'tib, shu giymatli potenstal energiyaga teng bo‘lgan
to‘la energiyaga ega bo‘lib qolishi kerak, Lekin bu holda zarrachaning
kinetik energiyasi manfly givmatga ega bo‘lib goladi va tabiiyki bu
mumkin emas. Yuqorida aytib o‘tilgan tasdiq, albatta, kiassik zarracha
harakati uchun mumkin bo‘lmagan hol bo‘ladi: hech qanday zarracha
manfiy kinetik energiya bilan harakat qila olmaydi. Shuning uchun,
potensial o‘ra chekkasiga vetgan klassik zarracha wning devoridan
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qaytadi va teskari yo‘palishda harakatlanadi, o‘raning qarama-qarshi
devoriga yetib borgandan so‘ng, vana orgaga qaytadi va hokazo.
Shunday qilib, klassik fizika qonuniariga asosan zarracha potensial o‘ra
tashqarisida bo‘la olmaydi va o‘ra ichida har qanday nuqtada bir xil
ehtimol bilan qayd gilimishi mumkin.

Kvant mexanikasi qonunlaniga bo‘ysunadigan zarrachaning
potensial  o‘radagi  harakati  butunlay  boshqacha  bo'ladi.
Kvantlanishning asosiy shartiga ko‘ra, zarracha harakatining to‘lgin
funksiyasi uzluksiz va bir qivmatli bo‘lishi kerak. Demak, zarrachaning
to‘lqin funksiyasi x - o' gining musbat yo‘nalishi bo‘ylab koordinataning
x>0 sohasida tekis o‘zgarishi uchun potenstal o‘raning o‘ng devoridan
tashqi gismida ham davom ettirilishi kerak. Potensial energiya cheksiz
kaita bo‘lgan holida, ya’ni potensial o‘raning chap devoridan tashgi
qismida zarrachaning harakati ko‘rib chigiladi. Shredinger tenglamasini
yechmasdan turib, zarrachaning chap devordan tashqt sohadagi
harakatiga quyidagicha izoh berish mumkin: kvant mexantkasi nugtayi
nazaridan, zarrachaning mutlago o‘tib bo‘lmaydigan x < 0 sohaga kira
olish ehtimoli zarracha qancha katta bo‘lsa, shuncha kichik bo‘ladi.

Potensial o‘radagi zarracha harakatiga oid Shredinger
tenglamasini yechishdan avval bu masala uchun chegaraviy shartlarini
ifodalanadi. Zarracha potensial o‘ra tashqarisida joylasha olmasligini
hisobga olsak, uning 0 < x <7 oraligdan tashqarida to‘lgin funksiyasi
nolga teng bo‘ladi. Ikkinchidan, uzluksizlik shartidan x=0 va x=/
nuqgtalarida to‘lgin funksiyast nolga temg bo‘lishi kerakhgi kehb

chigadi, ya’'ni |
y(0)=y()=0. (4.1) -~
Olingan (4.1) dagi shart potensial o‘raning ichida zarracha N
harakatini ifodalovchi Shredinger tenglamasining yechimi uchun
chegaraviy shart bo‘lib hisoblanadi. Bizga ma’lum bo‘lgan (3.22) = =
formulaga asosan ¢ < x < I sohadagi statsionar holat uchun bir =" ",

o‘fchamli Shredinger tenglamasi quyidagicha ko‘rinish oladi: -

Wdy .
. —-2—}; i = By _;:=.'.Is*;- 5..:”

Bu tenglamani boshqacha ko‘rinishda ham yozish mumkin, ya’ni =~

Y ey=o. 42)

e
B )

z
Y
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b:@l_nda § = 2 ga teng.

ﬁl

To‘lgin tenglama ko‘rinishidagi (4.2) tenglamaning ymumiy'. + - :

yechimi ham turg‘un to‘lqin xarakteriga ega bo‘ladi va quyidagi
ko‘rinishga ¢ga:
: ¢ = Asin{kx + ). {4.3)

(4.3) tengtamadagi noma’lum bo‘lgan « wva 1 kattaliklar

e e heee el S e i e,

aniqlanadi. (4.1) dagi boshlang‘ich shartlarga asosan x=0 nuqtada -

w=0 ligidan =0 ekanligi kelib chigadi. (4.1) dagi ikkinchi shartga
binocan y()=0 ligidan
kl = n (4.4)

shart kelib chigadi, bunda » noldan katta bo‘lgan butun son.
Keyinchalik bu » ni kvant soni deyiladi. »=0 Dbo‘lganida¥ to‘lqin
funksivasining nolga tengligi kelib chiqadi, bu esa butun sohada
zarrachaning yo‘qligini bildiradi, Olingan & ning ifodasini bilgan holda
va (4.4) munosabatdan fovdalamb, zarrachaning gabul gilishi mumkin
bo‘lgan barcha energetik grymatlarini aniglab olish mumkin, ya’ni:

SR (4.5)
# Zm ;3

formulaga ega bo‘linadi. (4.5) formuladan korinib turibdiki,
zarrachaning energtyasi (4.2) tenglamaning ma’lum diskret xususiy
qiymatlariga teng bo‘lgan qiymatlar gabul gila olar ekan, boshgacha
aytganda, Shredinger tenglamasi faqat shunday yechimlarga ega
bo‘ladiki, bu yechimlar ma'lum diskret qiymatlarni gabul qila
olgandagina (4.2) tenglama chegaraviy shartlarini ganoatlantiradi.
Shunday qilib, cheksiz chuqur potensial o‘radagi zarrachaning
energiyasi diskret giymatiarni gabul qiladi, ya’ni energiva kvantlangan
ho‘lads. Energivaning diskretligi o'z ~ o‘zidan tabilty ravishda kelib
chigadi. Zarracha energiyasining bu qiymatlari energetik sathlar deb
ataladi. Zarrachani gabul qila oladigan eng kichik energiyali holati
asosty holat deyiladi, qolgan wuqorirogq energivali holatlar esa
uyg‘ongan holatlar deyiladi, Cheksiz chugur potensial o‘radagi
zarrachaning asosity holatdagi energiyast {(4.5) formula orgahh »=1 ga
teng bo‘lgan holda kelib chigadi:

242
. i
1 E] =

TYER | (4.6)
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Shunday qilib, cheksiz chuqur potensial o‘radagi zarrachaning energiya
sathlari hisoblash masalasim osonlik bilan oxirigacha yetkazish
mumkin.

Endi cheksiz chuqur potensial o‘ra ichida to‘lgin funksiya
ko‘rintshini aniqlanadi. (4.3) formulaga va boshlang‘ich shartlarga
asosan n — energetik sathga tegishli bo‘lgan to‘lqin funksivasining
ko‘rinishi |
n T 4.7

v, =4, sm—}—x

bo'ladi. 4, doimiym nﬂrmallashtirish sharti;

dan aniglanadi. U hﬂlda bu formulaga (4.7) i qo ylsh natyj 351da

2 | n 2 ¢ 1 27n 2 !
An‘vaiﬂz—xa'x = |4, I— | - cos x |dx = F =
0 ! D 2 | | y
ga ega bo‘lamiz. Bundan T EN
2 | o (4.8)

4, =i
i

kelib chiqadi. Shunday qgilib, E energiyaning fagat (4.5) ifoda bilan
aniglanuvchi gqiymatlaridagina Shryedinger tenglamasi yechimga ega
bo‘lar ekan. Energiyaning bu giymqtlarini £ ning xususiy gtymatlari
deb, tenglamaning ularga mos kelgan (4.7) yechimlarni esa masalaning
xususiy funksivalari deb ataladi. Turhi energetik holatlar uchun potensial
o‘radagi har xil nuqtalarda zarrachaning topilish ehtomollik zichligi 6-
rasmda tasvirlangan.

le (A

=D """['_"-4 o]

6-rasm. Potensial o*ra ichidagi turli nugtatarda zarrachaning topilish
ehtimollik zichligi. |
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Klassik mexanika nugtai nazaridan potensial o‘rada harakat-
lannvchi zarracha teng ehtimollik bilan oraning ixtiyorly nugtasida
joylashishi mumkin (6-rasmdagi to‘g'ri chiziq). Kvant sonlarining katta
giymatlarida kvant ehtimollik zichligi tagsimoti klassik holdagi
giymatiga o‘tadi. Bu (4.7} ifodadagi garmonik funksiya kvadratining
(0, /) oraligdagi integrali katta » larda, aniqrog‘i » -+ da 1/2 qiymatga
yaqinlashishi bilan bog‘liq.

. Kvant mexanikasi nuqtayi nazaridan esa quyidagi umumiy
xarakterga ega bo‘lgan natijalarga kelinadi:
1) potensial o‘rada harakatlanuvchi zarrachaning energivasi diskret
giymatlarni gabul qilads; |
2) asosiy holatda ham, ya'mi E=F; da zarracha to‘liq tinch holaida
bo‘Imaydi;
3) harakat sodir bo‘layotgan kichik sohalarda va zarrachalarning
massasi kichik bo‘lganida energetik sathlarning diskret harakteri
namovyon bo‘ladi;
4) kvant sonlarining katta giymatlarida kvant mexanikasi munosabatlari |
ktassik fizika formulalariga o*tadi.

4,2, Potensial to‘siqdan o‘tish va gaytish

Zarrachaning bir olchovil harakatining muhim xususiyatiaridan biri
uning potensial to‘siqdan o‘tishidir, Bu holda zarrachaga ta’sir etuvchi
kuchlar fazoning biror bir cheklangan sohasidagina ta’sir etadi. Ushbu
sohadan tashqarida esa zarracha erkin harakatlanadi deb qarash

mumkin. Oddiy ko‘rinishdagi to‘sig

U4 .- sifatida  maydondagi zarrachaning

- harakatim o‘rganish kvant

mexanikasining bir qator muhim va

prinsipial jihatdan yangi xossalarni
keltirib chigaradi.

Dastlab  7-rasmda  tasvirlangan
to‘g‘ri burchakli cheksiz uzunlikdagi

U

i

> ,

-
g

7-rasm. Te‘g‘ri burchakli
cheksiz nzunlikdagi bir

o*lchamli potensial to‘siqg. Zarrachaning Utx) potensial

energivasi x o‘qining x>0 sohasida
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zarrachaning o'tishi tekshirib chigiladi. '



ma’lum o‘zgarmas U, musbat kattalikka va x<0 sohada u nolga teng
bo*isin. Ufx) potensial energiya x o‘gining pog‘onali funksiyasi bo‘lgani
uchun x ning musbat yo‘nalishdagi o‘zgarish sohasi ajratiladi, manfiy
yo‘nalishda esa bitia o‘zgarish sobasi bo‘ladi. U holda Shredinger
fenglamasini yechish osonlashadi, chunki o‘zgaruvchi x ning bu ikkita
sohadagi qiymatlariga Ufx) ning mos o‘zgarmas qiymatlart to‘g'n

keladi, ya’ni: |
0, x<0 T (49)

x ning x<0 sohasini 1-soha deb ataladi va bu sohada Shredinger
tenglamasining yechimini mos holda 1 indeks bilan belgilanadi, x ning
x>0 sohani esa 2-soha deb belgilanadi va shu sohaga tegishh
yechimlarni mos holda 2 indeks bilan belgilanadi. Har bir sohada
Shredinger tengtamalarining yechimlari, ya'ni w, va v, lar aniglanadi
va x ning butun sohasida to‘lqin funksiya uzluksiz va bir gqivmatli
bo‘lishi uchun bu ikkala yechimiarning ofzlari va birinchi tarfibli
hosilalari uchun x=0 nugtadagi chegaraviy shartlari yoziladi, ya'ni:

Wl{o) =¥, {0) gl (0y=g'",(0). 4.10)
Yuqorida gayd etilgan ikkala sohalar uchun statsmnar holatdagi
Shredinger tenglamasi:

LT . 2 i A i
cExVT g’w,=0,x>0 Coe

kﬁn'_‘riﬁiéhga ega. Bu tenglamalarda;

2mE

(412)'»

k* = T ova
kabi belgilashlar kiritild:. (4.11) tenglamalammg yechnnlanm
quyidagscha yozish mumkin: L
Y = Ae™ + B
p, = A + Bze | (4 13)
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Olingan (4.13) dagi formulalarda € va €™ ko‘rinishdagi hadlar x

o‘gqining mrusbat yo‘nalishida targaluvehi vassi to'lginlarni, eva €%
esa teskari yo‘nalishda tarqaluvchi yassi to'lginlami tavsiflaydi. 4;, By,
A2 B, dotmiylar (4.10) shartlaint ganocatlantirishi va qo'yilgan masala
uchun olingan yechimlarga mos kelishi kerak. 1-sohada ham
tushayotgan to‘igin, ham gaytayotgan to‘lqin tarqalayotganini e’tiborga
olinsa, (4.13) formulada 4, koeffitsiyent tushayotgan to‘lginning
intensivligini, &, qaytayotgan to‘lginning intensivligini ffodalayds.

Potensial  to'siqga  tushayotgan  zarrachalaming  oqimini
ifodalovchi kattalik kiritaylik va }o orqall tushayotgan zarrachalar
oqimining zichligi belgilanadi. U holda { 3.18) ga binoan:

hky o o
Jo=—Af : (414

Masalani soddalashtirish magsadida, zarrachalaming oqimi
shunday tanlab olinganki, 4,=1 bo‘lsin. Qolgan o‘zgarmaslarni aniqlash
uchun x=0 nugtada 1-, 2-sohalarning chegarasida to‘lgin funksiyasining
holatini ko‘rib chiqaylik. Yuqoridagi (4.10) shartlardan 8, va 4, lar
aniglanadi. Biz ko‘rayotgan holda 2-sohada faqat o‘tavotgan to‘lgin
targalishini hisobga olsak to‘lqin cheksizlikdan gaytmaydi, shuning
uchun {4.13) formulada B,=0 deb olish lozim. Zarrachning 1-sohadan
2-sohaga o°ttsh shartlarini ko‘rib chiqaylik. Dastlab zarrachaning £ to‘la
energivasi uning 2-schadagi &4, potensial energiyasidan katta
bo‘lganida, ya'ni £ > U, bo‘lganda ko‘rib chiqaylik. Bu holda ¢
hagigiy kattalik bo‘lib, 7 - tegishii bo‘lgan to*lgin funksiyasidagi had
teskarl yo‘nalishda targqaluveln yassi to'lginm ifodalaydi. 1-sohada x
o‘qining manfly yo‘nalishida gaytgan to‘lqin tarqaladi. 2-sohada esa
gavtuvcht to‘lquning o‘zi yo'q, demak o'ngdan chapga targaluvchi
i0'lqm ham bo‘lmaydi. Agarda £<U)y bo‘lsa, (4.12) formulaga asosan g
mavhum kattalik bo‘ladi, u holda ¢ fimksiya x — —- da exsponensial
ravishda o‘suvchi funksiya bo‘ladi, bu esa o'z navbatida to‘igin
funksiyani chekh be‘lishiga vo'l qo‘ymaydi. Shu tufayli B,
koeffitsiyent g mavhum bo‘lganda ham nolga teng bo*lishi kerak.

Agar E>U bo'lsa, (4.10) dagt munosabatlardan (4.13} mi hisobga
olib, B, va 4, ga nisbatan quyidagi tenglamalar sistemasi hosil qilinadt
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. 1+ B = 4,, T T S ONS
k(- B)= g4, U
Bu tenglamalardan A>va By amplitudalar amqlab uimadl
;f_q 4 = Zk
kg 0 k+g
(4.15) dan ko'rintb turibdiki, qaytgan to‘lginming B, amplitudasi, £>U,
bo‘lganiga garamasdan noldan farglidir. Bunday xususiyat zarrachaning
to‘lgin xususivatlari bilan chambarchas bog'liq. To‘lqin qisman 2-
sohaga o‘tganiga qaramay, qisman qaytadi. Qayigan zarrachalar
oqimining zichligini tushayotgan zarmrachalar oqimining zichligiga
nisbati gaytarshish koeffitsiyenti deyiladi va R orqali belgilanadi. Agar .
gaytgan zarrachalar oqimining zichligi

(4.15)

. hk,
Ju= 1B
n
ekanligini va (4.14) hisobga olinsa izlayotgan qaytarish koeffiisiventi
uchun
k—g 3 .
R = '
( - } 4.16)

ifodaga kelinadi. Beoshgacha aytganda, qaytarish koeffitsiyenti
qaytayotgan va tushayotgan fo‘lqinlar amphtudalari kvadratining
nisbatiga teng bo‘ladi, yoki tushayotgan to‘lqin amplitudasi 4, , shartga
ko‘ra, birga tengligi ¢’tiborga olinsa, (4.16) formula olinadi. Shunga
o‘xshash, 2-sobaga o'tayotgan zan‘af:haldr dastasining zichligi
fig, A0
m
ckanligi hisobga olinsa, u holda o'tayolgan zarrachalar oqimining
zichligimi tushayotgan zarrachalar oqimining zichligiga nisbati o‘tish
koeffitsiyenti deyiladi va D orqali belgilanadi, ya’ni:
4kg

{(k+q) (4.17)

natijaga kehnadi. (4.16) va (4.17) formulatardan ko‘rinib turibdiki:
D+R=1 -

va bu zarrachalar sonini saglanish qonunini ifodalaydi. Boshgacha
aytganda, D+R=1 ekanhgi ehttmolarni go‘shish teoremasi asosida
kelib chigadigan ifodaning aynan o'z, chunki zarracha sohalar

Jo =
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chegarasidan yoki qaytadi, yoki o‘ttb ketadi, deb ishonchli ravishda
tasdiglash mumkin.

Endi E<U, bo‘lganida kiassik mexanika bo‘yicha 1-sohadan 2-
sohaga o‘tish mumkin emas. Kvant mexanikasi ¢gonunlaridan
foydalanib, R hisoblaniladi. ¢ kattalik mavhum va uni ¢=iy orqali
yozish magsadga muvofiq bo‘ladi, v holda |

1

bo‘lads. Qaytgan to‘lqinning B, amplitudasi kompleks kattalik bo‘ladi
va R qaytish koeffitsiyenti esa quyidagicha ifodalanadi:

k—iy i -1
K+iy
Demak, E<Ujybo‘igamda gaytish koeffitsiventi birga feng, ya'ni tola
qaytish bo‘ladt. Bu kutilgan natijaga tamomila mos keladi.

Shredinger tenglamasining 1-soha uchun yechimini gaytgan
to‘lgin

(4.19)

R =lBltz =

W, = ‘11' s githesd) (4.20)

k+iy
ko‘rinishida yozish mumkin, ya’m u qaytish  to'lgin fazasining
stljishiga olib keladi. (4.20) dan shu siljishni topish mumkin:
2%y (4.21)
-y

Qaytish mavjud bo‘lishiga qaramay, 2-schadagi to‘1qin funksiyasi
noidan fargii bo‘ladi va u: _

2k 2k op (4.22)

w,{x)= de¥ = Tty

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Qaytish to‘la bo‘lsa ham, zarrachani ikkinchi
sohada topishning ma’lum ehtimolga ega bo*lishi kutiimagan holdir,
Shunday qilib, x>0 sohada x nuqtadagi zarrachaning ehtimollik zichligi

II{f (I)l kz " Z e {4.23)

ga teng bo‘ladi. Hosil bo‘lgan (4.23) formuladan ko‘rinib turibdiki,
kvant zarralarning xususiyatlari klassik zarralardan keskin ajralib turadi. .
Klassik mexanikaning qonunlariga bo‘ysimuveln harakatlanayotgan |
zarracha uchun E<U; bo‘lganda x>0 sohaga o‘tish mumkin emas edi.

J=arct
mcgk
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Kvant gonuniyatlariga bo‘ysinuvchi, harakatlanayotgan zarracha esa
x>0 sohada ma’lum ehtimollik bilan o°tishi mumkin. Yopiq energetik
sohalarga zarralami o‘tishi kvant mexanikasidagi spetsifik hodisa
bo‘lib, tunnel effekti degan nom olgan.

4.3. Kengligi cheklangan potensial tosiq

To‘siglar to'g‘risidagi masalani tekshirishni davom ettiriladi va 8-
rasmda tasvirlangan kengligi cheklangan bir o‘lchamli potensiai
to‘siqdan zarrachalarning o‘tishi ko‘rib chigiladi. Zarracha maydonda
chapdan o‘ngga x o°'qiga parallel yo'nalishida harakat giladi.
Tekshirilayotgan maydannl uch sohaga ajratiladi.

Co-.
X
8-rasm. Chekli kengiikdagi bir o‘lchamli potensial to*siq.

Avvalgi 4.2-paragrafdagi natijalardan va belgilashlardan foyda-
lanilsa, uchala soha uchun to‘lqin funksivasini yozish mumkin:

y,(x)=e" +Be™ | x<0, U=, 1 (4.24)
v, (x)= 4, +Be™ | osx<a, U=U, 2 (4.25)
w,(x) = 4,e™ x>a, U=0, 3 (4.26)

Tekshirilmogchi bo‘lgan potensial to‘signi bilgan holda (potensial
to*signing kengligi cheklangan), bunda har doim zarrachaning 2-soha
ichidan o‘tib, 3- sohaga chigishi ma’lum ehtimolga ega bo‘lishi
ko‘rsatiladi. Bu holda ham tushayotgan to‘lginning amplifudasini birga
tenglashtirganmiz va 3-sochada gaytgan to‘lgin bo‘lmaganligi sababli,
yvechim sifatida fagat bitta x o‘gining yo‘nalishidagi to‘lgin olingan.
Sohalarning chegaralaridagi to‘lqin funksiyasi va uning birinchi tartibli
hosilasi uchun wzluksiziik shartlari yozib chiqiladi:

7, (0) = p,(0), 2O=p0), @27
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¢ (a)y=y,(a), % (@=1a). |
Olingan (4.24) ~ (4.26) munosabatlarni ( 4.27) ga qo‘yilsa, By, 45, B;
va A; amplitudalar uchun quyidagi tenglliklar olinadi;

1+B=4+B, (428
Azei‘]'a +Bze-'f4_’,‘t.-! —_ Aleﬂa R ] = (4,28")
itpo —fyr k e
‘ _ _ A,ZEI -—-_BEE T =EA3€Lk . Lo e (4_28'")

Energrya uchun E>U, shari bajarilganda 4; koeffitsiyentga nisbatan
(4.28)-(4.28'")  sisternami  vyechish kerak. (4.28) wva (4.289
tenglamalardan:

k

munosabat kelib chigadi. (4.28") va (4.28"} tenglamalardan esa 4, va B,
larni aniqlash mumkin:

4, = -I*Age”““e""“(i +ﬁ]
2 g

f | (4.30)
Bq - “];‘4329'9'98&&(1 ____{{] -
2 q
Topilgan A;,-_r va B> doumylaming giymatlarmi (4. 29} mynnsabatna

qo‘yiisa,

2=A;(1+%)+Bz( —i) (4.29)

F .

Lhge™™
A =
3 (k+q) —rga_(k_q)?- EJgr | (4'31)
natija olinadi. A4 koeffitsiyenmi hisoblash davom ettirilsa
. ke @

qucns(qa) (q +I 191?1(@’{3;)-

ifodaga kelinadi. Demak, E>1/; bo‘iganida, potensial to‘sigdan o‘tish

koeffitsienti mazkur holda to‘g‘ridan-to‘g‘ri 45 ning moduli kvadratiga

teng, chunki 1- va 3-sohalarda to‘lqin vzunligi bir xildir, ya’ni:
aktyt

kg cos’ qa+(q1'- kl)z sin’ qa

D=4 = (433) |

natiia kelib chiqadi.
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Endi energiya E<U, shartga bo‘ysungandagi hol ko‘rib chiqiladi.
Agarda zarrachalar klassik mexanika qonunlariga bo‘ysunganda edi x=0
nugtada zarrachalaming hammasi potensial to‘siqdan qaytib ketgan
bo‘lardi. Kvant mexanikasida esa zarrachalarning harakaii mutlago
boshgacha bo‘ladi. £<U; shartda ¢ — aniq mavhum kattalik bo‘ladi va

(4.31) formulada ¢=iy desak, y= % f2m (U7, - £) botladi va bundan

ke

_ dikye
(;fc~i-.i;g)2 g¥ ~(k—£x): g X

munosabatga  kelinadi.  Zarracha energiyasi potensial to‘sig
balandligidan kichik bo‘lganiga qaramay, to*siq orqasidagi sohada yassi
to‘lginning amplifudasi noidan fargli bo‘ladi. Buni fagat tunnel
effektining oqibati sifatida qarash mumkin, ya’ni zarracha ma’lum
ehtimollik bilan potensial to‘sigdan o‘tishi mumkin. Zarrachalarning
tunnel o‘tishlari hozirgi vaqtda bir gator tajribalarda tasdiglanib,
fiztkaning barcha sohalarida, shu jumladan vadro fizikasida ham
fundamental rol o*ynaydi. Umuman olganda, radioaktiv yadrolarning o -
vemirilishi, uran yadrosining o‘z-o‘zidan parchalanishi va hokazo
hodisalar zarrachalarning tunnel effekit bilan bog‘langan. O’tish
koeffitsiyentini hisoblash uchun (4.34) ifoda va uning qo‘shmasidan:

. —4ikye™ o
3 (k-fx)ze)*'" —(ﬁ.r+if;:g)2 e *° LR e
foydalanish kerak. 4; va A'5 larni giperbolik funksiyalar e

(4.34)

3

Ckx: E?I _Zenx Skx: ex __e—x LB
yordamida yozilsa
- = i2k ye'
Y (k=g )shya~2ikyehya
£ = ~i2kye ™

o (k= x* )shya—2ikychya
ko‘rinishga keladi. ch’x—sh’x=1 ekanligini e’tiborga olinsa va
elementar o‘zgartirishlarni  bajarilsa, bu holdagi zarrachalarning
to‘sigdan o‘tish D koeftitsiyentini hisoblash mumkin:
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Shunday qilib, (4.35) formuladan ko‘rinib turibdiki, o‘tish
koeffitsiyenti zarrachaning energiyasi, potensial tosigning baland}; gl va
kengligining murakkab funksiyasi orgali ifodalanadi. Hisoblashlanj

.. . : . 1.
soddalashtirish maqsadida, yu=-1 glish muinkin, v holda shxaazef“

bo‘ladi va (4.35) formula soddalashad. Shunday qilib, bu holda
. 16)% y? s

.
(ﬁ“j +Zz)“ “ (436)

Dzﬂnexp{-—ga\/M} S

natyjaga kelinadi. Agarda

Sm{UEBysr - 43y

bo‘lganda, ta’sigdan o‘tish ehtimolligi vetarli darajada kichik emas.
{4.38) shart faqat mikrohodisalar sohasidagina bajariladi. Agarda (4.38)
formulada yadro o‘lchamlari tartibidagi kattaliklardan foydalanilsa,
ya’nj a=10""sm, mzm““g(nukionning MAassast), U, - £~ 10 bo‘lsa, u
holda hisoblashlar natijasida D~e¢" olinadi. Shunday qilib, to'signing
balandligi zarrachaning energiyasidan 5-10 MeV ga ortiq bo‘lishiga
qaramasdan zarracha ma’lum ehtimollik bijag to'siqdan o‘tishi mumkin.
Agar a=ism bo‘lganda mutiaqo boshga natijaga kelinadi va by holda
D=107 bo'ladi. Demak, makroskopik hodisalar sohasida tunnel effeky
mutioga mavjud bo‘Imaydi,

4.4. Chizigli garmonik ostsillator

Atoin fizikasida keng foydalaniladigan muhim modellardan biri
chizigli garmonik ostsillator modeli hisoblanadi. Chiziqli garmonik
tebramish deb sistemaning o'z muvozana holati potensial atrofida
energivasi kﬂnrdinataning kvadratiga Proporsianal bo‘lgan holda yuz



N
misol tariqasida prajinaga osilgan yukning, suyuqlik yuzida suzib
yuruvchi jismaning yoki kristall panjara atomining tebranishini keltirish
mumkin. Sistemaning muvozanat holatda garmonik tebranishi wning
potensial energiyasining minimum qiymati atrofida ro‘y beradi. Bir
o'ichovhi kichik tebranishdagi sistemaning potensial energiyasini
minmmum atrofida qatorga yovyilsa,

gt/ J°U ol
U= Um}+~[5—} 5{37); [a] }1 ;

tfoda hosil bo'ladi. Bunda x— muvozanat holatidan gancha masofaga
og‘ishni bildiradi. Potensial energiva — U(x) ning x bo'yicha birinchi
hosilasi nolga teng bo‘ladi, chunki ushbu hosila potensial energiya
funksiyasi — U{x) ning minimum nuqtasida olinmoqda. Agar
muvozanat nuqtasini sanoq boshi deb gabul gilinsa, U0y ham nolga teng
bo‘ladi. Zarracha muvozanat nuqta atrofida kichik tebranma harakat
gilayotgan bo‘lsa, yuqoridagi qatorning x° ga proporsional birinchi
noldan farql: hadiga nisbatan keyingi hadlari nolga cheksiz yaqin
bo‘ladi. Shuning uchun, garmonik tebranayotgan sistemaning potensiyal
energiyasinl quyidagi ko‘rinishda olinadi.

; N
me
X

| - (4.39)
bunda[ L =m7 gateng, v |

Garmonik ostsillator to‘g rlbldﬂgl Iﬁasala. uchuhﬂ Shredmger
tenglamas! - - -

h dzuf me’'s’ AR
Toma T2 PEEY (4.40)

ko‘rinishga ega bo‘ladi, bunda ¥ to‘lgin funksiya » -+ bo‘lganda’
y(x)=0 bo'lishi va to'lgin funksiyasiga qo‘vilgan hamma qolgan
stapdart shattlarni ham qanoatlantirishi kerak. (4.40) tenglamani yechish
uchun quyidagi o'lchamsiz kattaliklarga o'tish magsadga muvofigdir:

sk n\/E JE |
SR | (441)

.
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Yangi kiritilgan o zgaruvchllar uchun Shredmger tenglamasi sodda
ko‘rinishga keladi:

- df Y sy =iy (4.42)

Yugorida ko‘rib chiqilgan misollardan ostsillatorning muhim
farqli tomoni shundan rboratki, bu hol uchun zarrachaning harakati
biron bir devor bilan chegaralanmagan, oldingi msoliarda ko'rilgan
chegaraviy shartlar bu yerda mavjud emas, To‘lgin funksiyvasiga
go‘yiladigan birdan-bir talab, uning kvadratik integrallanuvchi funksiya
bo‘lishi kerakligidit.

To‘lgin funksiyaning asimptotikasimni aniglash magsadida (4.42)
tenglamada x ning juda katta (& >> 1} bo*lgan chegaraviy holi qaraladi. U
holda (4.42) tenglamada ¢{’ga nisbatan X ni e’tiborga olinmasa ham

bo‘ladi:

E&E-—ézw =0 R : w3
£ >>1bo‘lganida (4.43) tenglamaning yechlrm e
. - e (4.44)
v =7 )ﬂXp(i %—]

ko‘rinishda bo‘ladi, bu verda f(§)-biror, hali noma’lum bo‘igan
funkstya. Yechimning cksponensial gismida bolishi murnkin bo‘lgan
ikki ishoradan bu yerda minus ishorani saglab golish lozim, chunki plus

2
ishorali ¥ = EKP(*"; ] yvechitn x —» oo bo‘lganda cheksiz ortadi, bu esa

w funksiyaga qo‘yiladigan tabiiy shartlarga zid keladi. Qaralayotgan
chegaraviy holni ¢’tiborga olib, (4.43) tenglamaning yechimini

i 4.45
ﬁ'f"——exp[m%__}@). T i (4.45)

ko‘rinishda  izlanadi, f(£) funksiyani = (4.42) tenglamani
ganoatlantiradigan qilib tanlab olish kerak. (4.45) yechimni (4.42)
tenglamaga qo‘yiladi, buning uchun dastavval quyidagi hosilalar
topilads:



",

- oy df £
TR : d(: ( ‘:f-t- ’G'JEXP( 2]

j;w ( /=2 QZ-%%‘ + 41 )exp( 5]

(4.42) tenglamaga y va - dgu o‘rniga ulaming ifodalarint qo*yib, sodda

almashtirishlardan va exp[ ]ga gisqartishdan so‘ng ushbu munosabat

olinada:

df df S |
g’ 255 (A=) /=0 L., (446)

¢ =0 nuqta (4 46) fenglamaning maxsus nuqta.ﬁﬂ bn lm&ganhgl sababli
bu tenglamaning vechimini :

FE=Sag T 44
darajali qator shaklida gidiritadi:

Avval LA d"’f} b
vvalo ﬂ,& va e ari hisoblab chiqiladi;

:zm,‘g*-’, ‘” =3 k{k ~ 1), &

(4.48) dagi gatorlamni (4.46) tenglam&ga go‘yib quyidagi natija olinadi:

Z;’f(r'c ~Da & - _éz&akgk_] +{A~ I]Z%Sk =0 (4.49)

D.ag ko‘rinishdagi darajali gator aynan nolga teng bo‘lishi uchun,

uniﬂg hamma a, koeffitsiyentlari nolga teng bo‘lishi kerak. (4.49)
tenglamadagi birinchi yig‘indidagt indeks & m1 7 + 2 ga, ikkinchisida
esa / ga almashtiriladi va o'zgaruvehilaming bir xil darajalarini to‘plab
quyidagi

D1+ + e, - (A+1-1)q & =
ko‘rinishdagi munosabatga kelinadi. Bu tenglik bajarilishi uchun &’
ning koeffitsiyentlari uchun rekurrent formulaga ega bo‘linadi:
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21+1-4
a,,,= a,.

f+2 (g_'_ 2)(;']"1) / (4.50)
Hosil bo‘lgan formula (4.47) gatorning hamma hadlarini bittadan
hadma-had hisoblab chigish imkonini beradi. Qator /=0 darajadan,
yoki /=1 darajadan boshlanishi mumkin bo‘lganligi uchun mazkur
rekurrent formula ikki qatordan iborat bo‘lady, ulardan biri faqat Juft

darajali qatordan

. an-i—azgz fadt+ =Y a bt
= L (45
tashkil topgan bo‘ladi. Tkkinchisi esa fagat tog darajah qatordan
+a,f’+a bl +. 4.2y,
lg 3‘5 ] ; 2k !6 (4+52)

tashkil topgan bo‘ladi. Bu ikki gator (4.46) tenglamaning o‘zaro bir-
biriga bog'liq bo‘lmagan ikki xususiy yechimini tashkil etadi.
~ Qatorlarining hadlari soni cheksizlikka intilsa, va’ni ¢ ning katta
bo‘lganida qator o‘zini €xp (éz)kabi futishint ko‘rsatiladi. Ma’lumki,

eksponentami darajali qatorga yoyish natijasida quyidagi ifoda Dllﬂa{h
&, & 5 £

& =1+ +3 4+ + +..0=
J 1 "
— 1 {—+1}!

=b, +b0,E +BL +. 4D E B LET ..
¢ yetarlicha katta bo‘lganida bu yig‘indining birinchi hadlari yuqori
hadlariga nisbatan muhim ahamivyatga ega ekan. (2+2)} darajali had
koeffitsiyentini n-daraj ali had kﬁefﬁtsiyentiga nisbati

b, 2§l
e ) z

bo‘ladi. Yetarlicha katta r uchun ushbu nisbat

by 2
b n

FH

ga teng bo‘ladi. Bu esa (4.50) rekurrent formulaga binoan (4.51) qator
hadlarining  vetarlicha katta bo‘lgan holida mos  hadlari
koeffitsiventlarining nisbati kabidir, ya’ni
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a,., 2n+l-4

a (m+2)n+1)| _

L

2
F

Deﬁlak (4.51) qator hagigatan ham & ning Exp(ﬁ 3) kabi funksiyasidir. |

U holda bu xususiy yechimga mos (4.45) ¥ funkmya quyidagicha
ifodalanadi:

W = exp(-é‘?' f’2)f(§)= exp(—f;'z f2)exp(§2)= exp(c*j" IE)

ya'ni, asimptotada {E =)= bo'ladi. Bu hol to‘lgin funksiyaga
qo‘yilgan cheklilik shartiga zid keladi. Demak, gatorning hadlar sont
chekli bo‘lishi kerak, ya'nmi gator biror chekli darajali polinom bo‘lishi
kerak, chunki fagat shu holdagina to‘igin funksiya cheklilik talabini
qanoatlantiradi, boshqacha aytganda f(§)  funksiya polinomga
keltirilsa, u holda eksponensial ko‘paytuvchining mavjud bo‘lishi,
S == bo‘lganida to‘lgin funksiyani nolga aylanishini ta’minlaydi.
Shunday qilib, (4.51) wva (4.52) qatorlar polinomlarga aylangan
hollardagina to*lqin funksiyasiga qo‘yiladigan standart talablarni
qanoatlantiruvehi yechimlar olinadi. Agar

2n+1-A=0 - - (4.53)

bo‘lsa, u holda (4.50) rekurrent formula asnmda n-darajah haci bllan
tugallanuvchi polinom hosil gilinadi. (4.53) formuladan toptigand . -
qiymatini (4.41) ga qo‘yib, quyidagi hosil gilinadi:

Eﬂzhm(n+é], n=012.. (4.54)

Hosil bo‘lgan (4.54) formuladan ko‘rinib turtbdiki, ostsillator energiyasi
faqat diskret qiymatlarni gabul qilishi mumkin, va ostsillyator uchun
energetik sathlar bir-biridan bir xil masofada joylashadi.

Shunday qihb, ostsillyatorming to‘lgin tenglamasining yechum
ba‘lgan to®lqin funksiyalan, fagat ostsillyator energiyasi giyvmatlarming
(4.54y dagit formula bilan 1fodalangan diskret qatoriga mos
keladiganlarigina chegaraviy shartlarni gancatlantiradi. Olingan (4.54)
formula Bor postulatlaridagi E, = i® formulasidan. farq gilishiga e’tibor

qaratish kerak, Kvant ostsillyator energiyasining eng kichik qiymati
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1
(4.54) ga binoan noldan fargh bho'lib, En=5ﬁfﬂ teng bo'ladi va E,

giymatni “nolinchi energiva” deb ataladi. Bu nomning kelib chiqishi

1 : : .
Eﬁm energivaning hatto absolut nol temperaturada ham yo‘qolmasligi

bilan bog‘liqdir. Hosil gtlingan (4.54) formuladan kelib chigadigan
yana bir xulosa ostsillyator energivasining kvantlanishi ham fo‘lqin
funksiyasining butun fazoda chekli bo‘lishining tabity sharti natijasidir.
Mana ' shunday tabity shartlaming sodda natijasi sifatida kvantlanish
hosil  qgibsh  imkoniyati  Shredinger tenglamasining  ajoyib
xusumyaﬂarldan biridir. Chizigli oststilyator energlyasmmg har bir
xususiy giymatiga ((4.34) ga qarang)

W, (5)=4.e 2f(§)
xususiy funksiya mos keladi, bunda A,, —o*zgarmas normallovechi
ko‘paytuvchi, f,(6) esa n-darajali polinom bo‘lib, uning
koeffitsiyentlari A =2r+1 bo‘lganida (4.50) rekurrent formula
yordamida hisobiab topiladi. 1) polinomlart Chebishev-Ermit
polinomlari deb ataladi va H,{£) orqali belgilanadi, ulami quyidagi
soddaroq ko*rinishda fodalash mumkin;

(4.55)

A ,fr e .
H (‘;) ( ) € dgn {e )? ’ (4.56}
ular quyidagi differensival tenglamani qanuatlantlradi |
d’H dH T
-—2 ~+2nH =0
ds* & A& 2nH, =0 (4.57)

Bu tenglamani (4.53) ni hisobga olgan holda (4.46) tenglamadan keltinb
chigarish mumkin. Chebishev—Ermit polinomlarning bir necha dastlabki
polinomlarini hosil gilamiz:

H (&)=Y, HH) =2, H (&) =45 -2,

H (&) =85 =12&, H (&) =165" 4857 +12. f

Chizigh ostsillyatorning xususiy funksiyalari quyidagi muhim

xnssaga egadir, ular —o dan + < gacha bo‘lgan oraligda mmgﬂnaldlr
ya'ni m # » bo‘iganida

: jwm(anl{x}dx = 0 ; &

(4.58)

(4.59)
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shart bajariladl. Agarda m=n bo‘lsa, u holda jw?‘n(x)dx cheklz

giymatga ega bo‘lib, bu natijadan normallovchi 4, ko‘paytuvchini
hisoblash uchun foydalanish mumkin. Normallash sharti quyidagidan
iborat:

[ v ax=1 @60

Bu ifodaga funksiyaning (4.55) giymatini go‘vib,

A }‘- ¥ 23 +
,4;,,}—’ [ ' (£)de =1.
M =

tenglik hosil gilinadi. Integral ostidagi Ermit polinomlarining bittagini
o‘rniga (4.56) 1fodani qo'yib, oxirgi tenglik quyidagicha yoziladi,

A,fﬁ,lg’é(wl)ni _da;‘"_(g'i’)gn(‘: Yié :,-1_ S

s

T e e e -'U"‘-."'"
B

Bu integralni » marotada bo'laklab integrallansa,

TR !LPL_ 4 J‘ ot d"H, () d& =1
L ime " de’”

Il&tl_]a hﬂsﬂ qllmach Ermit polinomlari uchun

a "
dé:"H A& =2"nt
va -
Te’izd{f =Jr

tengliklarm €’iitborga olinsa, normallovchi ko‘paytuvchi uchun quyidagi

tfoda hosil qilinadi: :
Nz V2'nt

Shunday qulib, chizigli garmonik ostsillyator uchun to‘lgin funksiyaning
ko‘rinisht

BRI MR

R EH,,{é) -
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bo‘ladi. Kichik kvant sonlar sohasida, masalan » = @, /], 2 gtymatlariga
mos energiyaning  xususiy (qiymatlari va xususiy funksiyalari
quyldagmha bn‘ladl ‘

_ 1 I .
E#Eﬁw, ;ﬂﬂ:Auexp(—5§”},

E, =%ﬁm, ¥, = A Zfﬁxp[*%fz),

) 3 ) 1, .
E, :Eﬁm’ ¥, =4, (49‘5"-—2)32{13(——5‘).;:_ T

-

Keliirilgan giymatiar @-rasmda tasvirlangan.

a)

9-rasm. #=0, 1, 2 giymatlarda garmonik ostsilyatorning to‘lgin funksiyalari
ko*rinishi (a) va E, kvant sathlarning diagrammalari (b).

{4.62) formuladan nolincha holatm batafsil tekshmb chlqayllk umng

xususiy funkstyasi - .
1 ? 31:31 o
o) = -] - o

I 1._%”-' C 5
p o ¥ 1 s 1 x
Vo) = Wy = —— ﬂxl{“ ]

ko‘rinishda bo‘tadi. huﬂ(x)}z ot tasvirtovchi egri chiziq Gauss xatgliklaf
egri chizig‘i tipidadir va bu ehttmolik 10-rasmda tasvirlangan.
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Olingan egri  chizigning
ko‘rsatishicha,  ostsillyatorning
.. nolinchi  holatida  zarracha
H | vazivatini ko'p marta anigia-
TRNN ganimizda, uni har doim ko‘proq
muvozanat vaziyati (x=0)
atrofida topiladi. Bu holatning
xususiyati  shundan iboratki,
ostsillyatorning energiyasi nolga

H-rasm., Garmonik

ostsilyatorning E, - eng teng bo‘lmay, balki £, = %hm
kichik energiyali holatidagi e 1

Klassik va kvant | teng bo‘lishidadir. Shunga muvo-

ehtimolliklari. fiq ravishda, kvant ostsillyator

absolut nolda tinch funmaydi,
Klassik ostsitlyator esa, klassik fizika va Bor nazariyasiga binoan
potensial o‘ra tubida nolga teng energiya bilan harakatsiz holda bo‘ladi.
Ammo kvaat nazariyasida, Geyzenberg noanmiglik prinsipiga ko‘ra,
zarrachaning koordinatasi va tmpulsimi, klassik ostsillyator holidan
farqli o*laroq, bir vagtda aniq bilish mumkin emas. Zarrachaning nolga
teng impuls bilan potensial o‘ra tubida antq joylashishiga kvant
mexanikasining noaniglik prinsipi yo‘l go‘ymaydi. Hozir noaniqlik

munosabatlarini  ganoatlantirishi  uchun Ef’tm-nnlmchl energiyani

ostsillyatorning eng minimal energivasi ekanligi ko‘rsatiladi.
Zarracha vaziyatining noanigligi sifatida o‘rtacha kvadratik xato

gabul gilinadi:
A=,

Klassik ﬂéféillj?afdr uchun x =cos®?, shu formula bilan ifodalangani
harakat davriy harakat bo‘ladi, chunki vagt bu formulaga davriy
funksiya orqali kiradi. Demak , -

} -

L = e (463)
: . . Lo et

bo‘ladi.chunk:
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oL <

- 'mszmr=—l—fmszmﬁt-~—fmdrh—l—.
T 7 7

v ., —_—

2 1

~ Keltirilgan (4.63) formulada @ — klassik ostsillyator tebranishining
amplitudasini ifodalaydi. Biroq ostsillyatoming to‘la energiyasi

E, = —Iamazmz
2

¥

2E o
bo‘lgantigi uchun ¢ = H’?mﬂ:2 bo'ladi, shuning ‘wchun (4.63) formula
quytdagicha yoziladi; S0
E, . ST (4,64)

=,
ey |
Ikkinchi tomonidan, shunga o‘xshash hisoblashlami impulsni

noaniqligi uchun bajariladt va quyidagi natija olinadi:

Ap= \{? =\mdo sint ot = 1}-;~m2a1m2 = JmE, ;
Shunday qilib,

Ax=

O (4.65)

© (4.66)

2k, =2

 Lekin noaniqlik munusabatlanga ko‘ra r_*uc Ap~ht bo° 1gan11g1 sababli
va o‘rtacha kvadratik xatolar ko‘paytmasi esa

5% E_g (4.67)

ekanligini eslasak, (4.67) formulada fenglik ishorasi olinsa, ya’ni xatolar
ko‘paytmasining quyi chegarasi tanlab olinsa, u holda {4 66) ni (4.67)
bilan taqgoslab, ushbu tenglikni topish mumkm |
g;ﬁ;va E"EW G

Shunday qilib, kvant ostsillyatorning nolinchi energiyasi haqigatan
ham minimal energiva bo‘ladi. Noanighk munosabatlarining
bajarilishini ta’minlash uchun, oststilyator nelinchi holatda joylashgan
bo‘lsa ham noldan farqli bo‘lgan eng kam energivaga ega bo‘lishi

kerak.
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4.5. Klassik mexanikasiga o‘tish S

Kvant mexanikasidagi zarrachaning harakatini tasvirlovchi
Shredinger tenglamasini vaqgtga bog‘liq bo‘igan ko‘rinishini 3-bobda
hosi! qilgan edik, ya'mi

w2~ fiy

Endi # — 0inttlganda Shredmger tenglamasi klassik mexamkanmg
asosiy tenglamasiga o‘tishini ko‘rib chigaylik.

Klassik mexanikadan ma’lumki, zarrachaning harakatini
ifodalovchi tenglamalar turli xi1l matematik ko‘rinishda berilishi
mumkin. Bu Lagranj tenglamalari yoki Gamilton tenglamalari bn‘lls]:n
mumkin, ya’'nt h s TN
d oL oL AL

bty | . )
dr oG, dg, | Lagranj tenglamasi
’ aH Y aH , . Dok m__{.';.
475" PiTTRT Gamilton tenglamalari
pi' q"

Gamiltonning kanontk tenglamalar sisternast yechimlarini bitta
xususiy hosilali differenstal tenglamani yechish orgali ham topish
mumkin. Ushbu ikkinchi darajali birinchi tartibli xususiy hosilali
tenglamani klassik mexanikada Gamilton -Yakobi tenglamasi deyiladi.
Bu tenglama yordarnida klassik mexanika doirasida berilgan barcha
masalalarni yechish imkoniyati mavjud.

Kvant mexanikasining asosity dinamik tenglamasi Shredinger
tenglamast bo‘lib, o‘zining strukturasi, xarakteri va aniqlanish usuli
bilan Gamilton —Yakobi tenglamasiga yagin turadi. L

Klassik mexanikadagi Gamilton ~Yakobi tenglamasi =% = 7

Lfos 2+ s + 9s 2 +U=_§£ DAL A
CINCI AL o 468)
ko‘rinishda, yoki kompakt ko‘rinishda, e

1 oS
L (grad sy +u=-% o
{gf‘a )+ 5 . . e (4 69)

bo‘ladi. Bunda § - ta’sir funkmyam deylladl va 1 knnrdmata hamda
vagtning funksivasidir.
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Kvant mexanikasida energiyaning saglanish gonunini
Hqys - Gs PP )=E
orgali yozish mumkin. Chap tomondagi ¢, va p,kattahklami ulammg
operatoriari ko‘rinishidagi ifodalari bilan aimashnniadl e

4 >4 B~ 0= Iﬁﬁ‘qr. ,
o‘ng tomondagt energiya doimiysini esa vaqt bo‘yicha dlfferensmllash
operatori bilan almashtiriladi: | |
ho 7 A

E— IBI A
End: ikkala tenglamam tuzish sxemalarini, ya'm klassik mexamkadagf
Gamilion —Yakobi tenglamasini va kvant mexanikasidagi vaqtga
bog‘liq bo‘lgan Shredinger tenglamasini hosil bo‘lish sxemasim keltirib
chigaraylik.

Klassik mexamkada . Kvant mexamkada

E"}'_ig’s E—ﬁ-—-ﬁia
| ? | i dt (4.70)
q: —? qr’a ";?,1 I
' E;i*f}’ft P p"_fﬂq’ {4.71)
Energij«'ani saqlanish qonuni tenglamasi e
E=H(q,.q,. p..p.) | |
dan foydalanilsa, . | » T P
Gamilton -Yakobi tenglainasi - - Shredipger tenglamasi
oS aS oS h o h o h d
I_'__"T._H aveealfpy T e #-_____'"'H EXERY ?l—" e 3.~ 1{'
ot (-4 ¢, aq,,) i of ( ‘ i aqj i aqn)

tenglamalar hosil bo‘ladi. Yugqorida keltirilgan sxemaga asosan bitta
zarracha uchun Shredinger tenglamaswini tuzib chlqayllk Dekart
koordinatalar sistemasida energtyaning saglanish gonum
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E=o (i + 2 4 )+ U(x,3,9)
2m '

ko‘rinishda bo‘ladi. Ushbu ifodada umumiy sxema bo‘yicha (4.70) va
(4.71) formulalardan foydalangan holda va ¥  funksiyaga
operatorlarning ta’sirini hisobga olib, izlayotgan tenglamani hosil
gilamiz, ya’ni:

L (W AN
i3t 2miax® B a

& (4.72)

Endi yuqoridagi ikki fenglama orasidagi bog‘lanishni, ya'ni #—0da
Shredinger tenglamasi Gamilton—Yakobi tenglamasiga o‘tishint ko‘rib
chiqaylik. Agar Shredinger tenglamasiga to‘g'ridan-to‘g'ri #=0
qo‘yilsa, u holda bu tenglama hech ganday ma’noga ega bo‘lmay
goladi. Shuning uchun (4.72) tenglamada #—0 limitga o‘tiladi va
Shredinger tenglamasining yechimi

v ’Z)'mp(‘ rz] Co T e
ko‘rinishda izlanadi, bu yerda |
SZS(I,}’,ZJ) B RTINS (4?4‘)

funksiya ta’sir o‘lchamiga ega bo‘lib, Gamilton-Yakobi klassik
tenglamasining yechimi bilan bog‘ligligini ko® rsatadl A=const
bo‘iganida hostlalarni osongina hisoblash mumkin:

sy 1aS (5 - T
—=——dexpli—I|, .. dn T
o nar ')

d (S

v lilgﬁlva}cp IE ,

ox  hdx L

3y 1 (as)z i 8§ (S]
T ===l t——ldexpii—]|.
ax R\ ox hidx* A

Huddi shunday y va z koordinatalari bo‘yicha ham o‘xshé.sh
ifodalarni olish mumkin, Olingan ifodalarni (4.72) tenglamaga qo*yiladi

LN
"

va Aﬂxp{t )ga qisqartirib, quyidagi tenglama hosil gilinadt:
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df¥ 1 ih
—+— AN F+—AS=10
Y +2 {(grads)’ + +2m . 4.73)
Klassik mexanikaga mos kelishi uchun # —Obo‘hisht kerak, buning
uchun (4.73) tenglamada =0 deb olinadi va T
CPIA

tengtamaga kelinadi. Bitta x koordinata uchun
: 4.77
o5 | (as) U =0 S (4.77) |
of  2ml ax '
tenglama hosil gilinadi. Shunday qilib, #— 0da klassik mexanikadagi

(4.76) yoki xususzy holda (4.77) Gamilton—Yakobn tenglamasini hosil
qildik. '

L3

b i
P 1 -
- h T i o Rahd
" .o L DL - P
I'. h

4.6. Kvaziklassik yaginlashish

R - Sl

Avvalgi paragrafda #—0da Shredinger tenglamasi Gamilton —
Yakob1 tenglamasiga uzluksiz ravishda o‘tishi ko‘rsatildi. Ikkinchi
tomondan Bor kvantlash shartiga asosan

f pdg = Hfi

bo‘ladi va Bor atomining statsionar orbitalart de-Broyl to‘lginlarining
f
A= > butun sonlari mos keluvchi orbitalar hisoblanadi.

Yuqorida keltirilgan faktlarga asoslangan holda ketma-ket
yaqiniashish usuli yordamida Shredinger tenglamasidan Bor nazariyasi
orqali klassik mexanikaga o°tish mumkin. Aynigsa bu otish bir
o‘Ichamli harakat misolida guyida keltirilgan Vensel-Kramers-Brillyuen
(voki qisgacha VKB) vaginlashish metodi yvordamida kvaziklassik
yaginiashish deb nomlangan yvaqinlashishda yaqqul ko‘rmadi.

Bir o‘lchamii Shredinger tenglamasi

a'l,f/ Zm
T —(E-Ul =06
ni quyldagl ko'rinishda vozish qulay bo'‘ladi: |
Ry sm(E-Up =0 0 0 s (4.78)
-+ {4.78) tenglama yechimi R ) |

L. — FLE veon T e LT T
LICR g e £ crope e Lt LE T ar
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W = exp{% S(x)} (4.79)

ko‘rinishda izlanadi. Bu yechimni (4.78) ga qo‘yilsa
| iiS"- 8%+ 2m(E-U)=0 (4.80)
tenglama hosil qilinadi. (4.80) ifoda aniq tenglama bo‘lzanligi uchun %
ni kichik parametr deb tanlab olib, tenglamaning yechimlarini kichik
parametr bo'yicha qator shaklida gidiriiadi, ya'ni:
S(x) =S, (X)+AS () +R*S, (¥} +...

Bizning hisoblashlarimizda birinchi ikkita had bilan chegaralanish

yetarlidur:

S(x) = S, (x)+ S, (%) (4.81)
Hosil bo*lgan tagribiy yechimni (4.80) ifodaga olib borib qo‘vib,
20 E —U)—Sg (x)+R[iSy(x) - 28,5 ] =0 (4.82)

n1 hosil qilinadi. (4.82) tenglama aynan nolga teng bo‘lishi uchun uning
h bo'yicha alohida hadlari  nolga teng bo'lishi kerak, ya'ni #
gatnashmaydigan hadlar va % ning oldidagi ko‘paytuvchu uchun:

Em(E"U)-SJI(I)=U ".l'i.-_"--."ﬂ T aeerr (4‘83)

I
1

SI-assim=0 T s

ifodalarni olish mumkin. AvvaloZ=0, ya’ni nolinchi yaqginlashishga
tegishli bo‘lgan (4.83) shartni ko‘rib chiqaylik. Bunda
Si(xy=£2m(E-U)

natija olinadi. 2m(E-U) kattalik klassik mexamkadagi p 1mpulsm
ifodalaydi, bundan

Ss (Y= 2m(E-U)=1p

R

\ "g".
R

ifodatar hosil bo‘ladi. Shunday qthb nolinchi yaqmlashlshda klassik
mexanikaning oddiy yechimini hosil gilar ckanmiz. |
Yuqoridagi (4.84) tenglama orgahi §,(x) ni topish mumkin -
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, LS, 1.d,
a (4.86) ni integralash natijasida S R

ET e
ot T

; | S,{x):%ilnS’t’,—-Inc:%iinp—-lnc (48?)
ifoda olinadi. Shunday qilib, tanlab olgan yaginlashishida S(x) funksiva
. S() =1 pdv+i1n./p ~Inc (4.88) !

bo*ladi. "S(x) uchun hosil bo‘lgan ifodan; (4.79) ga go'yib

v y(x)= CEKP{ ;; [i j pdc+iln p J] R
; Ry ” B . ! ",;..; : -'-'I_.:?Ii Tt
et o ¢ il 7 _. 4.89
Geee gl T e P ‘—'—,—TEXP{H-{ijpcﬂJ} ( )

ni olinadi. (4.89) dagi “+” va ~» ishoralarga tegishli bo‘lgan
yechimlar o‘zaro bog‘ligmasdir. Shu tufayli taqriban olingan umumiy
. yechimning ko‘rinishi

= apl? N
ve)= exp{ , Ipdx}-f 7 exp{ 3| pdx} (4.90) 4

bo‘ladi, yoki boshga ko‘rinishda

1P kx“

bo‘lishi mumkin, bunda ¢, eva 8 - o'zgarmaslar bo‘lib, ular berilgan
masala uchun chegaraviy shartlardan topiladi, Hosil bo‘lgan (4.90) va .
(4.91) taqribiy yechimiar VKB yechimlari deyiladi.

W :wg.--_—cns I-J.pdx-{—ﬂ] (4~91) '

4.7. Kvaziklassik yaqinlashishda potensial o‘radagi harakatni
o‘rganish

Endi olingan natijalarni konkret masalalar yechimiga tatbigini
ko‘rib chigaylik. Misol tariqasida bir o‘lchamli potensial o‘radagi
zarrachalar harakatini tekshiraylik. Ushbu rasmda tasvirlangan va bitta
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minimumga ega - bo'lgan  potéiisial . ‘ehergiyali o'rada ‘zarrachi
harakatlansin. e

© A r LI
I T T '
| R :
| Y IR TR TR 3
I
|
] Lo
| e
1

E
] n :
i W Ry
P v Lo b -
i ¥ e w=b
S 11-rasm. Bir o‘lchamli potensial o‘ra. =~ - 1 i i

IT sohada, ya'ni to‘la energiya potensial energiyadan katta bo‘lgan
bolda, zarracha faqat finit harakat sodir etadi va uning energiyast
kvantianadi. Bir o‘lchamli harakatning wmumy hossalariga asosan
ushbu zarrachaning energiyasiga yagona, ya’'ni bitta energetik sath mos
keladi. Ushbu satxning potensial egri chiziq bitlan kesishgan nugtalarida,

ya'ni x=g va x=b nuqtalarda, o‘ra ichidagi zarrachaning harakatida- -

klassik mexanikaga asosan burilish nugtalari mavjud bo‘ladi, bu
nugtalarda kinetik energiyva nolga teng, to‘la energiva esa peotensial
energiyaga teng bo‘ladi va zarracha, klassik mexanika qonunlariga
bo'ysingan holda, garama qarshi tomonga harakat gila boshlaydi.

Kvant mexanikasida esa ahvol boshgacha bofladi. H}a

bo‘lganida, U potensial energiva kinetik energiyadan katta bo'ladi,

va’ni U>E, zarrachaning impulsi p=2m(E-U)=i{2m({U-E)
mavhum kattalik bo‘ladi. (4.90) formuladagi eksponenta kattaliklan
haqigiy bo‘ladi vax — <o da bittasi cheksiz kamayadi, bittasi esa cheksiz
o*sib boradi

T .
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bu yerda biz [p|=/2m(U - E} haqiqiy kattalikni belgiladik. }42a
sohasida o*suvchi hadni tashlab yuborsak (" =0 deb tanlab olish vo'li
bilan) I scha uchun vechim

__,Tm[_.. Tips ] 4.92)

ko‘rinishda bo*ladi. Shunga o‘xshash [l soha uchun ham vechimni
quyidagicha yozishimiz mumkin

Wi === exp[ _[P 'ix) (4.93)

Bizni qizigtirovchi 1 snha uchun echim :
= € ! 4.94
WV, —?Tcos[gjpabweJ . (4.94)

ko‘rinishda bo‘ladi. Faqat x=a va x=b nugqtalarida bu yechimni biz
ishlata olmaymiz chimki bu nuqtalarda U=F bo‘ladi va:

I
= —
- b (E-0)

I schaning tashqansida burulish nugtalari atrofida (4.92) va (4.93)
eksponensial yechimlar@aﬁm(ﬁ' —U/) kattalik nolga intilishi sababli
cheksiz ravishda ortib boradi. Asosiy tnasala shundan iboratki, hosil
bo‘lgan ikkita taqribiy yechimlar, ya’ni T va Ill sohadagi eksponensial
yechim va II sohadagi tebranavcht yechim x=a va x=4 nugtalarda
Sredinger tenglamasining xususty yechimiga mos kelishi kerak. Bu
masala matematik nvgiai nazardan kvant mexannikasi bo‘yicha
yozilgan turh darslikda batafsil yoritilgan va quyidagi natija olingan:

H .} 1 T H v
Ty = *TFL'-——'-.—,- E‘XP{“ - ?P,Ci’f}' 2a - (495
__< LN T | |
wix)= f-?!}fﬁﬁzms{h j pldx 4} [qe_:a - (4.96) -
va shunga o‘xshash analogik ravishda |
(%) = e———exp{-— | pid ' ‘
W) = lp{x)l p[ j P! } NEY (4.97)
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” ¢ tt =
= = — (jx"‘ f—
Y T zms{ﬂ Jpae
{kki vechimni tagqoslash natijasida Bor-Zommerfeld kvantlash
shartidan kelib chigadigan natija bilan mos kelishini ko‘rib chigaylik.
Ma’lumki, x=¢ va x=b nuqtalarda ikkala yechim bitta E energiya uchun
to‘gri kelishi va bir-biriga teng bo‘lishi kerak, ya’ni

' W
} b - 7 (4.98)

”»

c 1T 7 ¢ 1§ T (4.99)
cOss — p(x)afru—}: CUS{— p(x)dx——}. LT
f26 {hj 4 |p(x) ﬁ{ 4 |
Ushbu tenglik bajarilishi uchun fazalar yig'indisi # butun karrali songa
teng bo‘lishi kerak va ¢’={~1]'¢’, Shunday qilib, , . w. o oy
1|t ¥ .\ I WL EL IR
{E[-[P(x)dx"'J‘p(x)d{lH%}=m"i"i‘.fz LTI E
yoki |

b : ._ . . . . .
l H
J p(x)dx = n+- | |
p 2 b Y AT e

bo‘lshi kerak, Ammo L

J= j Pl = 2? p{x}dxf

J=[n+iJﬁ*2:ﬂr=(n+th

2 2

hosil bo‘ladi. Bunda# 2z =4, Shunday qilib, kvant nazariyasining
kvant shartlari hosil gitinadi, Ushbu shartiar Bor nazariyasidagi
statsionar holatlarni aniglovehi kvantlash qoidasining aynan o‘zidir.

Demak, Bor nazarivasi kvaziklassik yaginlashish doirasida to‘g'ni
natijalarga olib kelar ekan. |

bo*lganligi sababli:

4.8. IV bob ga oid savel va masalalar

1. Dekart  koordinatalarida  erkin  zarracha  to'lgin
funksiyasining ko ‘rinishi yozing.

2. Kvant mexanikasida zarvachani potensial to'sigdan o ‘tish
hodisasining mohivatini ochib bering.
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3. Potensial to'sigdan zarracha o 'iganida shaffoflik va gaytish
koeffitsiventlarini aniglab bering.

4. Chizigli  garmonik  ostsillyator  wchun  Shredinger
tenglamasining ko ‘rinishi ganday bo ‘ladi?

5. Kvant mexanikasi nugtai nazarvidan polensial o '‘rada
harakatlanuvchi zarvacha uchun gqanday umumiy xarakterga ega
bo ‘lgan natijalar kelib chigadi?

6. Chizigli  garmonik  ostsiflvator  uchun  Shredinger
tenglamasining xususiy giymatlavi va xususiy funksiyalarini toping.

7. Masala. Shaﬂgﬂik koeffitsiventi D ni baholang bunda Dy=1,
va UpE<10"" erg, m=10 Fgr (elekironning massasi tartibide), =10 sm
(atom radiusi tavtibida) deb oling. A

Javobi:D~e”.
8. Masala. Massasi m ga teng bo ‘lgan zarracha quyidagi
mjx{ﬂ . . : )
Uixy=10,0<x<a
Upr>a
potensial o rada jovlashgan.
tx)h | e e
: i
i "-I.-.. i . - PSR ! i
o | 12-rasm.

E<ly sohada zarracha energiyasining xnsusiy qiymatlari spektrini
aniglovchi tenglama hosil gilinsin va uni & s
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s

o‘rinishga keltirilsin, bunda &=

~ pxEF energivaning qiymati uchun energetik spektming

Y

S’
diskretligi asoslab berilsin.
Yechish. lkkala scha wuchun Shredmger tenglamasining

ko‘rinishi quyidagicha

d 2mE
b<x<a, —wﬁ'+k2w]=(},bu}rerda k* = -
dx* h
xza, iw =0, bu yerda ,u.?= ~E).

Chegaraviy shartlarnt ganoatlantiruvchi bu tenglmnalammg

yechimlari guyidagicha bo‘ladi:
W (x)=Asinix  agarda 0<x<gqg

w,{xy=Be¢* agarda x2a.
x=a nuqtadagi to‘lgin funksiyasi va uning birinchi tartibli

hosilasi uzluksizligidan
Asinkr = Be™ va Akcoskx =-—-Bue™”

tengliklar kelib chigadi. Ushbu tengliklardan quyidagt eluiadl

ﬁ 1 .-_:q. il __”". -
o tgka=—t sinka =1 ka o oo g
i clgha = Yﬂkl QJZH‘LT 5 I :




V bob
MARKAZIY SIMMETRIK MAYDONDAGI HARAKAT

5.1. Shredinger tenglamasining radial gismi

Markaziy kuch maydonidagi zarrachaning harakatini o‘rganish
potensial o‘radagt zarrachaning harakati, garmonik ossilyator masalast
kabi kvant mexanikasining fundamental masalalarini tashkil etadi.
MarRaziy kuch maydonida harakatlanavotgan zarrachaning potensial
energiyasi fagat masofaning funksiyasi

U=U(r) (5.1)
bo‘lib, markaziy simmetrik maydon hosif qiladi. U(r) potensial
energivali simmetrik maydondagi- harakatlanuvchi  zarrachaning

statsionar holatlati uchun Shredinger tenglamasi

2
;[E-U(f)]vf'—*ﬂ o (2)

ko‘rinishga ega, bunda A =V’— Laplas operatori. Tenglamadan ko‘rinib
turibdiki, Laplas operatori va ¥ funksiva x, y, z koordinatalariga
bog*liq, ammo potensial energiya U(r) Dekart koordinatalari x, y, z ning
emas, balki r masofaning funksivasidir. Potensial energivaming (5.1)
ko‘rinishdagi markaziy simmetrik holi
uchun r, 8, ¢ sferik koordinatalarga

e Ay +

ZT - (0.)

Py
A s _ o'tish, Laplas operatorim  sferik
N dq_ﬂmed@d"a koordinatalar orqali ifodalash (5.2)
- -,--,? N tenglamani yechishni osonlashtiradi. 13-
G/ rasmda sferik va Dekart koordinatalar
7 % sistemalarining bog*lanishi tasvirlangan,

i

1

E

: Ushbu rasmda

i z 2 3

f B = . = -
&x.\j{p ? % r \/.r +y +z

O bo‘hib, r — koordinata boshidan
~d kuzatilayotgan nuqtagacha o‘tkazilgan
13-rasm. Dekart va sferik  radius vektorning uzunligi,
koerdinatalar orasidagi 0 = arccos z
bog‘lanish. = areeo Ny
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¢ - radius vektor r bilan z o‘qi tashkil qilgan burchagi va .
@ = arctg Y e
X

bo‘lib, r radius-vektoming (x,)) tekisligiga proyeksiyasini x o‘q1 bilan
tashkil gilgan burchagini ifoda giladi, |

Shredingering (5.2) tenglamasini sferik koordinatalarda yozish
uchun Laplas operatorining sferik koordinatalardagi ifodasi, ya'ni (2.74)
va {2.96) ifodalardan foydalaniladi va quyidagi tenglama hosil gilinadi:

19(,dy 1i.aleazufzm

’ &»(rz &}rEMBae[SmBae) si’0dy K BV =t
(2.74), (2.75) va (2.97) tfodalardan foydalanib,

P

UM (53)

tenglik hosil qilinadi. Demak, markaziy maydondagi statsionar holatlar
uchun Shredinger tenglamasi

H= Tr+ M
2mr

a!

T,

N (5.4)
ko‘rinishga ega ekan.

Bu tenglamadagn v to'lgin funksiyassm r, 8, ¢ sferik
koordinatalar funkstyasi sifatida izlash tabiiydir. {5.4) tenglamamng -,
9, ¢ o‘zgaruvchilarning butun o‘zgarish sohasida, ya'm 0Sr<ee,
0<f0<rm va 0<¢<2z sohalarda bir qiymatli, chekli va uzluksiz v

a

M e

yechimlarnl topish lozim. H va M operatorlar kommutativ
bo‘lganligi sababli, ular umumiy xususiy funksiyalarga ega bo‘lishlari
kerak, shu tufayli ¥ to‘lqin funksiyasi uchun ikkinchi tenglama
quyidagicha bo‘ladi:

Miy =M%y - (5.5)
Ushbu tenglamadagi M* ning xususiy giymatlari A7/ +1) ga teng
bo‘ladi va (5.4) tenglamada My o‘rniga #*/(/+Dy Kattalikni qo‘yish
mumkin. U holda quyidagi tenglamaga kelinad: '

Toy+ “iﬂ Y Uw =By 56)
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Olingan (5.6) tenglama fagat bitta r o‘zZgaruvchiga bog'lig
bo‘lganligi uchun w(r.8.9) to‘lgin funksiyasini quyidagi ko‘rinishda
1zlanadi:

w{r,0,0)=R("Y,,6.0) (5.7)

bunda ;m(f? @) funkstya M operatorning xususiy funkstyasi. Olingan

wir,6,¢) funksiya ham (5.5}, ham (5.6) tenglamalaring yechimi bo‘ladi

va ushbu ikkita tenglamalarm qanoatlantiradi. Agarda (5.7) funksiyani

(5.6) tenglamaga go'ysak va ¥, (8,¢) ga bo‘lib yuborilsa, R} funksiya
uchun Shredinger tenglamasiming radial qismi hosil qilinadi:

i R +1
T+R+ Unat)

S R+U(r)R=LR. (5.8)
Fslatib o*taylikki, 1’;,,,(9,@] funksiya M operatorning XUSusiy
funksiyasi bo‘lib, bir vaqgitning ofzida impuls momenti bitta
proyeksiyasining ham xususiy funksiyasi bo‘ladi, koordinatalar
sistemasini shunday tanlaymizki, nazarda futilayotgan proyeksiya M,
proyeksiyasi bo‘lsin. Shu sababdan markaziy kuch maydonida
energiyaning saclanish qommidan tashgari yana ikkitta saglanish gonuni
maviud bo‘fadi, va'ni harakat miqdort momentining saglanish gonuni va
fazodagi ixtiyoniy ravishda yo‘maltirilgan z - o‘qiga moment
proyeksiyasining saglanish gonunlaridir. Boshgacha aytganda, markaziy
simmetrik maydonda to‘liq energiya, impuls momentining kvadraii va
z— o'qiga impuls momenti proyeksiyasi bir vaqining o‘zida o‘lchab
bo'ladigan kattaliklarni tashkil giladi. -
To'iqin funksivaning radial tashkil etuvchisi uchun hosil bo‘igan
(5.8) tenglamani batafsil tekshirib chigaylik  Olingan (5.8)
tenglamaning yechimi quyndagi ko‘rimshda 1zlanadi: ~

o1 a ST |
Rir) = r;{{r} i 4o U (59) |
va (5.9) ni (5.8) ga qo‘yib, e -
?_32 1 d dR ffz ] d h'l ] dz},t,
TIR — L TE .__I 1_" o e e L
“ 2mr? dr ('} a‘rJ 2 ¢ dr r=x) Y1 1 ol {5.10}

ni hisobga olgan holda, x{») funksiya uchun quyidagi ko‘rinishdagi
tenglamani hosil gilinads;
B dy ?iI(IH)
1 : 2w dr 2mr?

x+U )y = E:{ (5.11)
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r=0 nuqtadagi to‘lgin funksiyasining chekli bo‘lishi: ' A
x(o)_o IR O E (5‘12)
shartga olib keladi. (5.11) dagi radial funksiya uchun tenglama |

ri(l
Uyplr)=U()+ X H) " (5.13)

effektiv potensial energiyali bir o*lchamli harakat tenglamasiga kelads.
2

Klassik mexanikaga o‘xshash AT ;2:} kattalik markazdan qochma

energiva  deyiladi.  U(») potensial  energiyani  ko‘rinishini

konkretlashtirmasdan, koordinata boshida va kuch markazidan kattia

masofalarda to‘lqin funksivasini holati haqida muayyan mulohazalar

keltirib chigarish mumkin.

Dastavval r — 0, ya’ni kichik masofalar sohasi tekshirib chigiladi
va koordinata boshi atrofida Uyr) o‘zaro ta’sir potensial energiyasini
juda kam o‘zgarishini ta’kidiash kerak ,ya’nt:

lim U (r) =0 (5.14)

r=a

bo‘ladi, Bu shartning bajarilishi » -0 infilganda Uy¢») funksiya —l—

funksivaga msbatan kamroq o‘sib borishini bildiradi. Bunday holat
yadroning Kulon maydonida joylashgan elektron uchun bajariladi
Demak, (5.11) tenglamada »—o intilganda £y va U{+}y hadiarni

2
-ﬁ-g—@ﬂ) % hadga nisbatan hisobga olinmasa ham bo‘ladi. U holda (5.11)
tenglamadan
rfd;g ﬁf(fﬂ)
'0 Vi oL e .
| 2m ot 2mt e A (5-15)
tenglama hnsﬂ qllmadr Olingan tenglamaning yechm:u e
x = ArY I
ko*rinishda izlanadi. Bu ifoda (5.15) tenlamaga qo‘yilsa: o
y{y-1D=1{1+1) (5.16)
tenglikka kelinadi va (5.16) fenglama ikkita 1ldizga ega bo’ laclt,ya ni
pr=1+Lp, =

Ikkinchi ildizni yoki boshgacha avtganda ikkiachi ¥, = = Ae” yechimni
tashlab yuboriladi, chunki » —»0 intilganda R funksiya cheksiz orta
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boradi. Shunday qilib, kichik masofalarda x{r)=r"" bo‘lib, to‘lgin
funkstyasining radial gismi esa

RipY= 4 (5.17)
orgali ifodalanadi. Kuch markazidan » berilgan masofada ¢ va ¢
burchaklarga bog‘lig bo‘lmagan holda zarrachani topish ehtimoligl

radial funksiya modulining kvadrati bilan beriladi, ya'ni |R|1r2dr ga

proporsional kattalik bilan. (5,17} tenglamadan ko‘rinib tunbdiki, kichik
r masotalarda zarrachani topish ehtimolligi »*“ar ga proportsional
bo*ladi va / kattalashgan sari bu ehtimollik bertigan masofada kamayib
borady, boshgacha aytganda, markazdan qochma kuch zarrachani
markazdan uloqtirib tashlashga harakat qiladi.

Endi to‘lgin funksiyani koordinata boshidan katta masofalarda

astmptotik holatini tekshirib chiqaylik. Katta masofalarda zarrachaga
ta’sir etuvchi kuch nolga vyaginlashib boradi va L) potensial
encrgiyaning boshlanishi deb hisoblanadi, u hoida

lim &/ (r)=0
bo‘lishi kerak. Demak, (5.11} tenglamada » ning katta givmatlarida £y
p
hadga nisbatan Uy va ﬁggfl—) x hadlarni hisobga olinmasa ham
bo‘ladi, u holda (5.11) tenglama A ’_
d*y 2mE |
Ly =0, k= .
w ok . (518
ko‘rinishga keladi. Olingan (5.1 8) tenglamaning yechimi .
¥ = Cigm + Cze—m- L | (5.19)

ko‘rinishda izlanadi, bunda C, va C;— integraliash doimiylaridir.

Avvalo E energivaning musbat qymatiariga javob Deradigan
yvechimlaril tekshirtb chigayhk., £>0 bo‘igantda (5.18) formula orqgali
berilgan k kattalik hagiqiy qiymatga ega bo‘ladu

(5.19} to*lgin funksiyaning radial qismi ikkita funksiya yig‘mdisidan
iborat bo‘ladi:

e.l'kr E-'_ L

R(’"JF'C:T‘*Q . (5.20)
Kuch markazidan uzoq masofalarda radial funksiva yaqinlashuvchy
va uzoglashuvchi sferik to‘lginlaming superpozitsivasini ifodalaydi.
Zarrachani fopish ehtimolligi katta » larda ham noldan fargli bo‘ladi,
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ya’ni » va r+dr oraligida zarrachaning topish ehtimolligi [r" va shar
qatlamining 4»*4- hajmiga proporsional bo‘ladi:
W(r)dr = R dzr’dr =4z [Ce™ + C,e™ ’

Bunday holatlar klassik mehanikada aperiodik orbitalarga mos
keladi, bu holatlarda zarracha cheksizlikdan kuch markazi tomoniga
hatakatlanadi va keyinchalik vana cheksizlikka garab harakatni davom
ettiradi , ya'ni infinit harakatga kelinadi. Tekshirilayotgan holat
statsionar holatga tegishli bo‘lganligi uchun kelayotgan zarrachalaring
ogiimi ketayotgan zarrachalarning oqimiga teng bo‘lishi kerak.Demak,

kelayotgan va ketayotgan to‘lginlarning C; va (; amplitudalarining

modullan1 teng bo‘lishi shart. Agarda =El-Ae*°‘ va ¢, -2 4 deb

2f

qabul qilinsa hamda A va « larning qiymatlari haqiqiy qumat ekanligi

hisobga olinsa, (5.20) ning asimtottk yechimini
sing Ax + o)
.
turg‘un sferik to‘lgin shakhda vozish mumkin.
Endi E<{@ manfiy energiyalar sohasini tekshirib chigaylik.
Zarrachalaming kinetik energiyasi har doim musbat bo‘lganligi sababli
zarracha fagat markazga tortilish holatidagina to‘liq energiva manfiy
qivmatlarni gqabul qiadi. Agarda E<0 bo'isa, & kattahk mavhum
giymatlarni qabul qiladi, ya'nmi 4¢=ip , va p= —E bcr lgdmda (5.20)

radial funksiva

R=4 (5.21)

-pr I

——+C, ‘3— (5.22)
ko‘rinishda voziladi.Endi r-—« da to'lgin funks:ya chekli bo‘lish
shartini ganoatlantinsh uchun biz C; doimiyni nolga teng deb olish
kerak va

R=C,

P :
R=G— | (5.23)

P

natijaga kelinadi. {5.23) dan ko‘rinib turibdiki r-«~ da R to‘lgin
funksiya noiga intiladi va u chekii bo‘ladi. Bunday holatlar nchun
zarrachaning topilish chtimolligi

 w(r)dr ~4r|C,} e dr
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ga feng bo*ladi. Demak, kuch markazidan cheksiz katta masofalarda
zarracham topish ehtimolligi nolga teng beo‘ladi, boshqacha aytganda r
—e d3 w(r/—{ bo‘ladi, ya'ni zarrachani kuch markazi atrofidagina
topish mumkin. Bunday holatlar klassik mehanikada davriy orbitalarga
mos keladi, boshgacha aytganda zarracha kuch markazi atrofida
harakatlanadi, ya’ni finit harakatga keltiriladi,

E<0 bo‘lganda energetik spektr to‘g‘risida fikrlashib otaylik.
Yuqorida qayd etilganidek, bunday energiyalarga finit harakat mos
keladi va tegishli bo‘lgan to‘lgin funksivalar kvadratik integrallanuvchi
to*lqin funksiyalar bo‘ladt. Bunday to‘lqin funksiyalar diskret spektrga
tegishlidir. Demak, E<0 bo‘iganda diskret energetik spektrga cga
bo‘lamiz. |

Endi ¢(") potensial energiyaning bir nechta tipik hollarmi ko‘rib
chigaylik. Cheksizlikda potensial energiya nolga teng deb hisoblanadi.
{4-rasmda zarrachaning itarishish holi uchun (7) potensial energiya

tafsiflangan. e
.-fxr r"r’ / /‘ff" l-
7 /// /%/ -

\\\\\w“"‘

% // Jm
ffl&dh.-
: -'5
14-rasm. Itarishish holati - N £
uchun potensia) energiva £
ko‘rinishi. '

15-rasm. Markazga %
tortishish holi uchun
potensial energiya

Bu holda zarrachaning to‘la ke‘rinishi.
energiyasi mushatdir, E>0 E>0 uchun energetic spektr

. ; wziuksiz be‘tadi. <) hol
bo lganda EH&I‘gEtIk SPEI{H' achun esa energetic spekir

Energetik spektr uzluksiz.

vziuksizdir. DE‘I’I’]&I{, itarishish alohida sathiardan iborat
kuchlar mavjud bo‘lgan holda boladi. f - ionizatsiva
energiyaning noldan boshlab +- = energiyasi,
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gacha barcha giyvmatlari mavjuddir. 15-rasmda esa tortishish holatlari
uchun potensial energiya tavsiflangan.

Bu holatda ikki imkoniyatni ajratish zarurdir, ya’ni F>0 va E<0
bo‘lganida. Birinchi holatda energetik spekir uzluksiz qiymatlarni gabul
giladi, ikkinchi holatda esa biz E;, E,, ... E, diskret, uzlukli giymatlar
spektriga ega bo‘linadi. Uzlukli va uzluksiz spektrlardan tashk:l topgan
umumiy energetik spektx Kulon qnnuniga binoan yadm bildﬂ
Yuqorida ko‘rsatib o‘tilganidek, diskret sathlar atomdagi elektrnnmng
harakatiga tegishlidir. Aksincha uzluksiz, diskret bo‘lmagan, tutash
spektr ionlashgan atomning encrgiyasiga mos keladi, chunki bu holatda
elektron atomdan yetarli darajada uzoglashgan va to‘la energivasi
musbat qiyimatga ega bo‘ladi. Keltirilgan diagrammadan ionizatsiya
uchun zarur bo‘lgan energiyani hisoblab chigish mumkin. Normal
holatda, ya’mi uyg‘ommagan holatida, elektron £, energivaga ega
bo‘ladi. Atomni ionlashtinish uchun shu atom elektronining energiyasi
noldan katta bo‘lishi kerak, shuning uchun normal hulatdagl atomni
ioniashtirish uchun sarflangan minimal ish

I1=0-E =-E | (5.24)

teng bo'lishi kerak.

Umuman olganda (5.2) dagi Shredinger tenglamasining umumiy
yechim (5.7) dagi to‘lgin funksiyalari superpozitsiyasi orqali berilishi |
mumkin,ya'ni:

V(r0,0) = 3 B, R (17, 6.0) (5.25)

Y

ko‘rintshda bo‘ladi. Xususiy holda ¢ burchakka bog‘liq bo‘lmagan
yechimlar uchun biz m=0 holatlarning superpozitsiyasiga mos keluvchi
oddiy ifodaga kelamiz,ya’n: o .
- W(r,0) = Y CR(r)P(cosh) (5.26)
i !

bo‘ladi. -

5.2. Kulon maydonidagi harakat

Kvant mexanikasining yaratilishi bilanog, atomping kvantomexanik
nazariyasi nivojlantirildi va bu nazariya tabiat hamda unung tuzilishi
hagidagi bilimlarimizni tubdan o*zgartirdi hamda bir qator hodisalami
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wshuntirib berishga imkon yaratib berdi. Bu nazariya elementlar davriy
sistemasining kelib chiqish negizini, barqaror molekulalar tuzilishida
atomlar o‘zaro ta’sirining xarakterini, qattiq jismlarning mexanik, elektr
va magnit xossalarini va  mikrodunyoning bir gator muammolarint
mukammal tushumtirtb bera oldi.

Kvant mexanikasidagi eng sodda masalalardan biri yadroning
Kulon maydonida elektronning harakati to°g‘risidagl masaladir. Bunday
masalani vodorod atomi H da, bir marta jontashtirilgan va zaryad soni
z=2 ga teng geliy He™ ionida, ikki marta jonlashtirilgan va zaryad soni

=3 ga teng litiy Li’ " jonida va shunga o‘xshash vodorodsimon atomlar
deb nomlangan 1onlarda uchratiladi,

Demak, vodorod va vodorodsimon atomlar, ya'mi yadro
maydonida bittagina elektron bo‘lgan atomlar, elementlar davriy
sistemastdagy eng sodda sistemalar gatoriga kiradi. Vodored atomi
elektr zaryadi +¢ ga teng bo‘lgan zarra — protondangina iborat bo‘lgan
yadrodan va manfty —e zaryadli elektrondan tuzilgan. Proton va elektron
o‘zaro elektrostatik tortishish kuchi orqali ta’sirlashadi. Kulon tortishish
kuchi ta’sirrdagi bitta elektronmng potensial energiyasi

Uiy 22 (5.27)

r
ga teng bo‘ladi. Bunda Ze — yadroning zaryadi, clementlar davny
sistemasida Z— yadroning nomeri, vodored atomi uchun Z=1, r~ yadro
bilan elektron orasidagi masofa. Vodorod atomi holida proton
maydonida harakatlanayotgan elektron uchun kvant sathlarini topish
uchun Shredinger tenglamasining radial gismini yechish kerak

bo‘ladi.Ushbu radial funksiya e e

¥
ko‘rinishda olinsa, avvalgl paragrafda hosil gilingan (5.11) tenglama
olinadi. Bu tenglamaga (5.27) dagi {/ ning qiymati qo'yilsa va
elektronning massasini »7  desak, markaziy simmetrik maydonda
statsionar harakat qilayotgan elektron to‘lgin funksiyasining radial

qisint uchun yozilgan tenglamaga kelinadi:

?’r d’ hz HI+1 Z€2
m ar F v

il
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Ushbu ko‘rilayotgan hol elektronning yadroga tortishish holiga
mosdir. Shuning uchun markaziy simmetrik maydonidagi harakatning
umumiy nazariyasiga asosan (oldingi paragrafga qarang) biz E>0
bo‘lganida uzluksiz energetik spektrga va E<{ bo‘lgantda diskret
spekirga ega bo‘linadi. Magsadimiz yuqorida ta’riflangan diskret
spektrni va R radial funksiyalarni aniglashdan iborat. Tenglamaning
yechimini olish uchun o‘lchamsiz kattaltkiax quyidagicha kirttiladi:

= F va & “-‘-EE-
) E> o (530)
bunda _
y2 . _me' e _ T
a=——=0,529-10 sm By =y =5-=13,55eV (5.31)

bo‘ladi. Kiritilgan (5.30) belgilashlarni (5.29) tenglamaga qo’yilsa,
m, e, atom doimiylari qatnashmaydigan quyidagi

d’y 2Z Wi+, |
g HE T | (5.32)

tenglamaga kelinad.

Dastavval (5.32) tenglama yechimining asimptotikasi o‘rganiladi.
5.1-paragrafdagi ¥ funksiyasining asimptotik holatini tekshirishdan -
kelib chigqan natijadan foydalanmib, (5.32) tenglamaning yechimi
quyidagi ko‘rinishda izlanadi:

xp)=e“fp), a=-e. (5:33)

Bunda noma’lum f(p) funksiyaning oshkor korinishi asimptotada
¢™ dan tez o‘smaydigan bo‘lishi kerak. (5.33) yechumni (5.32}
tenglamagsa qo'yilsa, / funksiya uchun quyidagi differensial tengiama -
hosil bo‘ladz:

534

- i
d j; I +[Lz_:(:+11))f=0r
i dp do \p 2

(5.34) tenglamaning yechimi - f funksiyaning oshkor ko*rinishini,
yuqoridagi shartga ko‘ra, darajali qator shaklida izlanadi. Umumiy
nazariyadan ma’lumks, (5.29) tenglamaning yechimi »=0 da chekli
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bo‘lishi uchun, rning darajalaci bo‘vicha tuzilgan gator r'*haddan
boshlanishi kerak. Shuning ucnun /(p) i quylda.gi ku rinishda

1zlanadi: o T e
. o T TR

l,".:-:__ IR f{p} = p!-r-l avpu B : ) L v .

- o i e VZ‘_D TERERL AN (5.35)

bunda 4, Ilar hozircha no‘malum bo‘lgan koeffitsiyentlar. Hosil
gilingan (5.28) va (5.33) tengliklardan ma’lumki,

‘ e f(p)
P

Rip)= (5.28")

radial funksiya p ning cheksizga intilishida chekli bo‘lish sharti bilan
aniqladi. (5.35) dagt noma’lum «, koeffitsiyentlarni topish uchun
(5.35) m (5.34) ga qo'yib, '

Z(V+f+1}(v+f)aupv+fj_ZHZ(V+!+]} p ) [zz-f{f‘f‘l} mg}pw_”l:ﬂ

Z 3
u={

@ g v=0
yokt
Zﬂ” H 4By +Da o - S+ +Da p +22i@p”*“ —I{ +1)iq, Pt =
v=} y=d)

v} v=)

tenglama hosil gilinadi. Oxirgi ifodadag birinchi va to‘rtinchi hadda v
ni v+l ga almashtirib, P ning bir xil darajalari hosil gilinadi. Shunday
gilib,

Sa v +1+ 20 +14D)-10+D]+a, [2Z - 20( +1+D]}p =0

v=()

{5.36}
tenglamaga kelinadi. (5.35) qator (5.34) tenglamaning yechimi bo‘lishi
uchun p mng barcha gqiymatlarida (5.36) ifoda noldan cheksizlikkacha

aynan qanoatlanticilishi kerak. Bu esa fagat p oldida turgan
koeffitsiventlar alohida-alohida nolga teng bo'igandagina ofrinlidir,
ya’'ni v ning barcha qiymatlarida

a, v +1+2v +I1+ D=1 +D]+a, [2Z-2a(v +1+DI=0  (5337)

shart bajarilisht kerak. Bu talabdan 4, va 4,,, orasida quyidagi rekurrent |
formula kelib chigadi: o
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v 20y +I+1D)-2Z

wa = v+I+DV+1+D— I(3+1)
*** Birinchi o, koeffitsiyent ixtiyoriy ravishda tanlab olinishi kerak. Bu
koeffitsiyentga qandaydir givmat berib, (5.38) dan a, ni topish mumkin,
a, orqalt a, aniglanadi va hokazo. Barcha 4, lami hisoblab, p
darajalari bo‘yicha qator shaklidagi izlanayotgan yechimni topish
mumkin, Rekurrent formuladan ko‘rinib turibdiky, (5.35) qator £ va «

o‘zgarmaslar o‘rtasidagi munosabatga bog'liq ravishda cheksiz darajali
voki chekli darajali kabi qatorga, va’ni polinomga aylanadi, Agarda

Z
A=—  wva S=2+1
o

v=0123.... (538)

kabi belgilash kiritilsa, (5.38) formulani IS R T
e 20 (v + E_;:_]L) _.__-i’" | W g-r:r .
SNBSS ;{'ﬁ-:,-i'ri:;:'ﬂvn = B e, i'{_!-_."-'
. '_?’..r.r_ . .. -". o } V + ]. ¥ + 1? + 1 o ",-""; { _.ﬂ' x ..! #
ko‘rintshda yﬂzmh mumkm bo‘ladi. Agar gator mllmaSaf i _v‘ _;-lm
inttlsa, quyidagi formulaga ega bo‘lnadi: IPTTCNNNIN I8 S0 T SRR £ e
a 4+l

"

Bu xil rekurrent tormula eksponenta ko‘rinishidagi funksiyalar uchun -
o‘rinlidir. Hagigatdan ham:

TR W .
P — ;E?{Qa’p]

bo‘lganligi uchun qatorning p" va p" ‘hadlann oldidagi

koeffitsiventlarining nisbati: Lo e
rr-H (M )’” (jg ) — 200 JERAEE LSS .*'-'.!Iié;-:'_.-’s-'tj. i
b, (n+D)t  m  n+l

ga teng bo‘ladi. Demak (5.35) qator chekli bo‘lmasa, v ning katta

giymatlarida fip) funksivam tavsiflovchi qator, € 20p funksiya kabi
o‘zgaradi va p ning cheksizlikka intilishida chekit bo‘lish shart
go‘yilgan R radial funksiva uzoglashuvchi asimptitotikaga ega bo‘lib
explop)

,
olmaganligi sababli bu yechimning ahamiyatl yo‘q. p — = da yechim

qoladi, ya’ni p—e da R- Fizik hagigatni aks ettira
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chekli bo‘lishi uchun gator biror v hadda uzilishga ega bo‘lishi kerak.
U holda f(p) qator ke‘phad bo'lib qoladi va p— <« bo‘iganida ham
R—0 bo'ladi. Hosil gilingan bunday yechim tekshirilayotgan
tenglamaning xususiy fonksiyasi bo'hib, p=0 dan to p=- gacha
bo‘lgan intervalda chekli va bir qtvmatli bo‘ladi.

Endi (5.35) gator biror v hadida uzilishga to’g‘ri keladigan shart
aniglanadi. Qator uzilish uchun (5.38) ning o‘ng tomonidagi kasr surati
nﬂlga aylanisht lozim, ya’nt
b e 200n, +H{+1)-22=0

o= : |
m it (5.39)
bo‘lishi kerak. Hosil qgilingan (5.39) tenglikdan ayonki, bu shart’
bajarilganda @, 1 koeffitsiyentning o‘zi va undan keyingi

koeffitsiyentlarning barchasi nolga teng bo‘lishi kerak. Demak, f(p)
yechim ko‘phadga aylanishi uchun va shu bilan birga R(p) funksiva
butun intervalda chekli bo‘lishi uchun (5.39) ifoda yetarli va zaruriy
shart sifatida bajarilishi kerak.

r=n+{+1 n =0,01,23 (5.40)
beigilash kiritib, (5.39) ga qo’yilsa hamda (5.33) dagi « ning giymati
. hisobga olinsa, quyidagi natijani olinadi, ya’'ni |
- 7 S s g

Shu bilan birga (5.30) dagi € ni £ orqal: ifodasini hisobga olib,
guyidagi muhim natijaga kelinadi, yva’nt tzlanayotgan R — chekli va bir
giyvmatlt yechunlar fagatgina elektmnmng quyldagl dlskret energiya
giymatlaridagina mavjuddir:

Ara B L

e . (5.41)

Boshgacha aytganda, olingan formula vodorodsimon atomlar

uchun mumkin bo‘lgan energetik sathlarni aniqlashga imkon yaratads.
Bunda »n— butun musbat son bo*ltb,

n=[ 23, .., (5.42)

giymatlarni gabul qiladi va u bosh kvaat soni deb atalib, elektronning

energivasini aniglaydi. { va #, kattaliklar mos holda orbital va radial
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kvant sonlari deb yuritiladi. Shu narsani alohida qayd gilib o‘tish joizki,
vodorod atomi elektronining statsionar holatiari energivasi uchun kvant
mehanikasi asosida aniqlangan (5.41) ifoda shu hol uchun Bor
nazariyasida n=0 giymatning gabul qila olmasligini atohoda ugqtirib
keltinlgan edi. Kvant mehanikasida esa bu muammo o°z-0‘zidan
bartaraf gilinadi, chunki /=0,1,2,..., giymatlami qabul giladi va », esa
{5.35) qator hadining nomeri bolib uning eng kichik qivmati nolga teng
bo‘ladi va (5.40) ga asosan bosh kvant soni nol glymatnt gabul gila
olmaydi.

3.3. Yedorodsimon atemning to‘lqin funksiyasi .

To'lgm funksiyaga qo‘yilgan cheklilik shartidan (5.34) tenglama
yechimini chekli darajali polinom bo'lishi aniglandi. ::x:% Xususty

yechimlar uchun (5.38) formula sezilarh darajada soddalashadi, ya'n

_ 22 a-{+v+])
B Y YR (3.43)

bo‘ladi. Bu formula yordaniida &, koeffitsiyentlarni ketma-ket hisoblab
chigib, (5.35) formulaga qo‘yilsa:

I melel 22p (el-Dn-1-2) 2Zpn .
- 1"'"' . L
f(p)=ap [ v e e e
; (n={=1)n-1-2..) 2Zp..
—.] r '
o @y e+ - (54

ifoda hosil gilinadi. Bu formulada yangi & o‘zgaruvchini

£-22p 22,
nooona (5.45)

ko‘rinishda kiritish va barcha dotmiy ko‘phadiami bitta &,; orqali
belgilash natijasida (5.28") formuladan # va [ kvant holatiarga tegishli
bo‘lgan R, {g) funksiya uchun quyidagi formulaga kelinadi:

RAD=N,e TELG) (54
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bunda Lii:r] kattalik orqali (5.44) formuladagi kvadrat gavs ichidagi
ko‘phad belgilangan. Matematika kursidan ma’lumkl (5.44) dagi
ko‘phad Lagerr polinomiari e

(5.47)

_ Lt

a'& t
dan olingan hosilalar orqali ifodalanishi mumkin. Umumiy holda Z($)
ko‘phad deganda

& 4 . (5.4%)
L, —-——-—L = ¢* e =Er)

ko‘phadni tushinish kerak va (5.48) dagi 1fodani, odatda, umumiashgan
Lagerr polinomi deyiladi. Agarda k=n+] va s=2I+] desak, (5.44) dagi
kvadrat gavslarming ichidagi ko‘phad olinishi va ushbu olingan (5.47)
va (5.48) formulatar yordamida R, (§) funksiyani hisoblash mumkin.

{5.46) formuiadagi ¥, normallovchi koeffitsiventni normirovka
sharti yordamida aniglanadi:

jR,f‘,rzdr =1 (5.49)

yoki:

T eeul pun [{if+f}]
Jeter L (©)] &az ="

ekanligini  hisobga olih, pirovardida vndﬂmd atomi . energiva
operatorining normallashgan xususiy finksiyalari uchun

" Vo (7,0,0) = R, (r)Y,,(6,0) - (350)
ifoda olinadi, bunda

.-*'. A :
oo . (11! o
b }“ﬁ: . &u'(r) {( ) 2n[(;?+f)1} } (S (e (6) (5'51)
_ o o _ i 27

{5.51) ifodadagi ¥ _1{8.¢) —normallashgan sferik funksiya bo‘lib, (2.81)
formula orqali aniqlangan, ¢ esa Bor radiusidir. Birinchi uchta radial

36




funksialarning ko‘rinishini (5.51) formula yordamida hi'sbbla'ﬁ chiqish
mumkin, Ular

!'-.u"

O _ Rm(’)_ (—)" 2“?)6 a E i '

2 Zr -
| R:ﬂtr)*—"(—)?(zﬂ—f)e R

](F)" a\/—e “

ga teng bo‘ladi. Shunday gilib, umumiy holda hisoblashlar ko‘rsatadiki,
Kulon maydonida elektron energiyasi fagat bosh kvant soniga bog‘lig
bo‘ladi. Elektron energiyasi orbital va radial kvant sonlarining har biriga
alohida-alohida emas, balki ularning yig‘indisigagina, ya'ni n=n, +/+1
ga bog'liq bo‘ladi. Demak, orbital kvant som faqat /=0.1.2,3 ,n-1
giytnatlarni qabul gila oladi, chunki /=0 holi ychun #=7n_, +1 bo‘ladi.
n=] da I=n, =0 bo‘lishi kerak.

Ma’lumki, benlgan / ning qiymatida m magnit kvant soni quyidagi
giymatlarni gabul giladi;

m=0,x142,. . 1]

Agar to‘lgin funksiva umumiy holda ¥, =R}, kabi u,. I m

kvant sonlariga alohida bog'liq ekanligi eslansa, #» ning ma’lum bir
giymati bilan xarakterlanuvchi energiya sathiga I bo‘yicha » ta va har
bir m bo‘yicha -I dan +/ gacha o‘zgaruvchi to‘lgin funksiyalar to‘g‘ri
keladi, boshgacha aytganda »- chi energiya sathiga

izmﬂg(znn P D n=n',

fa2l =t =i

holatrlar mos keladi. Shunday qilib, har bir E, kvant sathiga n’ turlicha
holatlar to‘gri keladi va bu holda »° - karrali aynish mavjud boladi.
Demak, har bir £, energetik sathga »° ta i to‘lqin funksiyalar mos
keladi. m kvant somt bo‘yicha aynish har qanday markaziy kuch
maydoni uchun xarakterlidir, boshqacha aytganda koordinata boshidan
o‘tuvchi har ¢anday vyo‘nalishlarning teng huquqliligini bildiradi.
Magnit kvant som bo‘yicha aynish fagqat Kulon maydoni uchungina
hosdir.
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5.4, Statsionar holatidagi vodorod atomining fazoviy tagsimoti

OMingi paragrafda Kulon maydonida harakatlanayotgan elektron
uchun Shredinger fenglamasi yechilgan edi. Olingan natijalardan
foydalanib, vodorod atomining fazaviy strukturasi va boshga bir gator
xossalari  to‘g‘risada  xulosalar chigarish mumkin. Elektronning
energiyasini hisoblash uchun hosil gilingan (5.41) formulaga e.71 va A
universal doimiy ¢qiymatlarni qo‘yib, yadroning Kulon maydenida
harakatlanuvchi elektronning kvant sathlarini hisoblash mwumkin. 16-
rasmda Z=1 bo*lgamida vodorod atomining sathlari keltiriigan,

AT ¥, 510

?Siiﬁnrﬁm—:]- n
SEREIAEL -3 S
H _4 1 T4 .
i TTI&% :-
| Bl “%E om &
'~ dleaddeidifiy
. il *?Eg %5‘5%5‘. = £ 20N00-
e "
SUNLY) A ? TITTET] B
1ol HIIA GAA 57 £
L . -:_ _— = E‘
s B ? g 3
E’ pf 061
&I =
E -
- - . A Ry
obF - IR GUMM -~
E ‘B
- 2
. = e - .
g S% R '
o IrATH l"\: .lr
4p E RE = _
2O 50000
—
- -
A .
140000+
Ok |

16-rasm, Vodored atomining kvaunt sathlari sxemasi.

Vertikal chizig bo'yicha chap tomondagi sonlar orqali elektron- -
voltlarda husoblangan energiva sathlari keltirilgan, bu rasmda energiya -
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noldan emas balki E; eng kichik sathdan hisoblangan. Bosh kvant soni »
oshgan sari sathlar orasidagi masofa kamayib boradi va n=coda

£, =0bo'ladi. Keyinchalik ionlashgan atomga xos bo‘lgan E >0
uzluksiz spektr sohast keltirilgan. Vodorod atomming ionizatsiya
energlyasi

J=E ~E =~E ="- =13.55¢V . | .2 (5.52)

ga teng bo‘ladi. Bunda m—elektronning massasim ifoda qiladi. Endi 16-
rasmping o‘ng tomonida tasvirlangan ragatnlarga e¢’tibor qarataylik.
E,. sathdan £, sathga o‘tganimizda @ chastotali yorug‘lik
nurlanadi va bu nurlanish |

ho=E,  —E,. (5.53)
formula yordamida hisoblanadi. Agar (5.41) dan £, giymatlari

qo‘yilsa,

Zle*m [1 1] | L (559)
= 3 TR L : ]
24 ne ‘ S
natijjaga kehnadi. Bu formula Z=7 da vodorod atomi tomonidan
nurlanayotgan yoki yutiladigan yorug‘likning chastotasini beradi. %En_,,,,

kattalik “spektral term™ deb ataladi. Termlarning ayirmasi yorug‘likning
chastotasini beradi. Vodorod atomi uchun term

E, _ a'm 1 =23 (5.55)
) ﬁ 2?‘13 HE, ey ...r J
teng bo‘ladi va o * e
R=22 23 27.10% ek s (5.36)
4nh

kattalik esa Ridberg doimiysi deyiiadi. Bu kaitalik birinchi marotaba N.
Bor tomonidan nazariy jthatdan hisoblangan.

Optikaning spektroskopiya bo‘limida termlaming kattaliklarini -_‘;1

chastotalarda emas, balki 1 sm uzunlikda nechta A to‘lgin uzunligi
Joylashadigan to‘lgqm sonlari bilan belgilanadi. Agarda yorug‘likning

siklik chastotasi @ orgali belgilansa, u holda oddiy chastota v =2£:5 ga

teng bo‘ladi. Aynan shu chastotani %qiymatida o‘lchanadi va
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spektroskopik chastota ¢ yorug'lik tezligisa bo‘lingan oddiy V
chastotaga teng bo‘ladi:

e = 7= = g

To‘lgin sonlarida tfodalangan Ridberg doimiysi

Lv_ e L (557)

IR 2

3 %
R=——"—=109737,30sm"" - (38)
4nh'c ’
ga teng bo‘ladi. Ushbu o'lchamiardag: vodorod atomining termlari
. 3 L
5: 1,0!1210 =123, (3:59)

ko‘rinishda bo‘ladi.

(5.54) ifodadagi »’ ning muayyan giymatida vyutilayotgan {yoki
nurlanayotgan) elektromagnit nurlanishlarning chastotalari to‘plami
spektral seriya deb yuritiladi. Masalan, vodorod atomi uchun quyidagi
seriyalar mavjud:

1) »" =1bo‘lgandagi o‘tishlar Layman seriyasi deb yuritiladi;

2) n' =2 bo‘lgandagi o‘tishlar Balmer seriyasi deb yuritiladi va bu
seriyaga mos nurlanishiar optik diapazonda bo‘ladi;

3) n” =3 bo‘lgandagi o‘tishlar Pashen seriyasi deb yuritiladi;

4) n” = 4 bo‘lgandagi o°tishlar Brekket seriyasi deb yuritiladi.

(5.50) formula yordamida aniglangan W, {r.0,¢) xususiy
funksiyalarni va kvant holatlarini batafsil tekshirib chiqaylik. Uchta
n,{,m kvant sonlari bilan berilgan ixtiyoriy ma’tom holat bir vagining
o‘zida uchta o'lchab bo'ladigan kattaliklarning xususiy holatini
tavsiflaydi. Bir vagtning o°zida bu uchta o*ichab bo*ladigan kattaliklarni
— energiva, impuls momeniining kvadrath va impuls momentining
proyeksiyalari tashkil etadi. ¥,, holatida bu kattaliklar quyidagi

giymatlarga ega bo*ladilar, ya’'ni

Z%e*m 1 (5.60)
E, = T
~ 2" n
M =R, [=01.2,..0-0, (5.61)
M. =htm, m=0,+1,+2, =+ T (5.62)

‘Shunday qilib, #,7,m kvant sonlarining asosiy ma’nosi shundan

thoratk, »-bosh kvant soni E, energiya qiymatini belgilaydi, ! orbital
kvant soni- A;}impuls momentining kvadratini, va nthoyat m magnit

164)



kvant soni oz o‘qining ixtiyoriy yo‘nalishga A, impuls momentining
proyeksiyasini belgilaydi. Ushbu £, M/ va M, uchta kattaliklar to‘la
to'kis ¥, t0'lqgin funksiyasini aniglaydi va shuning uchun bu
kattaliklar to*liq s1stemani hosil qiladi.

Markaziy kuch maydonida harakat qilayotgan elektronning fazodagi
o‘rnini xarakterlovehi ehtimollik zichligini quyidagicha yozish mumkin:

W W, {r,.8,0)r sinddrdédy = f;ﬂ(r &, gﬁ)lr sinddrdBdy. (5-63)

Kvant mexanikasida vodorod atomining #,6.,¢ katialiklarning anig
biror giymatlariga teng bo‘lishi ehtimoliy xarakterga egadir. Shuning
uchun ham fazoning har xil sohalarida elektronni gayd qilinishi

2

ehtimoliy hodisadir. Xususiy funksiyva modulining kvadrati :‘anm

vadroga nishatan elektronning tagsimotini beradi va vaqtga bog'lig
bo‘tmagan holda, fazoning har bir sohasida gat'iy qiymat gabul gilgan
holda o‘zgaradi. Shuning uchun, elektronning massasini va zaryadini
atom yadrosi atrofidagi fazoda tagqsimlangandek tasvirlash mumkin. U
holda elektronning massast va zaryadini fazoning har bir nuqtasidagi
zichltigini fazoning xuddi shu nugtasida elektronning mavjud bo‘lish
ehtimolligiga proporsional deb olish mumkin bo‘ladi.  Shu sababdan,
ba’zan, elektron bulutt — zichbik tagsimoti — haqida fikr yuritifadi.
Yuqoridagi ehtimolliknz vagqol tasavvur gilish magsadida, 13-
rasmda tasvirlangan sferik koordinatalar sistemasiga murejat gilinadi. oz
o‘qi shu narsa bilan ajralib turadiki, aynan shu vo*palishga M, = fim
impuls momenti proyecksivalanad:i, Agarda d€2=sir0d8d¢ orqah

fazoviy burchak element: belgilansa, (5.63) dagi ehtimollikani:
W, (r.0,0) drdQ = RL(r)rdr[Y, (6,0)] dQ (5.64)
ko*rinishda yozish mumkin.

Agarda (5.64) ifodant 4Q ning barcha buruhaklan bo‘yicha
integrailansa, radiuslari » va r+dr shar gatlamining galinbgi bo'vicha
tagsimlangan elektronning topish ehtimolligi  aniglanadi. Ushbu
ehtimollik ST

Mm{r-)dr— R (rywidr . . (5.65)
orgali belgilanaladi. -

Endi to‘lgin funkstyasining burchaklar bo‘yicha tagsimotini ko‘rib
chigaylik. Agarda (5.63) ifodani r-radius vektor bo‘yicha noldan
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cheksizlikkacha integrallansa, u holda W,,(0,0)d - elektron dQ
fazoviy burchak ichida joylashish ehtimolligi hosil qilinadi. R
funksiyalarning nmmallashganli gi tufayli

W, (8,0)dQ =Y, 6,00 40 (5.66) -

ga kelinadi. ¥,,(8,¢)funksivaning Kko‘rinishidan ma’lumki, olingan
ehtimollik ¢ burchakka bo‘gliq bo‘lmaydi va

. W, (8,pydQ = ,m[Pi'"i{cosﬂ}] asy BT

orgali ifoda qilinadi. Bu yerda

. (=)

e (7+{m|)1an . S
ga teng. Hosil bo‘lgan natijadan ma’lumki, 0Z-0'qgiga msbatan elektron- .
uchun ehtimollik zichligi simmetrik bo‘lib, uning kvant holatiga -
bo‘g‘liq emas, boshqacha aytganda elektron ganday holatda bo‘lmasin
uni gayd qilish ehtimolligi ¢ burchakning har ganday qiymatida bir xit -
bo‘ladi. 17-rasmda / va m larning turli holatlarida ehtimellik grafiklali
berilgan, ya’ni o‘zgarmas radial zichlikda elektrﬂnlammg o 0,0)
burchak tagsimotiari berilgan. |

il

}Exm ,

ﬁ J:J'- 2 m=-1 \slekironlar
_IEZ-rﬁsm. s, P, d va f hotatlar uchun elektrorlarning ¥,,(8,¢) burchak o
tagsimoti,
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Ushbu rasmda keltirilgan burchak tagsimotint batafsil o‘rganib
chigayiik.
I, I=0 vam=0 holatida (5.67) formulaga binoan

orlelk o

ga teng bo‘ladi, demak ehtimollik zichligi o‘zgarmas ¢ burchakning
giymatiga bo‘g'liq bo‘lmaydi. Impuls momenti nolga teng bo‘lgan
holatni, ya'mi /=0 bo'lganida, s-holat deb ataladi, unga tegishli bo‘lgan
term esa s-term deyiladi. s-holatda yadrodan hamma yo*nalishlar
bo‘yicha muayyan » masofada elektron zichhgi bir xil bo‘ladi, ya'ni »
radiush sfera markazida yadro joylashgan  va shu sfera bo‘ylab
elektron bir xil tagsimlangan bo‘ladi.

2. I=1, m=0, £I holat p-holat deb ataladi, unga tegishli bo‘lgan
term esa p-term deyiladi. Bu holatdagi ehtimollik P, (cos6) va P(cos® )

funkswyalar orgali aniglanadi va bularning giymatlarini (5.67) formulaga
binoan olinsa, quyidagi ehtimolliklarga ega bo‘linadi:

I R I
Wie = S sin’é, L Lo T (5.69)
w]?n =EGDS'§ . B v (5.?0)

17-rasmda Wi, va W, ehtimolliklar va ularga tegishli bo*lgan Bor
orbitalari tasvirlangan. Keltirilgan rasmlardan ayonk:, Bor nazariyasiga
bincan m=+/ holatida elektroni topish ehtimolligi o :% teng

bo‘lganidagina, ya’ni orbitalarni tekisligida, noldan farqli bo‘ladi. Kvant
mexanikasi nazariyasiga ko‘ra  ehtimolliklarning  qiymati  zenit
burchagi ¢ ning boshqa giymatlarida ham noldan farglidir. Bu ikkala

nazariyalarning bir biriga mos kelishi, ehtimolliklarning maksimumi

ikkala nazariyada ham e =3;- bo‘Iganidagina namoyon bo‘ladt. Shunga

o°xshash moslik m=0 holati uchun ham bajariladi, bu holda ehtimollik
maksimumga ¢ =0 bo‘lganida erishadi.

3. I=2, (m=0, £1,+2) holat d-holat deyiladi va unga tegishli
bo‘igan term esa d-term deyiladi 17-rasmda wa, ehtimolliklar tagsimoti
keltirilgan. (5.67) formuladan keltirib chigarish mumkinki,
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wﬂ(é?) N, I:jﬂ (cmb”)] ——-sm *Hcos’b. (5.71)

Bor nazariyasiga binoan /=2 va m=] bholatlarda bir qgator
orbitalarga ega bo‘linadi. Bu orbitalar 0z o'qi bilan 60° teng bo'lgan
burchakni hosil giladi va ehtimolliklami maksimumtlari 60° teng bo*lgan
konusning burchagi ichida joylashadi, Kvant mexanikasiga binoan bu
holatlarda ushbu maksimurnlar 45° burchakda joytashgan bo‘ladi.

Shunday qilib, 17-rasmda keltirilgan ehtimolliklarning ko‘rinishi
turli' holatlardagi atomning formast to‘g‘ristda gandaydir tassavurni
hosil qilishga nmkoniyat yaratadi. Bu atomning formast / orbital kvant
somining giymati bilan aniglanadi, m magnit kvant sonning qiymati esa
atomning fazodagi yo‘nalishim aniglaydi.

Endi avval kiritilgan ¢ uzunlik giymatining ma’nosini tekshirib
chigaylik. (5.46) dagi R, {p)} funksiyalarining ko‘rinishidan ma’lumki,

r —r oo da R, radial funksiya;

R,(p)=N o™ (

ko‘rinishga ega bo‘ladi. » ning kaita giymatlarida W, (r) ehtimollik
gquyidagiga teng bo‘ladi:

ZZrJ (5.72)
+ ...

nd

22 (5 7\ 5.73
W ()= N e M(ZZ:) ‘ (5.73)
o

Demak, (5.73) formuladan ko‘rinib turibdiki, "%, kattalik atom

o‘Ichamlarini belgiloveh uzunlik ssfatida olinishi murnkin.
Vodorod atomi asosity holat, ya’ni n=/, uchun radlal to‘lgin
funksiyani aniqlaylik. Bu holda (5.46) ma’lumkl

-1 : o . (5,74)
. R Rol0)= Nge . PRI I
Demak, o
| 2N L (5.75)
wi, ()= Nje (;] - |

Vodorod atmmﬁng 350513( holatida elektronning fazoviy tagsimotini
xarakterlovchi R3(p)r® funksiya koordinata boshida r° kabi nolga

aylanadi va r ning katta qiymatlarida esa eksponensial ravishda nolga
intiladi. Shunday qgilib, vadrodan istalgan masofada elektronni iopish
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ehtimolligi mavjuddir. Ehtimollik zichligi maksimum qiymatiga to‘g‘ri
keluvehi ifodani » bo‘yicha birinchi hosilasini nolga tenglashtirtladi:
20274 L =0 e
il
ya’'ni, 1, =ateng boladi.
Demak vodorod atomning » = 1{I =m =0) asosiy holatida

2
o =£I='-h—=0,529-10"33m (5.76)

N 2

he
qivmatida elektronni fopish ¢htimoiligi eng katta bo‘ladi. Hosil bo‘lgan
ifodam Bor orbifasi radiusi formulasining »=7 holi bilan solishtiriisa,
ularning bir-biriga teng ekanligiga ishonch hosil qilinadi. Shuning
uchun ham (5.76) ifodadagl a =r,,, kattahk vodorod atominmg birinchi
Bor orbitasi deb ataladi. Son jihatdan birinchi Bor orbitasi asosly
holatdagi atomining o‘lchamint beradi.

5.5. Atomdagi toklar Lo

Atomdagi magnetizmning manbayi atomdag: elektronlarning orbita
bo‘ylab harakati, elektronning xususiy magnit momenti va yadroning
xususly magnit momenti kabi uchta sababga bog‘liq ravishda vujudga
keladi. Elekfronning orbita bo‘yicha harakatida orbital mexanik moment
yvuzaga keladi. Elekiron massaga va zaryadga ega bo‘lganligt sababli -
uning orbital harakatida mexanik moment bilan birgalikda magnit
moment ham vujudga keladi. Yadro atrofida harakatlanayetgan elektron
tok halgasini namoyon gilib, magnit maydonimt vujudga keltiradi.
Statsionar holatda bo'lgan va M,=#m  impuls momenti
proyeksiyasining muayyan givmatiga ega bo‘lgan elekironning yadro
atrofida orbita bo‘ylab harakati natijasida paydo bo‘ladigan atomdagi
elektr tok zichligini hisoblab chigaylik. Bu holatdagi to‘lqin funksiya

WV, (r,8,0)= RH,(?‘)HEMF(CDSB)EH’”” . (5.77) |

teng bo‘ladi. v ,,, holatdag: elektr tokining zichligi esa |
ieh

2m,

formula orgali belgilanadi va tok aylana bo‘yicha oqadi (18-rasm),
Ushbu formulada m, elektronning massasini ifodalayd). Olingan (5.78)

(3.78)

J = - (wmmv '1” *n.!'m —'][f:[mv llu-nfm)
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formulada e oldida minus ishorasi olinadi va elektronning zaryadini
e=4,778-107"° SGSE birlikda olinadi. Ikkinchi tomonidan, J vektorni -
hisoblashda sferik koordinatalar sistemasiga o‘tish ancha qulayliklar

yaratadi. Sferik koordinatalar sistemasida V gradivent operatorining

. . d 1 3a I e
proeksiyalari 37738 Y@ Tame 30 ga teng bo‘ladi. Demak, J

vektorning radius, meridian va kenglikga bo‘lgan proeksiyalari mos
ravishda

t s - Igh_ c?.'.y_{:hrr ¥ a_w_ﬂfﬂ. o v.?&;‘l .
J? - 2m { refttr a?-d ' liun‘!m B ér_ _-_‘f.;_ coe (5?9)

<

o — ieh aw.«:}m et aw:ﬂm ,.* | -
B en)

~ Ifﬁ_ ?._’1!{;_’#5__ * @J!l_f;.?fﬂ

J, = I (Ww ppe V ot o (5.81)
ga teng bo‘ladi. Olingan (5.77) formuladagi to‘lqm funksiyasining
ifodasidan foydalangan holda, (5.79) va (5.80) formulalarni
hisoblaganda ./ =J,=0 natija kelib chigadi. (5.81} formulani
hisoblashda esa | | |

.I'E.‘k T . ..-_ . |
J = ' ' ' ’
i W ] | (5.81)

ifoda olinadi.J. =J, =0 natijaning kelib chigishi R, va A"
funksiyalar r va 8 o‘zgaruvchilaming haqiqiy funksiya ekanligidan
kelib chigadi. J, ning noldan farqli bo‘lishi esa ¥, funksiya €™ ga
proporsionalligidan kelib chigadi. Shunday qilib, statsionar holatlarda

radius va meridianga bo‘lgan tok zichliklarining proyeksiyalar nolga
teng bo‘lar ekan.

Endi (5.817) dagi tok zichligi formulasiga asosiangan holda,
atomning =_ magmt momentini topish mumkin. do  yuza orqali
o‘tayotgan d.J tok kuck

dr=Jde (5.82)
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ga teng bo‘ladi. Ushbu tokning natijasida hosil bo‘layotgan magnit

moimenti

J
iz =g TS (5.83)
s c

ga teug bo‘ladi. Bu yerda S aylanma tok qamrab olgan yuza bo‘lib, u
mr'sin’® ga teng (18-rasmga qarang).

18-rasm. M? aylanma moment va uning M, proyeksryaﬂ berllgan lml,al; m:hun.
atomdagi toklar. :

Shuning uchun
nrisin’@ nrisin’@  ehm "
da, =————J do =- do
¢ ’ ¢ mrsing ¥ o (5.84)

bo‘ladi va bu formulada m- magnit kvant sonini ifodalaydi. To‘la
moment Z, ni hosil gilish vchun barcha yassi orbitalar bo‘ylab
harakatlanayotgan elektronning magnit momentlarining yig‘indisini
olish kerak. U holda

_ ¢ehm

I2n‘r sin 8do fwn;ml | (5.85)

2m,c
bo‘ladi, 2z~ sin 8 do kattalik vassi orbitaning hajmini beradi va bu

orbita ichida j\lf ol * kattalik doimiy giymatlarni gabul giladi. (5.85)
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vl butun hajmdan olingan integral bo‘lib,
normallashish shartiga binoan birga teng bo‘ladi. Demak, magmt »’ |

dagi ntegral

momentning biror Z — o°qiga proyeksiyasi J
- ehm - T :;
= = _“2—.?;':: St oo T (586)
ga teng bo‘ladi va e
v = g 5.87
‘ =g = 2m,c =927-10 a7 - (>-87)

ikattalik Bor magnetoni deb ataladi.

Shunday gilib, magnit momentining 7 — o‘giga proyeksiyast
kvantlangan qiymatlarmi gabul gilib, butun sondagi Bor magnetoniga
teng bo‘ladi. Boshgacha aytganda, orbital harakat miqdort momenti ham
va u bilan bog‘langan magnit momenti ham bitta umumiy m kvant soni
orgali aniglanadi. Shuningdek, momentlar proyeksiyasi ham bitta
umumty m kvant sont orqali aniglanadi. Mexanik momenti va uning
proyeksiyasi hamda magnit momentt va uning proyeksiyast o‘rtastdagi
farq fagat o‘lchov bitliklaridagina namoyon bo‘ladi. Mexanik
momentlar # birligida ifodalansa, magnit momentlar esa Bor magnetont
birliklarida o‘Ichanadi. Demak, yuqoridagi hisoblashlar natijasida
quyidagi xulosaga kelinadi: faqat &7, # 0bo‘ladigan holatlardagina
atomiarda elekironning yadro airofida harakatlanmishida aylanma tok
vujudga kelads, ushbu tok (5.86) da ifodalangan magnit momentini
hosil giladi, shu bilan atorani magnit dipol  sifatida garash mumkin, =,

magnit moment proyeksiyasini 3 mexanik moment proyekmyamga
nisbati
B, e e -

| M. 2mc - )
ca teng bo‘ladi va klassik fizikadagi yopiq orbifa bo‘ylab manfiy
zaryadlangan elektronning orbital harakatining giromagnit yok!
magnitomexanik nisbati deb ataladi. Klassik nugtayi nazardan esa orbita
bo‘ylab harakatlanuvchi elektronni aylanma tok deb garash mumkin.
Elektrodinamika qonunlariga bincan, bunday aylanma tok muayyan
magniit momentga ega bo‘lishi ketak, ya’ni magnit maydonda o‘zim
magnit dipol kab tutishi kerak. Ikkinchidan, mexamka nigtayi
nazardan, elektronning tez aylanishi natijasida elektronning aylanma
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toki pirildoq xossalariga ega bo‘lishi kerak. Ma’lumki, elektron
orbitasining magnit xossalari magnit momenti orgali ifoda gjlinadi,
orbitaning mexanik xossalari esa harakat migdori momenti bilan
xarakterlanadi, Elektron orbitasining magnit xossalann bilan uning
mexanik xossalari orasida muayyan munosabat mavjuddir va bu
munosabatni keliirtb chigaraylik. Elektrodinamika kursidan ma’lumki,
berk tokning magnit momenti

! | | |
==—JS | - (5.89)
P | o .
ga teng bo'ladi, bunda J - tok kuchi, § ~ tok o‘tayotgan sirt va ¢ -

yorug‘tik tezligi, Agar elektronning aylana orbita bo‘ylab aylanishilari

SONi v = ; bo‘lsa, bu verda T - aylanish davri ekanligi hisobga olinsa, u

holda |

J=—er= —e-I:-. - - (390)
Shuning uchun
a=_%wm1 | (5.91)

o : . .
- tenglikka asosan siklik chastofasmni

27

formula bosil qilinadi. v =

kirittlsa

natija olinadi. mriem =mr’e ifodadan, elekironning orbitasi M harakat
miqdorn momentidan boratdir. Shunday glib,

e € I ..(_5_.92)’

! o 2m.c

izlanayotgan munosabat hosil qilindi. Orbital mexanik va magnit
momentlar vektor kattalik bo‘lib, musbat zaryadlangan zarracha uchun
bir xil yo‘nalishga ega bo‘lishadi, manfly zaryadlangan zarracha uchun
esa qarama-qarshi yo‘nalishga egadir.
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5.6. V hobga oid savol va masalalar

I Markaziy maydon deb nimaga aytiladi? Misollar keltiring.

' 2. Markaziy maydonda zarracha to'lgin funksivasining burchakka
bogliq qismi ganday ko ‘vinishda bo ladi?

© 3. Energivaning qanday giymatiarida elektron atomda jovlashadi?

4. Vodorod atomidagi elektvon energivasi uchun ifodani yozing.

5. n.l,m kvant sonlari ganday qivmatiar gabul giladi va ular ganday
nomlinadi?

8. Vodorod atomidagi elekiron energivasini va fo'lgin funksivasini
keltiring,

7. Bor magnefoni nima?

8. Keltivilgan massa deb nimaga aytiladi?

9. Masala. Radiusi vy va devorlari cheksiz bo'lgan sferik-simmetrik
potensial quiida joylashgan massasi my va nolinchi orbital momeniga
ega bo'lgan zarracha to'lgin funksivalari va energetik sathlari
aniglansin.

Yechish. Nolinchi orbital moment(I=0)ga ega zarrachaning radial
funksivasi R(r} uchun Shredinger tenglamasi quyidagicha ko vinishda
ho ‘ladi:

AR 2 dR 2m E

—+— —R=0
ddr rdr i

Ry =2 almashtirishdan foydalanilsa, ¥() ﬁmkﬁy&'im}mn quj’fdﬁgf'
¥ . :

tenglama olinadi: C
X(r)+iy =0,
2m,F C,
| plnd
Ushbu tenglamaning yechimi RRPERE
x(ry=4sin(l +a),

ko ‘rinishda bo’lib, bu yerda A va a-integrallash doimiysi, r - vda Rir)

Junksiyaning chekliligidan,  «=0 ga kelinadi, Chegaraviy sfmrr

R(y) = 0—’4“:‘”“ dan lo, =nn (bunda n=1,2.3,..) kelib ch;qaa’z o
Demat, |

17G

o S—
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Y

Tl
n°h

H

" 2my
bo ladi. s kolat uchun zarrachaning to ‘lgin funksiyasi

I
200 :R(r)}gﬁ(ﬂ,tp)zt':—smﬂr
o e -F £

ga teng.
Normallashtivish shartidan

i ’
1 ,zn .
62-4::]—1 sin2 22 Wdar=t ..
r"‘ ..I.. .
1]

s

 C doimiy topiladi.
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VI bob
KVANT MEXANIKASINING MATRITSA SHAKLI

6.1. Matritsalar algebrasining asoslari

Avvalgi boblarda keltirib chigarilgan kvant mexanikasining
hisoblash metodi, ya'ni chizigli va ermit operatorlaming metods, kvant
mexanikasida go‘laniladigan yagona hisoblash metodi emas. 1925-
yilda M.Born,V.Geyzenberg va P.lordanlar kvant mexanikasida mavjnd
bo‘lgan garama-qarshiliklarni bartaraf etishga erishdilar va kvant
nazariyasining yopig sxemasini yaratishga muvaffag bo‘ldilar, Ushbu
nazariyaning  asosty  tenglamalan  3.5-paragrafda  ko‘rilgan
tenglamalarga o‘xshash bo‘fib, ular oddiy son kattaliklar yoki
operatorlar yordamida ifodalanmasdan, balki matntsalar ko‘rinishida
bertlgan. Shuning uchun Born—Geyzenberg-lordan nazariyasi matritsa
shaklidagi kvant mexanikasi deb ataladi.

Bir necha vaqt o‘tgach E.Shredinger mutlago boshga tasavvurlardan
kelib chiggan helda to‘lgin shaklidagi kvant mexanikasini asoslab berdi
va uning nazariyasinl asosty obyektlari bo'lib y-to‘lgin funksiyast va
dinamik o°zgaruvchilarga mos kelgan operatorlar tanlab olindi.
Keyinchalik, 1926-yilda E.Shredinger o‘zi bu ikki nazariyant bir-biriga
to‘la ekvivalent ekanligini ko‘rsatdi va matritsa shakldagi kvant
mexanikasidan to‘lgin  shaklidagi kvant mexanikasiga o‘tish
mumkinligini ko‘rsatib berdi, shuning bilan bir gatorda teskari o‘tishni
ham ifodalab berdi. Matritsa ko'rinishdagl kvant mexanikasini
ifodalashdan avval, matritsalaming gisgacha matematik nazanyasi
ko‘rib chigiladi.

Quyidagi jadvalni tashkil etuvchi kattaliklar to‘plamini 4 matritsa
deyiladi;

IIKAH Ay o A, )
Ay Ay - A
as(a,)=) (6.1)
IkAmE Aﬂrl o Ar.lur)

Umimiy holda jadvalda keltirflgan qatorlar va ustunlar sonlari bir-
biriga teng bo‘imasligi ham mumkin, Jadvalda keltirilgan har bir
kattalik matrik element deyiladt va ikkita indeks bilan belgilanadi.
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A
Birinchi indeks gatoming tartib raqamini bildirsa, ikkinchisi esa
ustunning tartib ragamini ifodalaydi. Umuman olganda, matritsalar
haqida ftushuncha rm-o‘lchovlh fazodagi vektorlaming chizight
almashtirishi natijasida kiritiladi. Kvant mexanikasida uch xil tipdagi
matritsalar bilan ish yuritiladi; |
1) »Xn tartibli kvadrat matritsalar:

Ay Ay o A,
v Ay o A
4= ‘45—] s 6.2)
Anl AHZ B Aun
2) bitta ustunga ega bo‘lgan mx1 tartibli matritsa-ustunlar:
| v, |
¥ o s
WE&V;]: b e ., (6.3)
w:'u } | o : “ |
3) bitta gatorga ega bo‘lgan 1X# tartibli matritsa-qatorlar
W= (W;) = (wiaWD' ' ':wu) ' R (64)

bian ish yunitiladi.

Birinchi tipdagi matritsalar Evklid fazosidagi chizigli operatorlarm
ifodalaydi, ikkinchichilari esa shu fazodagi vektorlarni va nithoyat
uchinchi tipdagi matritsalar kompleks qo‘shma fazodagi vektorlamni
beigilaydi.

Endi bevosita matritsalar bilan bajariladigan algebraik operatsiyalar
ustida to‘xtab o‘taylik. |

Ikkita matritsa teng matritsalar deyiladi, agarda ularning tartiblar
bir biviga teng bo‘lsa va ularning tegishli matrik elementlari ham o‘zaro
teng bo‘lsa. Masalan, 2x2 tartibli ikkita 4 va B matritsalar uchun A= 8
tenghik )

ay =by,ap = by, d =byap, =by A

tengliklarni anglatadi.
Ikkita teng tartibli 4 va B matritsalarning yig'indisi deb, shu
tartibdagi shunday C'=4+F5 matritsaga aytiladiki, bunda
Cp=A,+B, (60.5)
bo‘ladi.
173



Matritsalarning ko‘paytmasi murakkab operatsiva hisoblanadi,
Masalan, mxn tartibli A4 matritsani »X/ tartibli B matritsaga
ko‘paytmasi deganda shunday mx{ tartibli C=4F matritsa
tushuniladiki, bu hosil boflgan € matritsaning {, j indeksli elementi 4
matritsaning  {-qatorining barcha elementlarini B matritsaning -
ustunining barcha elementlariga ketma-ket ko‘paytmalarining
yig’indisiga teng bn‘ladl ya’'ni

g zA,RB L (66)

= 1,2,. iy
[
Demak, matritsalarning ko'paytmasi fagat 4 matritsaning ustunlar
soni B matritsaning qatorlar soniga teng bo*lgandagina mavjud bo'ladi.
Yugorida keltirilgan umumiy ta’rifni ikkita #x# tartibli kvadratik
maitritsalarning ko‘paytmasiga go‘llab koraylik. U holda

(AB) _ Ay Al? B, By, — Ay By + A By, A\ B, + 4,8y,
# B, B, | (A4,B, +A4,B, A.,B,+ 4.8,

ifodaga ega bof lmadl Endi xuddi shu matrttsalammv ko’ paytm.sh
tartibini o‘zgartiraylik va bu holda,

(BA). — Bn Blz All Ay — BLLAH"'BQAH BHAE"I'B!EAZE
2 * By Bp j Ay Ay By 4, + By ByA,+ B, 4,

natija olinadi. Demak, ushbu vuqorida keltiriigan matritsalarning
ko‘paytirish natijalari bir biriga teng emas, ya'ni ular bir biriga
kommutativ emas,

2t

AB = BA. 6.7)

Kvadratik matritsalar ichida, ko'p hollarda, dioganal matritsalar
qizigtiradi, ya’ni bu matritsalarda faqat bir xil indeksli elementlar
noldan farglt bo‘ladi, qolgan barcha elementlar nolga teng bo‘ladi,

ya’'ni

(4, 0 0...¢ )
0 A, 0.0 | S

(4}, = ; 5 (6.8)
0 0 0..4,)
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Dioganal matritsalar ichida I birlik matritsa kvant mexanikasida

alohida o‘rin tutadi, ya’ni bu matritsada barcha dioganal bo‘lmagan

elementlar nolga teng bo‘lib, dioganal elementlar esa birga teng
bo‘ladi:

1 G... 0
g 1...0

RN I=tl), =8, = R SR (6.9)
0¢.. 1 | 'J

birlik matritsa Kroneker belgisi bilan mos keladi.
Agarda A matritsadagi ustunlar va qatorlar o‘rinlar almashtirilsa, u
holda A - transponirlangan matritsani hosil gilgan bo‘lamiz, ya'ni
(A) = (A)y. (6.10)
bu yerdan ravshanki, agar A matritsa » X #» tartibga ega bo‘lsa, u holda
A matritsa nxm tartibli bo‘ladi.
Agarda A=A bo‘lsa, u holda A matritsa simmetrik matritsa deyiladi.
A matritsadagt barcha elementlarning kompleks go‘shmasi olinsa, u
holda A matritsaga nisbatan A* kompleks qo‘shma matritsani hosil
qilgan bo'lamiz:
(A)p=4 . (6.11)
Agar A'=A bo‘lsa, u holda A matritsa haqiqiy matritsa deyiladi ,
chunki uning barcha elementiari haqigiydir.

A" matritsani A matritsadan hosil gilish uchun , avvalo A matritsani
transponirlash kerak, keyinchalik kompleks-qo‘shmasini olish kerak,
ya'ni A matritsaga nisabatan Ermit qo*shma matritsani hosil qidik:

(4", =[(AD) ] = (4),. (6.12)

Agarda A matritsa mXn tartibga ega bo‘lsa, u holda A4°
matritsaning tartibi #>#1 bo‘ladi. Xususiy holda

W, ) |
v=ll 6.13)
v.]
matﬁfsa+ﬂstunga
VI =W Waa,) L (6.14)
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ermit qo‘shma matritsa-gator mos keladi va nihovat , agarda A" =A
bo‘lsa , u holda A matritsa Eronit, voki, o‘z-o'ziga go‘shma matritsa -
deviladi. Kvant mexanikasida bunday matritsalar ko*p uchraydi.

- 6.2 Matritsa shakldagi Shredinger tenglamasining keo*rinishi,

Kvant mexanikasidagi bir gator konkret fizik masalalar vechilganda
matntsa ko‘rimishdagt Shredinger tenglamasidan fovdalanish ancha -

qulayhkiarga olib kefadi. Ushbu ko‘rinishdagi tenglamani yozish uchun 4

w(x,t) to‘lgin funksiyasini w,(x) funksiyalar bo‘yicha gatorga yoyish

. kerak:

P(x,0) —Zc,.{rw (x) (6.15)

Agar (6 15} yoyilmant (3.3) tenglamaga qo‘vilsa natijada gquyidagt
ifodani hDSll qilgan bo’ lamlz ya’'ni -

i Ec,,w,,{x) A2, W, () 6.16)

Bu formuladag: 7 gamﬂtoman vaqtga oshkm ravishda bog’liq emastigi
eslansa, (6.16) ifodani quyidagi ko“rinishda yozish mumkin:

: de_(¢

sﬁan(xJ———(—} Ecﬂ(ﬂﬁ’(x}% (647
Hosil bo‘lgan tenglamaning ikkala tamonini v, (x) ga ko‘paytirib, X
ning butun o‘zgarish sohasi bo‘yicha integrallansa va ifodaning chap
tomonida w, funksiyalaming ortonormallashganligi  xususiyatidan

foydalanilsa, u holda m ragamli hadidan tashqgar barcha hadlar nolga
teng bo‘ladt, ya'ni k-

d
c, (f} XHW N | (6.]8)

tenglamaga ega bo‘lamiz, bu yerdagt H -gamilfcniaﬁ matﬁtsasining
H,,, elementi quyidagiga teng:

= [y, 0fy, . (6.19)
Shunday qilib, (6.18) tenglama matritsa ko‘rinishdagn Shredinger
tenglamasi bo‘lib, boshlang’ich momentda berilgan ¢, {0) lar bo‘yicha

vaqtning keyingi momentlaridagi <, (¢} larmi amglab beradi.
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Agarda H operator to‘la energiva operatori bo‘lsa , u holda H
operatormning xususiy funksiyalari y,(x} funksiyalar bo‘lib, ¢,(f} lar esa
statsionar holatlarning amplitudasi bo‘ladi va (6.19) dagi H,, mairitsa

dioganal matritsa bo‘lib qoladi:
Hm.rr = J‘@;H%udx = fw:rgnwudx = Endrrm* (620)
Olingan {6.20) dagi natijani (6.18} ga go‘yilsa, bu holmi aks ettiruvchi
Shredinger tenglamasi hosil gilmadi:
: a,cﬂl' —_—
= En (6.21)

Bu tenglamaning yechimi
¢,(t)=c¢,(0)e " (6.22)
bo‘ladi, ya'ni statsionar holatlardag: amplitudalar vaqtga garmonik
ravishda bog’liq bo‘ladi. -
Endt hosil bo‘lgan matritsa  ko‘rinishdagi  Shredinger
tenglamasidan foydalantb, operatorning vaqt bo‘yicha o‘zgarishi
hisoblab chigiladi. Buning uchun y(x, t) funksivani xususiy funksiya
sifatida tanlab olinadi. U holda bu funsiyani {6.15) qator orgali yozish
mumkin va kompleks ko‘rinishdagi tfodasini ham

VRN EDIRTMEN) . " - (6.23)
yozish mumkindir. Bu ikkita if?)dani
L =_[W“(xsf)£w'(x,t)dx' o A
formulaga qgo‘yilsa e e
CI-SYeafvilva g
yoki "’ . o |
L= 2culuc, (6.25)

ifodaga kelinadi. Shunday gilib, agar Zoperator matritsa ko‘rinishda

berilgan bo‘lsa, 1 holda L Kkattalikning [ o‘rtacha givmatining
ko‘rintshi (6.25) ifoda bilan beriladi.

Endi (6.25) dagi o‘rtacha qiymatning vaqt bo'yicha o‘zgarishini
ko‘rib chigaylik. Vagt bo“yicha (6.25) ni differensiallansa,
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d f.. - & S‘Lm d.-;:; . . dcn
3 _'d}_ - ZZC"" _a_r_ Cn + HZF;--&I,_LH!HGIH +§;C“m‘[‘n}n E

ko‘rinishdagi ifodaga ega bo‘linadi . Agar (6.18) formuladan :
foydalanilsa,

. dﬁ‘; . * * T .
. —zh—a--—gﬁmck o E
| dc D
* - Tl o T
e ) : df ; wmEkvk

ikkita tenglamani hosil gilish mumkin va by hosilalar o ifodasiga

qoyilsa, quyidagi natijaga kelinadi:

2= b gc;ig.m%; et ﬁggg DRI
Olingan tenglikning o‘ng tomonidagi #,, operatorning 0'z-0‘ziga
qo‘shmaligidan foydalanilsa, ya'm
H :m =H,, o
va m,n,k indekslar bir xil qiymatiarni qabul qilganliklari eslansa,

di . oL I :
E = chm _'ET:{ILCH + }Tézzcm (Z Lm.k'Hﬁn nszkLku .}CH

W T ITY &

patijaga  kelinadi. Bu ifodada qatnashayotgan matritsalar uchun
ko‘paytirish qoidasini go*Hanilsa;

ZLmﬁ:H#n = (’E’H)mn
&

ZHmL&n = {Hﬁ}
P

mi

bo‘ladi va

dl (O 1 6
__aT_Ezcm(---a—! to (LH-HL), ), (6.26)

m R

natyjaga ega bo‘linadi. Bu yerda ;
1 ! _ e

Iﬁ (ﬁg B Hﬁ) B _.’;i Z (Llnkaﬁ - Hm.{' Lkn) = [H-’E}mn Co oo (6.27}
i i e
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matritsa ko‘rinishdagi Puasson qavs'ming elementidir. Shunday qilib,

4L/ dr operatorning matrik elementini quyidagicha yozish mumkin:

dﬁ BLmn
[dr} =5 AL (629

Xususiy holda, agarda A gamiltonian vaqiga bog’lig bo‘lmasa, u holda
bu Gamiltonian to‘la energiya operatori bo‘ladi va A matritsa dioganal
matritsa bo‘ladi, ya'ni

H,=ES5, H,=E90

kT

Endi, agar L operatorning o‘zi ham vaqtga oshkor ravishda Bug’liq
bo‘lmasa, (6.27) va (6.28) dan quyidagi formulalar hosil gilinadi:

[dﬁ] = (E,~E,)L,

- dr ), i
yoki - | T A T
aLy _. _
| T Ol (6.29)
bunda R
Wop =72 e (6.30)

Bor chastotasidir, -

63 Kvant mexanikasining turli xil tassavarlari . -

Ushbu paragrafda kvant mexanikasining matematik apparatini
umumlashtirilganligi keyingi rivojlanishi bilan bog’liq bo‘lgan bir gator
masalalar ko‘tib chiqiladi, ya'ni boshqacha aytganda, vaqt o‘tishi bilan
tusli xil jarayonlarping f1voj lanishini aks ettiruvchi bir gator tasavvurlar
bilan tanishib chigiladi. Ma’lumki, har bir dinamik nazariyaning asosiy
macsadi  ixtiyoriy boshlang’ich vagt momentida sistemaning berilgan
xarakteristikalari  qarab, keyingi vaqt  momenlarida  shu
xarakteristikalarini aytib berishidan iborat bo‘ladi. Xususan, kvant

mexanikasida f, vaqt momentida dinamik o‘zgaruvchilar va ularning
o‘riacha giymatlarining o‘lchangan natijalari ma’lum bolsa, shu
kattaliklarning o‘lchash natijalarini vaqtning keyingi ¢ momentlarida
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aytib berish mmkonivati mavjud bo‘lishi kerak. Kvant mexanikasida
vuqorida aks  eftirilgan  mulchazalar  sababiyat  prinsipida
mujassamiangan bo‘lib, uning natijasi sifatida 3-bobda hosil gilgan vaqt
o‘tishi bilan sistemaning rivojlanishini ifoda gqiluvchi dinamik
tenglamalar xizmat qiladi. Ushbu fenglamalami vana bir bor eslayhi
kvant mexantkasida ixtiyorty fizikaviy sistemaning y holatdagl L
dinamik kattalik o‘rtacha qiymatining vaqt bo‘yicha o‘zgarishi quyidagi
tenglamala bilan beriladt:

dL 0L ——=

Pl G ~(63D)
bunda H-— sistemaning Gamiltoniami bo‘ladi. (6.31} tenglamna, kvant
mexanikasining asosty dinamik postulati bo‘lib, kvant mexanikasining
umumiy sxemasida vaqtga bog’lighigini ko'rsatuvchi bir necha
usullanning mavjud ekanligini taqozo giladi. Bu usullar fizikaviy va
formal nuqtai nazardan ekvivalentdir.

1. Shredinger tassavuri

Avvalo kvant mexanikasida kemg qo‘llaniladigan va yaqqol
ko‘rimishga ega bo‘lgan Shredinger tasavvarl bilan tanishib chigaylik.
Bu tasavvurda kvant sistemasini ifodalovchi operatorlar dinamik
kattalikiarga mos kelishi bilan bir gatorda, vagiga oshkor ravishda
bog’tiq bo‘lmagan qilib tanlab olingan edi. Sistemaning vaqt bo‘yicha
o‘zgarishim yagqol ko‘rsatush uchun y(x,7) to'lgin funksiya kiritilgan va
sistemaning rivoilanishi haqidagi barcha ma’lumotlar ushbu to‘lgin
fonksiya zimmasiga yuklatilgan. Kiritiigan to‘lgin funkstya (3.3) dagi
nostatstonar Shredinger tenglamasii gqanoatlantiradi. Shunday qilib,
Shredinger manzarasida holatiarning vektorlart vagt oftishi  bilan
o‘zgarib turadi, dinamik o‘zgaruvchilarning operatorlari esa
0‘zgarishsiz goladi. Bu tasavvurda o‘rtacha givmatlarning vagt bo‘yicha
o‘zgarishi ma’lum bo‘igan formula orgali 1fodalanadi vau

ga teng bo‘lib, (6.31) tenglama bilan mos keladi. Kvant mexanikasidagi
Shredinger tasavvuri klassik mexanikadagi keng qo‘laniladigan
Gamilton-Yakobi mefodiga mos keladi, ma’lumki bu metodda
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Gamilton-Yakobt tenglamasini qanoatlantituvchi Stx,#) ta’sir funksiyasi
asosiy rol o‘ynaydi.

2, Geyzenberg tassavuri

Shredinger tasavvuridan tashqarn kvant mexanikasida Geyzenberg
tasavvuri ham ishlatiladi. Ushbu tasavvurni birinchi ho‘lib Geyzenberg
taklif etgan va kvant mexanikasining rivojlanishiga katta hissa
qo‘shgan. Geyzepberg tasavvurida sistemaning tivojlanishini vaqtga
bog’lig bo‘lgan operatorlar yordamida ifodalanadi va w(x) to‘lgin
funksiyasi fagat koordinatalarga bog’liq bo‘ladi:

v, ) =¢, (JC)E_EE“J (6.32)

Demak, Geyzenbergning tasavvurida, L operatorning  matrik
elementini (6.19) formulaga asosan quyidagicha tuzish mumkin:

L= v, x0ly, (x0d=L,e™ (633)
Agar operator vaqtga oshkor ravishda bog’lig bo‘lmasa
(fﬂ;) :ET"'M =iw L (1) (6.34)
P R i ,

natija olinadi va unt (6.29) formula bilan taggoslash mumkin bo‘lad:.
Ikkinchi tomondan jarayonning vaqt bo‘yicha rivojlanishini to‘lgin
funksiyaga ta’sir etuvchi U() operator orqali ifodalash mumkin, ya’ni

y (x,0) =0 (O (x,0) (6.35)
(6.35) ifodani Shredinger tenglamasiga qo‘yilsa, kiritilgan U(r) operator
uchun quyidagicha tenglama hostl bo‘ladi:

VD _ goo, | L (6.36)

Agar D(0)=1 teng bolsa va A operator vagtga Ushkﬂr ravishda bug lig
bo‘lmasa, (6.36} tenglamaning yechimini . -

ih

Ly - -

O(y=e | . (6.37)
shaklda vozish mumkin, Geyzenberg tasavvutida vaqt bo‘yicha
sistemaning rivoflanishini ifodalash uchun vaqgiga bog’lig bo‘lgan
operatorlarning kiritilishi lozimdir. Umuman Geyzenberg tasavvuriga
o‘tish jarayoni unitar almashtirish yordamida amalga oshiriladi, ya’'ni

181



O(x)=U™" (W (x,0) =y (x,0) (638
bo‘ladi va bunda @(x) — Geyzenberg tasayvuridagi to‘lgin funksiyas
bo‘lib, u fagat koordinataga bog’lig bo‘ladi.

!B
O =0 {t)=e*
ni hisobga olib, hamda {6.38) ifodadan foydalanib,

O(x) =y (x,0)= e y{x1)
ifoda hosil boladi. Shunday qilib, Shredinger tasavvurida berilgan
IXtiyoriy A operator Geyzenberg tasavvurida (uni A, orqahi
belgilasak) quyidagi ko*rinishga ega bo‘lad:
A =U (AU
yoki o ' e
i n _,Hfﬁ Y .. . .
d.=e" A4e? (6.39)
ko‘rinishda yozish mumkin. Endi A  operatorning xususiy
funksiyalaridan ~ foydalangan  holda A4, operatoming  matrik
elementlarini aniglash mumkin. Bu holda
(4) :Z[ew] Aﬂ(e"f”l A, T AL (640)
R ok
bo‘ladi. Kvant mexanikasining asosty (6.31) postulatining bajarilishs
uchun 4 dinamik kattalikiaring operatorlarini vaqt bo‘yicha o‘zgarishs
Geyzenberg tenglamalari ganoatlantirishi kerak, ya'ni

‘z‘f a‘:(’}+ (AN~ A(I)H{r)}--Q+[H{I) AL T (6.41)

Olingan tenglama Geyzenberg tassavuridagi harakat tenglamasini ifoda
gtladi va bu tenglama Shredinger tassavuridagi tenglamaga ekvivalent
bo‘lib, relyativistik bo‘lmagan kvant mexanikasida kam gqo‘Haniladi,
Ammo relyativistik kvant maydon nazariyasidagi ko‘p masalalar uchun
Geyzenberg tassavunidan foydalanish ancha afzalliklarga egadir. Xuddi
shu natijani {6.39) tenglamani vagt bo‘yicha differensialiash orgali ham
oltsh mumkin. Umuman olganda, Shredinger tassavuridagi holatlar va
dinamik o‘zgaruvchilaraing ifodalanishini  unitar  almashtirishlar
yordamida Geyzenberg tassavuridagi holatiar va dinamik o*zgaruvchilar
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bilan wuzviy ravishda bog’lash mumkin va bu almashtirishlar
ko‘rilayotgan nazarivaning asosiy fizikavty ma’nosini o‘zgartirmaydi,
Kvant mexanikasiga tegishli bo‘lgan bir gator darsliklarda bu
mulohazalarning tasdig’ini topish mumkin,

3. O‘zaro ta’sir tassavari '

Yuqorida qayd etilishicha, kvant mexanikasida Shredinger va
Geyzenberg tassavurlari wmavjud va bu manzaralar bir-biriga
ekvivalentdir. Shredinger tassavurida sistemanintg dinamikasi holatlar
vektorlari orqali ifodalanadi. Geyzenberg tassavurida esa, sistemaninig
dinamikasini operatorlar yordamida tfoda qilish mumkin va bu
inanzarada holat vektort o‘zgarmas kattalik sifatida qaraladi. Kvant
mexanikasida bu tassavurlardan tashqari mashhur mgliz fizigi P.Dirak
tomonidan kiritilgan o°zaro ta’sir tassavun ham mavjyud bo‘lib, ko'p
holatlarda, xususan murakkab sistemalar bilan ish ko‘rishda, bu
tassavurdan keng foydalanadi. Murakkab sistemalarning Gamiltoniani
ikki gismga ajratish mumkin. Birinchi qismi (uni &, orqgali beigilansa)
sistemaning o‘ziga tegishli bo‘lgan Gamiltonianni ifodalaydi va u
vaqtga bog’liq bo‘lmaydi. Tkkinchi gismi esa (uni W{(x#} orqali
belgilaydi) berilgan sistemani boshga sistemalar yoki tashqi maydonlar
bilan o‘zaro ta’sirini ifodalaydi. Demak, sistemalaming Gamiltoniani

H(ty=H, +W(x,1)
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu holda to‘lgin funksiyani

fp(x,f)=exp(%f?nf)lf»'(x,f} T (6.42)

"

ko‘rinishda olish mumkin. O‘zaro ta'sir tassavuridagi ixtiyorly A
operatorni quyidagicha ifodalash mumkin:

i i g
- SR A B

o

Ay =e' de’ (6.427)
Avvalgi kiritilgan (6.39) almashtirish formulatardagi Gamiltonianda H,

Gamiltoniani  qatnashadi. FEndi  @(x.7)  to‘lgin  funksivani
qanoattantiruvchi tenglamani hosil gilish kerak. Ushbu masalani hal
qgilish uchun (6.42) dagi munosabatni vaqt bo'yicha differensiallash va
Shredinger tenglamagasidan foydalanish kerak. U holda
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3 it a@é::,z) = __ Aotb'(.f,f)"“eﬁw [Hﬂ +;§r(x,t)]w(i, ;) . a . :

RN

ii’;',,!' ”~ i if:foi' » -if'}r,i‘
=eb Wx,Hp(x,0)=e* Wx,Hle? @(x,1)
tenglamaga ega bo‘linadi. Agar (6.42°) tenglamant hisobga olinsa, u
holda

th

a(p‘;?f) = f’i’(l',f)@(_x,f) - (6.43)

natija olinadi. Shunday qilib, W(x,1) Gamiltoniani uchun Shredinger
tengiamasini hosil qilsh imkoniyati yaratildi.

Demak, o‘zaro ta’sir tasavvurida operatorlar “ham, to‘lqin
funksiyalari ham wvaqtga bog’liq bo'ladi. Bu manzarada to‘lgin
funksiyalari (6.43) dagr tenglama orqali o‘zgarsa, vaqt bo‘vicha
operatorlarning o‘zgarisht quyidagi shartni qanoatlantiradi, ya'ni

dd. (Y i -~ -+ 5 A - -
D L A= A1) =, 3 (6.44)

Shunday qilib, o‘zaro fa’sir tasavvurida to‘lgin tunksiyaning vaqgtga
bog’ligligi o‘zaro ta’sir operatori bo‘lgan # operator orqali aniglandi,
shu bilan birgalikda H, operator bilan bog’langan vaqtga bog’liglik
bevosita operatorlasning o*zlariga o‘tkazilgan. O‘zaro ta’sir tasavvuri
fizik mohiyati jihatidan avvalgi ikkita tasavvurfarga ekvivalentdir va
g’alayonlanish nazariyasiga asoslangan taqribiy hisoblashlarda,
kvantlangan maydon nazariyasidagi bir qator masalalami yechishda
keng qo‘llaniladi.

6.4 Garmonik assilyator masalasini turli xil tassavurlarda yechish

Ushbu darslikda ko‘rilayotgan Shredinger nazariyasidagi v to‘igin
funksiya fazoviy koordinatalarga bog’liq holda tanlab olinadi. Kvant
mexanikasida qabul gilingan statistik talqinga binoan, to‘lgin funksiyas:
modulining kvadrati fazoning ixtiyoriy nuqta atrofida zarrachani topish
chtimolligt  bilan chambarchas bog’langandir. Bu holda to'lgin
funksiyasi va barcha dinamik o zgaruvchilarning operatortari koordinata
tasavvurida berilgan deb gapinsh mwnkin. Bir gator konkret
masalalarni yechganimizda ushbu tassavur ancha qulayliklarlarga olib
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keladi va shu to‘g’risida bir necha isbotlashlar ko‘rib chigiladi. Lekimn
kvant mexanikasida koordinata tassavuridan tashqari, energetik, yoki
matrik va impuls tasavvurlar: ham mavjuddir,

Kvant mexamkasida keng tarqalgan modellardan biri bo‘lgan
garmonik ossilyator modeli misolida bu masalalarm kengroq yoritishga
harakat gilamiz. Avvalo, garmonik ossillyator harakatini ifodaloveln
Gamniltonian yozib chiqiladi va bu Gamiltonianda koordinata va impuls
orasidagi bog’lanishni klassik mexanikasidagi kabi bo‘lishini eslab
o‘taylik:

~ 2

=L re o
2m 2
Ikkinchidan, impuls va koordinatalarni (2.57) — o‘zaro o‘rin

almashtirish qoigalariga bo“ysunishlarni eslatib o‘taylik. Bu munosabat
o‘rinli bo‘lishi uchun kvant mexanikasida turli xil usullar mavjuddir.
Ular to‘lgin funksiyasini yoki koordinatalarga, yoki umpuisiarga
bog’liqligi bilan farglanadi. Garmonik ossillyator misolida uvshbu
bog’lanishlar ustida to‘xtalib o*tamiz.

1. Koordinata tassavuri {(x-tassavuri} - ...

S T U S

Bu tasavvurda P impuls operatorini
. 0
p,=—ih I
ko‘rinishda olinadi va u ¢ - son giymatiga ega bo‘ladi, x koordinata esa
oddiy ¢ son orqali belgilanadi. U holda {2.57) ning chap tomonini
yagona operator sifatida tanlab olish mumbkin, /% esa bu operatorning
xususty qiymati bo‘ladi, va’'nt
(xp, — px)p(x) = ihg(x). (6.45)
ikkinchidan bir o‘lchamli garmonik ossilyatorning Gamiltoniani
: B4 ome
H= + x
C2mdd 2
ko‘rimishga ega ekanligi ma’lum. Demak, x- tasavvurida garmumk

ossifyatorining Shredinger tenglamasi
2

B 4 4w ()= Ey(x)
ax-

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bu yerda
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e v e e—tatiamit e GaTERe s

_m’, _n :
Badi oo
teng deb olinga, bamda -
_ L : Yo === v ]
. A N s
kattaliklarni kiritilsa, hamda A = 2n+1 tengligini eslasak,
' E =?i‘.ra}(n+—1—) .

ni hosil gilinadi. Garmonik ossﬂyatummg XUsusly ﬂ;nks1yalan esa

(4.62) ga ko‘ra U B
= “CH | — L
',U"{x) m € "(I“ ] - (646)

ga teng bo‘ladi va to‘lqin funksiyalariga qo‘yiladigan barcha talablarni
qanoatlantiradi. Ma’lumki kvant nazariyasining asosiy prinsiplariga
binoan kuzatuvchi kattaliklar sifatida tekshirilayotgan kattaliklarning
tegishii operatoriarining o‘rtacha givmatlari hisoblanadi. Xususan,
garmonik ossilyatorning misolida esa koordinata va impulslarning

X = 4 (B, (ki (6.47)
va e C e .
" P, = [yutRy, e T (648

matrik elementlari muhim ahamiyat kasb etadi. (6.47) ifodaga garmonik
ossilyatorning (6.46) dagl to*lqin funksiyasini go yllsa va

Ee X ¢ = :_1____,
Xy 2l mx,
belgilash kiritilsa , biz matrik element uchun |
X, = XgC,C f CH (E)EH (E)E (6.49)

natijaga kelinadi. Endi asosiy vazifa (6.48) integralmi hisoblashdan
iborat. Gammonik ossilyatorning masalasini yechganimizda ma’lum
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bo*idiki, (4.42) differensial tenglamaning yechimlari »~darajali polinom
bo‘lishi uchun A=2n+1 gqiymatga teng bo‘lishi kerak. Agarda » soni
juft bo‘lsa, olingan polinomlar juft bo‘lishadi, agarda » soni tog bo'lsa
bu polinomlar ham toq bo‘ladi. Parametr A=2r+1 bo‘lganida
matematikada Ermit polinomlari bilan nomlangan #,(&) polinomlar
uchun (4.57} differensial tenglama hosil qilinadi:

d??f_—-zg +20H =0 L (6.50)

dg’ 5
Ermit polinomlarini ¢ *** funksiyani § bo yicha qatﬂrga }fﬂyllganda
hosil gilish mumkin, ya’'ni:

G(é S} eé f?—x__' -5' +L8E ZHH(Té)_S” LA {6‘51)

w=tt L
va bu G(G.S} funksiyani hesil qiluvchi funksiya deyiladi. Endi (6.51)
yoyilma asosida tuzilganH, ($)polmomlar  (6.50)  differensial

tenglamant ganoatlantirishi ko‘rsatiladi.
- Avvalo (6.51) tenglama & bo'yicha differensiallanadi, u holda

28e% 228y f{._i‘_?) - Z_EL_@_ o

ifodaga kehinadi. Bu yerda Shtrm orgali Ermit polinomidan uning
argumenti bo‘yicha olingan hosilasi belgilangan. S ning bir xii darajalari
bo'yicha keeffitsiyentlar tenglansa, birinchi rekurrent munnsabatga
kelinadi: -

H(E)y=2H (&) - - (6.52)

Iklinchi rekurrent munosabatni chiqarish uchun (6.51) gatorm1 S
bo‘yicha differensiallash kerak, ya’'ni

ex ¥ - n—l
(28 —28)e > +% < Z,.‘.?ug_)’f‘g..*

2 (6.53)

bo‘ladi va (6.53) nlng chap tomoni ochib chigiladi, u hulda (6 50) dan
foydalanilsa quyidagi

{
o r ! nl

(2& - ZS)E_‘F“-I‘?’: Z[ _{ji(_é) éS L HPP{€}§SH+1 ]

tenglikka kelinadi. Demak, {6.53) ifodani quyidagicha yozish mumkin:
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! nl

2( S H &) cun +2Hu(f) )ziﬂﬂ(ﬁnsw‘_

a=l r=0

Ushbu munosabatdan uchun zarur bo‘lgan ﬂd{mchl rﬂku:Tent munosabdt
kelib chigadi, ya'ni |

éH.r: (5) = ,-E Hu:+] (6) + nH!r—j (5) " (654)
(6.52) dagi birinchi munosabatni yana bir marta differensiallansa
H(&)=2nH  (S) (6.55)

ifodaga kelinadi va (6.55) foydalanib (6.54) munosabatni quyidagicha

yozish mumkin bo‘ladi:

2l ;E(E&H )-H,,=26H,-2H,—H,,, (6.56)
Hosil bo‘lgan munosabatni (6.52) va (6.56) formulalar yordamida oddiy
differensial tenglamaga olib kelish mumkm:

H(&Yy-28H (&) +2nH (£)=0 (6.5T)
va olingan tenglama (6.50) dagi differensial fenglama bilan bir-biriga
mos keladi. Shunday qilib, H, () Ermit polinomlarini aniglovchi asosiy
forrmulaiar sifatida (6.50) dagi differensial tenglamadan yoki {6.51)
hosil giluvchi funksiyani, yoki (6.51) va (6.54) dagi rekurrent
formulalarni go‘llash mumkin. Hosil bo‘lgan ikkinchi rekurrent
munesabatdan foydalanib, (6.49) dagi matrik elementni hisoblash
mumkin va u quyidagicha ko‘rinish oladi:

X, =xC, { fe"‘t H,{s&)Hm(?}df*‘nf - H,.r(f)H,,](f)dE}-

Endi to‘lgin funksiyalarga yana bir marta murojaat qilib,
quyidagicha natijam olish mumkin:

Xy =3 {Er:" / ;ﬂm{r)&.ﬂ{x)dx-m c f ¥, (%, (x) } (6.58)

at+l - A=l —=

Hosil  bo‘lgan  wushbu  tenglikda  w,{(x) funksiyalaming
ortonormallashganligini hisobga olib,

1 C, c, ot
X xl:l- {2 CM_E 61!-14 itk + Hc—_'au—l,m } (659)

H

1838

f
i
i
i



natijaga kelinadi. Endi C, koeffitsiyentlarning qiymatlann qo‘yilsa,
(6.57) dan matrik elementiarni hisoblash uchun formulani hosil qilish

mumlkin;: .
1+ #
X.lmr = xl:' {JTJ;H-IM + J;dn—l * ."‘FI} * (6 . 60)

Olingan matritsan1 ochiq ko‘rintshda ynziéh mumkin va (6.60) dan
ko'rinib turibdiki bosh dioganaiga qo‘shni bo‘lgan hadlargina noldan
fargh bo‘ladi:

¢ ey 3
0 J- 0 0
N2
_th e 2o
A=Al 42 . 2 S (6.61)
2 /3 TR
D W D R PR R itor
: ‘s’l,z Y T
L : : : : :’, ) .

Agarda x — tasavvuridagl impuls operatorinmng ma iiﬁ#ﬁiﬁiﬁimblash
masalasiga gaytilsa, u holda o |
£ = —IMOX o - (6.62)

yvoki _ ) :
P =—imw,(m-n)x AR {6.63)

i

natijaga kelinadi.

2. Impuls tassavuri, yoki p-tassavurini hosil gilish uchun (6.44)
dagi operator munosabatida p impulsni oddiy ¢ - son deb gabul gilinadi,
x koordinatasini esa operator deb hisoblanadi va

d - | |
R=if - -
! - ) (6.64)
orgali belgilash kiritiladi. Yaqgo!l ko‘rinib 'turibcljki, agarda impulsga
bog’liq bo‘lgan to‘lqin funksiyasiga ushbu operator ta’sir qilsa , u holda

(px—2p)p(p) = —ihg(p) (6.65)

tenglik bajarihishi kerak. Ushbu murnosabatlarni hisobga olgan holda
mmpuls  tasavvurdagl garmonik ossillyatorning nazariyasi tuzish
mumkin. Hosil qilingan (6.64) dagi operatorni Gamiltonian formulasiga
qo‘vilsa,
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(A;pl -84, }w(p} =Eg(p)

teﬁglamaga kelinadi. Bu yerda
!

4 = va B ~—fi2
2m -
teng dcb qabul qitlingan. Endi yangii, va n o zgaruvchalarm kll'ltlb
E _2F B, oo P
= = e e Sk = m= L
: 48, no’ DTy YT T,

x-tasavvurdan p-tasavvurga o‘tgan paytda garmonik ossilyator uchun
to‘lgin tenglamasi hosil gilinadi va uning ko‘rinishi quydagicha bo‘ladi:

¢ +(A -n)p=0 (6.66)
bu yerda shirix orqali 1 bo'yicha hosila belgilangan. Hosil bo‘lgan
(6.66) tenglama koordinata tasavvurida olingan (4.42) tenglamaga
aynan o‘xshashdir. Shuning uchun olingan yechimlardan foydalaniisa
bo‘ladi va p-tasavvurida quyidagilarni yozish mumkin:

E},:_’;ﬁ.ﬁmﬂmm;) SR | (6.67)
G o

OAPY= e ™ H(£) :
2" ;’Ipﬂ " (6-68)

Olingan ﬁ:armulalarda o,(p) va w(x) funksiyalar Fur'ye almashtirishi
orgall bir- biri bilan bog’lan gan, ya’'ni

W)= s jm(p}e*"‘ S (6.69)
#p) == fu (0 | (6.70)

(6. ?G) formuladan foydalangan hoida (6.68) formulam hosil qﬂlSh
mumkin: | ST

EEefuctne e
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Ma'lumki, (6.46) funksiyaning Fur'ye almashtirisht o‘z-0‘ziga
o‘tadi, faqat - 2z (- koeffitsiyentga ko‘paytirish kerak. Demak, -~

0 (2]
2 a7z p, AP |

Impuislar sohasida ¢,(p) to‘lqin funksiyasini aniglab olgandan keyin,

koordinata va impulslarning matrik elementlarini hisoblash mumkin:

% . a ) . :
¥ =[oainl b d L
o= [0 [z ap}a,up, (6.73)

P =|0Lp0.dp

v, (p)= (6.72)

va
(6.74)

3. Matrik tassavuri,

Agarda impuls va koordinata operatorlarini matritsa yordamida
ifodalanilsa, ular ham (2.57) munosabatni ganoatlantirishi mumkin,
Garmonik ossilyatorning Gamiltoniani va (2.57) dagi munosabatning
matrik elementlarini »1 va » indekslar orqali belgilanadi, u holda

(pX),,,, —(xP),,, = —ill

(6.75)
Y

H,, ==t Y Y (6.76)
bo‘ladi , bunda /-birlik matritsa. Avvalo garmonik ossilyator uchun
aniglangan matrik elementlamming  giymatlaridan  foydalanib, bu
elementlar (6.75) tenglamani ganoattantirishini ko‘rsatiladi, keyinchalik

{6.76) dan foydalanib energiyaning spektri topiladi.
(6.75) tenglamaning yechimu sifatida x - tassavvurdagl koordinata
va impulsdan tuzilgan va matrik elementlardan tashkil topgan

matritsalar olish mumkin. U holda (6.60) dagi va (6.62) matrik
elementlarni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

{ -E_i_ 3\
{ p 0 ._-i_ 0 0 -
Yoo Mo R Apy - 2 =
x = RIT R TR PR S -y % 0 .i 0 :
o =Xl ¥ a7y
X A2 X Ay % 3 (6.77)
P : ¢ 0 LI
. ’J . I, _2 .'::2 .
\ I : : * )
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g

e 5
( ) ( 0 _'fxf.l 6 0
B fn R fis _ i 2 _
R P P, B - i1 12
p ={fw fu Sz fa . T 0 i 0
"By Py By By | FURZ 02 (6.78)
: : : : ) L 12 i3
: : : : : i) E = 0 —i, i
\ / _ |'|'2 . ‘-,5.2 +
lk. " : L] - :)

Endi bu matritsalarni bir biriga avval shundoq keyin esa ulaming o‘rnini
almashtirib ko‘paytiriladi, so‘nra jkkinchi ko‘paytmani birinchisidan
ayiramiz.

(px),= EFL,& x,, (6.79)

(PX) 0~ (2P E( wicsn = Xy Bp) = =ih8,, (6.80)

ya'ni hosil bo‘lgan tenglikning o*ng tomoni -k ga ko*paytiriigan birlik
matritsani tashkil etadi. Shuning uchun kvant nazarivasida (6.75)

munosabat bajariladi.
Endi (6.76) dagi matrik elemenini hisoblab chigaylik vau

nm ‘2[ Pmk}?bj T g:}- it t.h-.r]

ga teng bo'ladi. Bu ifodaga (6.77) va (6.78) dagi tengliklardan
koordinata va impulsning matrik elementiarining qiymatlari qo‘yilsa
H, , =hoin+1)d
natija olinadi. Shunday qilib, H,, matrik element; quyldagz dmganal
matritsant husﬂ gqiladi: @ s

HET

(1 oo
L T R I
J ; 2
.2
'\: . . B ;

{6.81)
Boshqgacha aytganda, agarda y funksiva # nperatommg xusumy

funksiyalari bo‘lganda, F Dperatornmg
Hﬂ'? &'{Wrupw dx
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matritsalar elementlar fo‘plamining berilishi Foperatﬂmmg energetik
tassavurda bertlishi deyiladi. -

“A

6.5. VI hob ga oiil savol va masalalar

1. Matnk tasavvuridagi operator qanday ko‘rinishga ega bo‘ladi?
2. Transponirlangan matritsaning matrik elementini ko‘rinishi -
ganday bo‘ladi?
3. Matrik tasavvurdagi operator tenglamasi ganday bo‘ladi?
4. Matritsalar ko*paytiruv qoidasini ifodalovchi formulani keltiring.
5. Masala. Radiusi », ga teng va absolut o‘tkazmaydigan
 devorlardan iborat bo'lgan sferik-simmetrik potensial o‘rada
joylashgan my massal zarrachaning asosiy holatdagi impulsining
turli giymatlari uchun ehtimolliklar tagsimoti aniglansin.
Yechish. Asosiy holatdagi (n=1, =0 ,m=0) zarracha quyxdag1
+ 10‘lgin funkstya bilan aniqlanadi: e
' | S ' o

u’(l,u,u = —slin =
B o

" . Impuls tasavvariga o'tilsa

(]

arfe T inoas =
[

Tyr=@rayd AR,
JEITE 3 ¥

. r

5 pr e, sin p—ﬁ‘i

T . .
= -— sih — ¥ 8in dr = —
- Ep{rﬁﬁ:)f{‘! Ty % ﬁ}{p(ﬁ;_p_'_‘:'ﬂ']
T he .
-7 natijaga kelmadi. Ushbu formula yordamida impuls wveRtori
ehtimolligining zichligi quyidagi ifoda orqali aniqlanadi:

i nh sin” * #l
B ) _
Il{/([l| (Jrﬁ p:,])
% . p va p+dp oralig’ida joylashgan zarracha impulsining ehtlmnlhg:

{+ quyrdagi formula orqali bertladi:

’ A d, .3 Pr, R
| Wpyp =l 4npidp =— " sin’ *t;':'_ o
' 'k ~F ""ﬂ) !



e VIT bob o
ZARRACHALARNING SPINI VA ULARNING AYNAN ' ©
O‘XSHASHLIGI -

7.1. Elektronning spini

O*tgan paragraflarda bayon qilgan kvant mexanikasi o‘zining aniq
va soddaligiga qaramay bir nechia kamchiliklardan holi emas. Shu
kamchiliklardan ikkitasini ko‘rib chigaylik. Asosiy holatdagi vodorod
atomi €3.40) tenglamaga binoan birga teng bo‘lgan » bosh kvant soniga
egadir va »=1 bo‘lganida 1 orbital kvant soni va #», radial kvant somi
nolga teng bo‘lishlari kerak, chunki {5.40) tenglamaga binoan / van, lar

noldan kichtk giymatga teng bo‘lishlari mumkin emas. Shunday gilib,
vodorod atomining asosiy holati S-holat bo‘ladi. Ushbu holatdagi
vodorod atomlarining dastasimi bir jinsli bo‘lmagan magnit maydoni
orgali o‘tkazilganda tajribada dasta ikki simmetrik komponentaga
ajraladi. Lekin /=0 bo‘lganida orbital moment bo‘yicha atomlar dastasi
komponentalarga ajralmasligi kerak edi. Agar dastada uyg otilgan
holatdagi, masalan /=1 bo‘lgan atomlar ham mavjud bo‘lsa, dasta
m. =041 giymatlar soniga mos ravishda uchia komponentalarga
ajralishi kerak edi. Mashhur fiziklar O. Shterr va V.Gerlax tomonidan
1921-yilda o‘tkazilgan tajribasi ko‘rsatdiki, asosiy holatdagi kumush
atomlarining dastast bitta dastaga ham uchta komponentaga ham
ajralmasdan, fagat ikkita komponentaga ajralar ekan. Bu tajriba kvant
mexantkasining rivojlanishiga katta hissa qo‘shib, fazoviy kvantlanish
mavjudligini va elektroniar hamda atomlar magnit momentlarining
giymattari diskret xarakterga egaligini tasdigladi. Shunday qilib,
atomning holati aslida uchta »,/,m, kvant sonlari bilangina emas, balki
dastaming ajralishini ifodalovchi yana bir kvant sopi bilan ham
aniglanadi. Kvant nazariyast bilan tajriba natijalari o‘rtasida mavjud
bo'lgan ikkincht mubim tafovut Zeyemanning anomai effekti bilan
bog'langandir.

Yugorida bayon etilgan atom fizikadagi bir qator kamchiliklarni
bartaraf qilish uchun [925-yilda Ulenbek va Gaudsmit quyidagi g’oyani
taklif etishdi. Ularning fikriga binoan, elektron orbital harakat miqdori
momentidan tashqari, hususiy harakat migdori momentiga ham ega.
Elektron har ganday chekli o'lchamlarga ega bo‘lgan jism kabi uchta
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tlgarillanma harakat bilan bir qatorda uch yo‘nalish bo‘yicha aylanma
harakat bilan bog’liq erkinlik darajasiga ham ega bo*lishi mumbkin.

Kvant mexanikasining tuzilishida o‘tkazilgan bir qator tajribalar
natijasidan ma'lum bo'ldiki, elektronning o'ziga xos bo‘lgan ichki
erkinlik darajasi mavjud. Ushbu tchki erkinlik darajasi elekironning
orbital harakati bilan emas balki qandaydir xususty mexanik harakat
miqdori momentt bilan bog’langandir. Bu xususty mexanik harakat
migdori momenti elektronning spint deb ataladi. Spin ingilizcha so‘z
bo‘lib, o'z o'qt atrofida aylamish degan ma’noni bildiradi. Keyingi
paragraflarda ko‘rish mumkinki, spin bilan bog’langan elektronning
ichki erkinlik darajasi fagat kvant xarakterga ega bo'lgan spesifik
xususivatdir, bu tushuncha hech qanday klassik analoglarga ega emas va
uni klassik nazariya tomonidan hech ganaqasiga talqin gilish imkoniyati
mavjud emas.

Shtern va QGerlax tajribasida kuzatilgan dastaning ikki karrali
ajralishi elektronning magnit momentining mumkm bo‘lgan ikkita
oriyentatsiyast to‘g'nsida gapirish imkonini beradi. Dastaning ajralish
kattaligi bo‘yicha spin magnit momentining giymatini aniglash mumkin,
Spin zarrachaning harakat miqdori bilan bog’langantigi sababli, u ham
har qanday harakat migdori momenti kabi kvantlanishi kerak. Shuning
nchun, agar A birligida mexanik spin momentining qiymati $ ga teng
bo‘lea, fazoviy kvantlanish goidasiga binoan u uchun z-o‘qgiga nisbatan
2g+1 ta yo‘nalish mavjud bo‘ladi, ya'ni aytilganlardan

S* =n's(s+1)
kelib chigadi. Tanlangan z yo‘nalisht bo‘yicha spmning (2s+!) ta
proyeksivalari giymatlari bir-biridan bir birlikka farq gilishi kerak,ya’nt:
S, =hm.

Bundam, - mexanik spin moment: proyeksiyasini aniglovehi magnit
kvant sont,
Yuqorida gayd etilgan tajribalardan ma’fum bo‘ldiks, spin faqat

ikki yo‘nalishgagina ega bo*lishi mumkin, ya'ni 2s+1=2, demak, § = 5

ekanligi kelib chigadi. U holda, Ulenbek va Gaudsmitning g’oyasiga
asosan, elektron xususiy mexanik momentining tanfangan z- yo‘nalishga
proyeksiyasi# doimiyning yarim butunlarida o‘lchanadi va fagat ikkita
gtymat gabul quiladt, ya’ni
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) - h . L ¢ ;
v 5, === .
L= (7.1

Ushbu g’ovani ular, atom spektrlarini o‘rganish borasida olingan
tajriba natijalaridan kelib chiggan holda, elektronning xususiv mexamk
momentining maviudligi bilan bir qatorda elektronming xususiy magnit
moment: ham mavjud degan xulosa bilan to‘ldirishadi. Elektron spin
magnit momentini tashqi magnit maydon yo‘nalishiga proyeksiyasi ham
faqgat ikki qiymatni gabul qgila ofadi, ya'ni
' eh
2mc
uning absolyut miqdoni butun Bor magnetoniga teng bo‘lib chigdi.
Vodorod atomi dastasimi bir jinsli bo‘lmagan magnit maydonda ikki
komponentaga ajralishining sababi ana shu tarzda tushuntiriladi. (7.1)
va {7.2) formulalardan ko‘rinib turibdiki, spin magnit moment va spin
mexanik momentlari orasida quyidagicha bog’ianish mavjud:

\ e
- me (7.3)
(5.88) dan ma’lumki, orbital mexanik va orbital magnit momentlarning

So=33 =t

(7.2)

(xF

g
nisbati ~ Tmoe 0 teng. Ushbu (7.3) formula A. Eynshtein va V. de-

Gaaz tomonidan o‘tkazilgan tajribalar natijasida xususty mexanik va
Xususiy magnit momentlarning nisbatini aniglashda olingan edi.

O. Shtern va V.Gerlax tajribalaridan keyin fazoviy kvantlanishni
kuzatish wustida bir qator tajribalar o‘tkazildi va ularning barchasida
orbital mexanik moment ham, spin moment uchun ham fazoviy
kvantlanish maviudligi tasdiglandi. Shunday qilib, spin tushunchasining
kirttilishi atom spektr chiziglarini o‘rganishda, Zeyeman effektlarini
tushuntirishda muvaffagiyatli bo‘lib gqolmasdan, balki makroskopik
jisimlarning xossalarini tushuntirishda ham katta rol o‘ynaydi. :

7.2. Elektronning spin operatorlari

Relyativistik  kvant  mexanikasi  asoslarini  o'rganishga
bag’ishlangan paragraflarda elektron spinining mavjudligini va u bilan
bog'iig bo‘lgan bir gator xossalarni nazariy jihatdan keltirib chigarish
mumkin, Lekin elektronning spini to‘g’risidagi bir qator tushunchalaco
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norelativistik kvant mexamkasi nazariyasidan ham keltinb chigarish va
muhim natyalarga kelish mumkin.

Avvalo Ulenbek va Gaudsmit g’oyasining matematik ifodasiga
o‘taylik. Kvant mexanikasining asosty prinsiplariga binoan elektronning
spinini chizigli va o‘zaro go‘shma operator yordamida ifodalash kerak.
Koordinata yvo‘nalishiga bo‘lgan spin operatorlarining proyeksiyalarini
5,8, va S. orqali belgilaylik. Kiritilgan operatorlar proyeksivalarining
ko‘rinishint aniglash uchun oldindan shunday talab qo‘yamizki, bu
operatorlar 7, M , . orbital momentning proyeksiyalari bo‘ysinadigan
o‘zaro o°rin almashtirish goidalarini ganoatlantirsin. U holda (3.56) da
af operatorni S bilan almashtirilsa:

$.8,-8.8, =ins,)
§.5, 8.8, =ins,
$.5.-8.8, =i,

ifodalar hosil qilinadi. End1 § vektor o rmga G vektorm kiritaylik va
ular 0°zaro quyidagicha bog’langan bo‘lsin, .
1 |

S=5?’i'-ﬂ - (7.5)
ya'ni O operatorlarni kiritib, ularni spin matritsalar deb nomlanadi.
QOlingan {7.5) ifodani (7.4) tenglamalarga qoyib, #’/4 ga qisqartirilsa,
¢ ning komponentalari uchun quyidagi munosabatlarni aniglash
mumkin;

L

(7.4)

.L, ; fj gx{?_r “f?'yﬁ..: = 2;0’3,
JJ’H: #{?:J}’ = ZIJ.H (?6)
g0, ~F 0. =g,

| Asosiy g'oyaga binoan tanlab olingan yo‘nalishga spin -
proyeksivasi fagat ikkita giymatni gabul qila oladi, ya'ni &,

1

operatorning Xususiy qiymatlan +oh VA —%ﬁ ga teng bo‘lishi kerak, u

holda o. matritsaning xususiy qiymatlari esa +1 va -1 sonlariga teng
bo‘lishi kerak. Demak, . matritsani diagonal elementlari +1 va -1
bo‘lgan ikki qatorli diagonal matritsa shaklida bo‘lishi kerak, ya'ni
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- ~ 10 _ - o . .
cr;(o _1] o (1.7)

u holda, o fagat I ga teng bo‘lgan xususiy giymatga ega bo‘lib, birlik
matritsa orqali ifodalamshi kerak. Koordinata sistemasining barcha
uchala o‘qlari teng huqugli bo‘lganligi sababli, o) va o
operatoriarmng giymatiari ham birga teng bo‘lishi kerak, ya'ni

G-?.__G.I_FGET_I__ I o .
. e T T 0 I (?‘8)

ga teng bo‘ladi. Endi ¢ matritsaning komponentalari uchun quyidagi
munosabatlarni keltrib chigaraylik, o, va o, lar o‘zaro kommutativ,
va 'ni;
olo,~0,0.=0

bo'lganligi sababli, bu tenglikni quytdagi ko‘rintshda yozish mumkin;

0.(0,0,-6.0)+(0,0,-0,0 )5, =0
(7.6) munosabatdan foydalanilsa,

¢, 20 )+ (2ic o, =0
bo‘ladi, yoki
GJ:GI +G.\'G}‘ = [} ra

ya’ni =

0,0,=-6.0, (7.9)

munosabatni  olish mumkm(7.9) ko‘nnishdagi munosabatlarm

ganoatlantiruvcht matritsalarni  antikommutativ - matritsalar  deyilad.

¢,.0,,0, matritsalarning har birt alohida, (7.6) munosabatlarni hisobga

ofgan holda, boshgalari bilan antikommutativ bo‘lishi kerak, ya'ni

00.-0,06,=120,0_=2i0,

temglikni hisobga olinsa, quyidagi munosabatlarm olish mumkin: -
go,==0,0, = o, -
E?J:g_r == {7, =.’.‘f.7.,._., - (710}

g, =0T =0 _.

s, atritsaning ko‘rinishint amqgiagan edik va u (7.7} formula bilan

berilgan edi. Endi o,va ¢ laming amq ko‘rinishlarini anigiab olaylik.
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Avvalo, izlanayotgan o, matritsa ermit matritsa bo‘lishi kerak, chunki
bu matritsa dinamik o‘zgaruvchini ifodalaydi, uning «,va 4, dioganal
clementlari haqiqiy bo‘lishi kerak,s, va a, clementlan esa bir-biriga
kompleks qo‘shma bo‘lishi kerak, ya’ni ¢, matritsani

4 o R
. 1 12 o
x = . -

az‘l aii ) N -"'i_|

ko‘rimshda olinadi. Ikkinchidan, ¢, va <. mairitsalarning
antikommutativligidan foydalanib, 0, va o5, ko'paytmalar hisoblab
chigiladi va ularning natijalart uchun quyidagilar olinadi:

a, a-.yl 0 a, =—d
a, app0 —1 Ay, Ty
oo = 1 0igfa, ap _ ay a, ‘
A0 e, ay, Ty Tdy
Bu ikkala ko ‘paytmalarning antikommutativligi hisobga olinsa,

Ay —dp | G dp
4y —dn =, —dp

ifoda kelib chigadi. Demak, @,=-a,=0 va ay =-a;=0 kelib
chigadi, demak B
0 a o
. =( HJ
a,, ( S

hosil qilinadi. Lekin o2 =1 , ya'ni birlik matritsaga tengligi hisobga

olinsa
a2 = 0 a,{ 0 a, _ PR 0 _ 10
" lay, 0 ja, 0 0  a,a, 0 1

natija kelib chiqadi. Demak, a4,.a, =1 bo‘lishi kerak va o, matritsa ermit
matritsa bo*lganhigint hisobga olinsa, uning elementlart bir biriga
kompleks ko‘shma bo‘lishi kerak, ya’'ni a,, =a;,. Bu ikkita talabni fagat

-

e va ¢ sontar ganoatlantirishadi. Shunday qilib,

0 EH'.E
o .=l _



ko‘rimshga ega bo‘ladi. Bunda o - haqigiy son bo‘lib, ixtiyoriy faza }

ko‘paytmasi deb yuritiladi. Agar o ni noiga teng deb gabul qllmsa

. 0 1
.. o, =

natija hosil gilinadi. |
o, atritsani  aniglash uchun 0, =-0,0, munosabatdan
foydalaniladi va

t 0 1Y1 0) {0 —i
E‘F_]: =] =\ .
1 0;0 -1 i 0
ifoda kelib chigadi. Shunday qilib, ¢ matritsaning uchta

komponentalarini aniqlab oldik va ularning ko‘rinishi quyidagicha
bo*lar ekan: »

G_Olo_m()ﬂl' {1 0 -
1L o) i 0 ’J‘*_(o ﬂ)‘ - Gy

Olingan (7.11) dagi matritsalar elektronning spinini hisobga olgan
holda kvant mexantkasida fundamental rol o‘ymaydi va Pauli
matritsalari deb yuntiladi. Pauli matritsalan yordamida (7.5) formulaga
asoslanib, §,.§ va $. operatorlarning oshkor ravishdagi ko'rinishini

toptsh mumkin, ya'ni

o z o —f% > o

sz S"-"-' S;: .
E 0 ] ! EE 0 2 0 “E (?'12)
2 7 2

Ushbu spin matritsalarini hosil qilganimizda §, matritsaning
aperatorini  diogana! ko‘rimishda olganimizni doimo nazarda tutish
kerak, va’ni §,-tasavvurda olingan matritsalar hosil gilindi. Keyinchahk

shu narsaga e’tiborni qaratish kerakki, 1 belgi s =+% ga teng bo‘lgan
birinchi xususiy giymatga, 2 belgi esa §, = --g ga teng bo‘lgan ikkinchisi

Xususiy giymatga tegishlidir. Endi {(7.12) dan foydalanib elektron spin
operatorining kvadratini hisoblash mumkin, ya’ni

200

Y



4 4

" Dermmak, atomdagi elektronning holatini to‘la to‘kis ko‘rib chigish
uchun elektronning xususiy mexanik momentining mavjudligini hisobga
olish kerak. Ikkinchidan, elektron spin operatorining proyeksiyasi fagat
ikkita giymatni gabul giladi:

’;j o a pay 3 a 1 {} 3
S“=Sf+Sj+Sf=—?‘r(0 l)=—h21. : (7.13)

l
S,=hm, m ==x—. (7.14)

Olingan (7.14) tenglik elektron spin operatorini kvantlanish shartini
tfodalaydi. Uchinchidan, elektton spin operatori kvadratining
kvantlanish shartint yozish mumkin, ya’ni

!
S =h%s(s+1),s= % (7.15)

Shunday qilib, ikkita 7, va 5 kvant sonlari kiritdik, bininchisi
tanlangan oz yo‘nalishga spin proyeksiyasining giymatini aniglab bersa,
ikkinchisi spin operaton kvadratining xususiy qiymatini aniglaydi.

Shu paytgacha atomdagi elektron helatini ifodalash uchun uchta
dinamik kattalik: £ energiya, M impuls momentining absolut qiymati va
impuls momentining Z-o0°qiga bo‘lgan provekstyasi - 3. ning, berilishi
bilan cheklangan edik. Agarda bu kattaliklarning kvantlanish shartlarin
eslansa, biz kvant sonlarining to‘plami vordamida elektron holatini

‘ifodalovchi usulni aniglagan edik. Avval uchta kvant sonini kiritdik: #-

- L

bosh kvant soni, /—orbiial, yoki azimutal kvant soni va m—magnit kvant
soni. Endi elektron spinini hisobga olgan holda avval kiritilgan uchta
kvant soniga to‘rtinchi m, kvant sonini qo‘shish zarur. Shunday qilib,
atomdagi glektron holati to‘rita kattalik — £, ar°, M, va §,, yoki, to‘rtta
kvant soni - n, /, m, m_bilan ifodalanadi.

7.3. Spin funksiyalari

Avvalg) paragrafda aniglagandek, atomdagi elektronning holatini
to‘liq ifodalash uchun to‘rtta dinamik kattaliklarni kiritish yetarlidir,
ya'ni elektronning og’irlik markazi harakatini aniglovchi uchta kattalik
bitan birgalikda elektron spimin: hisobga oluvchi ya’na bittas, kattalikni
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kintish zarur, Shu tofayli elektronni to‘rita erkinlik darajasiga ega
ekanligi to‘g’risida gapirish mumkin. Elektronning holatini aniglovchi
¥ to‘lqin funksiyasi ham to‘rtta o‘zgaruvchiga bog’liq bo‘lgan to*lqin
funksyasi sifatida qarash kerak bo‘ladi, bulardan uchtasi efektron
og'urlik markazining harakatiga tegishli bo‘lsa, to‘rtinchisi-s. bilan
bog’langandir. Shuning uchun, koordinata tasavvurida elektronlar
holatini ifoda qitish nchun to‘lqin funksyasini

W =Wix. x2S 1) (7.16)
ko‘rinishda yozish kerak. (7.14) dan ma’lum boldiki, . fagat ikkita
qiymatni qabul gila olar ekan, shuning uchun (7.16) dagi bitta to*lgin
funksiyani ikkita to‘lqin funksiyasiga ajratib yoziladi;

Fi
;ﬁr :W(}:&y:—za_‘_gaz}: . . (?l?) ;

-k
.;['{jj =¢(X,_]»‘,Z,‘—5,I}. (?1?’)

- Bu ikkita funksiyani bitta ustunga ega bo‘lgan matritsa
ko‘rinishdagi umumiy to°igin funksivasi orgali ifodalash mumkin;

@ 0
w:(;&r 0]. | (7.18)

Ushbu (7.18) to‘lqin funksiyasi uchun qo‘shma funksiya v ni
‘bitta gatorga ega bo‘lgan matritsa korinishida yozish mumkin:

v =(;‘; “;) (7.19)

Kintilgan v, va v, funksiyalarni faqatgina shu holatda bir-biridan
ajratish mumkinki, agar elekironning og'irlik markazi barakati va
elektronning spini orasidagi bog’lanish mavjud bo‘lsa. Ayni vagtda
bunday bog’lanish atom spektirini eksperimental o‘rganish natijasida
spektr chiziglarining dublet Xarakterga ega ekanligida namoyon bo*ladi,
yaml atom elekironining spin va orbital harakat miqdori momentlari
o‘rtasidagi magnit o‘zaro ta’sir asosida tushuntiriladi. Masalan, vodorod
atomidagi bitta elektron protondan iborat bo‘lgan yadroning Kulon
maydonida harakatlanayotgan bo‘lsa, spin-orbital o‘zaro ta’sirning
mavjudligini ko‘rsatish mumkin. Agarda, atom spektrining murakkab
tarkibi hisobga olinmasa, u holda spin-orbital o‘zaro ta'sirnt ham
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hisobga olmasak bo‘ladi. Shuning uchun, bu yaqinlashishda (7.17) va
(7.17°} orgali ifodalangan to‘lqin funksiyalarni
| Wi (X, p,2,8) =W, (X, v, 2,8) = Y (X, ¥, 2,0) (7.20)
ko‘rinishda yozish mumkin. Ammo, bu holatda ham elektronni spinga
ega bo‘igan zarracha ekanligi nazarda tutilsa, u holda (7.16) to'lqin
funksiyani o‘zgaruvchilari ajralgan ikkita funksiva ko‘paytmasi sifatida
ko‘tish mumkin:
;&lfi — ;,ﬁt(x, ", 2, Sﬂ:} = ;ﬁ(x, yjz,f) ‘ SQ(S:). (?21)
Bu verda S,(5,) orqaii spin funksiva belgilangan o indeks ikkita

L

J_r% giymatni aabul giladi. Kiritilgan S,(S,) spin funksiyasi aslida 9,

operatorning xususiy funksiyalan bolishadiva

i (N,
1 . S+_£{E)-l ’ Sﬂ%k__i)-ﬁ : R (7.22)
. ﬁ — r___E — e T ’
Beslsh e

bo‘ladi.
7.4. To‘la mexanik va magnpit moment

Yuqoridagt paragraflardan ma'lum bo'ldiki, zarracha diskret
Xususly giymat qabul giluvchi orbital harakat migdort momenti M ga
va spin harakat migdori momenti S ga ega bo‘ladi. Vektor operarotlarni
qo‘shish qoidalariga asosan zarrachaning to‘la harakat miqdori
momentint } orgali belgilansa, u holda J to‘la moment M orbital va
S spin momentining vektor yig’indisiga teng bo‘ladi:

J=M+S8. (7.23)

Orbital moment wva spin  moment operatorlarn  turli
o‘zgaruvchilarga ta’sir qiladi, ya'mi orbital harakat miqdori moments
tazoviy o‘zgaruvchilarga, spin harakat migdor momenti esa fagat spin
o‘zgaruvchilarga tasir quladi. Shuning uchun, yuqoridagi ikki
operatorlar o‘zare kommutativ bo‘ladi. Demak, to‘la mexanik moment
operatorining proyeksiyalari orbital moment proyeksiyalari va spin
moiment proyeksiyalarini qanoatlantiruvchi kommutatsiya qoidalariga
ham be*ysinishi kerak, xususan bitta komponentasi uchun:



;
i

JJ 302 e+ 8, Yo, 4 8,)- 0, + 8 Yoz, +8.)-

MM ~M M8 S -§ 8 =mdt, +ins, =it (47, + $ =i (7.24)
bo‘ladi. |
- Shunday qilib, e v ‘;

3 JJ,=dd =imi, o a % (129
JJ.~JJ =ind, S 7.25)
‘ JJ —FJ =i, - (7.25)

Endi to‘la harakat migdori momenti operatorining kvadratini
hisoblab chiqaylik. Buning uchun quyidagi ifodani hisoblash kerak:
F=(M+8) =M +§ +2M$ =
z § H )
Olingan munosabatlardan foydalanib, J°J - J J? ayirma hisoblab

=M?!+§° -p-z(ﬁ;i"j ‘§'l_+11?_‘_5'_1__+ﬁ}

chigiladi, bunda Mx va 5“; operatorlar M* va §
kommutativ ekanligini hisobga olish kerak. U holda,
I3 F = 2(b1,8 400 ,5, +80 8 )it 45 )

2Nt 48, ) (W1, 8 4425 4H0 5 )
Oxurgi tenglikdagi qavslarni ochib,
$J -0 3 =2l jr —a7 51 % +(0t Kt M F+ W

0 (§3,-8.8, )00 (8.5-55)
natijaga kelinadi. Bu ifodalarga (3.56) va (7.4) lardagi qavs ichidagi

tfodalarning giymatlarni go‘yib chiqilsa, quyidagi munosabat hosil
qilinadi:

operatorlar bilan

" . A .

2 -7 § = 2[-5;@?{:5}, +mn}},§,—m}y§&+mﬂkrﬁy}= 0.

i A

. Shunga o‘xshash boshga komponentalar uchun ham huddi
shunday munosabatlarni keltirib chiqarish mumkin. Shunday qilib,

»

hal

i jj‘-‘_j-‘-' 2=0’I .
B
jzjz-jgj;‘:O,. | R Td
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Har ganday harakat migdori momenti singari elektronning to‘la
mexanik momenti ¥ ham kvantlanadi va (7.25) munosabatga asosan J*
operatorning  xususiy qiymatlari quyidagi ifoda orgali aniglangan
bo‘ladi:

Y =i+ (7.27)

Bunda ;- to'la harakat migdori momentining qiymatini
aniqiovehi kvant soni. Kvant mexanikasida gabul gilingan momentlarni
qo‘shish goidasiga binoan berilgan / va s qiymatlarda ; somni quyidagi
giymatlarni gabul giladi:

. 135
j= R (7.28)

Tola harakat migdori momentining ixtiyoriy bitta yo‘nalishga
proyeksiyasi ham kvantlanadi, xususan /. uchun quyidagi tenglikni
yozish mumkin:

:r.

1 3 5§ , i ' .
J_=?im. er:iE,iE,:t-i,.,.,iﬁ (7.29)

Bu yerda ; kvant soni / orbital va s spin kvant sonlari bilan
quyidagi formula orqalt ifodalanishi mumkin:

j=l+s yoki j=|—4. (7.30)

To'la, orbital va spin momentlari J,M va S bir vagtning o‘zida

kvantlanganligi sababli , ular o*zaro fagat biror aniq yo'nalishga ega

bo‘ladi. Bir elektronii atom heolda momentlarning faqat ikkita nisbiy

joylashishlari o‘rimli  boladi, ulardan birn J=M+8 ga, ikkinchi
J=M-S8 sj gato‘g’ri keladi. -

7.5. Pauli tenglamasi

Elektronning xususty magnit momentining mavijudligint hisobga
oluvchi norelativistik to‘lgin tenglamasini keltirib chigarish uchun
elektromagnit maydonda harakatlanuvchi electron ko‘rib chiqiladi. Spin .
tushunchasini kiritishda ishlatadigan asosiv g’oyaga binoan, elektron
(7.3) ga asosan,

€

" ——

m,c

i1
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ga femg bo‘lgan magnit momentga ega bo‘ladi. Ushbu magnit
momeniming payde bo‘lishi magnli maydonidagi elektron uchun
qo‘shimcha potensial energiyaning vujudga kelishiga olib keladi va
uning giymati

AU =—(EH) (7.31)
ga teng bo‘ladi. Bunda H — tashgi magnit maydonning kuchlanganligini
ifoda giladi. Qaralayotgan potensial energiya operatorini (7.3) ni
hlsobga ulgan holda quyidagi ko* I'iIllSthl ochib chiqiladi:

AU —H(SH)

|5'

Shunday qilib, elektromagnit maydonida harakatlanuvchi spinga
ega bo'lgan elekfron uchun Gamilton operatori quyidagi ko‘rinishda
bo'ladi:

" (oH). (7.32)

Zmc

.1 . :
H=—(P+EA) —eV U+ -5

H). |
2m C 2m e (o ) | (7.33)

(7.33) formulada elektronning zaryadini —e ga teng deb olingan.
Hosil gilingan Gamiltonian spinga bog'lig bo‘lganligi  sababli,
elektronning to‘lqin funksivasi W =¥(y,v,) ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Bu to‘lgin funksiyasi uchun magnit maydonidagi to‘lgin {englamasi
birinchi bo‘lib, V.Pauli tomomdan kiritilgan va uning nomi bilan
nomiangan. Ushbu tenglamaning ko rinishs quyidagicha bo‘ladi;

(GH)“P (? 3 4)

af  2m ¢

-E'

2
mﬁf:i[i"ﬁfx} ‘P—EV'P+W+2

bunda ¥ =[$' J smatritsa ko‘rinishida olingan.

Pauli tenglamasidan foydalangan holda, ehtimolik ogim zichligi
vektorini  antglash mumkin. Shu magsadda (7.34) dagl Pauli
tenglamasit quyidagi ko‘rinishda yuzﬂadl

v
of

(7.35)

bunda f;’{, orqali ¢ - spin Gperaturlami 0‘z ichiga olmagan badlar
yig'indisi belgtlab olingan. Endi (7.35) dan ¥* go‘shimcha funksiya
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uchun tenglama hosil qilinadi, ya'ni ¥* =@, ) lar uchun quyidag
tenglamani hosil gilish kerak:

a.lP+ S} h
ih-——-=H¥" + <
dt m,c

(eH)®), (7.36)

(7.35) tenglamani chap tomondan ¥* ga, (7.36) ning o‘ng tomonidan
esa ¥ ga ko‘paytiriladi hamda birinchi tenglamadan ikkinchisimi ayirib,
quyidagi ifodaga kelinadi: -
a -
ih—{ WY ) =
i (F)
eh

=y (A,¥)- (A ) v+ e [w* (o)W - (cHyw) w]. (7_.37) .
Matritsalar ustida bajariladigan ammaliami bilgan holda:

(oH)¥) =¥ (o"H) (7.38)
tenglikni hosil qilish mumkin. Ikkinchidan, spin operatorlarining
ermitligidan o =¢ teng bo'ladi. Shunday qilib, (7.37) dagi kvadrat

qavs ichidagi ifoda nolga teng bo‘ladi. Endi € operatorlar

gatnashinagan hadiar hisoblab chigiladi. (3.8) dan foydalanilsa, va H,
uchun quyidagi ifodaga eslansa:

A 1 - e . Ihe ¢’ o
Hy=—P +—AP+ divA + AL —eV+U
" 2m, m.e 2me Y 2m,c ‘ _ (7.39)
u holda, quyidagi munosabatlarga kelinadi: |
o + + ¢ [ g o
iha(q’ Py =W (H, W) (H Y. (7.40)

Avval (7.40) tenglamaning chap tomonini hisoblab, quyidagi natijaga
kelinady:

3 o wiYw O 3. . |

h—(PY"P)=ih— = ih-— \

! aI{ )=1 af[ﬂ 0 ly, 0 ! arﬁx"t‘l’-’ﬁ"{"h\“z] | (7.41)
so‘ngra (7.40) ning o'ng tomonini hisoblab, ushbu natijani esongina
olish mumkin:

T By o N
(gl + i) = = VAT A VY, SAL
" o R (2.7

_'_'djv[*‘;(% Wﬁ"t"{["ﬁpz)]- ' e

ite
,C
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Cva

.“,‘

Agar R | N
WORZLOSYY Y, (143
. J—_Ii%[(ﬁ’f?% “¢|V;&I*)+(¢f;i?;&1 -%?%)]_

7.44

Al 7

kabi' belgilashlar kiritilsa, hosil bo‘lgan (7.42) tenglamani J-

zarrachalar oqimining zichligi va w- ehtimolliklar zichligi uchun

uzluksizlik tenglamasi ko‘rinishida yozish mumkm u quyidagicha .
ko‘rinishga ega bo‘ladi:

dw

o +div] =0, (745

Ushbu ifodalar shuni ko‘rsatadiki, zarrachaning topilish ehtimoli

va tok zichligi spini ma’lum yo‘nalishda bo‘lgan elektronlarga tegishli

alohida qismlaming yig'indisidan iborat bo‘ladi.  Ehtimolliklarning

normirovka sharti
v, +w iy, ixdydz =1

ko‘rinishga ega bo‘ladi. wlx,y,z,0)=wy, va w,(x, 7,2, )=y W,
, ki hi :
ifodalar spinlar mos holda S, = 5 va S, = 7 bo‘igan elektronlarning .

f vagt momentida (x, v, z} nngtada topihish ehtimollik zichliklaridir.

7.6, Zeyeman effekti

Agar nurianayotgan yoki nurlanish yuiayotgan atomni tashqi
elektr yoki magnit maydonga joylashtirilsa muhim optikaviy hodisalar
ro‘y beradi: qo*shimcha nurlanish va yutilish spekirlarining vujudga
kelisht, yorug’likning qutblanish xarakteristikalarining o‘zgarishi va
boshga turli xil o*zgarishlar yuz beradi. ~

Elektromagnit to‘lginlar, xususan yorug’likning, nurfanish
muammost afom tuzilishi nazariyasida muhim o‘rin iutadi, chunki
yorug’lik atomning ichki tuzilishi to*g’risida eng ko‘p ma’lumot beradi.

Elektronlar kashf etilgandan so'ng, yorug’lik elektronlarming
harakatt tufayli nurlanishi aniq bo‘lib goldi. Magnit maydonining
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A

yorug’lik nurlanishiga ta’siri 1896-yilda Zeyeman kashf etgan effektda
yaqqoel namoyon bo‘ladi. Boshqacha aytganda, ushbu effektda elektro-
magnit qutblart orasiga yorug’lik manbayi joylashtirtlganda spektral
chiziqlarning ajralishi aniqlangan edi. Har bir spektr chizig'ining
uchiagacha chiziglarga ajralishi bilan bog’liq bo‘lgan hodisa normal
Zeyeman effekti va spekir chiziglarining uchtadan ko‘p chiziglarga
ajralishi bilan bog’liq hodisa anomal Zeyeman effekti deyiladi.

Zeyemanning normal effektini klassik fizika nugtai nazardan
tushuntirish mumkin bo‘lsa, anomal effektini esa fagat kvant
mexanikast asosida tushuntirib berish mumkin. Lorents elektronning
klassik nazariyasi asosida ushbu effektni migdoriy asoslab bergan va
mayvdon vyo‘nalishiga perpendikular qaraganda spektral  chiziq
stmmetrik manzara berib uchta komponentaga ajralishi  kerak.
Nazariyaning barcha fikrlari, ko'pchilik hollarda, tajribadan olingan
natijalar bilan aniq mos kelishi ma'lum bo‘ldi.

Magnit maydonda joylashgan vodorodsimon atomning nurlanish
spektrini hisoblash mazkur masalaga oid (7.34) Pauii tenglamasini
yechilishini talab qiladi. Avvalo bu tenglamaning o‘ng tomonidagi
birinchi hadnt kvadratga oshirib, qavslami ehtiyotkortik bilan ochib
chigiladi va operatorlarning antikommutativligidan foydalaniladi.

Demak,
L(f’ + £ A) ¥ =
2m, &

i 2
i eeaf s(ngetaf et A)} .
2m, dx ¢ ° dy ¢

2 2 7
=—_ﬁ_[ ,,+a,, az]lp_m_e(A i+A ._+ _{_)
2m, ax dz

dx”  dy~ 4z n.c (? 46)
_ e [M‘ ]'P+ (L4 )y =
2mel ox  dy 6;.? 2mc
h ihe ihe , e
= *—2—;—?—? e —;;A grad'V — 2 (divA) W + e AW,
Yugoridagi hisoblashlarda operatorlarning
PA -4 P = %
| ox



antikommutativiik shartidan foydalandik. A- vektor-potensialni
tanlashdagi ixtiyoriylikdan foydalanib, diva=0 sharini bajarilishi talab
qilinadi. Demak, (7.46) ifodani quyidagicha yozish mumbkin:

__1___(1«\) -I—EA)ﬁ B the e’
2m, c

W= — VYo —— A grad 'V +
2m, m.c 2.

Atomdagi elektron bir vaqining o‘zida magnit maydoni va
yadroning elektr maydoni ta’sirida bo‘ladi. Ta'sir etuvchi yadroning
eiektr maydonini markaziy maydon deb hisoblaymiz va mazkar
maydondagi elektronning potensiat energiyasini U(r} orgali belgilanadi.
Magnit maydonini ¢sa bir jinsli deb gabul gilinadi, uning qiymatini #
ga teng deb olamiz va z- o'qi bo’yicha yo'nalgan deb hisoblanadi. Shu
tarzda tanlab olingan magnit maydoni A - vektor-potenstallardan hosil
bo'lib uning komponentalari quyidagicha bo*ladi:

7 AW, (7.47)

A=ttty a=lvoas0 U (ay)

Magnit maydoni esa H=roA bo‘lgam : uchun uning
kumponentalarl quyidagi ko‘rinishda bo*ladi: L

ad
H_=(rotA) i I
oody oz
04 04
H =lrotA) =———==9{,
 =lrora), az v (749)
A s4 1 ’
H, =(roiA) z~-—'—-—-+T=F—H+-1-H=H. | e
A gy 22 ,_

Yuanlda hosil bo‘lgan natijalar hisobga olinsa f ?) dagi
A gradl;f had uchun

A-grad¥ =4 —+ 4

oV E}‘P+ ¥ _1 x&‘f‘ L
ox oy oz 2

va A*F had uchun esa
A“If:(Aj + 4] +A§]1P =i+t-’ (x*+3* )%
ifodalarni olish mumkin.
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Shunday qilib, bu hol uchun Pauli tenglamasining ko‘rinishi
quyidagicha bo‘ladi:

2 ¥
iﬁa—q{ i V2W+U(r)qj—jﬁ—€H ik yaq} +
ot 2m€ H1,C dy ox
e’ eh (7.50)
+ “H{x* +) )W+ H)¥.
8im,c’ (x Y ) 2m.c (gz )

Kichik magnit maydonlar bo‘lgan hoida (7.50) dagi H® hadni
hisobga olinmasa ham bo‘ladi. Ikkinchidan

W y——x— |=~th— =M. -
( a.x X ayJ ¢ 30 : (7.51)
ifoda orbital:moment komponentasining operatoridir. Uchinchidan
| Y0 R oo

belgilash kiritilsa, ya’ni magnit maydoni bo‘lmagan holda elektronning
Gamiltonianini 4° ergali belgilanadi va quyidagi ifodaga kelinadi:

. i
Y oy, e
o 2m ¢

¢

(M +ho )\If *n.: {(7.53)

Ste_its_iqnat holatlart ko‘rib chigiladi, ya’ni to*lqin funkmyam L,

7

Wix, y,2,6)=Plx, p,z) 7 o _(_%;5.4)_.

ko*rinishda if6dalab, uni (7.53) tenglamaga qﬂ‘}*i_lsa_,', e

A% 4+ eH
2mc

&

tcnglamaga kehnadl SN
" Endt 6. ning ¥ to‘lqin funksiyasiga ta’sirini hlsnblab Ghi‘t[ﬂadl

: _J(QF(-‘SJ

71

g¥=




Hisoblangan natijaga ko‘ra (7.55) dagi statsionar holatlar uchun
tenglama ikkita w, va yw, funksiyalar uchun tenglamalarga ajraladi va
ularning ko‘rinishtari quyidagicha bo‘ladi;

H', +

- By, T (7.56)

ﬁ”g&rﬁ

c

eH . r -
(M. -l =Ey,. (7.57)
n.C L

Bu tenglamatarning yechimi, magnit maydbn bo.‘ lmaganda, s, =%
spin uchun v/, = (‘g “"] ga teng bo‘ladt, xususiy qiymatlar esa £=£, ga
teng bo‘ladi. Agarda clektronning spiii §, =—-§ ga teng bo‘lsa , u holda

vechim v, = 0 ga teng bo‘lib, uning xususiy giymatlari E=E,

nf
thm

ligicha qoladi. Bu yechimiarda v, =R, (»)Y,,(6,9) ga tengdir. Magnit
maydon ta’sirini hisobga olinsa, to‘lgin funksiyalar, ya’ni xususiy
funksivalaring ko‘rinishi o‘zgarmaydi, fagat xususiy giyvmatlar boshqa
givinatlar gabul giladi. My, =mhy,, ekanligini hisobga olib, (7.56)
va {7.57) tenglamalarning quyrdagt ikkita yechimiga ega bo‘lamiz:

., uchun xususiy giymat: E= g, = £, +£?3H-{ m+1), bunda s, =g"- (7.58)

.-.H’J'C'

v~ uchun xususiy qiymat: £=E7, = £’ +— f, bunda s :—g-. (7.59)

Olingan (7.58) va (7.59) yechimlardan korimib turibdiki, magnit
maydon ta’sirida energetik sathlar ajraladi, ya’ni aynish holaii bartaraf
ctiladi, Elektronning energiyasi magnit maydonga nisbatan harakat
migdori momentining yo‘nalishiga bog’lig bo‘ladi, ya'ni m magnit
kvant soniga bog'liq bo‘ladi. To'lgin funksiyalan esa o‘zgarmaydi,
boshgacha aytganda magnit maydonning ta’siri atomping holatin:
o‘zgartirmaydi. Energetik sathlaming ajralisht orgali kuvzatilayotgan
spekirat chiziglarning soni ham ortadi. Optik o‘tishlarda m kvant som
fagat +t yoki 0 ga ieng o‘zganshlarnigina gabul giladi. Bu hedisa
Zeyemanning oddiy effekti deyiladl . Spin magnit moment yorug’lik
to‘lqini maydoni bilan kuchsiz ta’sirlashgani uchun hisoblashlarga faqat
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elektronning spini o‘zgarmaydigan hollargina kiradt., Ushbu o‘tishiar
19-rasmda (a.b,¢) va (&,#,¢") chiziglar orgali tasvirlangan.

’ R e m=+0!
L m—————— - =
2p - - n;;:f ==—T T m=-I
=-] IR B B

al b| ¢ a | b

Is S iy i iplioeiopmpmenpstianl

' m=1{ =2 b .

5 =-h/2 5, =-+h/2

Mayden bo'Imaganda (=8}  Maydon bo'lganda (H=0)

if. - o

19-rasm. Spinni hisebga olgan holda s- va p- termlarning kuchli magnit
maydonida ajraliski. | !

S TIR

(O'tish chastotalari quyidagi formula orqali hisoblanadi:
atar mln .& ﬁ 2m o
magnit maydon bo‘lgan holdag: o'tish chastotasmi « orgali belgilansa,

_ 6 g e . -
& o =‘Eu'.|"m' E.lr'."'m __Em’ Er“. + eH (mr_mtr}' S L (?.60)
Magnit maydon bo‘lmagan holdagi o‘tish chastotasini o orqaly,
u holda (7.60) quyidagi ko‘rinishga o‘tadi:
H
(7' = m"). (7.61)

.{ﬁ‘ﬂa‘+

Endi = -m"=0,21 ekanligini hisobga ohb, tashqi magnit mavdonda
nurlamsh yoki yutilish spektr chiziglari uchun uchta chastotaga ega
bo‘linadi: ulardan biri »'-m"=0 ga to‘g'ni keluvchi siljimagan o
chastotaga mos kelsa, qolgan ikkitast esa »'-m"=%1 ga to‘g’rt keluvchi, .
asosiy siljimagan chizigdan  +#"  birlikka simmetrik siljigan,

2me
chiziglarga mos keladi. Olingan (7.61) dagi natija Zeveman effektining
klassik nazariyasi orqali olingan natija bilan mos keladi, Ma’lumki,
klassik nazariyaga asosan, tekisligi maydon yo‘nalishiga perpendikular
bo‘lgan elektron orbitasiga magnit maydon ta’sir ko‘rsatadi. Bunda
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elektronning orbitada aylanish burchak chastotasining o‘zgarishi

Larmor chastetasiga feng bo‘ladi: ¢, - ;"' . Kvant mexantkas1 asosida
m.¢

olingan (7.61) formulada » Plapk doimiysi qatnashmaganhgi tufayli, bu
nattja klassik nazariva tomonidan olingan natija bilan mos keladi,
Boshgacha aytganda ajralgan chiziglar orasidagi chastota bo‘yicha
masofa Plank doimiysiga hamda kvant sonlariga bog’liq emas.

1.7. Zarrvachalarning aynan o‘xshashligi

Ushbu paragrafda bir xil zarrachalardan tashkil fopgan
sistemalarning to‘lqin funsiyasining tuzilishin aniglab chiqifadi. Avvale
bir xil zarracha deganda qanday zarrachalarmi tushunish kerakligi
aniglab olinadi. Bir xil zarracha deganda massasi, zaryadi, spini va
boshqga xarakteristikalari bir xil bo‘lgan zarrachalarni nazarda tutish
kerak. Ular bir xil sharoitlarda o*zlarini bir xil tatishiari lozim, Yugorida
qayd etilgan hollarda kvant mexanikasiga xos bo‘lgan nmuhim
xusustyatlar vujudga keladi.

‘Klassik mexanikada bir xil zarrachalar fizikaviy xossalarining
aynan o'xshashligiga qaramay, o'z individualligini saglab qoladi. Agar
voshlang’ich shartlar berilgan bo‘lsa, u holda har bir zarrachaning
trayektoriyasi to‘la aniglangan bo‘ladi va har bir zarrachaning hagakatini
aniq kuzatish mumkm. Sistema ikkita zarrachadan, masalan, ikkita
elekirondan tashkil topgan bo‘lsin. Birinchi elektronni 1 tartib ragami,
ikkinchisini esa 2 tattib ragami bilan belgilanadi. Klassik fizikada ba
ikkita elekiron muayyan trayektonya bo‘ylab harakatlanadr va
elektronlarning harakatini shu trayektoriya bo‘yicha kuzatish mumkin,
Berilgan vagt momentida 1-elektron va 2-elektronming fazoning qaysi
sohasida joylashganligi aniq aytib berish imkonivati mavjud. Bu holda
elektronlarni tartib ragamlari bilan belgilab olish anig ma'noga ega
bo‘ladi.

Kvant mexanikastda esa bu jarayon batamom boshgacha ma'no
kasb etadi. Geyzenbergning noaniglik munosabatlariga ko'ra,
zarrachalarning trayektoriyasi hagtda gapirish ma’noga ega emas. Misol
tariqasida ikkita zarrachaning to‘gnashuv jarayonini kuzatib chigaylik.
To‘gqnashuvdan avval, berilgan vagt momentida, har bir zarrachaning
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koordinatasini aniqlash mumkin bo‘lsa, noaniglik prinsipiga ko‘ra,
ularning impulslari anig qivmatga ega bo‘la olmaydi. To‘gnashuv
jarayonidan so‘ng, bu elektronlarning harakatini ifodalovehi to‘lgin
paketlari o'zaro bir-birini qoplaydi va zarrachalarning ajratishni
imkoniyati bo‘lmaydt. Demak, elektronlar vaziyatini ma'lem vagt
momentida gayd etib, nlarni tartib ragamlari bilan belgilab olinsa ham,
keyingi vagt momentida ularni bir biridan ajrata olmaymiz. Shuning
uchun, klassik fizikaga garaganda kvant mexanikasida zarrachalaring
fizikavly xossalart jihatdan  bir xilligi ancha chuqur va kengrog
ma’noga ega. Kvant mexanikas: doirasida, zarrachalarni bir-biridan
umuman farq gilib bo‘lmaydi, ular nafagat bir xildir, balk: ular bir-
biriga mutlaqo aynan o xshashdir.

Shunday qihib, quyidagi xulosaga kelinadi: kvant mexanikasida bir
xil zarrachalarni farq qilib bo‘lmaslik prinsipi bir xil zarrchalardan
tashkil topgan sisternalar bilan ish ko‘rayotganda muhim ahamiyat kash
etadi,

Bu prinsipga asosan, bir xif zarrachalardan tfashkil topgan
sistemalarda shunday holatlar mavjud bo‘la oladiki, ikkita aynan
o'xshash zarrachalar o‘rin almashgan vagtda, bu holatlar o‘zgarmay
qoladi. Tkkita zarrachadan tashkil topgan sistemani yana bir bor garab
chigaylik. Yugorida gayd etilganidek, bu zarrachalar aynan o‘xshash
bo‘lgantigi sababli, zarrachalaming o°rin almashtirishdan hosil bo‘lgan
vangi holat fizikaviy jthatdan avvalgisiga to‘la ckvivalent bo‘lishi
kerak. Ixtiyorty vaqt momentida sistemaning holati ¥{y.q,) to‘lgin
funksiyasi orqalt ifodalansin, bunda g¢,,4. orgali, shartli ravishda, har bir
zarrachaga tegishii bo‘igan uchta koordinata va spin o‘zgaruvchilari
belgilanadi. Shu bilan birga 7 orin almashtirish operatorim kiritaylik,
uning ta’siri nattjasida tkkita zarracha o'z o‘rinlarimt almashtiradi va
¥(g,.9,) to'lqin finksivasi o‘rniga ¥(g,,q,) to‘lgin funksiyasi hosil
gilinadi. Demak, bir xil zarrachalarni farq qilib bo‘lmaslik prinsipiga
asosan hosil bo‘lgan holatm avvalgi holatdan ajrata olmaymiz, bu ikkita -
holatni ifodalovchi to‘lgin funksivalar faqat fazaviy ko'paytuvchigagina
farq giladi. U holda yuqoridagi aytilganlarga ko‘ra:

P¥(g,.9,)="¥lg,.9,)=¢"¥(9,.9,) )
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burda « — biror haqigiy o‘zgarmas son. Zarrachalarning o‘rnini yana
bir marta almashtirish natijasida sistemaning daslabki holatiga qaytib
kelinadi, ya'ni

fﬂq’(‘?n%): ﬁp(‘}r’p‘?] ): ﬁﬁ’m'{’@.sﬂ?:F egmqj(‘?n‘QE): ‘P(‘:?;:ffz) (7*63)

Demak, p° operatoming xususiy givmati ¢ =1 bo‘lishi kerak, 2
operatorning xususly qiymati esa
¢’ =+t (7.64)
ga teng bo‘lishi kerak. Shunday qilib, quyidagi natijaga kelamiz:
Wia.9,)=2¥(g..4.). (7.65)

Bir xil zarrachalami farq qilib bo*lmaslik prinsipi to‘lgin
funksiyasining o‘ziga xos bo‘lgan simmetriya xususivatlarini nomoyon
quiadi. Olingan (7.65) munosabatga Kko‘ra, zarrachalarmi  ofrin
almashtirish natijasida to‘lqin funksiya uchun faqat ikkita imkoniyat
mavjud: to‘lgin funksiyasi o‘zgarmaydi, voki to‘lgin funksiyasining
1shorasi o‘zgaradi. Zarrachalarut o'rin almashtirish natijasida to‘lgin
funksiyast o‘zgarmasa, u ushbu zarrachalarga wnisbatan simmetrik
funksiya bo‘ladi va aksincha to‘lqin funksiya o‘rin almashishi natijasida
o‘z ishorasini o‘zgartirsa, u holda bunday to‘lgin funksiyasi
antisimunetrik funksiya bo‘ladi. Ravshanki, bitta sistemaning hamma
holatlarini ifodalovchi funksivalar bir xil simmetriyaga ega bo‘lishi
lozim, ya'ni u yo simmetrik, yo antisimmetrik bo*lishi darkor .

Olingan  natjalami har ganday ixtivoriy sondagi bir xil
zarrachalardan  tashkil  topgan sistemalar uchup  umumlashtinsh
mumkin. O‘zaro ta’sir kuchlarini hisobga olmagan holda & ta bir xil
zarrachalardan tashkil topgan sistema qarab chigiladi. Bunday sistemani
holatlarini ifodalovehi  W{g,,4.0-- -2 @00 gxst) t0°lgin funksivalari
(%, j) juftlik o‘rin almashtirish natijasida o‘z ishorasini o‘zgartirishi yoki
o‘zgartirmasligi mumkin. Boshgacha ayiganda, agar zarrachalarning
biror jufti simmetrik to‘lqmn funksiya bilan ifodalanish xossasiga ega
bo‘lsa, u holda zarrachalarning boshqa hamma juftlari ham shunday
xossaga ega bo‘liadt. Demak, bir xil zarrachalardan tashkil topgan
sistema uchun faqat ikkita holat mavjud bo‘lishi mumkin: barcha
zarrachalar uchun simumetrik holatlar

P =¥ -. (7.66)

va barcha zarrachalar nchun antisimmetrik holattar
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B --w. (767)

: _— FIL
Ollngan natij alardan quyldaglm ta’kidlash lozim: ushbu (7.66) va {7.67)
holatlar crasida bir biriga o‘tish man etiladi, ya’mi agarda ixtiyoriy vaqt
momentida sistema biror bir simmetriva {simmetrik yoki antisimmetrik)
holatida joylashgan bo‘lsa, u holda bu sistema vaqt o‘tishi davomida
ana shu simmetriva (simmetrik yoki antisiminetrik) holatini saglaydi.
Ushbu mulohazalarni matematik nuqial nazardan isbotlash
mumkin. Buning uchun £, operator bilan A gamiltonian operatorini

kommutativhigimi ko‘rsatish kifoya. Ikkita zarrachadan tashkil topgan
sistema uchun ga.miltonianning ko*rinishi quyidagicha:
~ # A
H= _Ev - "2_‘? +Lr(9'[a )+ U(‘-?g:r)"l-Ulz (@'1;(}1 ?f)? (?68)

bunda U/, (qt,q;, ) had zarrachalarning o‘zaro ta’sir energiyasini,
L/ (ql,f) hamda Ulg,,?) hadlar esa zarrachalaming tashqi maydon bilan
o°zaro ta’sirni ifodalaydi.
Zarrachalarning o‘rmini  almashtirish natuasvda hosil bo'lgan
gamiltonianning ko ‘rinishi
H——-%? -;—mV2+U(qzs J+ Ulg 1)+ Ups(g:.4,,0) (7.69)
bo‘ladi. Ushbu vangi gamiltonian eski gamilioniandan farq qilmaydi,
va'nt zarrachalarni o‘rin almashtirihishi gamiltonianni o‘zgartirmaydi.
Olingan natijani NV ta zarrachalardan tashkil topgan sistema uchun
ham umumlashtirish qiyin emas. Ko‘rinib turibdiki, zamrachalarning
o‘rin almashishi gamiltonianni o‘zgartirmaydi, shuning uchun:
HP, ~BH =0 - {7.70)
bo'ladi. Shunday qilib, sistemaning sinunetriya xossalari vaqt o‘tishi
bilan saglanadi va ular harakat integrallari qatoriga kiradi.

7.8. Boze va Fermt zarrachalari. Pauli prinsipi

~Avvalgi paragrafdan  kelib  chiqadigan natijaga  asosan
zarrachalarning aynan o‘xshashlik prinsipiga binoan kvant mexanikada
bir-biri bilan umuman aralashimaydigan ikkita holat guruhi mavjud.
Shuning uchun ular sistemam tashkil giluvchi zarrachalarning tabnati
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bilan bog’liq bo‘ladi. Tajribadan olingan natijalar shuni ta’kidladiki,
tabiatda ikkala guruhga ham tegishli bo‘lgan zarrachalar mavjud ekan.
Zarracha spini Plank doimiysiming butin soniga teng bo‘lsa, ya ni
S=hm, m=0123, . (7.71)
bo‘igan zarrachalar ‘¥, simmetrik funksiyalar orgali ifodalanadi. Bunday

zarrachafarga Boze—zarrachalar deb nom go'yilgan., Simmetrik
funksiyaftar  bilan tavsiffanadigan  zarrachalar Boze-Eynshteyn
tagsimotiga bo‘ysunadi va bozonlar deb yuritiladi.
. Aksincha, zarracha spini Plank doimiysining yarim butun soniga
teng bo‘lsa, va'ni
135
S—fim, m-—E,E,E,H, (?72)
bo‘lgan zarrachalar ¥, antisimmeirik funksiyalar orgali ifodalanadi.
Bunday zarrachalarga TFermi-zarrachalar deb nom govilgan,
Antisimmetrik funksiyalar bilan tavsiflangan zarrachalar Fermi-Dirak
tagsimotiga bo‘ysunadi va fermionlar deb yuritifadi. Bozonlarga #- va
k- mezonlarni misol qilib oisa bo‘ladi, chunki ularning spini 0 ga teng,
spini lga teng bo‘lgan vagona zarracha bu foten. Fermionlarga misol
qgiltb esa elektron, proton, gipemnlar p-mezon, neyirinolarnt ko‘rsatish

- mumkm, chunki ylaming spmjart ga feng.

Murakkab zarachalarning taqmmcstt ularning tarkibiga kiruvchi
elementar fermionlar sonining juft yoki toqligiga bog’liq bo‘ladi. Tkkiia
murakkab zarrachalaming o‘rinlarini o‘zaro almashtirish bir vagtning
o*zida bir necha juft bir xil elementar zarrachalarning o*rinlarini o‘zaro
almashtirishga ekvivalent bo‘ladi. Bozonlaming ofrnimi o‘zaro
almashtirish  to'lqgin  funksiyasini  umuman  o‘zgartirmaydi,
fermionlarning o‘rnint almashtrish esa wlamning ishorasint qarama-
garshisiga o‘zgartiradi. Shuning uchun toq sondagi elementar
fermionlardan tashkil topgan murakkab zarrachalar Fermi tagsimotiga,
juft sondagi fermionlardan tashkil topgan murakkab zarrachalar esa,
Boze tagsimotiga bo‘ysunadi. Masalan, vodored atomi ikkiia Fermi
zarrachastdan fashkil topgan: elekiron va protondan. Bu zarrachalarning

har biri iE ga teng bo'‘lgan spinga ega, demak normal holatda vodorod

atomining to‘la spmi 0 yoki +4 ga teng bo‘lishi kerak. Shunday qlllb
vodorod atomi stmmetrik to‘lqm funksiya orgali favsiflanadi. =~ .°
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Yana bir bor o‘zaro ta’sir kuchlarini hisobga olmagan holdagi & ta
bir x1l zarrachalardan tashkil topgan sistemani ko‘rib chigaylik. Bunday

sistemaning stasionar holatlari nchun Shredinger tenglamasi
R

- -
z[__.rz_ﬁ_Iv‘: +U(qi)]qj(q1?QZv“?qN] - E"F(f_ﬁ:.f}:v":'{fﬁf) (??3)

i=f

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu tengilamada har bir zarracha alohida holda
bo‘lisht mumkin bo‘lgan statstonar holatlar to‘lqin  funksiyalan
¥.¥,,..W, 1ar bilan berilgan bo‘lsin. Sistemaning holatini butunligicha
anigqlash magsadida alohkida olingan zarrachalarmning joylashgan
holatlarini ragamiar bilan belgilash lozim. Har bir zarracha joylashgan
holat ragamini mos holda  »,n,....n, orqali belgilansa, bozonlar
sistemasi uchun ¥(g,,¢,.....q, ) to‘lgin funksiyasini

v, @ v, {a)..w, () (7.74)
laming ko‘paytmasi ko‘rinishida ifodalash mumkin. Masalan, har xil
holatlarda {# #»,} votgan ikkita zarrachadan iborat bo‘lgan sistema
uchun 10°1qin funksiyaning ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

aa)=Hnla) @ nenia] 079

Bunda:%— ko‘paytuvchi normalashtirish naujasida paydo bo‘igan.

(7.75) formulani o‘zaro ta’sirlashmaydigan ixtiyoriy NV ta bozonlardan
tashkil topgan sistema uchun umumlashtirilsa, normallashtirtlgan to‘lgin
funksiyaning ko‘rinishi quyidagicha bo’ladi:

! 1. ]
V(g g2y ) = (HIH - ]229’ 9) @) 2 (2w ) (7.76)

Bu vyerda yig'tndi har xil »,n,....n, indekslarming mumkin bo‘igan
hamma o'rin almashtirishlan bo‘yicha olinadi.

Fermionlar sistemasi uchun ¥ to‘lgin  funksiyva (7.74)
ko‘paytmalarining antisimmetrik kombinatsivasidan iborat. Masalan,

ikkita shunday zarracha uchun to‘lqin funksiya quyidagicha ko‘rinish
oladi:

Yiga)= 7l @) @) @) n @]l @7
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N 1a fermiondan tashkil fopgan sistema uchun to‘lgin funksiya quyidagi
ko'rinishdagi determinantdan iborat bo*ladi;

?, (‘fi) ¥, (%) e Y, ("-?,v)
’
G 1 le) wle) owla)
. q’(‘ﬁ:%w-a%)‘“‘"ﬁ : : : : - (7.78)
L ol )

Ikki fermionning 0‘rin almashtirishiga bu determinantning ikki -
ustunining o‘rin almashtirishi mos bo‘ladi va natijada determinant o'z
ishorasim o*zgartiradi.

(7.76) va (7.78) da tavsiflangan to‘lgin funksiyalardan bir gator
muhim natijalar kelib chigadi. Fermi zarrachalardan tashkil topgan -
sistemani ko‘rib chigayhik. Faraz qilaylik, sistemadagt ikkita zarracha -
bitta kvant holatida joylashgan bo‘lsin{s =»,). Demak, bu ikki
zarrachaning barcha kvant sonlari bir
xil giymatlarga ega bo‘ladi. Masalan, markaziy simmetrik maydonda
harakatlanuvchi elektronlarning », [ m, s kvant sonlari bir xil
giymatiarga ega bo‘lganida (7.78) dagi determinantning ikki qatori bix
xil bo'lib goladi va to'lqin funksiva ayoan nolga aylanadi. Demak, bir
xil fermionlardan tashkil topgan sistemada aynan bir holatda bir
vaqtning o‘zida bittadan ortiq fermion bo‘lishi mumkin emas ekan.
Kvant mexanikasida olingan bu natijani Pauli prinsipi deyiladi. Atomlar
sathining elektironlar bilan ketma-ket to‘ldirilishini Paulining gonuni
ifodalaydi. 1925-ytlda V. Pauli tomonidan, kvant mexanikasi hali
vujudga kelmay tunb, tajriba natijalarining tahlili asosida kashf etilgan
prinsipga hinoan atomning har qanday statsionar holatida fagat biftagina
clektron joylashishi mumkin, Umuman olganda,  ko‘p elekironli
atomlarda elektronlarning energetik sathlar bo‘yicha tagsimoti quyidagi
ikki prinsipga mos kelishi kerak. Birinchi prinsipga asosan, normal
holatdagi atomda elektronlar o‘zlart uchun mumkin gadar eng quyi
energetik sathda joylashgan bolishi kerak. lkkinchi prinsip, Pauli
prinsipl  bo‘lib, atomdagi », / m, s kvant sonlari to‘plami bilan
xarakterlanuvchi ixtivorly energetik sathda bittadan ortiq elektron
bo*hishi mumkin emas.



Atom spektriga qarab atom holatlarini va holatlarning kvant
sonlarini aniglash munkin. Ammo, Pauli prinsipining matematik
ima’nosi bir xil zarrachalami farq gilib bo‘lmaslik prinsipga asoslangan
holda keltirib chiqarildi va uning to‘lig kvant mexanik ta’rifini berishga
imkonivyat yaratildi,

7.9. Elementlarning davriy
sistermasi

Oldingt paragrafda bayon qilingan ma’lumotlar asosida
clementlarning davriy sisternasi kvant mexanikasi nuqgtai nazandan
asoslab berilishi mumkin. Elementlarning davriy sistemasini tuzishda
quyidagi uch goidaga amal gilish darkor:

- atomlarmng strukturasi Z atom nomeri (yadroning zaryadi) orgali
aniglanadi;

- atom wnomeri ortgan sart va atomdagl elektronlar sonining
ko‘payishi natijasida elekrtonlar o‘zlari wchun mumkin bo’lgan
eng quyi energetik sathlarni to‘ldirib borishadi;

- energetik holatlarming to‘ldirilishi Pauli prinsipi bilan belgilanadi.
Kvant mexanikasida elektronlararo o‘zaro ta’sirning mavjudligiga

qaramasdan, atomdagi har bir elektornning holati to‘rtta kvant sonlari
bilan xarakterlanadi:

n=l, 2,...
[=6.1,2,.. (n-1)
m=—L, —(~D..., (-1, 1
=i |
2

Bir x1l bosh va orbital kvant sonlari {n va /) bilan harakatlanuvchi
eleltronlarni’ yadrodan bir xil masofada joylashgan deb hisoblash
mumkin. U holda, bu elektronlar yadro bilan bir xil o‘zaro ta’sirda
bo‘ladi va shuning uchun ulaming energiyalaxi bir-biriga tagriban teng.
Bunday elektronlar atommning bitta qobig'ida joylashgan bo‘ladi. .
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Umuman olganda, asosiy kvant soni # ning givmatlari bir xil bo‘lgan
elektronlar yagona qobigni tashkil qiladi. Odatda, elektron qobiglari
katta lotin harflari bilan quyidagicha belgilanadi:

o I-jadval
n 11 2 13415
Qobig K| L IM[{N[O
Qobigdagt | [
elektronlarning 2 8 118321 50
maksimal soni |

Muayyan elektron qobig’ida joylashgan har bir elektron energiyasi
n ga nisbatan kuchsiz bog’liq bo‘lishi bilan bir qatorda erbital kvant
soni [ ga ham bog’liqdir. Har bir elektron qobig’ida berilgan / bilan
xarakterlanuvchi  elektronfar  gobtqgchaiarni  tashkil qiadi.  Bu
qobiqchalardagi holatlar s kvant sonining qrymatlari bilan farq giladi,
aniqrog’t m kvant soni / kvant soni bilan ifodalanuvchi gobigchada
(21+1) ta qiymat gabul gilad: va shu tariqga vnda shoncha miqdorda
elektron joylashishi mumkin, Agar ¢lektronning s spin proyeksiyas:

ham hisobga olinsa va uning faqat ikkita i% (fiymatni gabul gila olishi

eslansa, 1 holda atomda » va / larning berilgan giymatlarida / kvant sont
bilan tavsiflanuvchi gobigchada bir vaqtning o‘zida faqat 2¢2i+1)
tagacha elektron joylashishi mumkin. Berilgan » wva [ bilan
xarakterlanuvchi hamma holatlardagi (2/+1) elektronlarning barchasi
yopiq qobiqnt hosil qtladi.

- Bu gobigchalar kichik lotin harflari bilan belgilanadi:

2-jadval
— f’ 0] 1 [ 2314
Qobigcha s | p | di [ | g
Qobigchadagi F
elektronlaming 20 6 {101 14 | 18
maksimal !
somi |

Ushbu holatlar » bosh kvant sonining giymatini ko‘rsatuychi ragqam va
undan keyun yoziluvchi / orbital kvant sonining kichik harfi orgali
belgilanadi. Har bir qobigchani ko‘rsatuvehi simvol atomning elektron
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konfiguratsiyasi deyiladi. Masalan, 15725°2p® simvol n=1, =0 holatda
ikkita elektronnt, n=2, /=0 holatda yana ikkita elektronni va n=2, I={
holatda oltita eiektronni joylashganligini bildiradi. Bosh kvant soni »
ning berilgan giymatida qobigdagi elektronlarning maksimal soui
barcha { qobigchalardagi elektronlar yig'indisi orqali aniglanadi, ya'ni

22(23-&*1): 25", L (7.79)
f=0 C L DU '

Atom nomerining ortib borishi tartibida qatorga joylashgan
elektronlar xossalarining davriy ravishda o‘zgarishi kuzatilgan va
vlarning tabiatini tushuntirish atom elektron qobiglarining ketma-ket
to‘lib borish xususiyatlarini qarab chigishni talab giladi. Bir atomdan
ikkmchisiga o‘tganda zaryad bittaga oshadi va gobigqga bitta elektron
go‘shiladi. Elektronlarning davriy sistemasini tuzilishi n»=1 dan
boshlanadi. #=1 gobiq bitta qobiqchadan iborat, ya'ni s qobigchadan,
chunki /=0. Vodorod atomning bu qobiqchasida (1s helatida) fagat bitta
elektron bor. Keyingi etement — geliy atomnida yana bitta elektron shu ls
holatga go‘shiladi va shu yangi go‘shilgan elektron spinining yo‘nalishi
oldingisiga nisbatan garama-qarshi vo‘naigan bo‘ladi. Lekin, geliy
atomida har bir elekironning bog’lanish energivasi vodorod atomidagi
elektronning bog’lanish energiyasidan ancha katta. Bu holai geliy
yadrosming zaryadi vodorod yadrosining zaryadidan 1kki marta katta
bo‘lgani bilan tushuntirish mumkin. Ikki element —vodorod va geliy
davriy sistemaning birinchi davrini tashkil etadi,

Litty atomida Li (Z=3) uchinchi elekiron 2s holatida joylashadi,
chunki s holat bir vagtning o‘zida Pauli prinsipiga binoan 2 tadan ortig
elektron gabui gila olmaydi, shuning uchun bu elektron L (n=2) qobiqni
to‘ldirishnt boshlaydi va 2s holatga tushadi. Berilgan Z da 2s holat is
holatdan yuqorida joylashgan bo‘ladi. To‘rtinchi elektron 2s holatga
joylashadi va beriliy Be (Z=4} elementi hosil bo°ladi. Beshinchi
elektronni 25 qobigchaga joylashtira olmaymiz, chunki bu qobiqcha
to‘lgan bo‘ladi. Shuning uchun keyingi 2p qobiqchani to‘idirish
bositlanadi va B (Z=3) — bor elementi hosil bo‘ladi. Natijada ketma-ket
nglered C(Z2=6), azot N(Z=7}, kislorod {Z=8), fter F(Z=9) elementlar
hosil gilish mumkin, 2p qobiqchani inert gaz neon Ne (Z=10) bilan
to‘liq yakuntanadi. Demak, Be dan NVe gacha atomlarda ketma-ket avval
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. I " o
bitta 25 elektron {f =0,m=0,..5'=i5], so‘ngra oltita elektron qo‘shiladi

] - . , : |
[f :1,m:0,i],5=iz} Shunday qilib, davriy sistemaning sakkizta -

elementidan tashkil topgan ilckinchi davrini ham tuzish mumkin.

Keyinchalik, Na (Z=11} — natriy elementidan boshlab, A qobigni
(n=3) to'ldirilish boshlanadi. Ushbu M qobigda hammasi bo‘lib
2.3 =18 {=012) ta holatlar mavjud bo‘lishi kerak. /=0 va i=i ga
fegishli bo'lgan holatlar L qobigga aynan o‘xshash va Na - natriy
elementidan boshlab 4r - argon gacha to‘ldirib boriladi, 47 zaryadini .
bittaga oshirilsa va bitta elektron qo‘shilsa, K - kally elementi hosil -
bo‘ladi. Davrty sistemaning bosh gismida elektron gobiglar to‘la
to'ldinligan bo‘ldi va shummng uchun davrdagi elementlar sont oxirgi
clement clektronlarining to‘la soniga teng bo‘ladi. Lekin uchinchi =
davrdan boshlab bu tartib buziladi va keyingi davrlarda qobiqlarning
to‘Idrrilish jarayoni yanada murakkablashadi. :

[shqoriy metall atomlarida murakkab atom elektronining
energiyasi k# bosh kvant soni bilan bir gatorda / orbital kvant soniga
bog’'liqligi yanada yaqqolroq namoyon bo‘ladi. Shuning uchun,
elementlar elektron tuzilishi qonuntyatlarimi tasvirlashda n bo‘yicha
gobiglarning to'ldirilish tartibiniging  emas, balki [ bo‘yicha
gobigchalarning to‘ldirish tartibi ham sezilarli darajada katta
aharyatga ega bo‘ladi,

Elementlarning elekiron fuzilishi tasvirlangan 3-jadvaldan
ko‘rinadiki, oralig guruh elementlari uchun yuqori gobigning s holatiari
pastki qobigning d va f holatlartdan avval to‘ldirila boshlaydi. Bu effekt
birinchu bo'lib X - kaliy atomida kuzatiladi. Kaliy atomining tashi
elektroni 34 holatda emas, balki 4s holatda joylashgan, Chunki, optik va
kimyoviy jihatdan K atom s-holatda bitta tashqgi elektronga ega bo‘lgan
Liva Na atomlariga juda o‘xshash. Shuning uchun, A qobiq bu holatda
hali oxirgacha to‘ldintmaganligiga qaramay, biz » = 4, / = 0 holatga
mos keladigan N qobiqga kaliyning so‘ngi elektroni joylashtirilishi
kerak. O*z navbatida bu hot » = 4, /= 0 holatdagi E,; energiva n=3, /=2
holatidagi £;; energiyadan kichik bo‘lganligini bildiradt. Shunday gilib,
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K atomidagi elektronlarning tagsimoti Ng atomidagi tagsimotga
o‘xshash bo‘ladi (3-jadvalga garang).

Kahly atomidan kevingi element kalsiy Ca (Z=20) elementidir.
Ushbu elemetning spektroskopik natijalariga ko'ra (20-rasm), Ca ning
elektronini N qobigga joylashtinsh kerakligi kelib chigadi. Keyingi
elementlar esa M gobign: skandiy - 8¢ {Z=2]) dan boshlab ruh - Zn
(Z=30) gacha to‘ldirib boriladi, Keyinchalik N qobiq kripton Kr (Z=36)
gacha to‘ldirib kelinadi va shu bilan navbatdagi davr ham inert gaz bilan
vakunlanadi. Shunday qilib, He atomidan tashgari barcha inert gazlari
uchun & ta elektrondan iborat konfiguratsiya o‘rinlidir, bulardan 2 tasi s-
holatda, golgan 6 ta elektron esa p holatda joylashgan bo*lad:,

20-rasmda elementlaming lonizatsiya potensiallarr uchun olingan
spekroskopitk  ma'lumotlar kelfindgan, ular har bir elementidan
keyingisiga o‘tganda qo‘shiladigan elektronlarning  bog’lanish
energiyalarint aniqlaydi. Har xi} holatiar ketma-ket to‘luvchi guruhlarga
quyidagicha tagsimlanadi:

o ds e - Z2taelektron
28, 2D < 8 ta elektron
38, 3P i e " 8tn clektron - (7.80)
4.3 4p ..o 18 ta elektron
58, 40, 5P vevrreeeeineeieeen, 18 ta elekiron
6s,4f, 5d,6p ................... 32 ta elektron
7s,0d, 5f ... ...

Haqigatda esa holatlarning bu tartibda to'ldiritishi bajarilmaydi.
Kripton elementidan keyingi element — Rb (£=37) rubidiy bo‘lib, N va
K elementlarga o‘xshab ketadi. Demak Rbd dagi tashqi elektron N
qobigda joylashmasdan, balki yangi O qobiqqa (»=3) joylashtiriladi.
Stronsiy Sr dagi elekton ham O qibigda joylashgan bo'lib, Ca
clementiga o‘xshab ketadi, $r dan keyingi elementlar O va N
qobiglardagi bo‘sh joylami to‘idirishadi. Cs (Z=35}- Sezty elementidan
boshlab P — qobigni (#=6) to*idirish boshlanadi va o'z ichiga nodir yer
elementlari deb yuritiluvchi, hammasi bo‘hb 32 elementdan tashkil
topgan, katta davr keladi.

225



N
15
y Bt
-.-% .
e . : *:
—
. - ' '
2 £
4
o
' o
! - E
-]
.% E
&
-..::3 =
oy
Tomi
A
; E
-
..Q E
) &
= : =
u‘% n'
=
14 =
i =
i ]
X N
- —
=
-E‘ E
W
{= E
—
s =
1= K
E
W 1 E
s <
o > 3
woey =

Nodir yer elementfar guruhi La (Z=57 J- lantandan boshlab Hf
(Z=72} -gafniygacha bo‘lgan elementlardan tashkil topgan bo‘lib, ular
bir-biriga o‘xshash kimyoviy xossalarga ega bo‘ladi. Chunki, bu
davrdagi elementlar O va P qobiqlarda elekironlar tagsimotining
o°xshashligi bilan ajralib turadi. Ular bir-biridan N gobiqni to‘1dirilish
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darajasi bilan farglanadi. Bu to‘ldirish Ce (Z=58)- seriy elementdan
boshlanadi va Lu (Z=71)- lyutetsiy elementi bilan tugatiladi. Nodir
elementlar guruhi /antanoidiar ham deyiladi va ularning kimyoviy
xossalari asosan tashgi efektronlar bilan aniglanadi. Oltinchi davr inert
gazt Rn (£=86) - radon elementi bilan yakunlanadi.

Davriy sistemaning vettincht davrni tabiiy holatdagi elementlar
bilan to‘ldirish oxirgacha amalga oshirilmagan. Hozirgi vagtgacha
Np(Z=93) — neptuniydan Kw (Z=]04) — kurchatoviygacha sun’iy
ravishda elementlar olingan. Hosil bo'lgan elementlar nodir yer
elementlarga o‘xshash alohida guruhmi tashkil etadi Ushbu guruhda
lantan rolini Ac(Z=89}- aktinty element1 o*ynaydi va shuning uchun bu
guruh elementlarini aktinoidlar deb yuritiladi. Ular o'zaro kimyoviy
xossalariga ta’sir ko‘rsatmaydigan 5/ va 6d elektronlar bilan farg giladi,

Elementlarning elektron tuzilishi tasvirlangan 3~jadvaldan ko‘rinib
to‘ribdiki, oralig gurih elementlari uchun yugori qobigming s-holatlari
ikkinchi gobigning d va 1 holatlaridan avval to‘ldirila boshlaydi. Oraliqg
guruhni tashkil etuvehi elementlar maxsus kimyoviy xususiyatlarga ega
bo‘ladi. Bu effekt kuzatiladigan birinchi element kaliy atomidir. Kaliy
atominig tashqi elektroni 34 holatda emas, balki 45 holatda joylashgan,
Jadvaldan atomlarda elekiron gobigchalarning to‘ldirishining is, 25, 2p,
3s, 45, 3d, 4p, 35, 4d, 3p, 6s, 41, 5d, 6p, 7s tartibda bajarilishi ko‘riladi.
Bu tartibda asosan lantanoidlar va aktinoidlaming kimyoviy xossalarini
juda o‘xshashligini tushunturish mumkin. Davriy sistemani 3d, 4d va
5d gabiglarning to‘lishi mos ravishda femir, palladiv va platina kabi
elementlarda yuz beradi.

Elektron qobig’i  to‘la, va'ni gobtgchalari ham, to‘ldirilgan
clementlar alohida turg’unlik xususivatga ega. Bu element atomlarida
kuchsiz bog’langan tashqi elektron bo‘lmaydi. Quyida kelfirilgan
jadvalda atohida o'rin egallaydigan bu elementlarning elektron
konfiguratsivasi aynigsa bargaror bo‘lgani tufaylt , ular kimyoviy
jihatdan inertdir:

He Ne Ar Kr Xe Rn

ist 2% 3p° 4p° 5p° 6p° g

2i-rasmda N. Bor tomonidan taklif etilgan sxematik ko* rmlshdagI
elementlarning davriy sistemasi berilgan.

Elementlarning davrly sistemasini  kvant mexanika nuqgtat
nazardan tushuntirish bu nazariyaning katta yutig’t bo‘libgina qolmay,
boshqa sun’iy clementlarmi kashf etish imkoniyatini ham yaratdi,
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7.10. VII bobga oid savol va masalalar

1. Ozining xususiy tasavvurida s, operatorining ko rinishi ganday
yozifadi?

2. O 'zining xususiy tasavvurida s, operatorning ko ‘vinishi ganday
bo ladi?

3. § operator uchun ifodani hosil giling.

4. s, operatorining xususiy funksivalari ganday ko ‘rinishda
bao ladi?

5. To'la moment operatori ganday tuziladi?

6. J* va J, operatorlarning xususiy givmatiarini vozing va j , m;
kvant sonlari ganday qiymatiar qabud giladi?

7. Masala. Paudi matritsalari bilan ifodalangan operatorlarning
xususiy funksivalari va xususiy givmatiari aniglansin.

Yechish. Berifgan

il

65" =0x".6, 3" =0 3", 6.5 =0 1",
tenglamalarning  yechimloridan ¢.6,.6, operaforiarning xususiy
Junksivalari va xususily giymatlari aniglanadi. Bunda o0 ,0.-6.,6,.6
operatoriarning  xususiy givmatlari v "y -6,.6,.6,

operatorlarning xususiy funksivalari.

IZlayotgan  fumksivalarni  y =[§] matritsa ko ‘vinishdan
ifodalanilsa, yugoridagi birinchi fehglamadan
Lol
toknl b
quvidagi natijaga ega bo lamiz:

(of)

g
o Demak, ikkita matritsa tengligidan foydalanilsa b=ﬁxﬁ:§!=ﬂxb
tenigliklar hosil bo ‘ladi va mos ravishda, ¢* =1, o, =+! natija olinadi.

Agarda o, =1 boIsa, v holda ¥V =4 [ ]ba Tadi.

e

ity
"

PO
D

N

hr, Agarda =1 bo'lsa, u holda 3 -a[ )bo Tadi.

Normallashtirish shartidan a ni giymati aniglanadi
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2 va y®funksivalar mos ravishdag spin vo ‘nalishi z o qr bo vicha va
garama-qarshi yo ‘nalgan holga tegishiidir.

8. Elementlar davriv sistemasi nazarivasi negizida yotgan asosiy
tushunchalarni keltiving.

9. Zarrachalarning aynan o xshashlik prinsipini ifodalab bering.

10.Oaysi o'rin almashtivishiarga nisbatan gamiltonian invariant
bo ladi?

11.Simmetrik va antisimmetrik o ‘lgin funks:yafau deganda
rimani tushunasiz?

12, Zarrachalarning qaysi sinfiga elektvon tegishli bo'ladi?

13.Simmetrik  bo'lmagan  to'lgin  funksivasidan  tuzilgan
antisimmetrik fumksivaning wnumiy ko ‘vinishi ganday bo ‘ladi?

14, Atomdagi elektron qaysi kvant sonlari bilan ifodalanadi?

I5.Bir xil nl va m kvamt sownlari bilan berilgan holatlordagi
atomda nechta elektron joviashishi mumkin?

16.Baosh  kvant soni n=2 bo'lgan elektron qobig’idagi
elektroniarning maksimal soni nechta bo ‘ladi? |

17. Kislorod atomining elektron konfiguratsiyasini ko ‘rsating. -



VI bob
G‘ALAYONLANISH NAZARIYASI

8.1. Vaqgtga bog‘liq bo‘bnagan g*alayonlanish nazariyasi

Avvalgr boblarda ko‘rib  chigilgan Shredinger tenglamasi
o‘zgaruvchi koeffitsiyentlarga ega bo'lgan xususiy hosilali chizigli
differenstal tenglama sifatida namoyon bo‘lgan edi. Uning anig
vechimlarini fagat bir necha sodda masalalar uchun olish imkoniyati
mavjud bo‘ldi va bu masalalarning bir ganchasini oldingi boblarda
ko‘rib chiggan edik.

Lekin juda ko‘p hoHarda, aymigsa atom va yadroviy sistemalarni
batafsil tekshirganda Gamiiton operatorfarining xususiy funksivalarini
va Xususiy ¢iymatlarini hisoblash uchun tagribty usullardan foydalanish
magsadga muvefiq bo‘ladi. Keyingi vaqtlarda elektron hisoblash
mashinalarining paydo bo‘lishi munosabati bilan kvant mexanikasini bir
gator masalalarini yechishda ragamli hisoblash usullarining qo‘llanilishi
mnhim ahamiyat kasb eta boshladi. Ushbu bobda real fizikaviy sistema
xususiy qiymatlart va xususiy funksiyalarini aniglashda analitik
hisoblashlarga  asostangan  taqribty  usullardan  foydalaniladi.
Tekshirilayotgan real sistemaning holati amqg yechimga ega bo‘lgan
ideallashtirilgan holaidan katta farq gilinaydigan qilib taniab olinadi.

Bu hollarda tagribiy usullar yordamida asosiy yechimga
kintiladigan tuzatmalarni hisoblab chiqish imkoniyati yaratifadi va bu
tuzatimalar aniq vechimga go‘shilgan holda berilgan masalaning to‘liq
vechimlarini beradi. Yuqorida gayd etilgan tuzatmalarni anigiashning
umumiy usult kvant mexamkasida galavounlanish nazarivasi deb
vuritiladi.

Ushbu bobda diskvet energiva spekiriga ega bo‘lgan statsionar
masalalar uchun g'alayonlanish nazarivast ko‘rib chigiladi, Faraz
qilaylik, kvant sistemaning Gamil'ton operatori ikki gismdag iborat
bo‘lsin:

H=H,+W (8.1)
bunda H,—- operator aniq vechimga ega bo‘lgan ideallashtirilgan
sistemaning Gamil'ton operatorini ifodalaydi, # operator esa H, ga
nishatan kichitk bo‘lgan qandaydir qo‘shimcha operator bo‘lib unt
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g‘alayonlanish operatori deviladi. Ideallashtirilgan sistemada hisobga
olinmagan Gamilton operatorining bu gismt tashqi maydonning
poténsial energiyasi sifatida ham ifodalanishi mumkin.

(‘alayonlanish nazariyasining asosiy magsadi H, gamiltonian
bilan ifodalangan g'alayon ta’sir qilmagan sistema uchun ma'lum
bo‘lgan v, to‘lgin funksiayasi va E. energiya qiymatlari orqali
g'alayonlangan sistemnani statsionar holatlarining xususiy funksiya va
energivalarini  aniqlab berish hisoblanadi. Boshgacha aytganda
g‘alayonlanish nazartyasi usullaridan foydalanish uchun ikkita shartm
gabul! gilish kerak:

1) G*alayonlangan sistema uchun Shredmger tenglamasining

Hy, =E)y, 8.2)
yechimlari ma’lum bo‘lsin va aynish holatlari mavjud bo‘lmasin.

2} w operatorni quyidagi ko‘rinishda

W= A (8.3)
ifodalash mumkin bo‘lsin, bunda 4 kichik o‘lchamsiz parametr.

Demak, (8.1} operatorning xususiy qiymatlari va  xususiy
funkstyalarini aniqlash masalasi

(A, + Ay = Ey (8.4)
tenglamaning  vechimini topish masalasiga keltiriladi. (8.4) dagr
izlanayotgan w(x) fupksiyani ma’lum bo'igan w’(x) funksiyalar bo‘yicha

qatorga yoyiladi:
%{‘I) = 2 Crrﬁr: (x}‘ (8 'S)

Bu holda barcha ¢, laming to‘plam: energetik, ya'ni E- tasavvuridagi
¥ funksiyani beradi. (8.5) gator (8.4) tenglamaga qo‘yiladi va hosil
bo‘lgan ifodaning ikkala tomonini ¥, (x) ga ko‘paytirib chigiladi,
so‘ngra x bo‘yicha integrallanadi. U holda (8.4) tenglamamng chap
tomoni

e J ol @, + Al de =Y. ¢, [yl (DEI (x)dx +
+A D e, [y g (s = Y ¢, 2 [ g (gl (e +4 Y ¢, w,, =
= E c,Ed  + /2'2 ew =c E 4+ ;fz W c, | |
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ko rn:ushda bo‘ladl bunda |
| -J“!fm’ g Y @)

bo* Iib, energetlk tasavvurdagl gfalayonlanish energiyasining matrik
elementml ifodalaydi. Endi (8.4) ning o‘ng tomoni hisoblab Chlqﬂ.ﬁdl

E Ey? (x)e pl(x) = EZ S ol ogl(xd = EE B = Ec,.

| Yuqoridagilami lnsahga ohb, (8.4) tenglamam quyidagicha
o‘zgartirish nmomkin;

‘ (E=£)c, =43 w0, (8.7)

Hosil bo‘lgan (8.7) tenglamadan to‘lqin funksiyasiga va energiva -

qivmatiga tuzatmalarni aniglash maqsadida ¢, xususiy funksiyalarmi va
£ -xususiy qiymatiarini % parametr darajalari bo'yicha qatorga

yoyilmasini olish kerak:
Cp=en FAC + AT+ (R.8)
E=E"+AEC + VEY +.. (8.9)

Ushbu paragrafda aynish mavjud bo‘lmagan holatni tekshirib
chigiladi, ya'ni (8.2) tenglama bilan ifodalangan va ga’layonlanmagan
holatga tegishli bo‘lgan E, energiyaning xususiy giymati bitta .
xususiy funksiyaga mos kelishi ko‘rib chigiladi. (8.8) va (8.9) larni (8.7)
tenglamaga qgo‘yilsa, quyidagi tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi:

(ED — B + 2B 4 2ED 4+ ) 4+ 4c® 4 47D 4 )=

iy

=,€z wm M D+ 000 4 ) (8.10)

Ushbu tenghkdan foydalanib, hamda bir xi! darajalari bo'lgan hadlarns
yig‘th chigib, quyidagi tenglamalarni olish mumkin:

1.(8.10) tenglamaning ikkala tomonidagi A’ oldidagi
koeffitstyentlar tenglashtirilsa, biz nolinchi yaqginlashish uchun quyidagi
tenglikni hosil gilish mumkin:

(E® — EMe™ =0, m=1273,...k,... (8.11)
Ushbu tfoda H.;. - g'alayonlanmagan sistemaning tenglamasi bo‘ladi.
Bizni W g'alayon ta’siri natijasida E, energetik sath bilan bir qatorda

y tolgin funksiyasining o‘zgarishi ham qiziqtiradi. Demak, (8.11)
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dagi yechimlar ichidan biz k —tartib ragamiga mos keluvchi yechimlar
ajratib olmadi;
Et’ﬂ} e Eﬁﬂl} t.,fﬂ] — 6,,5.& (8 12)

R

bu yerda fagat bitta Imefﬁtsiyent ya'ni ¢ =1 hﬂ ladi, qolgan hamma

koeffitsiyentlar - ' Jar esa nolga teng bo*ladi: ¢’ = 0. Olingan (8.12)
yechim nolincht yaginlashishdagi yechim bofladi va shu yechimdan
foydalangan holda keyingi, ya'ni birinchi yaqinlashishdagi yechimni
olish mumkin,

2.(8.10) tenglamalaming ikkala tomonidagi A qatnashgan
hadlarning oldidagi koeffitsiyentlari tenglashtirilsa, quyidagi tengiamani
hosil qilish mumkin:

(E{[:) _ E:N) (1) +Em tui = 2 “}),

"FJ? T

Olingan tenglamani k-satlmi tekshirishga qo‘llaniladi. (8.12) lardan
foydalanib hamda Z w,,.C) tenglikdandan m=n bo‘lgan hadm ajratib

olib, quyidagi ifadaga kelmadl | 1
( A -k ! }Smk (E.-E:” Eml}‘“} + z Hmn i A (8 13) )

Avvalo, ushbu (8.13) tenglamadan m=k tenglama ajratib crhnad1 va
wy, —EW =0

tenglama hostl bo‘ladi. Demak, birinchi vaqinlashishdagi E! energetik .
sathga tuzatimani topgan bo'lamiz;

EV =, . (8.14)
Keyingi bosqichda ¢8.13) dagi m=4 bo‘lgan boshqga hadlami ajratib olib,”
quyidagi tenglik hosil bo‘ladi:

(B~ EMY e 14w = 0.

t ]

Bu tenglzunadan birinchi vaqinlashishdagi ¢, tuzatmani aniglash

mumkii:

b i _

., = EW mz=k. .. (815) -

Demak, “x-tasavvurda” binnchi  tartibli  yaginlashishda,
tuzatmalarpi hisobga olgan holda, 4 sathning energetik giymati va
xususty Tunksiyalari gquyidagi formulalar orqali aniglanadi:
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!
E, “Eﬂ+wm N (8.16) "

= PRI+ Y

rnék

FoYntn) (8.17)

Olingan (8.16) va (8.17) lar kvant mexamkasrdagi g‘alayonlanish
nazariyasining muhim formulalaridir. -

3.Ikkinchi tartibli tuzatmalarni hisoblash tenglamalarini keltirib :
chiqaraylik. Buning uchun yana bir marta (8.10) da keltirilgan
tenglamalarning ikkala tomonidagi A° qatnashgan hadlar oldidagi
koeffitsiventlarini tenglashtirilsa,

(E® —Epyei? + BVl + EFet) =%, oM

hosil bo‘ladi. (8.14) va (8.15) — buinchi vaqginlashishnt hisoblash
formulalarini olingan tenglamaga go‘vib, & sath uchun quyidagt ikkinchi
yaqginlashishda hosil bo‘lgan tuzatmalami hisoblash formulalri olinadi:

W ?
Ei} E _-E( }d\mk-*. .

S =0

nEL

Ushbu (8.18) tenglamadan m=£ bo‘lgan holdan 1kk1nch1 yaqmlashzshda
£, enetgetik sathga tuzatmani topish mumkin, ya’ni; ‘

E® - Wi Wt : 1
;""_'___"En 2 | (8.19)

m=k bo' lgan hollar uchun esa <. - mzatmalami aniglash mumkin:

(EO E }{:-ig} + (Hmm - wk‘ir}

iR

(8.18)

W, W, W, W,
C:ij} - 2 (EE _-EF?)(E} EE_) (Eﬂﬁrx - )2 , m=2kn#k (8.20)

Yugoridagi hisoblashlarni davom eftirth uchinchi, to‘rtinchi va boshqga
yugoriroq tartibli yaginlashishiarni hisoblovchi formulalarni kelitrib
chiqarish mumkin. Bu darslikda ikkinchi yaqiniashish bilangina chega-
ralanamiz. Shunday qtlib, tekshirilayotgan sistemaning ikkinchi yagin-
tashishni hisobga olgan holda k-sathdagi energiya va xususiy funksiya-
tarining qiymatlarini hisoblash formulalari quyidagi ko rinishga keladi:

W, W, |
B =El+dw, + 4 ==t g2
ek Tk " . ' .
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W
Cpn = j’én E

mk 2 ¥ JI|'1-1.'r;-|""”m] _ wk.n’; -Wmﬁ
. +4 Z(E.} ENE-E) (2o gy | B

Olingan formulalar orgali g‘alayonlanish nazariyasining qo‘ilanilish
siartlarini olish mumkin. Yugorida aytib o*tilgan W operatorining H
operatoriga nisbatan kichikligi to*g‘risidagi tasdiq quyidagi ko‘rinishga
keladi:

AW : <<, n#m | 23
EG E 3 {8 )
bunda w g‘alayunlangan uperatnming matrik elementlarini beradi.

8.2. Angarmenik ossillyator

Avvalgi paragrafda olingan formulalarni chizigli angarmonik
ossillyatorning energiya sathlarini aniglash uchun tatbiq etishga harakat
qitaylik., Ma’lumki, garmonik ossillyator real mexanik sistemalarning
ideallashgan holatini tavsiflaydi. Hagigatda <¢sa zarrachalarning
potensial energiyasi '?g'}ﬂ‘ X’ funksiva bilan emas, ballki murakkabroq
bo‘lgan gandaydir U (x) funksiya orqali ifodalanadi. Faraz qilaylik,
U{x} potensial energiyaga ega bo‘lgan zarracha potensial o‘rada
Joylashgan bo‘lsin.  Muvozanat vazivat koordinata  boshiga
joylashtiriladi, ya’si, x=90 da U'(x)=0 bo‘lishi kerak. Potensial
energivani shunday tanlab olamizki, muvozanat vaziyatida u nolga teng
bo‘lsin, ya'ni U(0)=0 shart bajarilsin. Potensial energivaning darajali
gatorga vovilmasi quyidagi ko‘rinishga ega:

2 3
U(x)=U(0)+ %U’(ﬂ!)+ %U"’({}H *‘;—IU”(o)+ .....

U(ﬂ)zU’(ﬂ):f} ekanligt hisobga olinsa, hamda x=0 turg'un
muvozanat nuqtasida ushbu:
by oy 0 o
U0)="% Lu0)=e
belgilashlarni  kiritilsa, u holda qo‘yllgan masalani  nolinchi
yaginlashishda emas, balki yuqori tartibli hadlan hisobga olgan holda
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yechish kerak bo‘ladi. Mana shu hollarda angarmonik ossilatorga ega
bo*linadi.
Angarmonik ossilator uchun bir o'lchamb Shredinger tenglamasi
ushbu ko‘rinishga ega bo*ladi;
B dly m'm{j
C2m dxz 2
Ushbu masala oldingi paragrafda yoritilgan g alayonlamsh
nazariyasining ishchi formulalart yordamida yechiladi. (8.24) da
gamiltonian

Sy rady =By T (gog)

22 2.3
y_ P m X 3

H = + + Oix
™ > {8.25)
ko‘rinishga ega, g‘alayoniamsh energlya qiymatining ko‘rinishi esa
W= oo (8.26)

bo‘ladi. Ma’lumki, ¢t =0 holat — g*alayonlanmagan sistemaning kvant
sathlari bo‘lib, garmonik osstlyator sathlarining o‘zginasidir. Uning
xususiy qiymatlari va xususty funksiyalari ma’lum (IV-bobga garang):

i
E, = ﬁmn[” "‘5} W'a(x). (8.27)

Tekshirilayotgan masalada aynish holatlari mavjud emas, ya'ni har bir
energetik sathga bitta to‘lqin funksiyasi mos keladi. G*alayonlangan
energivaning matrik elementi esa {8.6) ga ko‘ra,

W,, = [uiiyld =afyicyldo=als), (8.28)
ko‘rinishga ega bo‘ladi, bunda (xg),,,,, orgali x' uchun mos kelgan

matrik elementlar belgilangan, (8.21) formulaga asosan ikkinchi
yaqinlashishdagi g'alayonlangan sistemadagi %-sathning energiyast

E =E' +aly’), +o E( )”‘( )“" (8.29)

nEk

a teng bo'ladi. Demak, qo‘yilgan masalam yechish uchun (Jr}),,m
1attitsa elementlarini hisoblashning o'z1 kifoya. Bizga ma’lum bo‘lgan
1.60) dagi x,,, matrik elementlari

o ".x'mﬂ — v 2 a—1.m 2 n+lm ] xn - mmﬂ o (8.30)
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dan foydalangan holda, (—‘53)m matritsa elementlarini matritsalarni
ko‘paytirish gotdasiga binoan bevosita topish mumkin:

-~ (XJ )g.,p, = E Xy (Il)m = 2 'xfc.rz KionFomn = E E EirXimFn: (8.31)
- pe !

!
Ushbu (8.31) formulaga (8.30) dan x,. x,, va x,, ifodalari go‘yilsa,
quyidagi natijaga kelinadi'

2 2
(8.32) da Kroneker belgisi qatnashmaganligi sababli / va m lar bo‘vicha

gatorlarning yig‘indisini hisoblash yetarli bo‘ladi va natijada, xj)_,,,,,
ning noldan fargli faqatgina to*rtta elementi uchun quyidagi ifodalami

olish munkin:

fe(k =1k —72)
()., = RETNED

ARy . e e
(xj)ﬂin ) Ig \/7 3 rrn: !

Bu matritsalarda dioganal elementiar yo'q. Shu sababli (8.21)
tenglikning o'ng tarafidagi ifodaning ikkinchi had: aynan nolga
aylanadi, ya’m g‘alayonlanish gamiltoniamidagi ox® had birinchi
yaginlashishda hech ganday tuzatma bermaydi: _
£}, =0 (8.34)
Ikkinchi yaqinlashishda beradigan tuzatmasini hisoblashda, (8.21)
tenglikning o‘ng tarafidagi ifodaning uchinchi hadini hisoblashda, »
bo‘yicha yig‘indida fagat to‘rtta had geladi, ya'mi n=k+3 va n=k+1.
Bundan tashqari (v*), =(x*), bajarilishini hisobga olsak, quyidagi
formulani olinadi:

7 T — (8:32)
x{,___é:_".a_1 +.,:::;‘£TF__3'” I':;Eﬁm—l,n—k'-.:PI_':':Jﬁmﬂu]
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()., (V. e
Z EﬂthEﬂn - X

ek Hias,

K[£k(k—t)(k-2)+g

3 8 8
chunki,

1 (ke + (k4 2)(k + 3)jl ; (83%5)
h

9
K-k 1)
U3 3

&)

E',—E'=3hw, E' ,—E° =-3ho.

H

Shunday qilib, ikkinchi yaqinlashishdagi #-energetik sathga beradigan

- fuzatina

SINCR N SR PPN
EW = 4hm{mm)(k +k+30) (8.36)
bo'ladi. Demak, (8.29) formulaga (8.27), (8,34) va (8.36) ifodalar

qo‘yilsa, angarmonik ossillyatorning W =ox®  g‘alayonlanish hadini
hisobga olgan holda, kvant sathlarining enrgivasini hisobiash uchun
quyidagi formula hosil gifinadi:

1Y 15¢*( & \(,2.,. U :
E =ho|k+—|-———1— 1 kA +k+—
P ‘{ 2) 4 ﬁm(mm}( 30]‘ (8.37)
8.3. Aynish mavjud bo‘lgan holda g*alayonlanish nazariyasi

Endi #, g'alayonlanmagan operatoring xususiy givmatlari
aynigan holint ko‘rib chiqaylik, ya’ni bitta energiyaning xususiy
qiymatiga bir pechta xususiy funksivalar mos kelsin. Boshgacha
aytganda, £=E, g'alayonlanmagan sisternadagi xususiy giymat orqali
berilgan holat, l,i!f:r,l}fi i, 0'zaro orfoganal bo‘lgan funksiyalar, yoki
ularning  ixtiyoriy chizigi kombinatsivast orgali ifodalansin.
G‘alayolanishni hisobga olgan holda #, operatoming xususty
givmatlari aynimaydi, yoki ularing aymsh darajasi kamayadi. Aytish
mavjud bo'lganida g'alayonlanish yo'qoladi, ya'ni aynishning ta’sirt
natijasida energiya sathi bir nechta bir-biriga yagin joylashgan sathlarga
ajraladi. Ushbu hosil bo‘lgan sathlarning har binga o‘zining yagona
to‘1qin funksiyasi mos kelad,

Endi masalani hal qilish uchun (8.7) tenglamaga murojaat gilinadi,
lekin uni bir oz o‘zimizmng hol uchun moskashiirishimiz kerak bo‘ladi.
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Aynish mavjud bo‘lgan holda operatnfning xususiy funksyalari ikkita,
va'ni #» va o, indekslarga bog'lig bo‘ladi. Demak, bitta » indeks
o‘rniga, ikkita » va & indekslarai ishlatish kerak. U holda

=) W (¥} (8.38)
bo‘ladi va (8.7) tenglama .
(E~El)c,, Z 60 (8.39)
ko‘rinishga keladi. Bunda o | ..
W = jwf;j qugﬂd‘c | (8.40)

g‘alayonlangan energtyaning matrik elementi bo‘lib, aynigan holatlarni
ham o‘z ichiga gamrab olgan.

Bizni qiziqtirayotgan hol bu £} sathga vyagin joylashgan
galayonlangan sistemaning £, kvant sathini va unga tegishli bo‘lgan
¥, () xususiy funksyalarni anigtashdan iborat. Aynish mav;ud bo‘lgan
hoida nolinchi yaginlashishda (8.39) tenglamadan L

(El-E)ey =0 S (8.40)
ifoda kelib chigadi va bundan £-£ da ¢,=0 dégan hulosaga
kelinadi. Shuning uchun bu holda o

Cw =Cle (#0), =121
9 =9 (n2k)

bo‘ladi. Nolinchi yaginlashishda (8.39) tenﬂlamalardan c‘m nﬂiga teng
bo‘lmagan hadlar tanlab olinadi, ya'ni

(0} . 0 T
(E{ —E)clj Wi uoCic (8.43)

(8.42)

tenglik ajratib olinadi. o =3 hadlarni aloluda ajratib, tenglamaning chap
tomoniga o‘tkazilsa va &t indeks vagtincha yozilmasa, u holda quyidagi
tenglamaga kelinadi;

(E? “F‘;V {ﬂ] EW cz}} =0 R .' ;1_ . (8‘44)
sy

Biz k indeksni fagat £, hadda saqlab goldik, chunki E; sathga tegishli
bo‘lgan gurubh f, holatlardan tashkil topgan. Olingan (8.44) tenglama
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noldan farghh bo‘igan yechimlarga ega bo‘lishi uchun (8.44)
{englamaning diskriminanti nolga teng bo‘lishi kerak:

E W —E W W,
I’ﬂ“Eﬁ +H}-ﬂ - E_.“....,.“..,....,,Wimi
s By Wy =

Hosil bo‘lgan £ ga nisbatan tzilgan 7, darajah algebralk

tenglamaning itdlziari quyidagicha bo*ladi:
E=ly B By | (8.46)

Wy, matnk elementlar kichik bo*lganligi sababli, bu olingan ildizlar bir-
biriga yaqin joylashgan bo‘ladi. Demak, gfalayonlapish natijasida 2!
aynigan holat bir qator bir-biriga vaqin joylashgan sathlardan iborat
bo‘ladi va bunda aynish holatlar yo‘qoladi. Agarda (8.46) dagi bir necha
ildizlar bir-biriga teng bo‘lsa, u holda aynish gisman yo‘golgan bo‘ladi.

Nolinchi yaqinfashishdagi anig to‘lqm funksiyani hosil gilish
uchun cheksiz ko' p chizighy kombinatsiyalar ichida (8.44) tenglamaga
tegishli bo‘lgan ¢, koeffitsiventlar uchun funksiyalar to'plamini tanlab
olish kerak:

v x)= 2 COpDx). (8.47)

@]
Endi (8.45) tenglamani yechib, har bir (8.46) dagi ildiznt giymatini
(8.44) dagi tenglamaga qo‘yish kerak. Bu orqali ¢, koeffitsiventlar

aniqlangan bo‘ladi va olingan natajani (8.47) qo‘yib, nolinchi
vaqiniashishda izlanayotgan to‘1qin funksiyalari aniglanadi.

8.4. Elektr maydonida vodorod atemining energetek sathlarini
ajralishi

Elektr maydon ta’sirida atom spektr chiziglarining ajralishi Shtark
effekti deyiladi. 1913-yilda I. Shtark elektr maydon ta’sirida vedorod
atomida Baimer serivasi chiziglarining ajralishim kuzatdi. Agar elekir
maydon yetarhcha zaif bo‘lsa va bu maydon ta’sirida yuzaga keladigan
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qo‘shimcha energiva atomning g‘alayonlanmagan energiya sathlari
orasidagi masofalarga nisbatan kichik bo‘lsa, u holda sathlar ajralishini
g alayonlanish nazartyasi asosida lnsoblash mumkin.

Odatda, atomning ichk: elektr maydoni tashqi maydonga nisbatan
juda katta bo'ladi. Masalan, vodorod atomida birinchi Bor orbitasi
uchun Kulon maydeonining kuchlm1ga.nligi -

=5,13-10" — 4
e i

bo‘ladi. Shuning uchun atomning tashqi elektr maydom ta’sirida olgan
qo‘shimcha potensial energivasini o
W=e¢Ez=-DFE (8.48)
tuzatma yoki g‘alayonlanish sifatida garash mumkin. Bu yerda E tashgi
elektr maydon kuchlanganligini bildiradi va tashqi elektr maydoni z
0‘giga mos yo‘nalishda olingan D, =—¢z komponenta z o‘giga nisbatan
dipol momentini bildiradi. Demak, elektronning to‘la potensiai
energiyasi
Utry=U{n+eEz
bo'ladi va statsionar holatlar uchun Shredinger tenglamasi quyidagicha
ko‘rinish olads:
;m Viy +[U{r)+eEzly = Eyr | (8.49%)
Ushbu masalada g‘alayonlamsh bo‘lmaganida atomining elektront
uchun Shredinger tenglamasining xususiy funksivalari va xususiy
giymatlari nolinchi yaqginlashishi sifatida tanlab olish mumkin, Eicktr
maydonining ta’sirini hisobga olmagan holda atom kvant sathlarining
energivasini-

E=E, - .. - (850
va tegishli to‘lgin funksiyaiarim | o |
Wow =R (N, 0,00 ©(8.51)
orgali belgilash mumkin.

Ushbu paragrafga vodorod atomida ikkinchi kvant sathi (mn=2
bo‘lgan sath) ning ajralishi ko‘rib chiqiladi, chunki binnchi sathda
aynish mavjud emas va shu sababli spektrlarning ajralishi yuz bermaydi.
Qayd etilgan kvant holatiga quyidagi to‘lqin funksiyalari bilan
ifodalangan to*rt holat mos keladi va ulami (8.51) dan osongina hosil
gilish mumkin:
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W = Kpof) Yoy e -
W, = 8, (1), | L
Vo =R, OY, L (852)
R B ' Wy = RE](F)YL—I . 1 PN
Demak (2.81) ga binoan st e

! (3 3
‘ Y, “ﬁ%,lﬁn‘\{—cﬂsﬁ Hie ~J;$1n8-e"° (8.53)

bo‘ladi. Ikkinchidan, radial funksiyalami (5.46) formula yordamida
osongina hisoblash mumkin:

2 a ‘

L -2, , (8:34)

Ry =—=se ¥ — —

) ; 6a’ 2a S ’JI:

bunda @ '~ Bor orbitasining vadiusi, '\f_i“?' va -url_*: £sa
2t v G’

normallashtiruvchi  koeffitsiyentlar, Sferik koordinatalar sistemasi
msobga olinsa, {8.52) dagi funksivalarni quyidagicha yozish mumkm:

i
Doy = %(1 R'JI:J = {(r),

it
=y, =

x-]--”f X+ I. | . 8»55
D s %__/MRE, —Fy T ( ).

¥

, 3 x—Jy X
Vi =¥ = Ry T = F () ﬁy.

E, sathga tegishli umumiy holat esa (8.47) ga binoan

R” —F(r

4 . . g ) ' :
=Y Cul) L (8.56)
o=t

bo‘ladi. Endi, aynish mavjud bo‘lgan holda g*alayonlanish nazarfyasiga
asosan kvant holatlarini va to‘lqin funksiyalarini aniglash uchun (8.44)
dagi tenglamant yechish kerak bo‘ladi. Bu holda tenglamalar quyidagi
ko‘rinishga ega bo‘ladi:



| (Ef'l‘!fwﬁﬁ_'mfﬁ+%wafa:Osr-' o, B=1234 . (85N
- W = |} eE 2y (8.58)
Avvalo (8.57) tenglamada gatnashayotgan matrik elementlar hisoblab
chiqitadi. (8.55) dagi funksivalar sferik koordinatalar sistemasida
ifodalanganligi sababli (8.58) dagi matnk elementlarni integrallashni
sferik koordinatalar sistemasida amalga oshirish magsadga muvoffigdrr.
(8.58) dag ikkata W, va W, noldan farqli integrallardan fashgari barcha
integrallar nolga teng bo‘ladi. Misol tarigasida »,, matrik elementlar
hisoblab chigiladi. z=rcos8 ekanligi hisobga olinsa,
W, = eE [y"r cosyr’ sin@drdbde =

1 1 7 = - 1 . w oL
:EE e 2&;.2{]—._,._)2.6.{!' cos El'ﬂ_ﬂdﬁ d'pz[} 8_59
N2d 2 }[ 2a J; -i[ { )
b'?‘ladi, chunki
| T P LR I P IR LA

fcosc?bm-ﬁ’dﬁ 0.

Endi nolga teng bo’ Imagan W, wva ¥, matnk elenientl hlsablab
chlqzlad:l

| Wi =W, =eEJf(r)F(r ddv=
. ill . j"; r T ce d .
, E‘E\[- . Pl e
. 1 = _.E_:“—?!‘Jﬂ‘! {1 }e . 2ﬂz *p smﬂc:ﬁ*d&fi’@" L (86{])
Bu [mtegraim hisoblashda quyldagllardan foydalaniladi: -
. fa’qo vi
P .
oo . l : : -

h&mda ='";'. * yangi '.szgaruvchi. kiritib, (8.60) integralning -natijasi
olinadi: 4 S SN Co S

eEa'?

2 ) e""(l-%hfﬂd???feEa L (8.61)

| .Wiz EW‘H =
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Yuqoridagi keltirilgan integrallarni hisoblab bo‘lingach, (8.57) dagi
tenglamalar sistemasini oshkor ravishda yozish mumkin:
(E;I_E)Cl +,e =0,

(Elﬁ ‘_E)C2+H;2].C[_Da X P N S A F
ST PR TR CNRTIR
(£ -E)e =0, ] € X
~1; , (Eg"_E}C4:G N r:. o ' ‘;.
(8.45) determmanmmg ko‘rinishi bu holda quyldaglcha bo‘ladl
E“ E W, 0. 0 |
1
: -1 Ei} - E O 0 ] ) : II
"ﬁz (‘E) = ! i o 0] ] ! é'f
‘ 0 E.—E 0
. -0 0 0 E) - E| - {jf
Ushbu determinant hisoblansa, | ;'
2 L
[(Ef‘f) *Wli][E?*E)(E?—E)ﬂ (8.63)

ifodaga epa bo'linadi va (8.63) tenglamaning to'rtta ildizi quyidagt
ko‘rinishda bo'ladi:
E=El+W,, E,=E]-W,, E,=E, E,=E]. (3.64)
{8.64) ifoda galayonlangan sathlarning energiva giymatlarini
ifodalaydi. Natijada Ej — E, tegishli bo* lgan bitta spektral chizig
- 0‘rniga
E,—E ,E—E,E—-E, E—>E (8.63)
uchta o‘tishlarga mos bo‘lgan uchta spektral chizigga ega bo‘linadi. Shu
bilan elekir maydonida spektral chiziqlarning ajrahish hodisasining
maviudligi ko‘rsatildi. (8.64) tenglamadan ayonki, £ = £, teng, ya'ni
bu holda aynish holi to'la olib tashlanmagan, £ energetik sathi
mumkin to‘rtta sath o‘raiga faqat uchta sathga ajraladi. Endi £,, £,, £, va
£, sathlarga tegishli bo‘lgan nolinchi yaqinlashishdagt ¢ to'lqin
funksiyalaming ko‘rinishlarini aniglab chigaylik. Shu magsadda {8.62)
tenglamalar sistemasida ¢, amplitudalarni  topish zarur. (8.62)
tenglamaga E=E =E va E=E =E, Ilar qo’yilsa, ¢ =c=0 va

i
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¢, 20, ¢, =0 ckanligl kelib chigadi. Demak, ajralmaydigan sathlarning
umumiy holatini ifodalovchi funksiyaning ko‘rinishi  quyidagicha
bo‘ladi:

Q=cyl+cy! E=E. (8.66)

Agarda (8.62) tenglamaga E = E =E] +W,, qiymati qo‘vilsa, ¢ =¢,
va ¢; =¢, =0 natjani olish mumkin. Demak, £, energetik sathga

[y,
o= +vi) | B =E+W, (8.67)

to'lqin funksiyalar mos keladi. Shunga o‘xshash E£=FE.=E;~W,, sath

uchun to‘lqin funksiyasining ko*nnishini osongina topish mumkin:

1 0 i '
Lo oy). B =B W, (8.68)

L
bu verda ¢, =¢,=0 va ¢=-¢, teng bo‘iadi. Shunday qilib, E - elekir
maydon mavjudligini hisobga olgan holda statsionar holatlaming to‘lqin
funksiyalari quyidagicha bo‘ladi: ¢,¢,.¢,=¢), ¢, =¢.. Demak, ushbu
vangi tasavvurda W g‘alayonlangan matritsaning ko‘rinishi

W = eEIgoquoﬂv (8.69)
bo'lib, uni quyidagi dioganal matritsalar orqali tasvirlash munzkin:

(3eaE 0 g 0)
0 -3eaE 0 0|
0 0 0 6f. ... (870
0 0 00 o

¢ =

- - . . .
P . L P L
SERE N . Tt W’
- ate Lt - - —_—

Vodorod atormda hosil bo‘ladigan Shtark effektidan olingan natijalarni
quyidagicha tavsiflash mumkin.  Elektr maydon ta’sirida paydo
bo‘ladigan uyg'ongan holatlar markaziy simmetriyaga ega bo‘la
olmaydi va vedorod atomida nolga teng bo‘lmagan elektr dipol
momentt vajudga keladi. £, va F; sathlarning siljishi ¢, va o, holatlarda
dipol momentining mos ravishda 3.£ va -3e«f ga teng ekanligi bilan
aniglanadi, binnchi holda dipol yo‘nalishi tashgi maydon vo‘nalishiga
garama-qarshi yo‘nalgan, ikkinchi holda esa u maydon yo‘nalishi
bo'yicha yo‘nalgan bo‘ladi. E5 va £, sathlar esa umuman ajralmaydi,
chunki bu ¢, va ¢, holatlarda clektr dipoli nolga teng bo'ladi.
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Shunday qilib, vodorod atomidagi chizighh Shtark effektini paydo
bo‘lishi unga tegishli bo‘lgan uvgongan - holatlarda elekir dipol
momentining vujudga kelishi bilan chambarchas bog ligdir.

. 85. Vaqgtga bog‘liq bo*lgan g*alayonlanish nazariyas

Kvant sistemalariga tashgaridan ta’sir gilish natijasida statsionar
bo‘liiagan jarayonlarning  payde bo‘lishi amaliy jihatdan kaita
ahamiyatga egadir. Masalan, tashqi o‘zgaruvchan elektromagnit
maydon ta’sirida atomlarda yorug‘likning yutilishi yoki nurlanishing
bunday jarayonlarning misoli sifatida keltivish mumkin. Ushbu
jarayonlarning matematik nazariyasl vaqtga oshkor ravishda bog'liq
bo‘lgan g‘alayonlanish nazariyasi asosida yaratilgan.

Mazkor bobning avvalgi paragraflarida vagtga oshkor ravishda
bog'liq bo‘lmagan g'alayonlanish nazariyasi ko'rib chigilgan edi va bu
holda g‘alayonlanish statsionar holatlarni o‘zgarishiga sabab deb
garaldi. Vagiga oshkor ravishda bog'lig bo‘lmagan g‘atayonlanish
nazariyasida sistema holatlari energiyasim ifodalovehi  xususiy
qivmatiarga tuzatmalarni kiritish hagida gap yuritilgan edi, ya’ni
energiyaning xususty qiymatlariga tuzatmalarni hisoblash imkomyati
yaratildi.

Statsionar bo‘lmagan g‘alayonlanish nazariyasida g*alayonlanishni
paydo bo‘lish jarayonini tekshirib chigish mumkin. Bu holda
sistemadagi g‘alayonlanishni o'z ichiga qamrab olgan to‘la gamiltonian
vaqtga bog'liq bo‘ladi, natijada energiya saglanmaydi va stasionar
holatlar mavjud bo'lmaydi. Umuman o'iganda bu holda sistemaning
energetik  sathlari o'zgarmaydi, sistema vagtga bog‘lig bo‘lgan
g‘alayonlanish ta’sirida muayyan stasionar holatlarda golmasdan, biror
bir stasionar holatdan boshgasiga o‘tish jarayonini sodir etadi. Demak,
bu holda energivaning xususiy giymatlariga tuzatmalarni topish
masalasi payde bo‘lmaydi, bu holda masala quyidagicha ifodalanadi:
ickshirilayotgan sistemaning to'lgin funkstyalarini g*alayonianmagan
sistemaning statsionar holatlart to‘lgin funksiyvalari bo‘'vicha taqgriban
hisoblashdan thoratdir.

Statsionar bo‘lmagan jarayonlar uchun sistemaning gamilton
operatorini
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H=H, (x)+W{x1) ' (8.71)
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda H,(x} g‘alayonlanish
ba‘imaganida sistemaning to‘la energiya operatori, W(x.1) esa
tashqaridan ta’sir etuvchi g‘alayonlanish operatorini ifodalaydi, bu
operator qandaydir o‘zgaruvchan maydonning potensial energiya

operatorini tavsiflaydi. Shunday qilib, g‘alayonlangan operator uchun
Shredinger tenglamasining ko*rinishi guyidagicha bo‘ladi:

w(jf) [, (5)+W (1) | (xr). (8.72)

Hosil bo‘lgan chizigli differensial tenglamaning yeéhimi ko‘p
hollarda mavjud emas. Vaqtga bog'liG bo‘lgan g‘alayonlanish
nazariyasida bu tenglamaning olinadigan taqribiy yechimlarini H,(x)

gamiltonian uchun mavjud bo‘lgan tenglamalarning yechimlan
bo‘lganidagina hosil  qilish mumkin. Ular galayonlanmagan
sistemaning  stasionar bolatlarini  ifodalovchi lyf” (x,7} tolgin
funksiyalari bo‘lib,

fﬂ} '
(x ). Hyy (x,1) (8.73)

tetiglamani qanoatlantlradl (8. 73) dagt to‘iqin ﬁmkslyam quyidagicha
yozish mumkin:

PO () =0 (x)e (8.74)
Endl galayonlangan (8.72) tenglamaning }’E:Chll‘ﬂlﬂi quyldagl
Zf,, (" (x)e” G . (8.75)

yig‘indi ko‘rinishida izlanadi, bunda yoyilma koffitsiyentlari vaqiga
bog'liq funksiyalardir va bu juda muhim ahamivatga ega. Shunday
qilib, (8.72) dagi to‘la Shredinger tenglamasini yechish, W{x,) ta’siri
naiijasida sistemaning topilish ¢htimolligini aniglash mumkin. Demak,
sistemaning vaqt o‘tishi bilan rivojlanishini ifodalash uchun ¢, (1}

koeflitsiyentlarni aniglash zarur, Bu masalani hal qilish uchun (8.75)
yoyiima (8.72) tenglamaga qo‘yiladi va quyidagi munosabat olinadi:
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mZ( (I)a;;r;}“}(x,:) de;,f)?/f,f”}(x,r) =
._E (r)[ x)+W(x, r):[gﬂ,‘;"’}(x,r)

yr (x ¢} to‘lgin funksiyalari (8.73) ienglamani qanuaﬂantmshi hisobga

olinsa, (8.76) tenglamaning chap va o‘ng tomondagi birinchi hadiari
aynapn bir-biriga teng bo‘ladi va ularni qisgartirib yuborish mumkin, v
holda quyidagi tenglamaga kelinadi:

mE fﬂli)gﬂf”} (x.0)= e, (W (5,022 (x,0). (8.77)

Hosil bo‘lgan (8.77) tenglamaning ikkala tomonimi chap
tomonidan v’ (x.)funksiyaga  ko‘paytirib, so‘ngra butun fazo
bo* }rlcha integrallanadi va quyidagi natijaga kelinadi: ~~ *~ 7

1S L[ gl ()=

= Z (r)f;»ﬁgi“ X OW (x, 0 (x, r)dzf

Olmgan (8.78) dag1 ifodaning o°ng tomownidagi yigiindida fagat bitta
7 =m ga tegishli bo‘lgan had saglanib goladi, chunki
0, n=m

J.}‘U'[ﬂ} l’U" (I)dl} {1

P
A A

(8.76)

Y (8.78)

(8.79)

, H=m
ifodalar o‘rinlidir.
(8.78) tenglamaning o'ng tomoni esa quyidagicha vozilishi
mumkin:
w,, ()= [y (00 (.0} (x,0)do =

v ‘ i N | ‘50
| = fwrg:]} (X)EHEJ" W (J:,f)%}iﬂ} (x)&' HEM dz,r = H}:nuercmm'r' - ( )

Bu yerda ¥, (¢) had orqali g‘alayonlanish operatorining matrik

elementi belgilanadi va bu had g‘alayonlanishning vaqtga bog‘lig
ko‘paytuvchisini ham o°z ichiga olgan matritsa elementidir. Shunday
qilib, (8.78) tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:
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a" t
o C’”() =2 L (88
bunda _ SRR
. Fi—FY
| | o

= | (8.82)

teng bo‘lib, £ energiyaga ega bo‘lgan statsiﬂnzi;lf_ holatdan E; statsionar
holatga o‘tishdagi chastotalarni ifodalaydi.

Olingan (8.81) dagi tenglamalar sistemasi aniq bo‘lib, o*zaro ta’sir
tasavvurdagi Shredinger tenglamasi deyiladi.

Hozirg: vaqtgacha hech ganday vyaginlashishlar to’g'risida gap
yuritilmagan edi. (8.81) dagi tenglamalar sistemasining yechimini hosil
quiish  matematik nuqgtayi nazardan beriigan Shredinger to'la
tenglamasini yechish bilan ekvivalentdir. |

Faraz qilaylik, (=0 ~vagqt momentida g‘alayonlanmagan
sistemnaning energivasini o‘lchash natijasida £, qtymaini olishga
erishildi. U holda r=0 vaqt momentida quyidagi shart bajarilishi kerak:

¢, {0)=1, ¢ {0)=0agarda p=m bo‘lsa. (8.83)

Vaqt o‘tishi bilan ¢, {r) koeffitsiyentlar ham o‘zgaradi va vaqtaing
keyingi momentlaridagi sistemaning energiyasi £, qiymatlarmi qabul
qiladi. Bunday hodisaning sodir bo'lish ehtimolligi lo, (*)} ga teng
bo‘ladi. Demak, sistema boshlang‘ich vaqt momentida k& holatda
jovlashgan bo‘lsa, u holda 7 >0 vagt momentida sistemani » holatda
topish ehtimolligi [c, (r]ilkattalikl{a teng bo*ladi.

Shunday gilib, fvaqt momentida £=£, holatda joylashgan
sistemani topilish ehtimolligi jc, (¢) kattalikka teng bo‘ladi. Shuning
uchun, ¢ vaqt momentiga kelganida £, holatdan £, holatga o‘tish
ehtimolligi | -

aOF T @84

| nrrr (f

bo‘ladi.

Ushbu bobning 8.1.paragrafida ishlatilgan A parametmi kirifish
maqsadga muvofigdir. Bu parametr yordamida g*alayonlanishni kiritish
yoki o‘chirish mumkin. U holda, (3.71) dagi to‘la gamiltonianni

253



F!=I;’ﬂ (x)+ll*f"(x,r) (8.85)
orgali yozish mumkin va ¢ {s) koeffitsiventlarni quyidagi yoyilmalar
orgali tavsifiash imkoniyati paydo bo‘ladi:

e, =c, " +Ac N+ A%+ (8.86)

Hosil bo‘lgan (8.86) dagi yoyilmalarni (8.81) dagi tenglamalarga
qo‘yib, quyidagicha ko‘rinishdagi ifoda olinadi: |

. (1) {1 (2
e R dc, +/gdcm g de, | =
' ot dt dt

_2[ O 4 e O 4 g2 O 4. ]’i - gient

Olingan tﬁnglamalammg chap va o‘ng tomondagi A ning bir xil
darajalarga ega bo‘lgan hadlarni tenglashtirilsa, quyidagi tenglamalarni
olishga muvaffaq bo‘linadi:

de @
L =0
di
de,V e
"h—“‘*? =2 ¢, W, " (8.87)
! H ) . ; ! N
(2) S
i ik d’cm _ C"{l} mesmmr B
dr ] ;‘
d{: f:.’.'f} . ' L H
ﬁ;; = 2{:”{ l}IK::nE o

Hosil bo‘lgan tenglamalar sistemasini navbatma-navbat yechish
natijasida izlayotgan c, (1) koeffitsiyentlarni aniglash mumkin.

Nolinchi yaqinlashishdagi tenglamalar sistemasining yechimini
(8.87) dagi tengliklarning birinchi qatori orqali aniglash mumkin.
Demak, uning yechimlari

C.I'ﬂ [ﬁ} = 6”’!”

bilan berilib, ¢, (:}kattalik izlayotgan ¢, (s} koeffitsiyentlarning
boshlang’ich vaqtdagi qiymatlari bilan mos kehshi kerak. Shuning
uchun bu koeffitsiyentlarni quyidagi ko‘rinishda tanlab olinadi:
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{m)

c, =1, C{“}_

0 agarda n#m  holsa, chunki ma’lumki =0 vaqt
momentida sistema £, energivaga teng bo‘lgan holatda joylashgan edi
(8.83 ga qarang). Shunday qilib, nolinchi yaginlashishida sistemamng
holati o‘zgarmaydi.
Birinchi  vaginlashishdagi  tenglamalar  sistemast  (8.87)
formuladagi ikkinchi qator orqali ifodalangan bo‘lib, un
Lde W
ih ;; =W, e (8.88)
ko‘rinishda yozish mumkin. Ajraluvchi o‘zgaruvchilardan tashkil
topgan bu tenglamalarni integrallash natijasida ushbu

cm['} (I)=._ijﬁf &' gt + Const (8.89)

Bk

yechimga ega bo‘linadi. Yugqoridagi hisoblashlarga  o‘xshash
hisoblashlarni  davom  ettirilsa,  keyingl  yaqinlashishlardagi
koeffitsiyentlarlarni ham anigtash mumkin.

Hisoblashlar natijasida (8.89) formula orgali olingan |'c,,..“'*(f){2 kattalik

birinchi yaqginiashishda ¢>0 vaqt momentida sistemani m holatda
topish ehtimolligini aniglab beradi, agarda boshlamsh (=0 vaqt
momentida sistema & holatda joylashgan bo*isa.

Masalan, hisoblashiar natijasida ikkinchi tartibdagi yaginlashishda
izlanayotgan ¢, koeffitsiyenti uchun yechim quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi:

(*} ; Zkl‘ J‘ ’ erw.ﬂ-rﬁ.kﬂ} (r)dr (8.90)
(8.89) va (8.90) integrallarda chegaraiarni tanfanishi, go'yilgan konkret
masala shartlariga bog‘ligdir. Masalan, g‘alayonlanish muayyan chekli
vaqt oralig'idagina ta’sir gilishi mumkin. Galayonlanish ta’sir qilishdan -
oldin sistema diskret spektrning & holatda joylashgan bo‘lsin. Keyngi
vaqt momentida sistemaning holati

wm {x5 I) = 2 C.h?r (I)‘P‘k (I)
£

funksiya orqali ifodalanib, birinchi yaqinlashishdagi koeffitsiyentlarning
ko'rinishi quyidagicha bo‘ladi:
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D=L e )

~ 8.91
—1+cM“}=——~fW“dr (851)

(8. 91) dagi integral chegaralari shunday tanlab Gllngankl bunda £ o
da hamma ckm( }koefﬁtmyemlar nolga ay].cmam

*

8.6. Vaqgtga bog‘liq bo'lgan g*alayonlanishning ta’siri nat'ijasidia.gi. '.
o‘tishlarning ehtimoHiklari

Ushbu  paragrafda  W(xz). vagtga bogiliq bo‘lgan
galayonlanishning ta’siri natijasida tekshirilayotgan sistemaning £,
kvant holatidan £, kvant holatiga o*tishi ehtimolligi hisoblab chigiladi,

G‘alayonlanish ¢ <0da va /1 >7 vagt momentlarida nolga teng bo‘lsin. U
holda r=T vaqi momentida birinchi yaginiashishdagi <! {-)amplituda
uchun (8.88) formuladan quyidagt formulaga ega bo‘linadi:

i fEi]

62) fW (Z‘ e, rdzr-- IW (?‘ W ~dr, m#n, . (3.92)

Olingan (8.92) dagi ¢!’ ifodasining ma’nosini aniglab chigaylik.
Berilgan W (x.r} g*alayonlanishni Fur’ye integraliga yoyish natijasida

W (x.t)= jw(x,w)e—wdm L B9

lfndaga ega bﬂ‘hnadl Fur’yve teoremasiga asosan qu}ﬁdag’i tenglik
o'‘rinlt bo*ladi:

w(x, r)—~——- f W (x,w)e dw, - (894)

U holda (8.91) dagi galaynnlamshnmg matrik eiempnﬁ (8 92) ni
hisobga olgan holda, quyidagicha yozish mumkin: "
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T, 0)=f¥ (A)W (5.0), (x)dle =

. .-_}::.. . : -: II -; Le_;ﬁ;rdw:[a%; (x) W (I,L’Z’) ;51’:, (I) dr'f = .. - (Jg‘lvng)

HM

= [ e

(8.95) mtegraidagi w, (o) kattalik ® chastotaga ega bo‘lgan Fur’ye

komponentasining matrik elementi bo‘lib, unga Fur'ye teoretmasi
qo‘llanitsa,

w,,(0)= f (t)e™dr - (8.96)

integralga kelinadi. Olingan tenghkm (8.91) dagi integral bilan
solishtirilsa,

2
Ci:} = E Wmn (mama ) (89?)
natijaga kelinadi. Demak, (8.84) va (8.97) formularga asosan, E
statsionar holatdan E, statsionar holatga o‘tish ehtlmolllgml quyidagi

formula orqgali ifodalash mumkin:

p, =
k-

W, (@, ) (8.98)

Juda muhim natijaga ega bo‘lindi. P, #0 bo‘lishi uchun %, {o,,)#0

bo‘lishi shart, ya'ni £, sathdan E,sathga o'tish mavjud bo‘lishi uchun
ta’sir etuvchi g‘alayonlanish spektrining ichida @, :E(E"*-E”)
chastotaga teng bo'lgan chastota albatta mavjud bo‘lishi kerak.
Boshqgacha ayiganda, o‘tish jarayoni rezonans xarakterga ega bo'‘lib,

kvant sistemasi esa ,, Bor chastotalariga teng bo‘lgan xususiy

chastotalt ossillatorfarning  to‘plami shaklida garash mumkin.
(’zgaruvchan tashqi g atayonlanish ta’sirida sistemadagi fagat shunday
ossitlatorlar uyg‘onish holatiga keladiki, ulaming chastotalari
g*alayonlanishda ishtirok etuvchi chastotalar bilan mos kelishi kerak.
Shunday qilib, sistema g‘alayonlanish ta’sirida dastlabki statsionar
holatdan istalgan boshqgasiga o‘tadi. QOlingan (8.98) formula diskret
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spektr sodir bo‘ladigan oftishlar uchun keltirib chigarilgan. Ammeo,
uzluksiz spektr holatlari orasida g'alayonltanish ta’sirida beradigan
o‘tish ehtimolliklarini hisoblash uchun keltirib chigariladigan formulaga
olingan (8.98) ifodaga nisbatan bir gator o‘zgartirishlar kiritish lozim.
Uzluksiz spektr holatlarini aniglovehi va shuning uchun ham uzluksiz
qiymatlar gatorimi qabul qiluvchi kattaliklar to‘plami & harf bilan
belgilanadi, do belgisi osttda esa, shu kattaliklar bo‘yicha
differentsialni  tushumnish  darkor. Masalan, erkin zarrachalar
inpulslarining 2.F,.,F, komponentlarini & kattaliklar sifatida olish

mumkin. Mazkur holda bu zarrachalarning to‘lgin funksiyalari v, (x)

bo‘lib, energiyasi ham shu parametrming funksiyasi bo‘la oladi, ya’'ni
E=FE{0) bo‘ladi. U holda, (8.75) formulada diskret spektrning holatlari

bo‘yicha olingan summada uzluksiz spektr holatlarini ifodatovchi
integral ham paydo bolads, va'ni
En @)

;ﬂ(.x,r) = Z c, (r);y (x)e-j " f c, (r) ¥, (x)e_r_"’_,da‘. {8.9%)

Zarrachalaming to‘lqin  funksiyalari & - funksiyaga impuls
bo‘yicha normalashtirilishi kerakligi hisobga olinsa va barcha
hisoblashlamni (8.72) dan boshlab (8.89) gacha hisoblab chigilsa,
quyidag: natijaga kelish mumkin:

y i B E,
& (ty=—[W, ()e * dr (8.100)
_ ihe, .
bunda S
W ()= [ws (X)W (x.00w, (x)dx (8101

bo‘ladi. Sisteina boshlang‘ich wvagtda £, energival: holatda
jovlashganligini hisobga olish kerak.

Faraz qilaylik, #{x,) galayonianish vaqgiga nisbhatan
monoxromatik ravishda o‘zgarsin. U holda, .
W{x,)=W(x)e™+W {x)e™ " - (8.102)
yozish mumkin va S

| W ()=W, e +W ™ {(3.103)
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.

bo‘lih, ¥,

. va W, kattaliklar W (x,f) ning Fur’ye komponentlari matrik
elementlart deyiladi. (8.103} formulam (8.100) ga qo‘vilsa va vagt
bo‘yicha integrallansa, guyidagi natijani hosil qilish mumkin:
0 1 E‘i{m“’” +ar )t -1 E:’{w(_,,,*cv}r _
")=—|W +W, — + ,
B L L ot (8.104)
Integraining quyi chegarasi esa boshlang‘ich shartga mos
holda,ya’ni r=0 da c'{(s)=0 bo‘ladigan qilib tanlab olingan. Agarda

E{o)>E, bo'lsa, u holda atom maydon energiyasini yutadi, va’ni
yutilish hodisasi ro‘y beradi, Agarda E{c}<E, bo‘lsa, u holda atom o'z
energiyasini maydonga berib, majburiy nurlanish sodir bo‘ladi. Birinchi

holda®,, :%(E"‘ - E,} musbat kattalik bo‘lsa, ikkinchi holda esa ushbu

kattalik manfiy qiymatlarmi qabul qiladi. Yugorida gayd etiigan har
ikkala jarayonmi hisoblashda (8.104) formulanmg o‘ng tomonidagi
tkkita haddan birortast hisobga olinmasa ham bo‘ladi. Keyinchalik
yutilish hodisasi ko‘rib chigiladi, shuning uchun olingan formulada
w>0,F{a)>0vaE, <0 bo'lganligi sababli, birinchi hadning giymati
juda kichik bo’ladi va fagat ikkinchi had bilan chegaralaniiadi. U bolda,
{8.104) formulaga binoan

I I ¥ _
CiJ({):... 'er E ---------- —_— o - {8105)

natijada ega bo‘linadi. Cfxl] (t) kattalik modubning kvadratini

cy (I)[z =’ -c =—1"W9r I 2{1-cos(er, ~o)] =

hz (mccn _m)z .
1 sin” 1—(f-’ﬂ*m,,,—«fﬂ' 4 (_8.106).
: 2 2 T 7
=27 Wanl T w1 (B, |
H(mm: - {2}

hisoblash orgali o‘tish ehtimolligini ifoda gqoluvchi kattalikka ega
bo‘linadi, bunda
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sin® Br ..
ﬂfﬁjf e - '

o . A el Lo - 5 .
Lty SN U

P %(“’?? -).f (B.1)=

belgilashiar kirmlgan
Ko‘p hollarda, ¢ vaqt katta bo* Igamdagma |t (:)[ kattahkmng

qiymati amaliy jihatdan muhim ahamiyatga egadir. Buni aniq ko‘rsatish
uchun  f—eo da f(B,r) funksiyaning o‘zgarishini ko‘rib chigaylik.
B =0 bo'lganida va + —»e da s{B8,/)—0 bo‘ladi. Agarda $=0 bo‘isa,
A (0,3)=-;r- bo‘ladi va ¢ ortishi bilan 7{B8,/) funksiva cheksiz orta

boradi. Shunday qilib, barcha 3 lar bo‘yicha 7 (B8.r) integrallansa,
J'Stn Bt __lTanlx RS

. de=1

ni hosil gilinadi. f (}3,:) funksiyaning xossalarini 9 - funksiya xossalari
bilan taqqoslansa, ulammi aynan bir-biriga o‘xshashliklari paygaladi.
Demak, fi?ﬁf (B.f) bo'lganida O - funksiyaning konkret shakilaridagi

bitta mumkin bo‘lgan ko‘rinishini ifodalaydi va shuning uchun
quyidagiat yozish mumkin:

. Sin' Bt ‘
()=o)
I-—}ﬁ'b jrﬁ .
Hosil bo‘lgan ifodani (8.106) formulaga qo‘yilsa va & - ﬁm]ﬂl%ﬂmg
xossalandan foydalaniisa, quy1dag1 natljaga ega bo'linadi: = . ™
{rJ _ &}qu—m — -
OGN =y | w2
'?-. e lﬂff ] ﬁl [ @n ( 2 )
| . (8.187)
, W 2 : &
" Z{FIWmI J(EQ—E:I:MH-}?&))I.
T
._-i*.k '

8.7. Yorug‘likning vutilishi va nurlanishi

Zarrachalarning elektromagnit nurlanish maydoni bilan o°zaro
ta’sirining to‘la-to'kis mnazariyasini kvant mexanikasi doirasida
mukammal hal etish mumkin emas. Lekin elektromagnit maydon
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nurlanishi bilan kvant sistemalari orasidagt o‘zaro ta’sir orqali kelib
chigadigan energiya va impuls saglanish qonunlari asosida varatilgan
Eynshieyuning nurlanish nazariyasiga tayangan holda, bu sohadagi bir
gator masalalarni hal etish mumkin. Demak, kvant o‘tishlar
nazariyasidan foydalangan holda, uyg‘ongan holatga yoki uygongan
holatdan quyi holatiga otishining ehtimolligini hisoblash mumkin.
Birinchi holda atomning energiyasi £, - £, kaitalikka ortadi, agarda E,
dastlabki holat energivasi, E, esa uyg‘ongan holatning energivasini
ifodalasa, ikkinchi helda esa xuddi shun kattalikka atomning energiyasi
kamayadi. Birinchi holda £, —E, qo‘shimcha energiva elektromagnit

nurlanish mayvdonidan olingan bo‘lib, yorug‘likning yutilish hodisasini
tavsiflaydi, ya'ni yorug'lik ta’sinda atom E, holatdan £, holatga o‘tad:.
Kvant mexanikasining qonunlari o‘rinli bo‘lishi uchun £ -E,
energivalar ayirmasining qivmatt tushayotgan vorug'lik kvantining A
energiyasiga teng bo‘lishi shart, ya’ni Borning chastotalar shartlan
bajartlishi kerak:

ho=E, -E, (8.108)
Kvant o*tishlar nazariyasidan ma’lumki, bu tenglik o‘rinli bo‘lishi, ya'ni
E, —E, o‘tishlari mavjud bo‘lishi uchun tashqgi ta’sir etuvchi spektr

ichida o=-= - - =@, chastotaga teng bo‘lgan chastota qatnashayotgan

bo‘lishi lozim, Biz gqarayotgan holda bu quyidagicha ifodalanadi:
atomga tushayotgan yorug‘likninng spektri ichida € =R® energiyaga
teng bo'lgan yorug‘lik kvanti albatta bo‘lishi kerak, ya'mi:
e=hw=E ~E
bo‘lishi shart. L
Ikkinchidan, vagqtga garmonik ravishda bog‘liq bo‘lgan @,
chastota gatnashayotgan g‘alayonlanishning qismi orqali £, —E,
o‘tish amalga oshadi. Shunday qilib, agarda tushayotgan yorug‘likni -
monoxromatik to‘lqinlar yoyilmasi sifatida qaralsa, u holda £, —E,
o‘tish to‘la amalga oshishi uchun bu yorig‘likda albatta ®,, chastotah
to‘lgin va unga tegishli bo‘lgan € =%a, energiyali kvantlar mavjud
bo‘lishi kerak. Agarda atom yorug‘likning ta’sirida uyg'ongan E,
holatdan £ holatga o‘tadigan bo‘lsa, u holda nuslanish hodisasi ro'y
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beradi. Bu hodisada energivaning saqlanish gonuni o‘rinli bo‘lishi
uchun €=F,-E,  energiyvali yorug'lik kvanti nurlanadi. Bunday
o‘ttshlarning ehtimolliklarini hisoblash ham mumkin bo*ladi.

| Shunday qgilib, kvant mexanikast asosida, yorug‘likning yutitish
yoki nurlanish ehitmolligini hisoblash mumkin. Bu masalant hal etish
uchun avvalgi paragrafga binoan tushayvotgan yorug‘lik ta’sirida biror
kvant sathdan ikkinchi kvant sathga o‘tish ehtimolligini hisoblash
kerak. Demak, atomdagt optik elektron bilan vorug‘lik orasidagy o‘zaro
ta’simni aniqlash kerak. Atomga tushayotgan yorug‘likning elektr
maydon kuchlanganligi vektori

g(x,t)=¢,cos{@,) (8.109)
ko‘rinishda be‘lsin, ya’'ni atom ichidagi fazoning barcha nugtalarida bu
kattalik bir xil giymatni gabul giladi. Atomning o‘lchmlari tushayotgan

vorug‘likning to'lgin uzuniigidan ancha kichik bo‘lish sharti keng
oraligda o‘rinlidir. Xususan, ultrabinafsha va ko‘rinadigan yorug‘hiklar

uchun A >>10" sm (a =107 sm) bo‘ladi. Atom ichida yorug‘likning

vagtga bog‘lig bo‘lgan elektr maydoni ta’sir etadi va bu ta’sir atomning

butun o‘Ichamlari ichida bir xil qiymatga egadir. Bunday vaqtga bog‘liq
bo‘lgan elektr maydonni quyidagicha beigilab olinad;:

s=¢e{1). (8.110)

Yuqorida qilgan mulohazalarga asesan, (8.110} dan foydalanib,

yorug‘likning elektr maydoni bilan elektron orasidagi o‘zaro ta’sir
ifodasimi kirittsh mumkin. Agarda maydonmng skalyar potensiali

@{r,7)=—sr

bo‘lsa, u holda r nuqgtada joylashgan elektronga ta'sir etuvchi kuch
funksiyasi

W{r,1)=—e@=+e(s,r}=—eD (8.111)
bo‘ladi. Bunda D=-er elektronning elektr mowmentini ifodalovchi
kattalikdir. Endi birlik 1 vektori kiritilsa va E(f ) le (f ) bo‘lsa, u holda
{8.111) ni quyidagicha yozish mumkin: |

W (e, t)=~e()-(D). (8.112)
Shunday qilib, w(r,f) to‘lqin funksiyasi uchun Shredinger tenglamasi: -
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ko‘rinishda bo‘ladi va W(r,z) kattalikmi g‘alayonlanishni ifodalovchi

kattalik deb qarash mumkin.

Qaralayotgan masala tushayotgan vomg'lik ta’sirida atom
E{y=vy,) kvant holatidan E,(v=w,) kvant holatiga o‘tish
extimolligini hisoblashdan iboratdir. Bu masalada yoruglik ¢ = @ vaqt
momentdan boshlab ¢ = T vaqt momentigacha atomga ta’sir etadi.
Agarda T vaqt yorug‘lik to‘lginfarining tebranish davridan ancha katta
bo‘lmasa edi, u heolda wvaqtni bunday cheklash tushayotgan
yorug‘likning spektral tarkibiga bog'liq bo‘lmasdi.

(G‘alayonianish nazariyasiga asosan £, stasionar holatdan E,
stasionar holatga o‘tish ehtimolligi (8.96) formula orgalt beriladt va bu
formulani qo‘ilash uchun avvalo w, (r) ni hisoblash zarur. (8.111) dagi

kattalik hisobga olinsa, (8.94) formulaga binoan,
Hr;:m ('F) = jllur:rW (r?f)urndv =

=—¢(t) [y, (IDW,dv =-¢(1)(1D,, )

teng bo‘ladi. Bu formulada D,, elektr moment vektorining matrik
elementi bo‘lib, uning komponentalarini quyidagi ko‘rinishda yozish -
mumkin; e L -

Dy e )
D, =—ef yyy,dv,
D =—e f ;ﬂ;z;é:?dﬂ.J

Shunday qilib, tekshirilayotgan kattalik uchun quyidagi
W?‘Hﬂ (ﬂjﬂﬂi‘) = __E (mﬂﬂi ) (1 Dl‘?m ) (8‘ I‘ 16)

tenglik o‘rinli bo‘lib, &{s,,) kattalik orgali ®,, chastotaga tegishli

(8.114)

L

C@119)

bo‘lgan £(7} ning Fur’ye komponentasi belgilangan va uning giymati

. ] K — i, IT L |
E(mm)=5;je(r)e ‘ﬂmdz:Ejs(r)e “eldi T (8.117)
e 4

ga teng.
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Umuman olganda, nurlanish hodisasiga nisbatan kvant sisternani
garmonik tebranuvchi dipollar to‘plami bilan ifodalab, bu ossillatoriar
to‘plamining barchasini  elektr momeitining matrisasi orgali tassavur
qilish mumkin, ya'ni

D, D, ... D™
1 D(r)=| D, ™ Dy, D, e (8.1{8)
| D, e D et D gt ] o
bo'lib, uning chastotalari esa _' N N
o =Lh T gy

kabi aniqlanadi. Ular ham quyidagi matritsani tashkil etadi; .

w
IS

@ 0 . w., - R .'
: m — ' 21 ) in ‘ ) : '-'.'ifi-'..'_'a‘ N L.”.-.: (81 }_8”)
mm!mmz e wimi

D(s) matristaning D

LI

(r) diagonal elementiari vagtga bog'liq emas,
chunki @, =0 bo'lib, ular » — kvant holatda joylashgan atomning

o‘rtacha elektr momentini ifodalaydi. Diagonal bo‘lmagan clemenilar
esa atomming nurlanishini ifodalab, Bor chastotalariga teng bo‘lgan
chastotalar bilan tebranadi.

Shunday qilib, (8.114} formulani (8.98) formulaga qo‘yish
natijasida £, holatdan £, holatga o‘tish ehtimoiligini lusoblash
mumkin, ya’'ni:

2

.-

ik

4“: e (@, ) D - (8.119)

gei .teng bo‘ladi. Kvant mexanikasiga doir darslikiarda }E(w,,,, )ig

kattalikning qiymati hisoblab beriigan, ya’'ni elektr maydoni Fur'ye
komponentasining kvadratini T vaqt mobaynida oqib o‘tgan energiva
migdort orqall ifodalash mumkin. de chastota intervalida 1 sm
yuzadan o‘tgan energiya migdonni £{wm,,) bilan belgilansa,

E(w,,)=cle (m)[2

v
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natyjaga ega bo‘lmadi. U holda,
41'.:

i 1HF

mum) o _ I' (8119})
- e
1f0da hosil gilinadi. Oqib oftgan energiya mlquI‘l E{w,,}) esa o'z

navbatida chastotaning birlik intervaliga to‘g‘ri kelgan p{w,,)
nurlanayotgan energivaning zichligini ¢ - yorug‘lik tezligiga, hamda T ~
energivaning o‘tish vaqtiga ko‘paytmasiga teng be‘ladi, ya'ni:
Elw,,)=pl@)cT. (8.120)
Yugoridagl (8.119" va (8.120) ikkala forimulaga asoslanib birlik vagt
ichida £, holatdan £, holatga p, (w,)o'tish ehtimolligi hisoblash
mumki, buning uchun (8.119") formulada £, (@, )} ni yorug‘likning
ta’sir qiluvchi T vaqgtga bo‘lish kifoya giladi, u holda "= +7
pmn—4; |IDM plw,,) C e (8121

natija olinadi. Agarda D,_ elektr moment vektori va 1 yorug'hik

R

maydonining polarizatsiya yo‘nalishi orasidagi burchakni ©,, orgali
belgilansa, p..(w,,) kattalik uchun quyidagi natijaga kelinadi:

P = f;i D, | cos’®,, p(mm]. (8.122)

Ushbu formula yordamida o‘tish ehtimoliiklarini hisoblasli mumkin
bo‘lib, qaralayotgan atom sistemaning xossalari bilan aniglanadigan D,

elektr moment matritsasini bilishning o‘zi kifoya.

8.8. Dipol nurianishi uchun tanlash qoidalari

Avvalgi paragrafda ko‘rsatildiki, tashqi elektromagnit maydon
ta’sirtda o'tish hodisalarining ro‘y berilish ehtimolligt kiritilgan D,
elektr momentlarining giymatlarini nolga teng bo‘lmastigiga bog'ligligi -
aniglangan edi. Aslida garaganimizda, ushbu matrik element
holatlaming ko‘p kombinatsivasi uchun nolga teng bo‘ladi va bu
hollarda berilgan holatiar uchun o‘tish ta’giqlangan bo‘lib, uning
ehtimolligi nolga teng bo‘ladi. Masalan, ikkala £ va £, holatlarning

mavjudligiga qaramasdan, yorug‘lik ta’sirida E, holatdan £, holatga
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o‘tish amalga oshmasligi ham mumkin, tegishli bo‘lgan ®,, chastotal
yorug‘lik na wyutiladi va na nurlanadi. Fagat muayvan hollardagina
matrik element noldan farqli bo‘lisht mumkin va bunda holatlar orasida
o‘tish ehtimolligi sodir bo‘ladi. Bu o‘tishlar taqiglanmagan o‘tishlar deb
nomlanadi va D,, kattahk o'tishning dipol momenti deyiladi.
Elektromagnit nurlanish vujudga kelishi uchun atom holatining
nurfanishgacha va nurlanishdan keyingi kvant xarakteristikalasgi, tanlash
qoidalari deb ataluvchi goidalarga bo‘ysinishi kerak. Boshgacha
aytganda, gandaydir qoidaga binoan £, = E, barcha mumkin bo‘lgan
o‘tishlardan, amalda fagat bir nechiasigina sodir bo‘ladi. Bunday tanlash
goidalari kvant mexanikasi paydo bo‘lishidan avval, spektroskopiva
sohasida zlantshlar olib boruveh: tadqigotchilarga ma’lum edi. Faqat
kvant mexanikasi asosida keltirib chigarnlgan o‘tish ehtimoiliklari uchun
formulalar negizida yuqorida gayd etilgan tanlash goidalarining kelib
chiqish sababi aniqland:. Ma’tum bo*ldik:, tanlash qoidalari xususiy
funksivalarining ortogonalligiga bog‘ligdir. Kvant mexanikasida tanlash
qoidalari fabily ravishda vujudga kelib, kvant o*tishlarining tagiglanish
yoki tagiglanmasligini ifodalaydi. Endi muhim hollar uchun D,
matrisalarning xususiyatlarini tekshirib, hamda yorug‘likning yutilishi
va nurlanishi uchun tanlash qoidalarini keitirib chigamiz.

A. Ossillyator uchun tanlash qoidalari

Zaryadi e ga, massasi m ga va xususty chastotasi @, ga teng bo‘lgan
garmonik ossillyator bertlgan bo‘lsin. Ma’lumii, bunday ossillyatormng
E  kvant sathlari

En=ha)a(n+%} 1= 0,1,2,3,

formula orgali aniglanadi. Elektr momentning mairik element]an esa
quyidagiga teng bo‘lishi kerak: -

D =ex & =ey o™ (8.123)

L) T i

bunda x,, Kkattalik koordinata matritsagsining elementlaridir. 6.4-

paragrafda ushbu koordinata matrisasini hisoblab chigib, uvning
elementlari m=rtl lar uchungina noldan fargh bo‘lishi ko‘rsatilgan
edi. Shu mulohaza asoslanib, garmonik ossillyator uchun tanlash
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goidasini keltirib chiqarish mumkin: agarda m=n+l bn‘lganldagma
D, =0 bo‘ladi, ya'ni

.¥.\|
.

D #0 | m=p+l coTde 5.124
Tegishii chastotalar esa o __
mmn =a)ﬁ(m_n)=im{} . T (8125)

teng bo‘lib, garmonik ossillyatorning xususiy chastotasiga teng bo‘ladi.
Agarda Dy=ex,=e li, " kabi belgilash kiritilsa va (4.89) formuladan

foydalanilsa, Geyzenberg tassavurida D(:} matritsam quyidagicha

vozish mumkin;
( . | T L 3
- o . DUE-':%I - - 0 0 o
| De"‘*"\/z 0 De“‘*ﬁ\/g 0 L',
- D= N2 - “ N2 (8.126)

0 - D{,Em‘r \/-E— 0 : J’Dﬁ,ﬁ‘m"r \/E
2 ~ 2

Shunday qilib, muhim natijaga kelinadi: garmonik ossillator fagat
o‘zining ®, xususiy chastotasiga teng bo‘lgan chastotali yorug‘likni

yutishi yoki nurlantirishi mumkin.

Atomdagi elektron uchun tanlash qoidalari = 1
Ushbu qismda markaziy kuchlar maydonida harakatlanuveh
elektronaing elektr moment: matritsasini tekshirib chigiladi. Bu holda
kelib chigadigan ikkita tanlash qoidasini hisoblash mumkin, ulardan biri
! orbital kvant soniga tklkinchist esa m magnit kvant soniga bog‘liq
bo‘ladi. Statsionar holatlaming to‘lgin funkstyalarn ma’lum bo‘lgan

W"‘!’" (r’e’{p) = Rm‘ (F)F:m (CDSQ )ef”ﬁ?

ko‘rinishga ega bo‘ladi. (8.122) formuladan ko‘rinib turibdiki, ushbu
berilgan to‘lgin funksivalarga nisbatan eclektr momenti matritsasini
hisoblash yetarlidir. Agarda bu matrik elementlar nolga teng bo‘lsa, u
holda o‘tish ehtimolliklari ham nolga teng bo‘ladi va natijada shu
o‘tishga tegishli bo‘lgan spektral chiziq tajribalarda kuzatilmaydi.
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Qaralayotgan masala markaziy simmetrik maydonda  sodir
bo*layotganligi sababh, masalaning shartlartga binoan dekart koordinata
sistemasidan sferik koordinata sistemasiga o'1ish maqsadga muavofigdir.
Bu holda
x=rcos@sinB, y=rsingsind,z=zcosf

teng bo'lib, tegishli ikkala statsionar holatlamni ifodalovchi kvant
sonlarini mos ravishda Z,m val,m orqali belgilanadi. Endi (8.115) da
berilgan matrik elementlarini sferik koordinata sistemasida qaytadan
yozib chigiladi hamda cos¢,sin¢ funksiyalar o‘rniga ularning

e+ ¥ e
,Sin@ =

COs(p =
¢ 2i

kabi eksponensial ko‘rinishdagi ifodalari bilan almashtiriladi. (8.115)
formulaga w, va w,funksivalarining oshkor ko‘rinishda berilgan

givmatlan go‘vilsa, quyidag: ifodaga kelinadi:
0 x iz
Y _“_E 1. o 2 a{nfunHE]cp :'(ml—m—l}lp
D = 5 :;.[ RR. v df!ﬁ £ sin chﬁ_j{e +e dg

D :_5 [RR P B B sin’ adej'[e‘['” ey "”‘])‘”]dqo (8.127)
iy ! b '

¥, g 2a .
D:"' = _ngnERf,'f'rgdrf P;WPIF] Sin ﬁﬁ{}s ﬁdﬁf gi{m _m}pdj‘ﬁ.
] G 5

Yuqorida clingan formulalarga asoslanib, kvant sonlari uchun
tanlash goidalann keltirib chigarish mumkin. Magnit kvant soni uchun
shartlarm1 aniglash qiyin emas, Shu magsadda D), ni hisoblanadi.
Ushbu kattalikdagi oxirgi - o

Tirsg

1}

integral noldan fargli bo‘lishi uchun, # =m bo*lishi kerak. Shunday
gilib, birinchi tanlash qoidasi hosil gilinadi: .

Am=m -m=0, (8.128)

Shu vo'sindagi mulohazalarnt (8.127) ifodadags D), vabD)

kattaliklar uchun qo‘llanilsa, ularning oxirgi integral ostidagi

cksponentalar ko‘rsatkichi noldan fargli butun sonlarga karrali bo‘lsa,
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integral natijasi nolga teng bo‘ladi. Ushbu matrik elementlar noldan
fargli bo‘lishi uchun va nurlanish yuz berishi uchun eksponentalar
ko‘rsatkichi
m-m+1=0 yoki m~—m—1=0
shartlardan birini qanoatlantirishi kerak. Bu tenglamalarni quytdagicha
umumlashtirish mumkin:
Am=m-m==1. (8.129)

Yuqonida olingan (8.129) ifoda m magnit kvant soni uchun
ikkincht tanlash qoidasini beradi. Demak ummmy holda m magnit
kvant soni uchun tanlash goidasi P e
Am=0,*%1. (8.130)
shartdan iborat bo'ladi. R

Ikkinchi, ya’ni 7 orbital kvant soni uchun tanlash qoidasini keltirtb
chigarish uchun (8.127) formuladagi D;, kattalikni hisoblash kifoyadir,

(8.128) ga binoan m =m bo'lishi shart, U holda 0 bo‘yicha integralni
quyidagi ko rmlshda yozish mumkan:

f cos 8B (cos )P (cos #)sin 8. (8.131)

i
Ushbu integralda yangi x =cos8 o‘zgaruvchi kiriiilsa, u holda bu

{
integral J xB" (x)F" {x)dx

N‘J‘

ko‘rinishga keladi. Shar funksiyalar nazariyasidan ma’lumki, F", £ va

P}, ketma-ket funksiyalari uchun quyidagi rekurrent formula o‘rinh
bo‘ladi:

[+m {—m+] e
Pm x})=—P ' (x}+———F {x}) (8.132)
(x)= 20+1 " ) 21+1 )
P" . Lejandr funksiyalarining ortogonalligi hisobga olinsa,

ko‘rinib turibdiki, (8.131) integralga {8.130) ifodani go‘vib, integrallash
bajarilsa, u noldan farqii bo‘lishi uchun
I —1=+1
shartnt qanoatlantirishi kerakligi kelib chiqadi.
Shunday qiltb, 7 orbital kvant soni uchun tanlash qoidasi quyidagi
ko‘rimshda bo‘ladi:
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., Al=zx) (8.133)
Endi » bnsh kvant soni uchun tanlash qmdalan ko 1ib chlqﬂadl
(8.127) dagi

f RR.Pd i
Y

integrallarni hisoblashdan shu narsa ayon bo‘ldiki, A/=2! tanlash
qoidalari o°rinli bo‘lganida, An=n —# bosh kvant sonining o‘zgarishi
ixtiyoriy ko‘rinishda bo‘lar ekan, (8.134) integral noldan farghi bo‘ladi.
Shunday qilib, # bosh kvant soni uchun fanlash qoidasi mavjud
bo‘lmaydi, u faqat ixtiyoriy karrali sonlarga o*zgarishi mumkin.

8.9.VIII bob ga oid savol va masalalar

G ‘alayonianish nazaviyasining mohiyati nimadan iborat?

2. Qaysi holatlarda g alayonianish  nazarivasidan  foydalanish
magsadga muvefig bo ladi?

3. Aynish bo ‘Tmagan hol uchun g alayonlanish nazariyasi metodining
sxemasi keltivilsin,

4. Birinchi yaginiashishda energiva va to'lgin  funksivasiga
tuzatmalarning ko ‘vinishi ganday bo ladi?

5. Ikkinchi yaginlashishda energiyaga tuzatmaning ko ‘rinishi ganday
bo ladi?

6. G 'alayonlanish wnazarivasidan fovdalanish uchun ganday shart
(tengsiziik ko ‘vinishida) bajarilishi kerak?

7. Avnish maviud bo lgan holda g ‘alavonlanish nazarivasining metodi
ganday ifodalanadi?

8. Kvant o ‘tish hodisasini izohlab bering.

9. Kvant o'tish ehtimolligi ganday aniglanadi?

10. Optik o 'tish deganda nimani fushunasiz?

11. Dipol o ‘tish deb nimage aytiladi?

12, Optik o ‘tishdagi tanlash qoidalarini asoslab bering.

13. Atom termiarint {fodalovchi | va m hvant sonlarini tagiglovchi
goidalarini sanab o ‘ting.

14, Yorug likning yuiilish spekiriaridagi va majburiy nur famshdag:

intensiviik nimaga bog ‘fig?

-



| IX bob IR T T
... KO'PELEKTRONLI ATOMLAR
- 9.1. Geliy atomi i
Elementlarning davriv sistermasidagi ikkinchi element - geliy
atonu bo*hib, ko'p elekironli atomlar ichida eng soddast hisoblanadi.
Chunki uning tashqi elektron gobig'i ikkita elektrondan tashkil topgan.
Geliy atomiming msbatan sodda ko'rinishiga qaramasdan klassik fizika
doirasida ham, Bor nazariyasi asosida ham uning nazariyasini yaratib
bo‘lmadi. Fagar kvant mexanikasi asosida ko‘p elektronli sistemalar
nazatiyasini yaratish imkoni paydo bo‘ldi. Birinchidan, sof kvant effekt
bo‘lgan almashuv bilan bog‘liq energiya effekti Bor nazartyasida
hisobga olinmaydi. Chunki bu energiya ko'p elekfronli atomlarda,
jumladan geliy atomida ham, muhim ahamiyatga egadir. 1kkinchidan,
Bor nazariyasida elektroniarning spini ham mutiaqo hisobga olinmaydi.
Tajribalardan ma'lumki, ko'p elektronli sistemalar uchun spin bilan
bog'lig bo'lgan effektlar varatilavotgan nazarivada juda katta
shamuyatga ega va bu effektlarni hisobga olgan faqdirdsgina ko'p
elektronlt sistemalaming barcha xususiyatlarini fushuniinsh nnkonryat
yaratiladi.

Avvalo geliy atominmg elektronlart uchun H — (Gamilton
operatorining ko‘rinishini aniglab olaylik. Geliy atomidagi sodir
vo‘layotgan o‘zaro fa'sirfarni ikki guruhga ajratish mumkin: geliy
atornidagi ikkita elektronning yadro zaryadi bilan kuchli Kulon o‘zaro
ta'siri va elektronlarni kuchsiz magnit o‘zaro ta’siri. Birincht guruhga
yadro va elektronlar orastdagi o‘zaro ta’sir kuchlari kiradi, ikkinchisiga
esa ¢lektronlarming spinlart orasida sodir bo‘layotgan hamda spin va
oroital  harakat bilan bog‘langan o‘zaro ta’sir kuchlant kiradi.
Elektronlarning o‘zare ta’sir energiyasi S

2 2 2 : o T

U:_zim?-ﬁ +i : S ‘ {91)

: d £ |
ko‘rinishda heo‘ladi. Bunda # var, — mos holda birinchi va ikkinch
elekironlarning koordinatalari, 7, - ikkita elektron orasigagi masofa.
(9.1) ifodani birinchki hamda ikkinchi gismlagi birinchi va ikkineh
elektronning atom yadrost bilan o‘zaro ta’sir energiyasini ifodalaydi,
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uchinchi had esa uwshbu ikki elektronning Kulon ofzaro ta’sir
energiyasini aniqlab beradi.

O’zaro ta’sir magnit operatori esa elektronlarning tezligiga,
jovlashgan holatiga va spinlariga bog‘hq bo‘lib, quyidagi ko‘rinishda
yozilishl mumkin:

W =W(S,,8,.1,1,,~ihV,,—iAV,) (9.2)

Endi ikkala elektonlar kinetik energiyasi hisobga olinsa, geliy
atomining to‘liq gamiltonianini quyidagi ko‘rinishda ifodalash mumkin:

U K B . 2e 288 & .
CH@,r,$,8)=——V - VI 224 F L |
(T 12, 5:5,) wn | 2m Y n R, (9:3)
Hosil gilingan (9.3) ifedada oxtrgl had atomdagi spekirtarning mulfiplet
strukturasi bilan bog'langan bo‘lib, Kulon o‘zaro ta’siriga nisbatan juda
kichik son orgali berilgan bo‘ladi. Shuning wchun, keyingi
hisoblashlarda bu had hisobga olinmaydi va (9.3} ming ko‘rinishini

R T e
IS S i

. 5 % 2° 2 & T
H(l'pfg)=~5;‘l?f*—?§—-—-————+-- o (9.4)

2im J hoo h

ifoda orgali aniglash mumkin. Shunday qilib, geliy atomining vadrosi
cheksiz katta massaga ega ba‘lib, go‘zg almas deb hisoblanadi va ikkita
elektronli sistema uchun Shredinger tenglamasi quyidagicha bo‘ladi:

A’ B, 28 2 &
2m 2m V2 hoon +ru V=BV ©-5)
Olingan (9.5) Shredinger tenglamasidagi Gamilton operatorida
spin operatorfart hisobga olinmasligi fufayli, to*la to‘lgin funksivasini
ikkita to‘lgin fumksiyalarining ko‘paytmasi sifatida garsh mumkin.
Ulardan biri elektronlarming og‘irlik markazi harakatini ifodalovchi
funksiya bo‘lsa, ikkinchisi ularning spinlariga tegishli o‘zgaruvchilarni
ifoda gilivehi funksiya bo‘ladi. Agarda spin o' zgaruvchilar sifatida oz
yo‘nalishdagi spin proyekstyalar tanlab olinsa, u holda geliy atomidagi
ikkita elektron uchun to'liq to‘lqin funksivani quyidagicha vyozish
mumkin: S -,

W 5.8) =) 8(5.5). . 6
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Bu formulada spinga beg'liq bo‘lgan to‘lgin funksiyasining gismi

S(s,.5.) orqali berilgan.

. Tapibadan ma’lumki, elektronlar Pauli prinsipiga bo*ysunadi.
Demak, (9.6) dagi to'lgin funksiyasi elektronlarning o‘rin
almashtirilishiga nisbatan antistmmetrik funksiya bo‘tishi kerak, va’ni

RIT(TI,I‘Z,S:],S::)=—l{,(f1,r=,.ﬂzi,;5'z?) (9.7)
(9.7) da kiritilgan B, o‘rin almashtrish operatori P va P ikkita
operator ko‘paytmasi shaklida benlishi mumkin. Bunda birinchj P:: -
o‘rin almashtirish operatonn ¥ var, elektronlarning og‘irltk markazi
koordinatalary o'rnini almashtirsa, ikkinchi ﬁ{i - operator S, val,

elektronlarning o‘rnini almashtiradi. Demak, (9.7) ifoda o‘riga
ﬁ;’z‘b(r: 2 by ) mS(S_-, rS.-I ): -d)(rl ¥y ) S(S:! ’ 5:2 ) (9 8)

formulani olish mumkin.

Hosil gilingan ifodadan ikkita imkeoniyat kelib chigadi: birinchidan

-. . F A

Bdmr)=+0@.n) . (9.9)
bo‘lsa, u holda L

Fi8(s, .8, )==8(s,.s.) (9.10)
a‘rinlt bo‘lads, tkkinchidan S

P, r)=-0(r,r) . (91D
bo‘lsa, u holda T

FiS(s, s, ) =+S8(s, 8. ) | (9.12)

kelib chigadi. Birinchi imkoniyatda koordinataga bog‘liq bo‘lgan
funksiya simmetrik funksiya, spinga tegishli funksiya esa antisimmetrik
funksiya orgali ifodalanishini bildiradi. Ikkinchi imkoniyat holida esa
aksincha, ya'ni koordinata funksiyasi antisimmetrik, spin esa simmetrik
funksiva orgali tfodalanadi. Demak, geliy atommi ifodalovchi to‘lqin
funksiyasi uchun ikki tipdagi to‘lqin funksiyalar hosil bo*ladi:

¥ =0 (r.r,) S,(s,.5. ), | (813
¥, =0 {r,n)S,(s5.,5.) 814
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Bunda s va a indekslar orgali stmmetrik va anfisimmetrik to‘lqin
funksiyalari belgilangan. Tajribalardap  ma’lum  bofldiki, geliy
atomining normal bholatida uning to‘lgin funksiyasi koordinatalar
bo‘yicha simmetrik funksiya va spinlar bo‘yicha antisimmetrik bo‘ladi.
Geliy atomining bunday holati parageliy deyiladi, to‘liq spin nolga teng
bo‘ladi va (9.14) to'lqin funksiyast bilan ifodalanadi. Agarda to'liq spin
birga teng bo'lsa, va'mi to'lqgmn funksiyasi koordinatalar bo‘yicha
antisimmetrik funksiya va spinlar bo*yicha simmetrik funksiya bo‘lsa, u
holda geliy atomi ortogeliy holatida bo*ladi.

9.2 Geliy atomining yaqiniashgan miqderiy nazariyasi

Geliy atomining kvant sathlarini hisoblash uchun (9.5) tenglamaga
murojaat gilinadi. Bu tenglamaning aniq yechimini olish mumkin emas,
shu tufayli mazkur masalani hal qilish uchun bir gator taqribiy usullar
ishiab chiqilgan. Bular ichida ma’lum bo‘lgan g‘alayonlanish nazariyasi
usulidan foydalanilsa, geliy atomt asosiy holat energiyast va to‘lgin
funksiyalarini hisoblash mumkin.  Yuqorida spinga bog‘lig bo‘lgan
o‘zaro ta’siv kuchlarmi hisobga olinmasa haqida gaplashgan edik. U
holda, (9.6) dagi ifodadan foydalanilsa, (9.5) dagi tenglamada $s,,s. )

ni qisqartirib quyidagi tenglamaga kelinadi:

W, ho_, 2 28 ¢
e )= EB(,L). (9.15)

o—
Zm Zm ; Kooty

-

Bu tenglamadagi H operatorni quyidagicha yozish mumkin:
Bir,e)= 8, (5,5 )+ Wi, )= B, )+ A, (6 Wi, ) (9.16)

ya'ni
: R, R, 2 2%
Hﬂ(rl,rz)—mzmi?i-zmvl— T .17
va . ...
i ez o :
M2

A,(r.r,) — operator ikkala elektronning o'zaro ta’sirini hisobga
olmagan holdagi yadro maydonidagi elektronlarning to‘la energiyasini
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beradi, Wir,) - operator esa elektronlarning o‘zaro ta’sir energiyasini
ifodalaydi, (9.15) tenglama g'alayon operatori sifatida qaralish
mumkin. Boshgacha aytganda, (9.18) o'zaro ta’sir energtyasim kichik
tuzatma deb gqarash mumkin va wnolinchi yaqinlashishda vyadro
maydonida elektronlar harakatini bir-biri bilan o‘zaro ta'sir gilmaydi
deb qarash mumkin, |
Qaralayotgan harakat Kulon maydonidagi harakat bo‘lganligi
sababli uning to‘lgin funksiyalari va kvant sathlari ma’lum. Birinchi
elektron £, energivaga ega bo‘lhb, v, (r) holatida joylashgan bo‘lsin,
ikkinchisi esa - E, energiya va v, (r,) holatda bo‘ladi. U holda E, +E,
energivaga tegishli bo‘lgan nolinchi vaqinlashishdagi to‘lgin funksiyani

y(n, ) ==y, (K, (1,) (8.19)
shaklida tanlab oltsh mumkin. Demak,

ﬁ{r{“ ) (1) = ﬁﬂ{r1)¢n (1), (1) + ‘r;rﬂ (r)g (v, (n)= | -.
= Enfﬂn{rl );&m {1‘2 ) + EMWH‘ [.r} );&m(rz }
ya’'ni
H, (.5, (1,1,) = (E, + E, W,(x,.1,) (9.20)
bo‘ladi. Shu bilan birga, £, + E,, energiva ikkinchi holatga ham tegishli

bo‘ladi, ya'ni bu holda birinchi elektron £, holatda, ikkinchisi esa E,

holatda bo‘lishi mumkin,
Bu holatning to‘lgin funksiyasi

Yo (r.r) ==y, (W {r,) T (g 2

ko‘rinishda bo‘ladi va (9.20) dagi i1fodaga o*xshash gquyidagi
ﬂn (r.rn 0, (0. 0) =(E, + E_ W, (n.x,) (9.22)

ifodani yozish mumkin.

Shunday qilib, g‘alayonlanmagan E +E, sistemaga birinchi va
ikkinchn elektronlar holatlarining almashuva bilan farq qiladigan
w, va y, ikkita holat tegishli bo‘ladi. Bu holda aynish holatiga duch

kelinadi. Gelly atomining nazariyasida uchraydigan bunday aynish
almashuv aynishi deyiladi. Demak, g‘alayonlanish nazariyasining
wmumiy qoidasiga binoan nolinchi yaqinlashishdagi to*lqin funksiyasi
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aynigan holatlarning superpozitsiyasidan tashkil topgan bo‘lish kerak,
va'ni

{b(rlrr1)=c|¥f’| (r:=r1)+ﬂz¢3(rr:rz)+ (9.23)

G‘alayonianish nazariyasining asosiy tenglamalaridan foydalanib,

g‘alayonlashgan sistemaning ¢ va ¢, amplitudalarini hamda E

energiyaga tegishli bo‘lgan kvant sathlari aniglanadi. Bizning holda ikki

karrali almashuv aynishi  mavjud  bo‘lganligi sababli quyidagi
tenglamalar o*rinlidir: e

E) +W, —E)+W,, c, =0 -
_ ( ” un )u 1z b2 - (9.24)
- WG H(E,, Wy~ Eje, =0 ‘
Bunda
E,=E+E, S (9.25)

bo‘lib, galayonlanmagan harakatning energiyasini beradi, W, %, W, va
W,, kattaliklar W g‘alayonlanish energivasining matnk elementlarini
ifodalaydi va (9.18) formula bilan aniglangan ed:. Bunda

pﬁ1=f¢l“pf’¢1dgfldyl, R (9.26)
o ;ﬂzzf%*pfrwzd?ﬁdz’z* ._ (9.27)

bo‘ladi va dv, = dudvdz,, dv, =dv.dv,dz, bo'ladi,
Gfalayonlangan sistemmaning E energiya sathiarim topish uchun
(9.24) tenglamalardan determinant tuziladi

1Wn*8 W, L=D S (9.28)

Wy W, - & o o
bunda )

e=E-E'=E(E+E) (9.29)

energivaga wvujudga keladigan tuzatmani ifoda giladi. Endi (9.26) va
(9.27) dagi matrik elementlarning ko‘rinishi aniglab olinadi. Bu
masalani hal gilish uchun (9.26) va (9.27) formulalarga v, va vy,
funksiyalarning (9.19) giymatlarini va {9.18) ¥ ning giymatini o‘rniga
qo‘viladi va quyidagicha natijaga kelinadi: o
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I Is:z),,(rl}['_[;fﬂ,,, Al

IIZ

dvde, =W, .- {9.30)

: Pﬂl :ezf;ﬂ:(\rl};ﬂm{rl};‘&n{rz)w;(rz)

¢t

dode,. (9.31)
Hisoblashiarni davom ettirib,

W, =W, =W;Z = W;I ' - ©19.32)
rit korsatish mumkin. Shu bilan birga

H‘;]:szz,r{’ s: FEE=W2I=A+. R (9.33)

A Ao,

belgilash kiritilsa (9.28) dagi determinantni
RN K-¢ A Lg T N SR { [ M
shaklida vezish mumkin va bu ifodadan Lo |
(K—eyY =4 S e

- e=Kxtd4 T (935
natija kelib chigadi. - T | L

Yuqorida kiritilgan yangi belgitashlarda (9.24) tenglamalar
sistemasi B '

-1
i

;e

| (K —£)e,+Ac, =0 L
(K=g)e,+ Ag, = 0} (936) .
ko‘rinishda ifodalanadi. Olingan (9.36) tenglamalarga (9.35) dagi €
=K+A4 ildiz go‘yilsa, ¢ =¢, natija olinadi. Agar tenglamalarga (9.35)
dagi ikkinchi € = K-4 ildiz qo’yilsa, u holda ¢, =—¢, natijaga kelinadi.
Demak, (9.23) yechim guyidagi ko‘rinishda bo‘ladi: g‘alayonlanish
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nazariyasim qo‘llash natijasida geliy atomining holatlan wchun
simmetrik va antisimmetrik to‘lqin funksiyalari mavjud bo*ladi, ularga
mos kelgan energiva sathlari ham aniqlanadi:

1
D (r,r)= —J——z—{;é; + ) E.=E +E, + K+ A4, (9.37)
1 , -
) tb{r(rl ’ri’):ﬁ(ﬁﬁ _-#)2)1 ‘E"a :‘En +Em +K_A . (9'38)

. I
Yuqoridagi ifodalarda 7 ko‘paytuvcht normallashtirish shartini

bajarish uchun kiritilgan.

Shunday qilib, K kattalik elektroniaring Kulon o‘zaro ta’siri bilan
bog‘liq energiyasini aniglab bersa, 4 kattalik esa elcktronlaming
almashuv energiyasini ifodalaydi. Demak, elektronlarning almashuvi
tufayli geliy atomida ikkita holat maviud bo‘ladi: @, - simmetrik va
O, - antisimmetrik holatlar, bunda @, to*lqin funksiya elektronlarming
spinlari garama-qarshi yo‘nalishda bo‘lgan holatni ifodalaydi va
parageliy holatini tavsiflaydi; @, to‘lgin funksiyasi esa elektronlarning
spinlarining yo‘nalishi parallel bo‘lgan holatni ifodalaydi va ortogeliy
holatim tavsiflaydi. Shunday qilib, almashuv energiyasi tufayli ikki xil
holat mavjudligi ketib chigdi: ®; simmetrik va ®, antisimmetrik
hotatlar.

Geliy atomining termlarini va optikaviy spektrlari tuzilishini
ko‘rib chigishdan ma’lumki, geliy atomining asosiy 'S, holatida
atomining ikkala elektroni ham 'S holatida joylashgan va Pauli
prinsipiga binoan ularning spinlari o‘zare garama-garshi ye‘nalgan
bo‘ladi. Demak, gelly atomining asosiy holati simmetrik funksiya
(parageliy) orqali ifodalamishi kerak. Bu holda w,=w, va &= 0
bo‘lishi lozim. Shunday gilib, gelly atomining quyi holati uchun yagona
vechimining ko‘nimishi va energetik sathning qiymati quyidagicha
ifodalangan bo‘ladi;

P11, ) =W 00 (0 W 100 (2 _ - (9.39)

E=2E, +K+ A R (9.40)

Paragelly va oriogeliy holatlar energiyalarning farq: (9.37) va
(9.38) formulalarga binoan 24 ga teng bo‘ladi. Demak, geliy atomining
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sathlari paragellty va ortogelly sathlarning turli energetik qiymatlarga
tegishli bo‘lgan sathlariga ajraladi: parageliy sathlarga £, + E,, + K + 4
sath o'rinlt; ottogeliyga esa E, + £, + K — 4 sath tegishlidit (22-rasm),

IR T

L

S — -'l -_'|I‘-1:¢ B

TR T —

. | ' :
oL g T G hA
k f
} g = E 1 | 1
- E ! N I [
P B w5 R
{ ASg | g 1 e
i = E pir = : & !
{ £23§ | | -
1 OREE * |
. | 2o :
. ! [ '
L | +
t

o

¢+ 22-rasm. Gelly atomining almashuv ajralish sxemas,'i'ﬁ_l_ e

ICRRY EEF AN

9.3. Molekulalarning tuzilishi

Barcha kimyoviy xususiyatlarni o‘zida mujassamlashtirgan bir
jinsli moddaning eng kichik zarrachasi molekula deb ataladi.
Molekulalar bir xil yoki furli xil elementlarming atomlaridan tashkil
topgan bo‘ladi. Masalan, vodorod (H,), kislorod (O;) molekulalari bir
xil atomlardan tuztigan molekulalar tarkibiga kirsa, osh tuzi molekunlasi
(NaCl) esa har x1l atomlardan tashkil topgan molekulaga misol bo‘ladi.
Shuni ta’kidiash lozimki, molekula barqaror, turgun tuzilishga ega
bo'lgan sistema hisoblanadi. Bu esa o'z navbatida molekulani {ashkil
gtuvchi  atomlararo  ta’sirlashuvels  kuchlar  bilan  bevosita
bog‘langanligidan dalolat beradi. Keling bu bog'lanishning mohiyati
bilan tanishib chigaylik.

Tajribadan ma’lum bo‘ldiki, molekulalarning barqarorligi, atomlar
o‘rtasida vujudga keladigan kimyoviy bog‘lanish kuchlar ta’sin ostida
amalga oshiriladi, Tabiatda ikki xil kimyoviv kuchlar mavjudligi
anigiandi: ionli bog‘lanish kuchiari va kovalent bog*lanish kuchtari.
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lonli bog'lanish kuchlart garama-qarshi elektr zaryadlar orasidagi
bir-biriga tortishuy kuchlaridan farq qilmaydi. Masalan, Ne(l
molekulasida atomlarning bog‘lanisht Na"iont bilan C7 ioni o‘riasida
elektrostatik tortishish kuchi asosida vujudga kelad:. Kulon qonmuniga
as0san, garama-qarshi zaryadli ionlar o‘zaro tortishadi va Kulon kuchi
ta’sirida ionlar bir-biriga yaqinlaskishadi. Ammo, kichik masofalarda
ularning vaqinlashuviga 1o‘sginlik giladigan itarishuv kuchlari paydo
bo‘ladi. Natijada masofaning biror givmatida bu ikki  kuchlar
tengfashadi, ya'ni metal {(Na) va galloid (Cf) atomlardan tashkil fopgan
turg‘un sistema, molekula, vujudga keladi.

Bayon etilgan 1onlt bog‘lanish yordamida barcha molekulalarning
tuzilishint tushuntivish mumkin emas. Masalan, bu bog‘lanish ikkita
neytral H vodorod atomidan H; vodorod molekulasining qanday tashkil
etilganini tushuntirib bera olmadi. Bunday molekulalaming tuzilishini
va ulaming barqarorligini ikkinchi tur bog‘lanish — kovalent bog‘lanish
kuchlari orqali tushuntirish mumkin. Kovalent bog‘lanishlarni klassik
fizika nuqtayi nazardan tushuntirib bo‘lmaydi, bu bog‘lanishni faqat
o‘zaro ta’sirning kvant mexanik xususiyatlari orqah ifodalash mumkin.
Uning mohivatini vodorod molekulasi misolida muhokama qilaylik,
Avvalo bir-biridan uzogda joylashgan o‘zaro ta’sirlashmaydigan ikkita
vodorod atomi berilgan bo‘lsin. Yadro maydonida joylashgan elekiron
muayyan encrgiyaga ega bo‘lib aniq bir kvant holatida joylashgan
bo‘lsin. lkkala atomni bir-biri bilan yaqinlashtirsak, ularning elektron
bulutlari tutasha boshlaydi va natijada o‘zaro ta’sir kuchlari paydo
bo‘ladi. Atomlar bir-biriga yaqginlashganda 23-rasmdagi birinchi
atomning elektronini ikkinchi atom yadrosi atrofida qayd qilish
chtimolligi  noldan farqli bo‘ladi, shumingdek ikkinchi afomm
elektronint birinchi atom yadrosi atrofida ham qayd qilish mumkin.
Ikkala atomning yadrolar: orasida itarishuv kuochlari paydo bo‘ladi,
shunming uchun ular orasidagi masofa katnayishi bilan yadrolar
o‘riasidagi o‘zaro ta'sir energiya orta boshlaydi. Atomlar orasidagi
masofa yanada kamayishi bilan ularning elektron bulutlani shunchatik
tutashib ketaveradi, bu holda gaysi elekiron birinchi atomga tegishli,
gaysi biri ikkinchisiga tegishl degan so‘zlar o'z ma’nosini yo*gotad:,
Bunda kvant mexanikasidagi zarrachalarni aynan o‘xshashlik prinsips,
va’'ni zarrachalarning bir-birtdan targ gilib bo‘imastik prinsipini hisobga
olish lozim.
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23-rasm. Vodored molekulasidagi o*zaro ta’sir sxemasi.

23-rasmdagi tutash chiziq o‘zaro ta’sir w, va w, yechimlarga
bo‘ysunuvchi zarrachalar orasidagi bog‘lanishm ifodalaydi, punktir
chiziq esa nolinchi yaqinlashishdagi o‘zaro ta’sirni ifodalaydi.

Sodir bo‘lgan vazivyatda ikkita atomdan iborat sistemadagi har bir
elektron bir vagtning o‘zida ikkala atomga ham tegishii bo‘ladi. Bu esa
o‘z navbatida Pauli prinsipiga zid emas, chunki bir holatda spinlari
garama-qarshi yo‘nalgan ikkita elektron mavjud bo‘lishi mumkin.
Masofa kamayishi bilan elektron bulutlarining zichligi orta borishi
natijasida yadrolar bir-biriga maksimal yaginlashishga harakat qiladi,
va’ni tortishuv kuchlarining natijasida molekulada kovalent bog‘lanish
kuchlari paydo bo‘ladi. Atomlar orasidags bargaror molekula vujudga
keladi, uning turg’unlign atomlar orasidagi elektronlaming o°zaro
almashuviga bog‘ligdir. Demak, ikkala elektronning umumlashuvi
tufayll molekuladagi kovalent bog‘lanish kuchlari paydo bo‘ladi.

9.4. Vodorod molekulasi

Misol tariqasida kvant mexanikasi asosida H, vodorod
molekulasining tuzilishim ko‘rib chiqaylik. Vodored molekulasi ikkita
proton va ikkita elektronlardan tashkil topgan bo‘lb, uning tuzilishimi
kovalent bog‘lanish kuchlari orqali, va'ni faqat almashuv energryasi
asosida, tushuntirish mumkin. Vodorod molekulasi nazariyasini yaratish
uchun undagi ikkita atom o‘zarc ta’sir potensialini aniglash zarur, Bu
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&
energiya ikkala yadro orasidagi ) Kulon potensial energiyasi, hamda

atomlarning elektronlar orasidagi E£(R} potensial energivasidan iborat
deb qarash mumkin. Shunday qibib, i1zlanayotgan U(R)} energiya ikki
gismdan tborat bo‘lib, u

-y

U(R) =% +E(R) (9.41)

ko‘rinishga ega bo*ladi. Bunda R —atomlar yadrolari orasidagi masofani
ifodalaydi.

Demak, ko‘rilayotgan masalada E(R) m aniglash kerak.
Ravshanki, atomlarning yadrolari orasidagi masofa juda katta
bo‘lganida bir atomning ikkinchi atomdagi elektronning harakatiga
bo‘lgan ta’sirint hisobga olmasak ham bo‘ladi, shunming uchun R —e-da
elektronlarning energiyasi har bir vodorod atomining elektrontar
energivasining vig‘indisiga teng bo‘ladi. Bizni kevinchakk quyi
energetik holatda joylashgan vodorod melekulasi qizigtiradi. Agarda
normal holatdagi vodorod atomining enervgiyasi £, =13,33¢V dan iborat
ekanligi  eslansa, n holda katta R masofatar uchun vodorod
molekulasining energivasi 2E, ga teng bo‘ladi. Umumiy holda

E(R)=2E, +£(R) (9.42)
ifodani yozish mumkin. Ohlngan (9.42) formulada &(R) katialik
atomiarning Dbir-biriga vaqginlashgandag: elektronlar energiyasining
o‘zgarishint ko‘rsatadi, boshqacha aytganda, har bir elektron ikkala
atomga tegishli ekanligini bildiradi va atomlar orasida elekironlar
atmashuvi sodir bo‘ladi. Shu tufayh o‘zaro ahmashuv kuchlari vajudga
keltb, kovatent bog‘lamshni ifodalab beradi. Shunday qilib, ushbu
paragrafning asosty magsadi o‘zaro ta’sir energiyant hisoblashdan
iborat.

Elektronlar sistemasining £ - to‘la energiyasi shu sistema uchun
vozilgan Shredinger tenglamasidan aniglanadi, ya’ni

H(r.1,)®=E® (9.43)

bo‘ladi. Bunda H (r,r,) sistemaning garmiltoniani bﬂ‘liig;_ciuyidagicha
ko‘rinishda bo‘ladi:

-
[ u]
Tk
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Ushbu formulaga 1kkala elektronning kinetik energlya operatorlaridan
tashqart vodorod molekulasining t0‘la potensial energiyasi ham kirad.
Bu potensial energiya elektronlarning potensial energiyasi va
protonlaring o‘zaro Kulon itarishish potensial energiyasidan iborat,
ya'ni

a) [ ] had birinchi elektronni va birinch: vadroning potensial

energiyasini,

My

b {*r—] had ikkinchi yadroni va ikkinchi elektronning potensial
energi}rasilli,
e C) [ } had ikkinchi yadroni va birinchi elektronning potensial
Fa,

energiyasini,

s

EZ
d) [ ) had birinchi yadroni va ikkinchi elektronning pc}tenmal

r?

energiyasini  va nihoyat, RTINS s AR S
E’: el : g S
e) had ikkala eiektmnmng o‘zarg ta’sir energ1yalanm

ifudaiaydi {23*rasmga qarang)

Hosil bo‘igan (9.43) tenglamma fagat taqribiy usullar yordamida
yechiladi. (9.43) tenglamam analitik yechib bo‘tmaydi, amumo qo‘pol
yvaginlashish bo‘lsa ham geliy atomi uchun (9.15) tenglamani yechishda
foydalanilgan g'alayonlanish usulidan foydalanib vechishga harakat
qilinadi. Nolinchi yaqinlashishda molekunlaning to°lqin funksiyasimi
hosil qilishda ikkita o‘zaro ta’sirlashmaydigan vodorod atomining
to‘lgin  funksiyalarini tanlab ohlish mumkin. Bu yaqinlashishga
energiyaning tegishli bo‘lgan qiymati 2E; ga teng bo‘lad..

Yuqoridagi usuim go‘llash uchun garalayotgan sistemaning (9.44)
dagi gamiltonianim batafsil va har tomonlama ko‘nb chiqish lozim.
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(9.44) gamiltoniandagi birinchi elektronni (a) yadro atrofidagi
gamiltonianini H, (1) orqali belgilanadi (23-rasm). Uning ko*rinishi

‘}

H(})--——v _& S g 45y

2m ¥

th

kabi bo‘ladi. Shunga o‘xshash tkkinchi elektronning (b) }adm atmﬁdagl
harakati H,{2}bilan belgilanadi. Uning ko'rinishi esa

o . R o
' H N=we Vo e -
ho‘ladi. U holda, to‘la gamittonian uchta qismdan iborat bo‘ladi, ya'ni
A=R0+BQ+#1 (947)
blmda L ’ . oo
. e & & .
":r ﬂ! r

Shunday gilib, (9.47) tenglikdan ko rmlb turibdiki, ikkita vodored
atomi bir-biriga yaginlashtirilganda ham, har bir atomdagi elektron
bilan o‘zining protoni orasidagi o°zaro {a’sirlashuy kuchlari elektronlar

orasidagt o‘zaro ta’sirga nisbatan ancha kattadir, ya’ni Pf’(l,Q) hadm
B (1) va H,(2) hadlarga nisbatan hisobga ancha kichik deb gabul qilish

mumkin., Shuning uchun elektronlararo o'zaro ta’sir potrensiaint qolgan
potensial energiyalarga nisbatan tuzatma sifatida garash mumkin. Ya’ni,

(9.48) dagi W(1,2) hadni bu ikki asosiy potensial energiya operatoriga
tuzatma stfatida olinadi. Demak, nolinchi yaqinlashishda (9.43)
tenglamada Pf’(l, 2) kattalik hisobga olimmasa ham bo*ladi va

[ 2,00+ 8,2 |®(r.5) = £0(,1,) (9.49)

tenglama hosil qilinadi. Bu fenglama birinchi elektron {a2) afomda
ikkinchtsi esa {(b) atomda joylashgandag: ikkita o‘zaro
ta'siriashmaydigan vodorod atomining harakatini ifodalayd). Uning
yechimlarim quyidagicha yozish mumkin

e BORE)=ERE). o (9.50)
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Ha,{2)§f5’; (x, )= En%(f ) (9.51)

Mana endi {9.49) tenglamanmg yechimida (9.50) va (9.51) dag: tolqin
funksiyalardan foydalanish mumkin va ikkita erkin vodorod atornidan
iborat sistemaning to'lgin funksiyasi

'FL (rp rz) =')u:.r(rrrl )Wh(}hz ) (952)
Ko'paytmasiga teng va bu yechimga tegishli energiya giymati 2E; ga
teng bo‘ladi.

Agarda aynish mavjud bo‘lmasa, (9.52) dagi vyechim bilan
chegaralansa ham bo‘ladi va uni nolinchi yaqinlashishdagi yechim
sifatida qarash mumkin. Lekin garalayotgan masalada elektronlarning
o‘rnini almashtirishi mavjud bo‘lganligi sababli, mazkur almashuv
tufaylt aynish holati paydo bo‘ladi. Demak, (9.52) dagi ifodalangan
yechim bilan bir gatorda ikkinchi yvechim ham mavijud bo‘lishi kerak,
ya'ni bu holda birinchi (q) atomda (2) elekiron va () itkkinchi atomda
(1} elektron joylashgan bo‘ladi. Ushbu gamiltonianni quyidagicha
vozish mumkin;

CH=B @+ A 0+FRD o (9.53)
bunda | |
RO i e
Ty I‘f 21“""""—?3“—"‘ 4
. ‘,},u <f( ] Zm Fﬂ [ (9‘54 )
A - B, et .
B ()s-vio_E 547
| » (1) m e (9_54)
va . b
W) =-Samea S TN T g 55y
o T FL

ifodalar hosil gilinadi. Gamiltonianmi (9.53) fﬂrmula Ul‘qﬂll lfndalaganda
(9.43) dagi tenglama

A0+ 80]0=E0 O (9.56)

shaklda yoziladi. Bu esa (9.49) dag: tenglamaga o‘xshash tenglama
hosil bo‘lganligini bildiradi va uning yechimini qu}rldagicha ko‘rinishda
yozish mumkin: ~
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ZAUR S AT AU (9.57)

Shunday gilib, yadrolar orasidagi R masofa katta bo‘lganida (9.43)

tenglama 2F, energiyaga tegishli bo‘lgan ikkita (952} va (9.57)

formulalar orqalt ifodalangan yechimlarga ega bo‘ladi. Agarda endi

atomlar orasidagi W(1,2) o‘zaro ta'sirlari hisobga olinsa yechimni
ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi: -

® =W, e\, TP o (9.58)

bunda ¢; va ¢, lar keyinchalik aniglash lozim bo‘ladigan
koeffitsiyentlar, ¢ esa nolincht yaqinlashishga tegishh tnzatmadir.

Shu tuzatmani hisobga olishimizda wva ikkinchi tartibli
tuzatmalarmt  bisobga olmagamimizda (9.58) ni (9.43) tenglamaga
qo‘yilsa va (9.42) n1 nazarda tutilsa, quyidagi ifodaga kelinadi:

{riﬁ% -i‘le:f;ﬁg +1{I5p= 2E (@, o) telap taw

) (9.59)
HIE, +&)p

Endi (9.59) ning chap tomeonida (%.47) va (9.53) hisobga ohnsa,
guyidagi hosil bo*ladi:

oA, () +H (DWW, +e [H, )+ H 0+ (1,2)¢, +

OS5, H 26 e v | O8O
+el{op o) H2E + &) L

Hosil bo‘lgan yuqoridagi tenglamada E=2E; ga tegishli (9.49) va
(9.56) yechimlar hisobga olmsa va kichik migdor bo‘lgan We e¢
ko'paytmalar gatnashgan hadlarni inobatga olinmasa,

[H,()+H (Do-2E0= [E -l 2}161'1{’1 + [E ~W(2, 1}]82';;2 {9.61)

tenglama olinadi.

Shunday gilib, € xususiy giymatga va w{r) to‘lgin funksiyasiga
tuzatmalar topish uchun bir jinsli bo‘lmagan tenglamani hosil gilindi.
Bu tenglamami o‘zida yana ¢; va ¢ koeffitsiventlarni ham aniglash
lozim. Avvalo aytib o*tish kerakki, (9.61) tenglamaning o'‘ng tomonida
nol bo‘lganida, u holda w,(r) yechimli® funksiva uchun (9.49) bilan

286



mos kelgan bir jinsli bo‘lgan tenglamaga ega bo‘linadi. Matematika
kursidan ma’lumki, bir jinsh bo‘lmagan tenglamaning yechimini olish
uchun uning o‘ng tomonidagi had bir jinsli bo‘lgan tenglamaning
vechimiga ortogonal bo'lishi kerak. Boshqacha aytganda, quyidagi
tenglama o‘rinli bo‘lishi tozim:

[{[e ~w . 2)]cw, -[e~w Q@.D)]ey, v dvdv, =0 (9.62)
bunda  dv, =dxdydk,,dv, =dudv,dz,  ga teng bo'lib, ¢ va o
koeffitsiyentlarni aniglovchi birinchi tenglama hosil gilindi. Lekin

go‘yilgan masalani to‘la- to‘kis hal qilish uchun ushbu tenglamaga
o‘xshash ikkinchi tenglamani ham hosil gilishga majbur bo‘linad.

Demak, {9.59) dagt ifodada Ho hadni guyidagi ko‘rinishda olish lozim:

Hp=[A,(2)+ 5,0 ]e+w{(20)p.

Yuqoridagi tenglik hosil gilinganda yana kichik kattalik Wo
hisobga olinmaydi. Shunday qilib, (9.61) tenglama o‘rniga quyidagi
ifodani yozish mumkin:

[H,()+H,(Op-2Ep={e-W{LDlegs +[e -W(2 D], (9.61)
Olingan tenglamaning chap tomoni ¥, vechimga ega bo‘igan (9.56)
tenglama bilan mos keladi, @ uchun bir yinsti bo‘lmagan tenglamaninig
o‘ng tomomi esa ¥, yechimga ega bo'igan bir jinsli  tenglamaga
ortogonal bo‘ltishi kerak, ya’'ni

flle-wadlep, +le=we e pdede, =0 (9.63)
tenglama o‘rinli bo‘lishi kerak.

Keyingi hisoblashlarni scddalashtirish magsadida quyidagi
belgilashlarni kiritiladi: -

K= jW(LZ)W;%dUldU: = IW(ZJW:W Avdo, T (9.64)
A= IW{I,Z};ﬂE%dﬂ.’]dUﬁ - J.W{.zal}frl’!f‘?zdz"zdy:' | (9.65)

va
*= [y dudn,. (9.66)

U holda, (9.62) va (9 63) tenglamalam1 quyidagi ixcham
ko‘rinishda yozish mumkin:
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(&= K)o, +(£5° — A)e, =0, o (9.67)
o LS = e (- Kye,=0. | i | (9.68)
Bu ikkala feﬁglamadan € uchun quyidagi tenglamani hosil qilish |
mumkin: SRR o
(6—K) —(£82~4) =0 (9.69)

Yuqoridagi tenglamaning ikkita ildizi quyrdagi ko‘rinishga ega:
- o ' K~4 '
Y 670
va . -
fz—]_!_S; . (9?1)

Bu topilgan ikkala tdizni navbatma-navbat (9.67) tenglamaga qo‘yilsa.

£=g; da | B , ..
o 6=, . 9.72)7

va £=¢; bo‘lganida .- _' : |

¢ =c, | (9.73)

natijaga kelinadi. Demak, izlayotgan yechimlarni quyidagi ko‘rinishda
yozish mumkin: birinchi yechim antisimmetrik yechim bo‘lib,

K-4
E,=2E, +i:-S,T,(I>a =, (9.74)
ko‘rinishida bo‘ladi, ikkinchisi esa simmetrik vechim bo‘lib, -
K+4 PSR
by =2k + rs =, 075)

bo'ladi. Olingan yechimlar yordamida (9.42) da ifodalangan vodorod
molekulasining o‘zaro ta’sir potensialini ikki holat uchun, va’ni
simmetrik va antisimmetrik holatlar uchun, vozish mumkin:

e K-—4
U =2FE +—-+ , 9.76
o ¥} R l_Sz b { }
' & K+4 .
U.=2F +—+ —~. 9.77
hY it R 1+S___ : { )
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Bunda (9.64) va (9.65) integrallami yaqqol ko‘rinshda® yozish
maqsadida (9.48) va (9.55) dagi ifodalardan foydalantadi va quy idagi
n&tl_] alarga kelinadi: .

2 T 2
_— - K:j "E__€_+€_ Mo Win dudo, - (9.78)
o fee B, o s
A= J‘{__"_“"_}V {5 W0, W W () d”: 1 (9.79)

bo‘ladi. Almashuv energiyasiga tuzatma esa

S = [y, W, 000 = fu, 0, W, D, (9.80)
ko‘rinishda bo'ladi. Demak, (9.78) ifodalangan K kattalik vodorod
molekulasini tashkil gilgan zaryadiaming Kulon o‘zaro ta’sir o‘rtacha
energiyasini ifodalaydi. 4 kattalik esa holatlar orasidagi elektronlami
almashuvi natiyasida kelib chigadi va o‘zaro ta’sir almaghuv
energivasimi tfodalaydi. Aynan shu kattalik tufayli o‘zaro tortishuv
kuchlari viyudga keladr va turg‘un molekula paydo bo‘ladi

Endi (9.74) va (9.75) dagi E, hamda Ec formulalardan kelib
chiqadigan natijalar ko‘rib chiqiladi. Bu formulalardagi g ‘alayvonlanish
energiyasini quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

K4 L
E =% . T (98D

“1-8
L K+ 4 S
| . E = . L
Y st ' '~I -‘*_1.‘.. (9.82)
bo‘ladi.

Kutulgamdek stmmetrik  (9.81)  va  antisimmerttk  (9.82)
koordinata funksiyalariga mos ozaro fa’sir energiyalarning qiymatlari
turlicha bo‘lishi ayon bo‘ldi. Geliy atomining nazariyasida, Pauli
prinsipiga asosan, ¢lektronning spinini hisobga olinganda elektronning
to‘lgin funksiyasi har doim antisimmetrik to‘lqm funksiyasi bo‘lishi
kelib chigdl. Demak, olingan formulaga binoan (9.82) dagi kattalik
antisimmetrik spin funksivasiga tegishli bo‘lishi kerak va EgR) ifoda
spinlarning o‘zare antiparallel yo‘nalganligini bildiradi. Shunga
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o‘xshash, (9.81) dagi ifoda esa vodorod molekulastni tashkii etuvchi
elektronlarning spinlari bir-biriga nisbatan parallel yo'nalganligini
biidiradi.

Atomlar orastdagi masofa katta bo'lganida to‘lgin funksiyalar
o‘zaro tutashmaydi, R va r,; kattaliklar katta qiymatiarni , X hamda 4
kattaliklar esa juda ham kichkina giymatlamni qabul gtladi. Shu tufayli
R-—»w da E,=~E, bo‘ladi. Yadrolar orasidagi o‘rtacha masofalarda,

ya'ni elekronming Bor radiusi tartibidagi masofalarda, atom to'lqin
funksiyalarning o‘zaro goplagan sohasi katta bo‘lib, elektron bulutining
almashuy zichligi ham katta bo‘ladi. Bundan tashqari, elektron buluti
almashuv sohasining ba’zi gqismlari yadrolarga juda yagin keigant
munosabati bilan ularning yadrolar bilan o‘zaro tortishuvi A almashuv
integraliga katta manfiy hissa go‘shadi.Yadrolar orasidagt o‘rtacha
masofa nisbatan katta bo‘lganligi sababli, turli qismiardagi elekiron
bulutlarining almashuv zichligi bir-biridan shu masofada bo‘ladi
Demak, energivaga qo‘shiladigan musbat hissa bam deyarlh kam
bo‘ladi. Natijjada, vadrolar orasidagi o‘rtacha masofalarda 4 iniegral
manfly giymatlamt gabul giladi va bu ¢‘z navbatida Eg kattalikning
manfiyligim va E, ning musbathigini bildiradi. Demak, o‘rtacha
masofalarda £ kattalik atomlar orasidagi tortishuvni, £, kattalik esa
itarishuvni ifodalaydi.

Shunday qilib, elektronlarning holati to‘la antisimmetrik bo‘lgan
to‘lgin  funksivasi  bilan  ifodalanadi.  Elektronlaming o‘rin
almashtinishlari bilan bog‘liq to‘lgmn funksiya va unga mos xususiy
qiymat simmetrik bo‘lgam uchun bargaror vodorod molekuladagt to‘la
to‘lgin funksiya antisimmetrik bo‘lishi uchun spin to‘lgm funksiyasi
antisimmetrik bolishi shart, ya’ni elektronlaming spinlari antiparallel
yo‘nalgan bo‘lisha lozim. Fagat shu holdagina 1kkita vodorod atomiari
orasidagi torfishish kuchi paydo bo‘ladi va bu singlet holat bo‘lib uni,
'S orqali belgilanadi, ya'ni @y holat U, (R) energiyaga ega bo‘lgan
singlet holatni tashkil etadi (bu holatda spinlar antiparallel vo‘nalgan
bo‘ladi). Elektronlar o‘rinlarini almashtirishda holat antisimmetrik
to’lqin funksiyasi bilan ifodalansa, spin to‘iqin funksiya simmetrik
bo‘lishi shart. Bu holat triplet holat bo‘lib, u *X bilan belgilanadi, ya’ni
®_ holatda U,(R) energiyaga ega bo‘lib, triplet holatni tashkil etadi

(spiniar bu holatda parallel yo‘nalgan). 24- rasmga murojaat gilinsa,
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quyidagi xulosaga kelish mumkin. Ushbu rasmda U,{(R)va U, (R)

atomlarning o‘zaro energiyasi R atomlararo masofaga bog‘liq funksiya
sifatida keltirilgan. R masofa Bor radiuslarining birliklarida keltirilgan

R
va absissa o‘qida " belgilangan. Rasmdan ayonki, ®, antisimmetrik

holatni ifodalovchi U, (R) energiya vodorodni tashkil qiluvchi ikkita

atomning itarishishiga mos keladi va natijada &, molekula vujudga kela
olmaydi.
Aksincha, @, simmetrik holat uchun U (R)energiva

o

R,=14, a=0,74-10" sm da minimumga ega bo‘lib, bu holda vodorod

atomlarining orasidagi masofa & ga teng bo‘ladi va bu simmetrik

holatda bargaror H, vodorod molekulasi hosil bo‘ladi.
Uikl

o a3

24-«rasm Trlplet‘va singulet holatlar uchua ikkita vodored atnmlari urasldagi-
5 o‘zaro ta’sir energiyasi. U TR

Vodorod molekulasini har tomonlama o‘rganish natijasida
kovalent bog‘lanish kuchlariga xos bo'lgan yana bir xususiyat
to‘g risida to‘xtalib o‘tish joiz. Kovalent bog'lanish kuchlari to'yinish
xususiyatiga ega bo‘ladi. Buni isbotlash uchun vodorod molekulasiga
ychunchi H vodorod atomni vaqinfashishi ko‘rib chigiladi. Ma'lumki,
vodorod molekulasida spinlari antiparallel yo‘nalishga ega bo‘lgan
ikkita elektron aiomi o‘zaro antiparallel spinlarga ega bo‘lgan

291



elektronlar bilan almashuvi imkoniyati bo‘lmaydi, chunki bunday
almashuv natijasida spinlari bir-biriga parallel bo‘lgan ikkita elektron
vajudga kelishi ta’giglangan. Shuning uchun vodored melekulasi va
vodorod atomm orasida fagat parallel spinlarga ega bo‘lgan elektronlar
0°‘zaro almashuvi mumkin.

Lekin yugoridagi vodorod molekulasini nazariyasidan ko‘rinib
turibdiki, bunday almashuv itarishish kuchlarning paydo bo‘lishiga olib
keladi. Demak, vodorod molekulast bilan vodorod atom: o‘rtasida ular
o‘zaro yaqinlashganda itarish kuchi vujudga keladi va shuning uchun -
o‘sha vodorod atomidan tashkil topgan vodorod molekulast vujudga
kelish1 mumkin emas. Yugorida keltirilgan sababga binoan kovalent
bog‘lamsh kuchlarning to*vinish xususiyati belgilanadi.

9.5. IX bobga oid savel va masalalar

I. Paragelly va ortogeliy holatlari orasidagi forglarni izohlab

bering,
2. Q7zaro ta'siv almashuv energivasining fizik ma'nosini aytib
bering.
3. Tonli va kovalent bog 'lawnishlarning asosiv furglarini ko 'rsatib
bering.

4. Vodorod molekulasining tuzilishini izohlab bering.

3. Masala. Geliy atomi va geliysimon ionlarda elektronlarning
o'zaro ta’sir energivasini g'alayon sifatida qarab, wlarning
asosiy holat energivasini anigiang.

Yechish. G alavonlanish nazarivasidan fovdalangan holda geliy
atomining asosiy holatdagi masalasini yechish mumkin.(9.1) dan geliy
- atomidagi elektronlarning o ‘zaro ta'siv potentsial energivasi ma lum:
Zet Zet &

o UV=———
| h oo

Ushbu potentsial energivaga mos energiva operatorining
ko ‘vinishi:

2 5.2 I

s 2 2 Ze Le e .
G=-2(vrevi) 22228 -,
m 4 B

I
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teng  bo'libshu  operatorga tegishii  Shedinger tenglamasi  esa
guyidagicha bo 'ladi: -

| 2m( 2zt &
(v )¢+*— E+25 42 _Ziy=o,
noon m) C.

gj’_'—..;[/(x“yﬂzlsz,yz:zz‘). | PRITSERE

Agar ushbu tenglamada e/ Wy elektronlarning o'zaro ta’siv
energivosiga tegishli hod hisobga olinmasa,u holda bu ko rinishdagi
Shedinger tenglamasi ihkita tenglamaga gjraladi va har bxrmmg
ko ‘rinishi quyidagicha ifoda gilinadi: '

2m Ze '
Vi, +2; [EH““'; "]h_“”o, k=12
k

Olingan rengfamafar vodorod  atomi  uchun  Shredinger
tenglamasining o zginasidiv, wning xususiy giymatlori va xususiy .
Jurksivalari ma’lum. Hususan, n=1 asosiy holat wchun (5.41)
Jarmuladan quyidagi ifoda kelib chigadi:

Ei o mz! ﬁed
2h”
Asosiy holat bu Is holmt bo’lib, uning .xususry ﬁcnkﬂyasz
(5. 50) formuladan: P e S

i - Zr i
A T XY w“ = %( Z ] 8-: -‘.I:L- EER RN f. '}r .
’ b <1 a3 Ha

ifoda orgali beriladi. Bunda 4 =3  Bor orbitasining radiusi ((5.51)

e
ga garamg). Qaralayoigan sistemaning energivasi uni tashkil etgan
gismiarni energivasining yig indisiga teng bo ladi:

mZe
ﬁ?

......

E,=2E, =-

Xususiy junksiyasi esa F=7, ya r=r, bo Iganida W, funksiyalarning

' Z ..._E- -n
_r. (ﬂ 5 '

wﬂ'ﬂ
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Shunday qilib, nolinchi vaginlashishda qo vilgan masala vechildi,
Birinchi yaqinlashishda qo'vilgan masalani yechish wuchun geliy
atomidagi e’ lr, elektronlarning o'zaro ta'siv potenisial energivasini
¢ alayon sifatida qarash zavur. Ma'lumki, bivihchi vaginloshishdagi

energivaga tegishli bo'lgan tuzatma g'alavonlanish hadini o ‘vtacha
giymatiga teng bo ladi, ya’ni:

. | K=f¢'1 J‘f/" Irl !

_ Buyé'f"da lr‘_[}!:\/ﬁ +I_’2"—2}*:;'1CDS€“ . EEEE "
cosé = cos@, cosf, +sinéd, siné, v::c-s((ol —{pz)

———drdr,.

&  burchak v, var,vektorlar ovrasidagi burchakni, ©,,¢,va®, @,
burchaklar esa X, vaY, vektoriarning mos ravishda qutb burchaklarini
ifodalaydi, -

gt =1 sinBdrd8.de, va dt, = 1} sinB,drd0.,de,.

Yugoridagi integralni hisoblashda wuni ikkita o'zaro kesishgan
sferik-simmetrik hajmdagi zarvadiarning o ‘zaro elekrtostatik energivasi
sifatida garalsa ancha qulay bo‘ladi. Bu holda elektrostatikada ma lum
ba'lgan usullardan fovdalanish magsadga nurvoflq bo'ladi. Avvalo

i

I, —r,| kasrni sferik funksivalar bo'vicha gator ko'rinishdagi
1 2 .

vovilmasidan foidafanifadf

rﬂ A
= CDSG A
2 ) g

L
voki

_Z[ ]P(CUSQ), agarda n(r,.

I, - r21 r, o |

U holda qavd efilgan integralni hisoblashda z o'qini vy vektori -
bo'yvicha yo'naltirviladi, W, to'lgin furksivalari o'rniga ularning
giymatlari go'yvilsa hamda sferik funksiyalarning oriogonalligidan



Joydalanilsa, burchaklar bo'yicha integrallash natijasida quyidagi
ifodaga kelinadi:

: 327% % 278\ 27r,
’ K=" fra, exp(~—~’)f z ew(— ')a’fa-
‘ a A a /s !

Kevinchalik v, va v, lar bo'icha integrallansa, quyidagi oxirgi
natijani ofish mumkin:
5 Ze
k=22
8§ a
Shunday qilib, birinchi yaginlashishdagi geliy atomining asosiy
holatidagi energiyasi
3 e 22 2
E=p+K=-29 22"

a 8 a N
o e e PP '-;
v .__; : r||'ral."|'.}al !
boladi. | S
oladi. .
- R . |1 r
l r
. T
< !': f |
EH Vi? ot F * !
'y LT .
P LT LAY LR L +
. , - [
N : v
. ff 1 t & ik
A .
T b
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X bob
SOCHILISH NAZARIYASI

16.1 Sochilishning amplitudasi va kesimi -

Kiassilk mexanikada ikkita zarrachaning o‘zaro ta’sirt natijasida
biror zarrachaning harakat yo'‘nalishi 0‘z yo‘nalishini o'zgartirsa,
bunday hodisa sochilish hodisasi deb vurititadi va bu holda ikkala
zarrachaning tezliklari va nishon masofasi orgali ularning to’gnashuvi
to‘la-to*kis aniglanadi. Kvant mexanikasida esa sochilish hodisasini
kengroq ma’noda tushuniladi, chunkr zarrachalami ozaro ta’sir
natijasida uwlaming ichki holatlarining o‘zgarishi ham vuz berishi
mumkin. Ma'lumki, sochilishnr tadqiq giltshning eng yaxshi usullaridan
bir1 — qo‘zgalmas joylashgan atomni yoki zarrachani katta tezlikka ega
bolgan elektronlar yoki radioaktiv moddataming o zarrachalari bilan
bombardimon gilish. O‘zaro ta’sir natijasida birlamchi dastadagi
zarrachalarning bir gismi o‘zining harakatini o‘zgartiradi yoki boshqa
zarrachalarga aylanadi. Shu tufayh kvant mexanikasida 1kki xil
sochilish to‘g'nsida gap vunitiladi: elastik va noelastik to‘qnashuvlar.
Birtchn holda, ya'ni elastik sochilishda, zarrachalarning somi,
energlyasi, ichki tuzilishlari o‘zgarmasdan goladt, fagat ulaming harakat
yo'nalishi o‘zgaradi. Ikkinchi holda esa, ya’ni noelastik to‘qnashuvlar
natijasida, zarrachalarning energryast o‘zgaradi, vangi zarrachalar paydo
bo'ladi va hokazo. Hagigatan ham, atom vyadrosming mavjudiigl
Rezerford tomomidan aniglangan o zarrachalaming sochilishi natijasida
1sbotlandi.

Moddaning mikroskopik tartibini aniglashda o‘zaro to‘gnashuv
hodisalarining har tomonlama tahlili markaziy o‘rin tutadi. Umuman
olganda, zarrachalarning o‘zaro ta’siri fo‘g‘risidagi barcha ma’lumotiar
ularning sochilishi haqidagi tajribalarda aniqlangan edi. Yadrodagi
neytronlarning sochtlishini tahlil qilish nafijasida mashhur fizik Niis
Bor tomonidan vyadro tuzulishinmmg hozirgi zamon tassavurlarini
ifodalab berish imkontvati yaratiidi. Umuman olganda, zarrachalarning
o‘zaro ta’sirl to*g'risidagt barcha ma’lumotlar sochilish qonunlarining
o‘rganilishi natijasida kelib chigishi ayon bo'idi.

Zarrachalar dastasining sochilishini  xarakterlovchi  kattalik
sochilishning differensial effektiv kesimi orqalil ifoda gilinadi. Ushbu
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kattalik d€2 fazoviy burchak ichida birlik vaqtda sochilgan N,
zarrachalar sonining j.., tushayofgan zarrachalar oqimi zichligining
misbati orqali aniglanadi, ya’ni differensial effektiv kesim

tﬂw’,ﬂu'h {ﬁ * J{ﬂ}

do(6,p) = (10.1)

fasH

munosabat orqali antglanadi. Bunda € va ¢ burchaklar — sochilayotgan
zarrachalarning harakat yo‘nalishlarini aniglab beradi. Soddalashtirish
maqgsadida dN,., kattaliknt

dN,.(6.0) = j,,.(0.9)ds

o ol

orqali ifodalash ancha qulayliklarga olib keladi, va'ni v 0.9

kattalikmi  sochilgan zarrachalar ogquni zichligini wshbu ogimga
perpendikulyar joylashgan dos yuzaga ko‘paytmasi sifatida qarash
mumkin. Bunda ds =»°dQ bo‘lib, differensial effektiv kesimni quyidagi
formula orgah aniglash mumkin:

da=%ﬂm.f=f T 10
Freeh . T

Kvant mexanikasida j,,., va Jae ogqimlarning zichligi deganda
ushbu kattaliklarning tegishli ehtimollik ogimlaming zichlikian
tushuniladi.

Ushbu bobda faqgat elastik sochilishlar, ya'ni zamrachalar soni
o‘zgarmayd: yold ularning ichic holatining o‘zgarishi yuz bermaydigan
sochilish bilan ish ko‘riladi. Sochilish jarayomda ikkita zarrachaning
o‘zaro ta’sirt o‘rinlt bo‘lishi nazarda tutiladi, ya'ni sochuvchi va
sochilayotgan zarrachalar bilan ish vurititadi. Bu holda zarrachalaming
o‘zaro ta’sir energiyasi ularming orasidagi masofaga bog‘liq bo‘ladi va
shuning uchun elastik sochilish to‘g'risidagi masalani har qanday ikki
Jism masalasi kabi keltinlgan massali, bitta zarrachaning go‘zg‘almas
kuch markazi maydonidagi sochilish masalasiga keltirish mumkin. Bu
masalani hal gilish uchun zarrachalaming energiya markazi qo‘zg‘almas
bo‘lgan koordinatalar sistemasiga o‘tiladi, ya'mi masalani inersiya
markazi go‘zg'almas bo‘igan sistemada ko‘rib chigiladi. Ammo,
tajribalarni  o'tkazganimizda laboratoriya koordinata sistemasida
sochilish masalasini tekshirib chiqish zaruriyati paydo bo*ladi, shuning
uchun, agarda tashqi kuchlar maydonida bitta zarracha harakatining
masalasi ha! qilingan bo‘lsa, u holda natijaviy ma’lumotlarni
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laboratoriya sistemasida olish maqsadga mufovig bo‘ladi. Ma'tumksi,
laboratoriva sanoq sistemasida to‘qnashuvgacha zarrachalardan birl
tinch holda olingan deb hisoblanadi va quyidagi formula atgali bu
ko‘rilayotgan sanog sistemalari bilan bog‘langan bo‘ladi:

sinl T8
i R (10.3)

(g6, = ——-—— 9,
& mrmcos8 T 2

bunda @ - inersiva markazi sistemasidagt ikkala zarrachaning sochilish
burchagi, 9; va 8, — laboratoriva sanoq sistemasidagi birinchi va
ikkinchi zarrachalarni og‘ish burchaklari, m, vam, lar zarrachalarning
massalari. Bu bobda har doim inersiva markazi sistemasi bilan
bog‘langan koordinatalar sistemasidan foydalaniladi va m orgali
to‘gnashuvehi zarrachalaming keltiriigan massasi belgilanadi.
Koordinata sistemasidagi  z-o'qining musbat  yo‘nalishida
harakatianayotgan erkin zarracha W =¢* ko'rinishdagi yassi to‘lgin
orgali berilgan bo'lsin. Koordinata hoshida go‘zg‘almas sochuvehi
markaz joylashtiriladi. Sochuvchi markazdan uzoq masofalardan
tushayotgan zarrachalarning dastasi erkin harakatlanayotgan bo‘lsin, U
holda, sochuvchi markazning aivofida zarracha sochilish ta’siriga
uchraydi va um ifoda qiluvchi  fo'lgin funksiyasining ko‘rinishi
o‘zgaradi. Keyinchalik, sochilgan zarracha markazdan uzoglashgandan
so‘ng, u yana erkin zarracha sifatida harakatlanishi kerak. Lekin uzoq
masofalarda sochilgan zarrachalarning dastasi har doim markazdan

yo‘naltirilgan bo‘lganligi sababli, sochilgan zarrachalaming das{asini
e

f (B,tp}%_-— targaluvchi to‘lqm orqali ifodalash mumkin.

Shunday qilib, sechuvchi  markazdan u‘zuq' masofalarda
tushayotgan hamda sochiigan zarrachalarning harakatini ifodalovehi
to‘liq to*lgin funksiyasi qu‘yidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

£

B y= 4 f{0,p)—. (10.4)
- |
Hosil qilingan  formuladagi  birinchi had  tushayotgan *
zarrachalarning harskatini ifoda qilsa, iklanchi had esa sochilayotgan
zarrachalarni tfodalaydi (25-rasm). |
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Tuglweld to'lgm

25-rasni. Kvant mexanikasida zarrachalarning to®gqnashishi.

- Bu yerda targalayotgan to‘lginlaming f(6,¢) amplitndasi —
sochilish amplitudasi deyiladi va u € va ¢ burchaklarga bog'lig

bo‘ladi. Sochilgan zarrachalarning vagqt birligidagi dr=7dQ sirt
elementidan o tish ehtmmlhgl hisoblab chigiladi. Quyidagi formuialar
ma’um:

Jf:mh = (JP:' )Jrh,_«,-l,rr = ;%’

mr”

=), =de g, 003)

Bunda m —keltln] gan massa. (10.5)dagi ifedalar (10.2) qo yllsa.
do=|f.0fdae .. - (106

formula hosil bo‘ladi. Shunday qilib, (10.6) fonnuladan ayonki
sochilish amplitudasi modulining kvadrati sochilishning differensial
kesimini aniglab beradi, ya'ni 8va ¢ yo‘nalishida sochilayotgan
zarrachalaming ehtimollik zichligi sifatida namoyon bo‘ladi. Demak,
effektiv kesim sochilish amplitudasining kattaligi orgali to‘la-to‘kis
aniglanadi. Hozircha noma’lum bo‘lgan f(0,¢) funksiyani, ya’m
sochilish amplitudasini, Shredingerning tenglamasimi yechish orgali
keltirib chigarish mumkin.
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10.2. Born formulasi

Sochilish ampiitudasin? anig ko‘rinishda topish masaiasi kvant
mexanikasida murakkab masalalar tuniga  kiradi. Shredinger
tenglamasining anig yechimini hosil qilish va f(8,0)ni aniglash
masalasi ko‘pgina amaliy jihatdan qiziqarli fizik masalalarda katta
matematik qiyinchiliklar bilan bog'langandir. Shu tufaylt, sochilish
nazariyasida taqribiy usullar keng gqo‘llaniladi va bu usullar ichida
muhim o‘rinni Born yaginiashishi egallaydi. Ushbu usul  asosida
quyidagi taxmin yotadi: sochuvchi maydon sochiluvchi zarracha
harakatiga ta’siri nisbatan kuchsiz g'alayonlanish sifatida garash
mumbkin. Boshgacha aytganda, agar o‘zaro ta’sir potenstal energiyani
kichtk galayon sifatida garalsa, u holda zarrachaning boshlang‘ich
harakati kam o‘zgaradi. Sochuvchi markaz maydonidagi tushayotgan
zarrachalarning potensial energivasi U(r) orqali belgilanadi, bunda »

markazdan zarrachagacha bo‘lgan masofani ifodalaydi. Zarrachaning
energivasi esa L bilan belgilanadi, Markazga tushayotgan

zarrachalarning to‘lgin funksivasini ¥ (r) orgali 1foda gtlinsa, u holda
bu funksiva uchun Shredinger tenglamasi quyidagi ko*rinishda bo*ladi:

——ﬁmV2¢+U(F)¢f = Ey. (10.7)
2m

Zarracha bilan markaz orasidagi masofa ortgan sari U(r) potensial
energivani tez so‘nuvchi deb gabul gilinadi. Zarracha p=sk impulsga
ega bo‘ladi va ushbu

k= 2mE _ P ' .¢-:a

to“lqin sonini kiritib, quyidagicha

v (r) =220 (r)
belgilansa, (10.7) tenglamani . o
| Viy + k% =V (r)y T (108

ko‘rinishda yozish mumkin. Hosil bo‘lgan tenglamaning shunday
yechimlarini tanlab olish kerakki, bu vyechimlar go'yilgan fizik
masalaga mos kelishi kerak, ya’mi sochuvchi markazdan uzoq

300



masofalarda izlanayotgan wir} vechimlar tushayotgan zarrachalarni

ifodalovchi yassi to'lginlar va sochiluvchi zarrachalarni ifodalovchi
targaluvchi to'lginlaming yig‘indisidan iborat bo‘lsin, Shuning uchun,
(10.8}) tenglamaning yechimini

v=y" +u (19.9)
superpozitsiva ko'rinishida izlanadi va bu yechimda wy'=¢"
tushayotgan zarmrachalarming dastasini ifodalasa, #» funksiva esa
sochiluvchi zarrachalami dastasini ifodalaydi. Endi (10.9) nt (10.8)
tenglamaga qgo‘yilsa va (~Fu)hadni hisobga olinmasa,

Viurklu=v{rly® .. o . (10.10)

ko*rinishdagi tenglama clinadi. -
Navbatdagi asosiy vazifamiz (10.10) tenglamaning yechimini
aniqlashdan iborat bo‘ladi va bu izlayotgan yechimr—e da

1k
#(r,0)=1{0,p) - ko‘rinishida bo‘lishi kerak. Yuqoridagi (10.10)

€
tenglamani yechish elektrodinamika kursidan ma’ium
. | d'
Vip—r—=—4 1011
9o =—4mp (10.11)
kechikuveh potensiatlar tenglamasiga o‘xshash holda bevosita yozilishi
mumkin. Bu yerda p -koordinata va vaqining biror fusksiyasi bo‘lib,

(10.11) ning yechimi Caerion
-1 (, RY,, ..
Fi c -

funksiya orqaii ifodalanadi va bunda R=r-r" bo‘lib, r Kkuzatish
nuqtasidan pdv” zaryad joylashgan r’nugqiasigacha bo‘lgan masofani

bildiradi. Agar p funksiyaning vaqtga bog'ligligini e " ko*paytuvchi
orgali berilsa, u holda

p=py(r)e™,o=0,(r)e™ (10.13)
deb yozib, ¢, uchun quyidagi tenglamani hosil gtlish mumkin:

Vg, +kp, = 470, (10.14)
Hosil bo‘lgan (1G.14) tenglamani (10.10) tenglama bilan solishtiriisa,

ayonki {10.10) va (10.14) tenglamalar bir birlari bilan mos kelads,
agarda
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o I o
@, =¥, ?=f-: s 2 :“?Vwﬂ S (10 15)

deb olinsa. Bu holda (10.14) tenglamaning yes:hlmlm quyidaglcha
yozish mumkin:

U mdy
(O=[—p )R- 016

'Demak, (10.14)  va (10.10) tenglamalarning yaqqol
) 3shash11g1dan foydalan:lsa (10 10) tenglamaning yechimint

)=-1- j (r'Ww° (r')e* dv’ (10.17)

ko‘rinishda ifodalash mumkm.

Keying: masalada bu funksivaning sochuvchi markazdan uzoq r
masofalardagi  ko‘rimishi  aniglanishi = kerak. Buning uchun OZ
yvo‘nalishida, ya'ni tushayotgan dasta vyo‘nalishida, birlik vektor
kiritiladi va uni n, orgali belgilanadi. Shu bilan birga r yo‘nalishidagi
birlik vektorni n orgali belgilaymiz, U holda, R =|r'~r] masofani

'r'—r'1 =p* 4+ = 2nr'y
ko‘rinishda yozib, r>»r’ da
' —r|=r—-nr’ (10.18)

bo‘lganligi sababli, (10.17) dagi integral ostidagi % ko‘paytuvehi

ifodada R=r olinsa va bu nathami {10.18) ga go‘yilsa, sochuvchi
markazdan uzoq masofalarda » funksiya uchun yozilgan {10.17) ifodani
quyidagi aniq ko‘rinishini olish mumkin:
1 ikr S .
u(t)=—— S [y Y ()dy. o (10.19)
da r
Hosil gilingan formulaga v*(v) ning gtymati qo‘vilsa va ="=r",
ekanligi eslansa, (10.19) furmulaniﬂg ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

] €+flkr n ﬂn}r .
Hir )= ' V D ¥,
(r) e (r" )’ (10.20)
Olingan (10.20) formulani  (10.4) formulaning o‘ng tomondagi

+ikr

ikkinchi hadi bilan taqqoslansa, (10.20) formuladagi ning oldidagi
koeffitsiyent izlanayotgan sochilish amplitudasini beradi va uni o
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F(0.p)=—-L STV L 1021y

ar
ké*rinishda yozish mumkin.
Agarda . |
q=4{n,~n} o T {(10.22)
vektor kiritilsa, uning absolyut qiymati -
QZEEFEH% . | - (10.23)

ekanligini hisobga olish kerak. Bu yerda 8 burchak 1, va n vektorlar
orasidagi burchak bﬂ‘ladi, ya'nt sochilish burchagidir. "

U holda, V(r}=

-U{r) ni hisobga olinsa,

7(6 )—~ —1-- 2’“] U T (1024)
bo‘ladi, ya'ni zarrachanmg 1mpu13i hg ga o'zgaradigan bo‘lsa, sochtilish
amplitudasi £/(r) potensial maydonning mos Furye komponentasi orgali
aniglanishi ko‘riladi. Hosil gilingan (10.24) formulanit (10.6) qo'yilsa
dQ fazoviy burchak elementiga mos differensial effektiv sochilish
kesimi olinadi:

sl
do =
77

G
ah

Uef‘l"'U(r’)dv’r. (10.25)

Bu formula birinchi marta Maks Born tomonidan olingan bo‘lib,
sochilish nazariyasida Born yaginlashishi deyiladi.

16.3. Rezerford formulasi

Yugorida hosil qilingan f{8} differensial effektiv kesim formulas:
katta tezliklarda harakatlanayotgan zaryadlangan zarrachalaming elastik
hilishini hisoblash uchun go‘llanilishi mumkin. Birinchidan, faraz
yilaylik, atom to‘gnashuvdan avval ham, to‘gnashuvdan keyin ham
tinch holatda bo‘lsin. lkkinchidan, to‘gnashuvdan so'ng atom tinch
holatda qolisha  uchun, atomning Af massast  to‘qnashayotgan
zarrachaning massasidan  ancha katta bo'lishi kerak. Yuqorida
keltirilgan shartlamni bajarilgan deb olib, ¢ =zaryadli va m massali
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zarrachaning sochilishini hisoblab chigaylik. Faraz qilaylik, Ze-
zaryadli atomning vadrosi koordinata boshida joylashgan va atomda r”
migtada joylashgan elektronlar to‘plami hisobiga vujudga keladigan

elektr zaryadi esa fazoda —¢p{#”} zichlik bilan tagsimlangan bo‘lsin. U
holda, r nugtadagi elektr potensial

p(r
olry==- -[ Ir —~1| (10.26)

formula orgali beriladi. Hosﬂ bo‘lgan maydondagi zarrachalarning
potensial energiyasi esa

Z ”
U(r)zeiip(r)z-?j—-—eet _i # {]027)

teng bo‘ladi. U(r) ning giyvmatini (10.24) formulaga qo‘yilsa, sochilish
amplitudast uchun quyidagi formula olinadi:

oy 2mZee g 'y 2m Zee, i p(r )dif
s O == Tl I T ST e

Yuqorida olingan integrallar alohida ko‘rib chiqiladi. Avvalo, shuni

ia'kidlash kerakla,
(10.29)

o(c)= trfir

integralni fazoda p(r'}=¢""  zichlik bilan tagsimlangan elekér
zaryadlaming r"nugtadagi potensiali sifatida garash mumkin va bu
potensial esa o‘z navbatida quyidagn Puasson tenglamasini
qanoatlantiradi:

Vie(r)=—4mp (v} =-4re™ (10.30)
va bu tenglama orqali  ¢(r)potensialni antqlash imkoniyati paydo
bo‘lady:

’ 4 i | ) | ' .
or=Eer L aos
o

(10.28) dagi birinchi integraint (10.29) bilan solishtirilsa,

oyt

Y e A 2 .,
:‘:Ii: '_"'T'du :j—ﬁr_’_du :_‘_1_2, :ql =q;+q;+q; (1032)



" natija kelib chigadi. (10.28) dagi ikkinchi integral esa quyidagicha
i hlsublanadl

J,={ *“rdz;_]"”(r)d” —fd f,'q"dz’f:

1

v (10.33)

=fdzf",o(:- " ‘4iri'€j " = fde,o(r
o iql

- Olingan  (10.33) formulada integrallashm: bajarish uchun qutb
- koordinatalar sistemasiga o‘tiladi, bunda Z-o'qini € vektor bo‘vicha
* yo'naliiriladi. U holda,
i dv = ridrsinPd0dp, gqr=grcosf

" bo'ladi va
Jdﬂp F_)eiqr — ( )Vldf"j g Lmeﬂh’ﬁdﬁj dq) N

U
" ni hosil gilish mumkin. ¢ o‘zgaruvchi bo*yicha mtegrallash natljamda
27t ko‘paytma hosil bo‘ladi, x = cos8 almashtirish bajarilishi natijasida
esa

*:"-—-:3

oy 1 \
J.e"‘”'c'”ﬂs.inﬂa’@ = Je""”afx _ Zeingr o
o o qr P L T
kelib chigadi. Demak, o
- < sinlqr o o
Ja’vp (r)e" :4;ch 2 ),o(r)«r1 g (10.34)
(t

gr
bo‘ladi. Hosil bo‘lgan ifodam (10.33) formulaga qo‘yilsa, J, -
integraining natijasi kelib chigadi. End:  (10.32) va  (10.33)
formulalarni (10.28) qo‘yilsa, [ (6) uchun guyidagi natihani olish
mumkin:

Zme'e, 4 Sm qr) |
— Z 4 d +
[@)=="— { f r} (1035)
Agarda
q = 4 sin g 4}??”'5122 | o

A’ 2
ekanligi eslansa va |
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e F(8)=4n Ismgfr)p(r)rzdr- e (1(}36)
a

belgilash kiritilsa, quyidagi oxirgi natijani olish mmnki_ﬁ; -

€€,

flg)y=- i {Zz-F(8)}cosec’ -’; - (10.37)

mé/

Kiritiigan F{8} kattalik atom formfakiori deyiladi, uning qtymati

esa eléktron zaryadi zichligining tagsimeoti bilan amiglanadi va
elekironlarning burchaklar bo‘vicha sochilishini aniglab beradi. Olingan
(10.37) formula vordamida 8 burchakka F energivali elektronlarning
differensial effektiv kesiminti topishimiz mumkin, ya’nt

2

Olingan formulani yvagqol namoyon qilish uchun, ep - elektron
dastasi zaryadining zichligi to‘g risida sodda taxmin yuritamiz. Avvalo,

dc =( ad - ] {Z’—F(fﬁ‘}}1 cnsec*%dﬁ (10.38)

I

p=pe°

deb qabul qilinadi, bu yerda ¢ — atomming radiusi. Umuman olganda,
atom neytral bo‘lganligi sababli

j pdv =2 _
bo‘ladi, demak -
Z .
Po = Sma j X
bo‘ladi. Shunday gilib, e
= @ S gy (10,39
p=g € AT 4 ( )

ifoda kelib chigadi. Endi (8) atom form faktorini hisoblashga otifishs
mumkin: o ‘

o 4 | b _i
F(fj‘):4;rfp(r)sm(gr)rzdr=—g—3fe “Sing  £-dZ.
qr 2a7¢7 7,

Bunda ¢gr=& belgilash kiritildi. Hosif bo’ lgan axirgi 1ntegralm
hisoblash qivinchilik tug*dirmaydi:
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w £ o - - : i 3
o fevsingfrdf=fer (o) Fa =0
" z -z o
e me— (ou
(1+q d ) [1-5-%2::1233}15) | - | ( 40)
kelib chigadi. Demak, s
v [ el E _ 1 48 : |
dﬁ(&}u(znmj) I ( oy cosec zd._f.l. - (10.41)
1+4k"a”Sin” —2) e S
ifoda hosil bo‘ladi. _

Tezliklari katta zarrachalar uchun 4z >1 bo‘ladi va (10.41) dagi
formulada ikkinchi hadni hisobga olmasak ham bo‘ladi. U holda,

{ eeZ X N -
do-(e)_(mz) cosec’ —dQ (10.42)

natija olinadi.

Klassik mexanikada olingan Rezerford formulast hosil bo‘ldi. Bu
holda Rezerford formmulasi Born yaqinlashish usult orqali olingan.
Qizigarli jubati shundan iboratki, agarda mazkur masalani aniq
yozganimizda, xuddi shu natijani olgan bo'lar edik. Darvoge,
sochilishning effektiv kesimini aniq hisoblagan vaqgtimizda olingan
yechimda % Plank doimivsi gatnashmaydi, Demak, klassik fizika
hamda kvant mexanikasi tomonidan hisoblab chiqilgan natijalar bir-
biriga mos kelishi lozim,

10.4. Bir xil zarrachalar to‘gqnashuvi

Tkkita bir xil zarrachaning to‘qnashgan holini ko‘rib chigish
magalasi alohida ahamivatga egadir. Ma’lumki, kvant mexamkasida
zarrachalarning aynan o°xshashligi ular o‘rtasida  o°ziga xos
almashinuvchi o‘zaro ta’siming paydo bo‘lishiga olib keladi. Sochilish
jarayonlarida vuqorida qayd etilgan o‘zaro ta’sirni hisobga olish
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zaturligi ham kelib chigadi. Spinlari -;uga teng bo‘lgan ikkita bir xil

zarracha, masalan, elektronlarning toqnashuvi ko‘rtb chiqiladi, U
holda, sistemaning to‘la to‘lqin funksiyasini ko‘paytma ko‘rintshda
yozish mmmiin, uning birinchi funksivasi koordinata yoki orbital,
ikkinchisi esa spin funksiyasi deb ataladi. Shredinger tenglamasi faqgat
koordinata funksiyasinigina aniglaydi, shu tufayli ikkita bir xil
zarrachalardan tashkil topgan sistema uchun zarrachalaming o‘rini
almashtirishga nisbatan orbital to‘lqin funksiyasi simmetnk yoki
antisimmetrik bo‘lishi kerak. Agarda sistemaning to‘la spini 5=0 bo‘lsa,
u holda orbital to*lgin funksiya simmetrik bo‘ladi, agarda S=1 bo'lsa u
holda — antisimimetrik bo‘lishi kerak. Og‘irlilk markaz bilan bog‘langan
sanoq sistemasida zarrachalarning o‘rmni almashtirish radivs-vektor
yo*nalishini teskarisiga o‘zgartirishga olib keladi, ya'ni r, =-r,. Lekin,
inersiya markazi tinch turgan koordinatalar sistemasida r o‘zgarmasdan
qolad;, ¢ burchak esa x-6 ga almashinadi. Shuning uchun,
cheksizlikdagi chegaraviy shartnt ganoatlantiravehr birinch: zarracha
uchun to‘iqin funksiyasi

. &) .
Wi ::e’k" + f( )erﬁu-
'd
ko*rinishda bo*tadi.
{kkincht zarracha nchun o
| w1=€-k+£(n'9)€m '
¥

bo‘ladi. Sistemaning to‘lgin funksiyasimi esa, »-—>< da, uﬁing
simmetriyasini hisobga olgan vaqnmlzda quyidagicha yozish lozim:

p=exet+ =[OV f(7-0)] (10.43)

Zarrachalarning aynan o xahashltgi sababli, ularmning gaysi birt
sochtluvchi, gaysi biri sochuvchi ekanini ko*rsatib bo‘lmaydi.

Inersiva markazi sistemasida, ikkita bir xil, bir-biriga garama-
garshi targalayotgan tushuvchi yassi to‘gliniarga ega bo‘linadi. (10.43
formulada bu &% ve ). Ushbu (10.43) formuladagi tarqaluvchi sferk
to*lqin esa har ikki zarrachaning sochilishim hisobga oladi va uning
yordamida fazoviy burchakning berilgan €2 elementida zarrachalardan
birortasining sochilish ehtimolligini aniglab beradi. Shunday qilib, agar
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to‘gnashayotgan zarracharning yig‘indi spint S=0 bo‘lsa, u holda
sochilishning differensial effektiv kesimi

- doy = f(ﬁ‘)*f“f(ﬂfff—B)f2 dQ (10.44)
ko‘rinishga ega bo*ladi. Agar §=1 bo‘lsa, u holda |
do, =|1(8)~ 7 (n—0) dQ (10.45)

bo'ladi.

Hosil qilingan (10.44) va (10.45) formulalarda to‘gnashuvchi
zarrachalarning yig“indi spini aniq qlymatga ega, deb faraz gilingan edi.
Agar sistema ma’lum spin holatda bo‘lmasa, u holda sochilish kesimini
aniglash uchun barcha mumkin bo'lgan holatlar bo‘yicha
o‘rtachalashtirish lozim, chunki vlarmng hammasini teng ehtimollt deb

garaladi. % spinga ega bo'lgan ikkita zarrachadan tashkil topgan
sistemasining 2-2=4ta turli spin holatlaridan biri §=0 to‘la spinga
(zarrachalarming spin proyeksiyalarn +%,—% bo‘lgan holatga) mos keladi

va wuchtast 5=1 spinga (zarrachalamning spin  proyeksiyalan

11 -l, 1 "1-,.. +l bo‘lgan holatga) mos keladi. Shuning uchun,

1’27 20 27 2 2
sistemaning $=0 yoki S=1 spinga ega bo‘lish ehtimolligi mos ravishda

%ynki % ga teng va shunga ko‘ra

1 3
do==do, +—do =
4 4

B 2 1 . .. - (10.46) _
:{\f @) +i7 -0 ~S [ 0) (x~8)+ " (B-)f(n'—ﬂ}]}dfz' |
bo‘ladi. T N =
Misol ta’rigasida U=£ Kulon qonumi bo‘yicha ofzaro

r

ta’sirlashuvchi ikkita tez harakatlanuvchi elektronlarming to‘qnashuvi
ko‘rib chigiladi, Agarda 'E’%U «! bo'lganida (v-zarrachalarning

nisbiy harakat tezligi) amplituda uchun uning Born yaginlashishidagi
ifodasidan  foydalanish mumkin. Bunda formuladagi m ikkala

zarrachaning keltirilgan massasi ekanini yoodda tutish lozim (m = m% .
bunda m, —elektronning massasi), u holda
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' " 1 1 i oy

daz{ - 2] + + e (1047)
71,V sin’ o cos’ 4 sin 4 cos” N

2 2 P 2

ifoda olinadi. L e g e R

| 10.5 Sochilishning anig nazariyasi
. Yuqgorida ko'nb chiqilgan sochilishning yaqginlashishlar asosida
keltirib chiqilgan nazariyasi bilan bir qatorda sochilishning aniq
nazariyasi ham mavjudligini ko‘rsatish mumkin. Bu masalani hai qilish
uchun (10.8) ifodaga murojat etiladi va

Viy + kv =V (r)y (10.49)

tenglamani aniq yechimini olishga harakat qilinadi. Bu tenglama
markazty kuchlar mayvdonidagli harakatming umumiy nazariyasida

uchraydigan tenglamadan —2%2 ko‘paytuvchi va hadlarning ketma-ket
joylashgani bilan ajralib turach. Shu sababdan, (10.49) tenglamaning
E=—2-ﬁﬂ7l energiva, M°=r7(i/+1) impuls momentining kvadrati va
M_=hm mmpuls momentining proyeksivasiga tegishli bo‘lgan xususiy
yechum quyidagicha boladi:

Y (18 0)=R,(r)Y, (.p). (10.50)
Shunday qilib, markaziy simmetriyali maydonda Shredinger
tenglamasining umumiy yechimi anigiandi. Agarda K, (*‘)=%' deb

gabul qilinsa, (10.49) ifoda % funksiya uchun quyidagi tenglamani
hosi] gilish mumkin:

duw_[kz__!(!jl)]uf:f;(r)ur Q05D

bl
adr” y

(10.49) tenglamaning umumiy yechimini v,,(7.8.¢} -. ortogonal
funksiyalarning yoyilmasi shaklida yozish mumkin: - ’
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= ﬂi"""'f [ .. gl; %

V=D D R(DVE(E.0).  (1052)

=0 m==f
Bu yechimni uning OZ o‘qiga proyeksiyasi (m soni) va impuls
momentning qiymatlari (/ soni) bilan farglanuvchi holatlaming
superpozitsiyasi ko‘rinishida izlayotganligimizni bildiradi.
Sochilish nazariyasiga murojaat gilinsa, shunday xususiy yechim

aniglanishi kerakki, uning asimptotikasi quyidagi ko‘rinishda bo‘lsin:
Ik

Y. ="+ f(9)—. (10.53)
¥

Bu yechim sferik simmetrivaga ega bo‘lib, ¢ o'zgaruvchiga bog‘lig
emas. Demak, (10.52) ifodadan ¢ ga bog'lig bo*lmagan yvechimnt olish

uchun, bu ifodada yig“indining » =0 barcha hadiarini htsobga olmaslik
kerak. U holda,

ZCF r)P(cosH)

yechlmga ega bo‘linadi, Ehunla Y.{6.9) fagat. ko’ pagftkwg:hl bilan
P (cos8) dan farq qiladi.

Endi asosiy vazifamiz ¢, amplitudalarni amqlashdan iborat bu‘lib
ushbu masala kvant mexanikasiga bag‘ishlangan bir qator darsliklarda
vetarlicha to‘liq bayon etilganligi tufayli, o‘quvchiga oxirgt natyant
berish bilan chegaralanamiz. Shunday qilib, sochilayotgan to‘lgining
amplitudasi

=_Z 2 +1){e”™ —1) P (Cost)
2ik 13
ko‘rinishda bo‘ladi, bunda 7, sochiigan to‘lginlarning fazasi.

18.6. X bobga oid savol va masalalar -

1. Elastik va noelastik sochilishlaming asosty fargt nimada?

Sochilishning differensial effektiv kestmini izohlab bering,

3. Masala. Born yaqinlashishida v = -l agarda »<® yoki U =0 agar
+>R bo‘lganida sferik potensial o‘radagi sochilishning
amplitudasi va differensial kesimi hisoblansin.

b

311



Yechish, Ma'lumki,

)= -323”21 Juarsingrar

~ bunda q=2k5in§. Uir)=U, bo'lganida,

A 1
f{g}) _ Zf?l']ﬁ UJ!rsjn g‘.“‘d}“ :M(—E@.—E—QQSQHJ
gh g | gR
. va

z, ‘ \
do =Jf{ﬁ}f dl) = E%E@_(MJ dC3
4

4.  Masala. Oldingt masaladagi sochilishning  differensial
kesimi natijasidan foydalanib potensial o‘ra orgali sodir bo‘ladigan
* sochilishning to'liq differensial kesimi an ' '

- cheldi hollar ko'‘rilsin:

a} kR>>1, ya'ni tezligi katta bo‘

gan zarrachalarning sochilishin;;
b} kR<<1, ya'ni tezli

gi kichik bo‘lgan zarrachalarning sochilishini.
2 . b

Vechilish. Ma'lumic 4, - 271%) [s298-gReosg % 4o

... Bunda g= 2ksiug va dQ=27sinddo

- Demak,

2 T v :
UIR? " =/ -
T =87 R —n—?l——‘%'___ f (SIHQR f‘?msgﬂ} siné&deg,
h A g R

Berilgan integralni bo‘lakigh mte

grallash natijasida v3 integralﬁing
chegaralarin; hisobga olgan .

da quyidagi natya olinadi:

a=27 M” ._._E__+Siﬂ4kR_3in22kRJ R
Lo ) ey Ry (2R)y |

Endi xususty hollami ko'riisa |

@) kR>>1Do'lganda

-

o2 mlu R
A E

b)  kR<<) bo‘lganda esa

- S
9 B
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© 5. Masala. Born yaqinlashishida Yukava potensiali U{r)=9:-e'§

maydonidagi sochilishning amplitudasi va sochilishning to‘lig
differensial kesimi aniglansin.

Yechish, Ma’lumki, _
2m
(A)=——7= U ingrar. .
/@) qh‘“f (rrsingrar .
Bu formulaga Yukava potensialining ifodasi go‘yilsa |

@) =— i:f Je e singrdr

]

e —fr

bo‘ladi. Endi singr= ¢ j
almashtirish metodidan foydalanib integrallash natijasida: ;2. -+ oo

formuladan va  o‘zgaruvchilarni

o.ma |
g)y=-2 " P
/1) {I[ B )I+a‘q‘
ni olinadi. U holda
do =16 dQ:zlaf(“”f”] dﬂ, . R
A (i+a2cj“) TR I

va sochilishning to‘liq differensial kesimi quyidagiga teng bo‘ladi:

-

2oma’ |
G =4% —— | |
: i T+da k™ - . . P L

--------



XTI bob
RELYATIVISTIK KvanT MEXANIKAST .

I1.1 Shredingerning relyativisgik tenglamas;j
Shredinger tenglamagi
bo‘lgan zarrachalargaging qo*lanish;
tezlikiari yorug‘hik

mumkin bo‘lgap
Jumladan Shredi

tomonidan norelyvativisis
Mexanikasining Yaratilishi bilan devarli bir vagtda tak]
Ushbu masalan; ko‘rib chigishdan
olishning formal yo'li eslatib o*tjlad;

oldin Shredinge
Berilgan Uir) potensialda

I' tenglamasini

harakat qilayotgan Zarrachaning
energiyasi quyidagiga tengdir:
E—2m+b(r}. | (11.1)
Shu ifodada o
E:iﬁg,pahfﬁ? (11.2)
almashtirish bajarilsa va hosil bo‘Igan operator bilan V(r,¢) to*lgin
funksiyasiga ta’giy qilinsa, Shredinger tenglamasi kelib chigadi:
z j
;'h?% = _.;; Viur, £) + Uy, 1. (11.3) %
Agar energiya uchun quyidagi relyativistii ifodadan '
E?=p2e? 4 12,04 (11.4) !
foydalanilsa hamda (11 -2} almashtirish bajarilsa, quyidagi relyativistik
tenglama olinad;:
’ 7 m? __
( Vi i3 h }/( 6,}=0 (11.5) «
Mazkur

a Kleyn - Gordo
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munosabatdan  foydalanganimiz = uchun  tenglama  relyativistik
invariantdir, ya’'ni, nisbiylik nazariyasining almashtirishiariga (Lorens
almashtirishiariga) nisbatan invariantdir. Shredinger tenglamasidan
fargli ravishda Kleyn - Gordon tenglamast fazoviy va vaqt
koordinatlariga nisbatan simmetrikdir,
Kleyn - Gordon tenglamasidan xuddi Shredinger tenglamasidan
olgamimizdek uztuksizlik tengiamasini olish mumkin: |
JoAY, 1) - (11.9)
Gl B

+ divi(r.£) = 0.

Bunmg uchun extimollik zichligt p(r,7) va oqim zichligi i (n’*,f) schun
quyidagi ifodalarni olish kerak: T

jle,)= E.—*(F-’?’ Vg —yNy 1 e (11.7)
_h Loy oy .
plr,¢)= mecg[w v > ] o aLs)

p(rs) uchup ifodani xuddi norelyativistik kvant mexanikasida

qilganimizdek, zarrachaning t vaqt momentida rnuqtada topish
chtimolligining zichligi sifatida qarash kerak. Ammo, maniiy
bo‘lmagan norelyativistik ehtimoliik zichhigi -

ple.)=yle, Ny (. )=kl ) 20 (11.9)

dan fargli ravishda kiritgart (11.8) zichlik hamma vaqt manfiy
bo‘Imaslik xossasiga ega emas. Hattoki, agar w(r.7) - funksiya haqiqiy
bo‘lsa (Kleyn—Gordon tenglamasining bunday yechimlart mavjud),
(11.8) zichlik butun fazoda aynan nolga tengdir. p(r.?) ishorasi
noaniqligi uni zarrachani ¢ vaqt momentida r nuqgtada topish
chtimolligining zichligi sifatida qarab bo‘lmasligini anglatadi. Kleyn —
Gordon tenglamasining vechimi bo‘lgan w(r,7} {unksiya’ni ham
chtimollik amplitudasi sifatida garab bo‘lmasligi ravshandir, w-
funksiyani ehtimoliy talgin qilishdagi bunday qivinchilikka Kleyn-
Gordon tenglamasining birinchi tadgiqodchilari e’tibor berishgan edi.
Ehtimolty talginning mumkinmastigi o‘z vagtida, hatto Kleyn-Gordon
tenglamasidan voz kechishga bam olib kelgan, unga formal relyativistik
lekin, tabiatga daxli yo‘q bir tenglama deb ham qaralgan. Bu ¢sa o'z
navbatida ma’lum ijobiy rol ham o‘ynagan "haqiqiy" relyativistik

315



tenglama sohasidagt izlanishlar Dirakm 1928-yilda o‘zining mashhur
tenglamasini  vujudga  keltirishga olib kelgan. Kleyn - Gordon
tenglamasining tog‘ri talginini 1934- vyilda Pauli va Vayskopflar
ikkilamchi kvantlash metodi asosida berishgan. Ular (r,7}) va jr,n)
kattaliklarga  (elementar  zaryadga  ko'paytirgandan  keyin)
zarrachalarning mos ravishda zarvadi va toki zichliklari sifatida
garashni taklif etganlar,

Kleyn—Gordon tenglamasini talgin gilishda yana bir giyinchilik
bor m ham bo‘lsa, kvapt mexanikasida qabul qgilingan sababiyat
prinsipining buzilishidir. Bu prinsip bo‘yicha to‘lgin funksiyasining
boshlang‘ich momentdagi qiymati sistemaning kevingi ixtiyoriy
vaqtdagi holatini aniglaydi. Kleyn—Gordon tenglamasi vagt bo‘yicha
tkkinchi fartibh {englama bo®lgani uchun boshlang'ich momentda
fagatgina w(r,f) ning o‘zigina emas, balki dw(r.?)/dt ni ham berish
kerak. Demak, faqatgina v (r.7)ning boshlang‘ich momentdag) giymati
sistemaning holatini aniqlab bera olmaydi.

Kleyn—Gordon tenglamasining yechimiga o‘taylik. Kleyn-Gordon
tenglarnasi quyidagi tekis to'lgin  ko'rinishidagi vyechimga ega
ekanligmi ko‘rish, gtyin emas: |
vt} = N explilpr — Et)/R] SRS B 1}
bunda T
(11.11)

{11.11) formuladag: 1shoraning noaniqgligi (11.4) Kklassik
formuladagl ishoraning noanighgiga mos keladi. Bu bilan bog‘lig
bo‘lgan, giyvinchiliklarni quyida Dirak tenglamasi ko‘rib chigganda
batafsil muhokama gilimadi.

Ko‘rinib turibdiki, {11.10) to‘lqin funksivalik holatda musbat va
manfiy enecrgiyalik zarrachalar uchun zaryad zichligining ishorasi har
x1l ekan. Pauls va Vayskopf talqint bo*yicha manfiy energiyalik holatni
manfiy zaryadli zarrachalarning holati va musbat energiyalik holatni esa
musbat zaryadlangan zarrachalarning holati deb garash kerak.

11.2. Elektromagnit maydondagi zarracha

Vektor potensiali A(r,r) va skalar potensiali @(r,f) bo‘lgan
elektromagnit maydonda harakat qilayotgan zaryadh relyativistik
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zarrachani ko‘raylik. Shu holga to‘g‘ri keladigan to‘lqin tenglamasini
keitirib chigarish uchun (11.2) munosabatda ene:rg;}fa -E va impuls p
larni quyidagicha almashtirish kerak: g

E——)rhggﬂeq:a(r,r},[l—%zﬁvwﬁA(r,:) (11.13)
g

va hosil bo’lgan operator munosabat bilan to‘lgin funksiyasiga ta’sir
qilish  kerak. (11.13) almashtirishning kelib chigishini  Dirak
tenglamasiga clekiromagnit maydonni kiritganda muhokama qilinadi.
Aytilgan ishlar bajartlgandan keyin elektromagnit maydondagi zarracha
uchun Kieyn—Gordon tenglamasi olinadi:

I-(ih,i—epo(rqt)}_—cz(f?}.V+EA[r.,r)j —ﬂmzc"]«y}’(r,f}=0. (1L.14)
{_ (114 P

Potensiallar vaqtga bog‘liq bo‘lmagan holda bu tenglamada ¥ va
¢ o‘zgaruvchilar ajraladi. Bu hoida
v (r.0) = ulr Jexpl(—iEt/ )
deb olinsa, to‘lgin funksiyasining fazoviy gismi uchun quyidagi
statstonar tenglama olinadi:

[(E— epp) — (f?‘a‘?-& EAT' “?HEC‘J}H(I') ={. (11.15)
c J -

Vektor potensial nolga teng va skalar potensial @{r)-sferik simmetnk
bo‘lgan holni olib ko‘raylik. (11.15) tengiama bu holda quyidagi
ko‘rinishga keltiriladi:

(—ﬁzcz?l + mzrs"}u(r) = (E—'E'gﬂ)z ulr). . (11.16)

Oxirgi tenglamada sferik koordinatalar sistemasida o‘zgaruvchilami
ajratishimiz mumkin. Buning uwchun  w(r) funksiva’ni  quyidagt
ko rnishda 1zlanadi;

( )y

uir) = —-=%, 6,¢)

bunda ¥, {8,¢)- sferik fuuksiyaiardir. Noma’lums R{r} funksiva uchun
quyidagi tenglama olinadi:

2 i 224
LRE) WD iy (E=ep) =me' pyo. (1107)
dr he
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Agar e@(ry=~Ze’/r deb olinsa, relyativistik zarrachaning Kulon
maydonidagi harakatini ko‘rib chiqish mumkin bo‘ladi. Quyidagi
o‘lchamsiz uzunlik va energiyalami kiritaylik:

p=r/yy__h* _E-m'c

’ ‘E’ B

Kiritilgan vangi o‘zgaravchilarda (11.17) tenglamanmg ko‘rinishi
quyidagicha bo‘ladi:

2.2 :
TRO). 22 pipye 2T pyear)=0 g
bunda & = e’ /fic = 17137 - pozik struktura doimiysi deyiladigan doimtydir.
Agar{11.19) da

(11.18)

{+1)-Za =1 +1) (11.20)
kabi belgilash kiritilsa, olingan tenglama elektronning vodorod
atomidagi to‘lgin funksiyasining radial gismi uchun tenglama bilan bir
xil bo‘ladi. Bu tenglama esa paramefr € ning fagafgina ba’zi
givmatlaridagina yechimga ega:

Z° -
g =~ 2
(n, +1+1F (125
bunda » ixtivoriy musbat butun son voki nol. (11.20) kvadrat
tenglamadan ! ning bertlgan giymatlarida " uchun quyidagi ikkita
giymat olinadi:

, 11 s s
{ =—Ei;;[(zz+1)2 ~4.Z-cae:~]}é (11.22)

{ >0 bo‘lganda bularning biri musbat, ikkinchisi esa manfiy bo‘ladi. Bu
ildizlarning gaysi birini (11.21) ga qo‘yish kerak? R{p} funksiya’ning
kichikp lar uchun asimptotikasi xuddi norelyativistik holdagidek
quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:
Rp)~p" Rl p)~p

Agar to‘lgin funksiyasini nolda chekli bo‘lsin desak, unda R, (p)
va musbat’ ni, ya'ni, /, ni tanlab olinishi kerak. Lekin / ildiz
faqatgina />0bo‘lgandagina noldan kattadir, /=0 hoida /. ning
ikkalasi ham manfiy bo‘lib, goladi va to‘lqin funksiya bu holda nol
nuqtada  singulyarlikka ega bo‘ladi. Demak, funksiyamizning
cheklanganlik talabi/=0 bo‘lganda /. larning ichida to‘g'risini taniab
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olishga imkoniyat bermas ekan. Kinetik energiyaning musbatligi bo*lib
goladi va 10'lgin funksiva bu holda nol nugtada singulyarlikka ega
bo‘ladi. Demak, funksiyamizning chekianganlik talabi/ =0 bo‘lganda /,
larning ichida to*g‘risini tanlab olishga imkoniyat bermas ekan. Kinetik
energivaning musbatligi talabi esal/, ni tanlab olishga olib keladi.
Shunday yo'l bilan orbital kvant soni /ning har bir giymati uchun radial
tenglama (11.19) ning faqat bitta vechimi gqoldiriladi, u ham bo‘lsa
kichik p uchun asimptotikasi ~ ™" bo‘lgan yechimdir.

Kulon maydonidag: relyativistik zarrachaning energiya sathlari
uchun (11.18) va (11.21) formulalardan quyidagi aniq ifoda olinadi:

E=mc| 425 ) T (1123)
| (n, +1; +1) ey, W

O[lngan bu 1f0dan1 o ho‘yicha o amqhkkacha q:rtdrga yu‘yﬂsa-.
quyidagi olinadi:

: Zzﬁrz 24{:{4 n 3 | . o :..IH__. |
E=meci|l- R e el | ES ..
o0’ 2t | 1+12 4 )|
, LRy T (11 24)
B R ? . I..rJ! .
=m{::"'—Z" {_é? R}’ 1 '"E' s ) ,.,_J- L S
n 4 [+Y2 4 N L
bundarn=r +7+1 fagat mushat qiymat qabul qiluﬂrchi bosh kvant soni,
4
me
Ry= PR vodorod atomining  tonizatsiva energivasi {Ridberg

doimiysi). Topilgan ifodanming birinchi hadi zarrachaning tinchlik
energiyasiga mos keladi, keyingl had vodorod atomidagi elektronning

norelyativisiik energiya sathlanni ifodalaydi: £, :—R% » {(Balmer

formulasi). Formuladagi oxirgi had esa berilgan n uchun energetik
sathlarning { bo‘yicha aynishini yo‘q qiluvchi haddir, bu had atom
spektrining nozik strukturasiga to‘g'ri keladi. Aytib o‘tish kerakki,
spektining nozik strukfurasini noretyativistik kvant mexanikasida ham
olish mumkin, buning uchun relyativistik energivaning impuls
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bo‘vicha, qatorga yoyganimizdagi p*ga proporsional bn‘lgan hadr_u
g‘alayonlanish hadi deb garash kerak: | LR

p 4

PP
2m 8w’

G’alayonlanish nazariyasi bo‘yicha energetik sathlarning shu
hadga mos keluvchi birinchi tartibls sﬂjlshl uchun quj,ndagml yozish
mumkin: . -

* o . . .

SEM =

E-= (pc +mc:)’r?'~mc +

4 |
I

(11.25)

ﬂ1 8 3 ZI | :_.'!

bunday, =R, (r)r,,0,0) - Kulﬂn 10 lqm funkstvalaridir. Mana shu
tuzatishni hisoblasak, (11.24) formuladagt oxirgi had clinadi.

Relyativistik tuzatishni hisobga olganimizda { kvant soni bo‘yicha
aynish yo‘goladi, natijada berilgan » uchun energetik sathlar » ta bir-
biriga yagin bo‘lgan (@’ning kichik bo‘lgani uchun) sathlarga
ajralanadi. Vodorod atomi uchun (11.24) bo‘yicha energiva’ning to‘lig
ajralish kattaligi quyidagiga teng bo*lishi kerak:

a'me* (n—1) , n—l
=Ry ——.
n{n—1/2) e n(2n—1)

JEV = (11.26)

Vodorod atomida kuzatiladigan parchalanish, hagiqatda ¢(11.24)
formula beradigan kattalikdan ikki marta kichikdir. Bu shum
ko‘rsatadiki, Kleyn—Gordon tenglamasini elektronning harakatini
ifodalashga go‘llab bo‘lmas ekan. Hagigatan ham, avvalgi boblardan
malamki, elektron spin va xususiy magnit momentiga egadir, bular esa
Kleyn—-Gordon tenglamasida hisobga ohnmagan. Demak, Kleyn-
Gordon tenglamasi spinga ega bo‘lmagan zarrachalargagina (masalan,
n-mezonlarga) qo‘Hanishi mumkin ekan. Biz topgan (11.23) va (11.24)
formulalar n-mezoatomlarning— yadro va uning atrofida aylanayotgan
n—-rezondan iborat bo‘lgan ekzotik atom sistemasining energetik
sathlarini beradi. Shuni ham hisobga olish kerakki, a-mezonning
massasi katta (elektron massasidan taxminan 270 marta) bo‘lgani uchun
uning orbitasining Bor radiusi kichikdir va shunga yarasha n-mezonni
yadroga vaqin sohada topish ehtimolligi kattadir. Shuning uchun,
energetik sathlarni hisoblaganda vadroning nugtaviy bo‘lmaganligi
sababli uning elekir maydonining kichik masofalarda Kulon
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maydonidan fargli bo‘lishim  ham hisobga olish kerak. m-mezonlar
uchun kuchli ozaro ta’sirning ham ahamivati kattadir, buning ham =-
mezoatomlarning energetik sathlariga ta’sirini hisobga olish kerak. Bu
ikki effekt (11.23) va (11.24) formulalamni keltirib chigarishda hisobga
olinmagan.

11.3. Dirak tenglamasi

1928-yilda Dirak ehtimoliy talqin gilishdagt qiyinchiliklardan hol:
bo‘lgan relyativistik tenglamani olgan. Pauli va Vayskopf 1934-yilda
Kleyn—-Gordon tenglamasiga yangicha yondoshmagunlaricha Dirak
tenglamas: to‘g'ri bo‘lgan vyagona relyativisitk fenglamadir deb
garalgan. Hozirgt tasavvurlar bo‘yicha ikkala tenglama ham to‘g'n
tenglamadir, faqat ulaming qo'llanish sohasi har xildir: Dirak
tenglamasi spini  1/2 (Plank doimiysi # birliklarida) bo‘lgan
zarrachalarga va Kleyn-Gordon tenglamasi esa spinsiz zarrachalarga
go‘lianshi kerak.

Avvalgl paragraflarda ko‘rdikki, Kleyn—-Gordon tenglamasining
ehtimoliy talginidagi qiyinchiliklar uning vaqt bo‘yicha ikkinchi tartibli
tenglamaligi bilan bog‘ligdir. Demak, bu qgiyinchilikdan xoli bo‘lish
uchun tenglamaning vaqt bo‘yicha hosilasi birinchi tartibli bo‘lish:
kerak. Formal nugtayi nazardan bunday tenglamani ozod zarrachaning
energivasi uchun klassik relyativistik ifodadan E° =p°c’ +m’colish
mumkin, Lekin bu ifodada zarrachaning impulsini tegishli operatorga

almashtirilsa E ={- 2#*V? +m2c‘}j’é ko‘rinishdagi operator olinadi. Bu
operatorning  to*lgin funksiyasiga ta’sin esa integral munosabatga
tengdir. Integro-differensial tenglamaga olib keladigan bu yo‘l albatta
to*g‘ri kelmaydi.

Nisbiylik nazariyasida hamma koordinatlar va vagt teng hugqugli
bo‘igani  uchun izlanayotgan tenglama hamma o°zgaruvchilar
(koordinatiar va vaqt) bo'yicha birinchi tartibli differensial tenglama
bo‘lishi kerak. Agar kvadratik forma bo‘lgan klassik E° -p’c’ —m’c’
munosabatni ikkita chizigli fermalarning ko*paytmasi sifatida ifodalash
mumkin bo‘lganida edi, bunday tengiamani darrov olgan bo‘lar edik.
Lekin oddiy arifmetika nugtayi nazaridan bunday faktorizatsiya'ni
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bajara olmaymiz. Shumga qaramasdan, Dirak bu kvadratik formani
quyidag: ko rinishda yozib olish mumkin deb faraz qildi:
E'—p’@ ~m’c* =(E~cap— Smc* J(E+cap+ gmc?).  (1127)
Hosil bo'lgan chizigli formalardan birini {masalan, birinchisin)
oltb, unda £ va p larm (11.2) qoida bo‘yicha operatorlarga almashiirtisa
va shu operator munosabat bilan to‘lqin funksivasiga ta’sir qilinsa,
izlanayotgan vaqt bo‘yicha birincin tartibli bo'lgan differensial
tenglama olinadi:

I-x

iﬁ%: Hiy = copy + fmc’y. ___f' o {1128)

Ushbu olingan (11.28) tenglama Dirak tenglamasidir. Hozircha
noma’lum bo‘lgan @« va A Lkattaliklar koordinatiarga bog‘liq
bo‘lmasligt kerak, aks holda ozod zarrachaning harakatini Hfoda gilishi
kerak bo‘lgan (I1.28} tenglamada koordinatlarga bog'liglik paydo
bo‘ladi, bu esa zarrachaga qandaydir kuchlar ta’str gilayotganini bildirar
edi. Ozod zarracha uchun fazoning hamma nuqgtalari va vagtning
ixtiyorly momenti ekvivalentdir (fazo-vaqtning bir jinshiligi), shuning
uchun koordinata boshining siljishi yoki vagtming o‘lchash boshining
o‘zgarishi tenglamani o‘zgartirmasligi kerak. Agar ¢ va S Lkattaliklar
koordinatlarning funksiyalari bo‘iganda bunday bo‘lmas edi.

Kiritilgan « va B kattaliklar xossalarini {11.27} ning o'ng tomoni
uning chap tomoniga teng bo‘lisht kerakligi shartidan topish mumkin.
(11.27) dagi chiziqli formalarni ko‘paytirganimizda noma’lum ¢ va 8
kattaliklaming ko‘paytmadagi tartibiga ahantiyat berish kerak, chunki «
va f# lar yugorida aytganimizdek oddiy sonfar bo‘la olmaydi.
Ko'paytmada paydo bo‘ladigan impulsga nisbatan chizigli bo‘lgan
me’ p(oe B+ e} ifodani yo*qotish uchun

{08+ P, )=0, i=123 (11.29)
deb olish kerak. Demak, o va  kattaliklar o‘zaro antikommutativ
bo‘lishi kerak ekan. Undan tashqari, op hadlarni o‘zare ko‘paytirganda
nam ortigcha hadlar paydo bo‘ladi:

| |
(epllep)=a.pa,p, = 3PP, (2, +a,a).
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Ko‘rinib turibdiki, ##; Dbo‘lganda impulsning har «xil
komponentalarining ko*paytmasi paydo bo‘lishi mumkin. Buning oldini
olish uchun

‘ oo+ o =0, j (11.30)
deb gabul qgilish kerak. Qolgan hadlar to*g‘rt ko‘rinishga ega bo‘lishi
uchun

Bl=0r=1 (11.31)
deb olish kerak. Toptlgan (11.29)-(11.31) xossalarga qaralsa, kiritilgan

o va B Kkattaliklar matritsalar bo‘lishi kerak, (11.28) tenglama esa
matritsa  ko‘rinishida  yozilgan chiziqli differensial tenglamalar
sistemasini tashkil gilar ekan. Bu tenglamaga kirgan to‘lgin funksiya
esa ko*p komponentalik funksiyadir, uni matritsa-ustun sifatida tasavvur
gihish quiaydir:

[ (r.t),)

;ﬁ(r,;) — ?‘[}2 (r,f),

- \#, (r.1).) |

- Matritsa-ustun elementlarining soni & vaf8  matritsalarning
o‘lchamlariga tengdir. To'lqn  funksivast komponentalarining
mavjudligi zarracha qo‘*shimcha erkinlik darajalarining mavjudligini
bildiradi. Bu qo‘shimcha erkinlik darajalari elektronning spini bilan
boglig bo'lishi keyinchalik ko‘rinadi.

Dirak tenglamasidan uzluksizlik tenglamasini keltirib chigarish
mumkin. Dirak tenglamast matritsavly tenglama bo‘lgani uchun
kompleks qo‘shmaning o‘rniga ermit qo‘shmant 1shlatish kerak. Eslatib
o‘taylik, (krest bilan belgilanadigan) matritsaning ermit qo‘shmasi

kompleks qo‘shma bilan transponirlashdan iboratdir:
T

AT =(4) .
Shuning uchun, ¥(r.¢) ning ermit go‘shmasi bo‘lgan Y’ (r.7) matritsa
quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi: "

v (0= (.0, 4000 2w D).

Dirak tenglamasida ermit qo‘shmasining ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

-
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ap'i- - h T

e e B R AN (Y I )
Bu tenglamada @« va 3 matntsaiaml ermit matntsalar deb olinsa:
at=a .8 =4, | o (11.33)

Bu tabitydir, chumnki, yugorida qayd etib o‘tilgan matritsalar
tayjribada kuzatiladigan fizik kattalikka to‘gri keladi, hamda ermit

matritsa bo‘lishi kerak bo‘lgan energiya operatori # = cap + Bmc” ning
tarkibiga kiradi. Endi (11.28) Dirak tenglamasini chapdan ¥’ (r.f)ga,
(11.32) go‘shma tenglamani esa o‘ngdan w(r.f) ga ko‘paytirib va birini
ikkinchisidan ayirilsa, quyidag: tengiama olinadi:

n2L (r r);ff( )=

, (11.34)
= c?'(;ff (r,r)u‘?y’z(r,f)+ v;;f(r,r)u;//" (r,0)g(r,7)).

Agar

P=YyY20,f=cy ay
beigtlashlar kiritilsa, (11.34) munosabat uzluksizlik tenglamasi
ekanligini ko‘rish mumkin, Zichlikning tarifidan ko‘rinib tunbdiki,
to'igin funksiyasining ehtimoliy talgini uchun hech ganday muammolar
yO'Qq.

Kiritilgan matritsalarning ko‘rinishini topishga o‘taylik. Avvalgi
boblarda (11.29)-(11.31) xossaga ega bo‘lgan ¢, matritsalar — Pauli
matritsalart — uchragan edi ((7.11) ifodaga garang). Pauli matritsalari
o‘zaro antikommutativ bo‘lib, har birining kvadrati birlik matritsaga
teng edi. Lekin, Pauh matritsalarimng soni uchta, shunday xossaga ega
bo‘lgan to‘rtta 1natritsa kerak. To‘rtinchi matritsa sifatida birlik
maftritsani ololmaymiz, chunki v hamma o, lar bilan kommutativdir.
Demak, izlanayotgan matritsalaming o‘ichami ¥ Pauli matritsalarining
o'lchamligi bo'lgan ikkidan katta bo‘lishi kerak ekan. Bu o‘lcham juft
songa teng bo‘lishi kerakligini osongina ko‘rsatish mumkin. Haqigatan
ham, (11.29) dan:

o.p =po, = (- I)ﬁﬂ:f (11.35)
kelib chigadi. Bunda 7 matritsa - N oflchamlik birlik matritsadir.

Olingan munosabatning chap va o'ng tomonlarining determinantlari
hisoblanadi:
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det{er, B )= det(oe )det(B)=(~T1)" det{e, Jdet{B) (11.36)
bundagi @ va B matritsalar teskari matritsalarga egadir, ((11.31) shart
bo‘yicha, har bir ¢, va 8 matritsalarning teskarisi o‘ziga tengdir), ya’ni,
ularning determinantiari noldan farglidir. Demak,

(-1 =1
ekan, va'ni N juft sondir. Yugorida aytilganidek, N' = 2 bo‘iganda
matritsalarning sont vyetarli emas, bundan kelib chigadiki, o vaB
matritsalamning o' lchamini to‘riga teng deb olish kerak.

Matritsa o, va plaming shpuri (shpur — Sp - matritsaning
diagonal elementlarining vig“indisidir) nolga tengligini ko‘rsataylik.
Buning uchun quyidagi formulani:

‘I;B = _ﬁaf
chapdan ©; ga ko“paytiriladi va (11.31) shartdan foydalaniladi. Natijada
quyidagi olinads:

/ff'J = —ﬂfﬂ ;-
Tenglikning ikkala tomonidan shpurmi hisoblansa va Sp belgisining
osfida matritsalarmm sikhk ravishda o‘rmint almashtirish mumkinligt

hisobga olinsa, quyidagiga kelinadi:
$pP = Sp(-0,e,)= Spl- 0} )= Spl- B)
ya'ni, _ i
E SpF =40. ' - (11.37)
Xuddi shunday yo‘l bilan Spe&; =0 ekanligini ham isbotlash
mumkindir. Bundan ham kuchliroq tasdigni, ya'ni o, va J
matrisalarining ixtivorly toq somining ko‘paytmasining shpuri nolga
tengitgini ham ko‘rsatish mumkin.
¢, va P mairitsalarning ko'rib chigilgan xossalari ularning

oshkora ko‘rinishini topishga imkon beradi. Lekin bu matritsalarning
ko‘rinishi bir giymatli ravishda aniglangan emas. Hagigatan ham,

quyldagicha yangi &, vaf matritsalar kiritiladi:
| : & =U"oU,B=U"BU= | (11.38)
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bunda U ixfiyoriy unitar matnitsa. Yangi kiritilgan &;va S
matritsalarning xossalari eski ©;va B matritsalarning xossalari bilan
aynan bir xil bo‘lishini ko‘rish qiyin emas,

Dirak matritsalarining har xil tasavvurlari mavjuddir, lekin Dirak
tenglamasidan kelib chigadigan fizik xulosalarning hech gaysisi konkret
tasavvurga bog‘liq emas. Keyingi paragraflarda bu tasavvurlaming bir
nechtasi bilan tanishib chigiladi va ularming gqo‘llanish sohalari
multokama-qilinad:. Hozircha bu matritsalarning quyidagi tasavvuridan

foydalaniladi:
I 0 0 o,
’5’_(0 —I]"a’f_{a,- 0]' A

bundagi ¢, matritsalar ikki qatorli Pauli matritsalaridir, ya'ni (11.39)

tasavvurdagi matritsalarning har bir elementi o‘z navbatida ilki
o‘lchamli matritsadan iboratdir:

1 0 0 0)
VA 01 0 9
L p= = )
o —1j 0 0 -1 0
- 0 0 0 1 (11.49)
¢ o [0 01 0
ijz = .
s, 0} |01 0 0
L 0 0 0

11.4. Dirak matritsalarining algebrasi

Avvalgi paragrafda Dirakning relyativistik tenglamasini keltirib
chiqardik- hamda @ va B matritsalarning eng sodda xossalari bilan
tanishib  chigdik. Dirak  matritsalarining  relvaiivistik ~ kvant
mexanikasining apparatida o‘ynaydigan muhim rolini hisobga olib, bu
paragratda Dirak tenglamasini kovariant ko rinishga keltiriladi va Dirak
matritsalarining asosiy xossalari bilan tanishib chigiladi. Ya'ni, bu va
keyingi bir necha paragraflar ko‘proq formal xarakterga ega bo‘ladi.

i
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Bunda b1z ba’zi bir takrorlanishlardan xalos bo‘la olmaymiz. O*quvchi
relyativistik 4-vektorar bilan tanish deb faraz gilamiz.

Umumiy va nazariy fizika kurslaridan ma’lumki, fizik
kattaliklarning  birkiklari aniq bir kelishuv asosida tanlab olinad;,
masalan, SI sistemasi, SOS sistemasi va hk. Relyativistik kvant
mexanikasida ham o‘ziga xos birlik sistemasi ko‘p ishlatiladi. U ham
bo‘lsa - rtabily birliklar sistemasi deb nom olgan sistemadir, bu
sistemada yorug‘lik tezligi va Plank doimiysi birga tenglashtirib
olinadi:

c=1, h=1.

Buning natijasida energiya va impuls massa birligiga ega
bo*tishini (11.4) formuladan darhol ko‘rish mumkin. (11.2) formulaga
nazar tashlasak, impuls va energiya /' birlikka ega bo‘lishi kerakligi
ko‘riladi, bunda / - nzunlik birligi (masalan, sm). Vagt ham mana shu
sm larda oflchanadi, massaning birligi esa sm ' bo‘ladi. Tezliklar
o‘lchamsiz kattalik bo*lib, jism tezligining yorug'lik tezligiga nisbatiga
teng bo‘ladi. Harakat migdori momenti va spin o‘lchamsiz kattaliklar
bo‘ladi {hagigatan ham, vlarning ¢'ichamligi Plank doimiysi bilan bir
xit edr), Demak, tezlik va aylanma momenttar o'zining tabily
birliklarida ifodalanadi, o‘ichamtii kaitaliklaming hammasi esa s/ ning
har xil darajasidagt birhklarga ega bo‘ladi. Bu, albatta, katta
qulayliklarga olib keladi. Shuning uchun ham shu  sistemadan
foydalanib turiladi.

Dirak tenglamasini kovariant ko*rintshga keltirish uchun energiya-
impuls 4-vektorining ta'rifini va mos keluvchi operatoriarga o‘tish
ta’riflarini  eslab ((11.2) formulalarga qarang) quyidagi moslik
formulalarini yozish mumkin (Plank doimiysini #=1.deb olinganida):

d
! =iE/c. —— —iV _
p* =4{Efc P}‘*J[‘gar ‘ } (11.41)
p#:g,ﬂup'u :{ﬂfﬂj_p}'—‘}{IE,IV} (11-42)

bunda £, metrik tenzorni bildiradi. Uning signaturasi quyidagi
ko‘rinishda olinadi {+.——~~},ya’ni, ixtiyoriy to‘rt vektorning kvadrati
quyidagicha aniqlanadi:

Lt
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P=ppiE=pl=p=
Quyidagi belgilashlar kiritilsa: A N

8‘ :-—a_,. =-—(T.?)f. VA 8“ :aﬂ:::u:._- e e Lo TR
cot SR R
mmpuls uchun formulalami qulay ko‘rinihga keltirib oli,ngd; o
pt= (ia“,ia)z 0" va p, =(£c?“,—*fa] =1 ,. o {11.43)

Takrorlanuvchi (bir gal kovariant bir ga! kontravariant holda) grek
indekslari bo‘yicha 0 dan 3 gacha vig'indi ko‘zda tutiladi. Lotin
indekslari esa 1,2,3 givmatlarni gabul giladi.

Avvalgt paragrafdagidek, Kleyn-Gordon operatormi  ikki
operatorning ko‘paytimast ko‘rinishiga keltirib olaylik:

pr-m =(p+mip-m) (11.44)
bunda p’ = p"p, va biz Feynman belgilash kivitiidi: p=p“y,. (11.44)
formulanmg chap tomoni Lorens - skalar bo*lgani va uning o‘ng tomoni
tmpuls p* bo‘yicha chizighi bo‘lishi kerakligi uchun yangi sonlar 7,
tarnt kirtishga majbur bo*ldik. Bu yangi ¥, sonlar oddiy sonlar bo‘la

olmaydi, chunkt oddiy sonlar uchun (11.44) o‘rinli bo‘lmaydi. (11.44)
formulada gavslar ochib chiqilsa,

~ ~ t v 1 LW 2
pt=pp=p"1,.0'Y, =3P B2 + 17, )=0"  (1145)
tenghk o‘rinli bo*lishi uchun o o -
b7 +7v)=28, . .. (1146
bo‘lisin kerakligi ko‘riladi. Ma’lumki, bunday xossaga matritsalar
egadir. Shumi hisobga olib, (11.46} tenglikni haqgiqatda quyidagi
ko‘rinishda tushunish kerak:

(/’V{H;/p +;"P}f__ﬁ)= Zgiﬂff’!‘ {\l 1‘4?)
bunda J-o‘lchamligi xuddi ¥, - mng o‘lchamligi N ga teng bo‘lgan birlik
matritsadir. Odatda, (11.47) ning o‘miga (11.46} qo‘llantladi, bunda
fagat birlik matritsa bo‘lishini esda tutish kerak. Kiritilgan
matritsalarning o‘lchami ¥ aniqlanadi, 4 #v bo‘lgan holda -

Yoo =YYy =1V,

bo‘lgani uchun

[IFF]
T
el



(1Y detly,y,) (11.48)

i

detly, v, )= (- 7Y" detly, v, )

tenglik ofinadi. Demak, (-1} =1, ya'ni, N - juft son ekan. 11.3-
paragrafda ko‘rsatilganidek N =4.

Endi (11.44) dan foydalanib, quyidagt vaqt bo‘yicha chizigh
bo‘lgan tenglamani vozib olish mumkin:

(,V"’P,ﬂ, '-m)% =0. (11.49)

 Agar (11.42) dan foydalanilsa, bu tenglamani koordinat fazosida
yozib ¢lish mumkin: -

(ira, —m)p=0. (1150).

Bu-Dirak  tenglamasining  kovariant  ko‘rimshidir. Dirak
matritsalarining o‘Ichamidan kelib chigadiki, (11.50) tenglamadag)
y(r,7) Tunksiva to‘rt komponentaltk to‘lqin funksiyadir.

y-matritsalarning asosiy xossalarini o‘rgamishga o‘tayhk, buning
uchun (11.46) munosabatdan boshga hech narsa kerak bo‘lmaydi.
Agar (11.46) da p =v =0desak,

(,yn)Z _J i o (11.51)
munosabat olinadi. £t =v =7 holda esa o

ekanligi ko rish mumkin. Bunda i bo‘yicha yig‘indi yo'q. Bu formula
ixtiyoriy 7 uchun o‘rinlidir, ya’ni, (}’])2 ==1 (?’2)2 =1 (}’3)2 =-{. Agar
4 =“}’,r.a'}’ﬂ ==V; xossalar eslansa, (11.51) va (11.52) formulalarni
guyidagi bitta ifodaga barlashtirish mumkin:

ry,=1 o (11.53)

(¢ bo'yicha.vig‘indi yo'q).

Amalda ko‘pincha y-matritsalar va ularning ko‘paytmalatining iz
— shpurini hisoblashga to‘gri keladi (matritsaning izi - uning diagonal
elementlarining  vigindisidir). Bitta matritsamng izini hisoblashdan
boshiavtik:
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o WV E Sy, =Sy (20, ~ ) =

STV =Sy vy, ==Spy, =0,

Bu munosabatni hisoblashda birinchi tenglik belgisidan keyin Sp
belgisining ostiga birlik matritsani kiritdik ((11.53) ga qarang) va f #v
bo‘Isin deb oldik, bunda 8, =0bo*ladi. To'rtinchi tenglik belgisidan

keyin esa shpurning siklik Xossasidan foydalandik.

Drrak matritsalarining o‘Ichami 4 ga tengligi aytilgan edi. Lekin
mustagil4dx4 maftritsalarning soni 16 ga teng bo*‘lishi kerak. Odatda, shy
16 ta matritsalar sifatida quyidagi matritsalar olinadi:

D { - birltk matritsa — bitta:
Y =0123_to'rtta matritsa

7 iaid =~2—f[}f”,;/ J*’-E(}/ﬁ?’y 'l )") ~oltita matritsa
Y ==Y bitta;
A VYL =00230 o4 matriisa.

Bu royxatda paydo bo‘lgan v -matritsa kvantlangan maydonlar
nazariyasida alohida rol o‘ynaydi (uning ba’zi bir xossalari bilan keyin
tanishib chigiladi).

Ikkita gamma-matritsalar ko*paytmasining shpuri hisoblaniladi:

(11.54)

AR

¥ I F Hy e 4 -
oy =53p(;f’“;f + ;/“’)=g,w3pf=4g‘”. (11.55)

~ Yanada qiyinrog bo‘lgan, quyidagi masalaga otib, to‘rita gamma-
matritsalarning ko*paytmasining shpurini topaylik:

- R I @ A o2
Yy y =Py (- » +2g% )=
=827 8" ~Spyt s 17y
=8gm€gm’*5p}/'ﬂ (_}/J}’,J_’_zgm?)}/i: (11.56)

A

T —

)

- =8(ga{gﬂp‘g{mgm€ +g,f&c3'g;f.€)_5p;/c7;/,rr;f Y

.-?"
=¥
-



Shpur belgisining ostida matritsalarni siklik ravishda almashtirish
mumkinligini hisobga olsak, quyidagi formutaga kelinadi:

Spyﬂyr;/j;/a =4(gmg_;.r:.- _gm-g_m‘ _l_g,mr }:A:’). (115?)

Umuman olganimizda, toq sonh v-matritsalarming

ko‘payunasiming shpuri hamma vagt nolga teng, juft sonli ¥y -

maitritsalaming ko‘paytmasini esa oxirgi formulani keltirib chigarishda
ishlatgan yo‘l bilan keltirib chigarish mumkin.

Olingan formulalardan ixtiyorty 4-vektorlar p,, ¢, va h.k lar

uchun quyidagi tengliklar urinli ekanligi kelib chigadi:
$p()=0,5p(pq) = 4pa, Sp( pak) =0

Spl paks ) =4[ (pg) (ks) = (p) (as) +(ps)(ak) ],

. Endi ¥’ - matritsalik ifodaning shpuri hisoblanadi va quyidagi
tenglik o*rinli ekanligini isbot qilaylik: | |
Sp;/-”;/”;f:’ = {), {]. 1 59)

(11.58)

Faraz qilaylik,
Spy* Yy =ag”
bo‘Isin, bunda o — noma’hum koeffitsiventdir. Bu ifoda mumkin bo‘lgan
yagona ifodadir, chunki bizning qo‘limizda mos keluvchi indeksli va
oddiy songa proporsional bo‘lgan boshqa kattaliklar yo*q. Oxirgl
tenglikda x= v= 0 deb olinsa,
SpyY'r =Spy'yy’ =-8py’r'r’ =0

ekanligi ko‘riladi. Demak, =0 ekan va (11.59) - tenglikka keldik.

I W

Amalda keng ishlatiladigan yana bir kattalik bor - Sy ' ¥ vy’ . Bu
kattalikning qiymatini quyidagi unnnmiy ko'rinishda ifodalab olaylik:

Sp’}’i}’p’}ﬁ’}fl‘}’d =Hepv,lﬁ +bgcrlg;,w __}_Cgm'gyﬂ,_l_dgycrgv}, (1160)
Bizning qo‘himizda o‘ng tomonda vyozish mumkin bo‘lgan boshqa
tenzor strukturalar yo'q. Bu formulada paydo bulgan €* A% simvol 4-
rangli birlik absolut antisimmetrik tenzorm bildiradi. Ya'ni, ta’rif
bo‘yicha

. "B _|

« uning ixtiyoriy ikki indeksining o‘rnini almashtirilganda tenzor
1shorasini o*zgartiradi:
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Wie Evﬁ;{a —c HAve

» ixtiyoriy ikki indeksi o°zaro teng bo‘lganda bu tenzor nol ga tengdir:
e 1123 =E(}12E!: 0
va h.k.

(11.60) tenglikni galma-galdan Sw 8o &us larga ko'paytirib va
takrorlanayotgan indekslar bo‘yicha yig‘ib chiqilsa, b=c=d=0
ckanligi + topiladi ((11.59) wni fisobga olib). Agar (11.60) da
H=0yv=LA=20=3 deb olinsa, ¢=4i ekanligi topiladi. Demak,

SpY Yy ylye = dierv (11.61)
ekan. |

Ba'zi bir masalalarda Y'Y ¥*"  ko‘rinishdagi  ifodalar
uchraydi, bunda  indeks bo‘yicha yig‘indi mavjud. Bunday ifoda)ar
osongina soddalashtiriladi. Masalan, .

P Ee=y sy +28) = -2y
Xuddi shunday yo*l bilan geyidagilarni ko*rsatish mumkin:

Y'Yy, =4y'y° |

YYYTe==rtyy o e
va hk. Dirak mairitsalarining bu xossalarini keltirib chigarishda
aqatgina (11.46) formuladangina foydalandik. Avval aytilganidek
(11.38) ga qarang), v-matritsalar ustida ixtiyoriy unitar matritsa fJ
yordamida quyidagi ko‘rinishdagi

Spyyt = y* = Uy (11.62)

almashtirish bajarilsa (11.46), (11.47) formulalarning  ko‘rinishi
o'zgarmaydi:

e Hian
RIS 4 T

(;/;,;/; +y;;/;)=2gﬂpf. | (11.63)
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Bu degani, Y' matritsalarning xossalari Y* matritsalarning

xossalaridan bech ham farq qilmaydi. Demak, " mairitsalarning

ko‘rinishi bir giymatli emas, ular (11.62) o‘xshash almashtinsh
darajasigacha aniglanganligi ma’lum bo‘ladi. Bu matritsalaming eng
ko‘p ishlatiladigan ko‘rinishlari, quyidagichadir:

+ standart ko rinishi:

I 0 0 o, {0 ¥
Tn:[o ~I}Tf=[¥ﬂ'j 0}?’5'(_}, 0) (11.64)

» gpitior ko‘rinishi:

{0 1] {0 -5\ (-1 0 ~ 1.65)
7o =1 ﬂf’yf_f:?'. o P Tloe ) (1.

!

Bu formulalarda matritsalarning har bir elementi, bam 2%2 matritsalar
ko‘rinishida olingan, ©, - Pauli matritsalari va [/ — o‘lchamligi 2x2
bo‘lgan birlik matritsadir.

(11.50) ni guyidagi ko‘rinishda yozib olib: v i erhs om0

(i-}/ﬂaﬂ +iyad — m)y =0 R

uni chapdan 7* ga ko‘paytiriladi:

(fﬂg -I-f,?’ﬂ'}'a—m,?’ﬂ)?”: g
Bu formulani {11.28) bilan taqqoslansa
a=7"p =7” “ {11.66)
ekanlhigini ko rish mumkin. |
Endi Dirak matritsalarining ermit qo‘shmalarini topayhik.
Gamiltonianning

H=ap+Pm=y"yp+y'm

s 0 , :
ermitligidan  kelib  chikadiki, ’J’D’Y va Y matritsalar ham ermit
matritsalari bo‘tishi kerak:

0

() =) =" (11.67)
Ikkipchi tomondan,

N



W) =v o) =)y,

tenghkm hlsobga. olinsa, | -
- iy i v
V) =77 T T

ekanligi topiladi. Oxirgi formuia va (11.67) ning 1kk1ncl:u formulasini
guytdagi bitta formulaga birlashtirish mumkin: ittt

, () = rvy L 0168)

Endi Dirak tenglamasiming ermit qo‘shma ko‘rinishiga o‘taylik,
Dirak tengfamasining chap tomonining ermit go‘shunasini topaylik:

- {(i;/«”aﬁ —m)¢}+ =" (.—55#},#'?' —-m).

Bunda W)'0, ifoda 9,00V nibildiradi. Agarda W =0r) 7,

belgilash kiritilsa, unda Dirak gqo‘shma spinori deyilgan WV uchun
quyidagi tenglama olinadi:

G {0, +m)=0 (11.69)
(11.34) vzluksizlik  tenglamasi yangi belgilashlarda quyidagi
ko“rinishni oladi: |
drwl=o i
bunda | ST
=eWy'y

kattalik esa 4-tok zichligi rolini o*ynaydi.
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TLOVALAR

A ilova

ey

‘ | Asosiy fizik doimiylarning belgilanishi va qiymatlari'

Nomi | Belgilanishi Qiymati 2
| Plank doimiysi | b 66218107 Dj-s |
l h=kif2n) 105459107 Dj . 5
Vakuumda ¢ 2,99792-10%m/ s ;
vorug‘likning | ;
tezligi
Elementar elektr e 1,60219-107" K/
' Zaryad |
| Elektr doimiysi j 2, 88541910 F/m |
| Magnit doimiysi i, =1le,c”) 125664-10 Gn/m |
| Gravitatsion doimiy G _ 6.672-107" H m’ [hg® |
Nozik struktura o =& {ane hie) 1/137,036 = 7,29735 107
doimiyvsi |
Avogadroe soni N, 6.02205 16" mol ™! |
Faradey soni F =N, e 064846 - 10* K7/ mo!
Bolsman doimiysi k 1380661077 Dj / K
Universal gaz R=A~_ -k 831441 Dj /imol - K )
doimiysi -
Atom massa birligi ", 166057107 kg |
Elektronning m, yoki m 91095310 kg |
| tinchlikdagi [
massasi |
Protonning m, 16726510 kg ?
tinchlikdagi |
| massasi L ]
Neytronning m, 1,67492-10% kg
tinchlikdagi i
. massasi
Elektronning A, = hf(me ) 24263110 m |
Kompton te‘lgin .
' uzunligi

335



———— "

magnit momenti

Yadro magnetoni

T S

Elektronning ro=e'f [41:-5&:1:::2) 281794107 m ;
klassik radiusi - |
Vodorod atomi a, =dme i’/ (me ) 52917710 m
uchun Bor radiasi { B ‘
Yadroning cheksiz R,=a/(4r a,) 109737107 m |
massasi uchun :
Ridberg doimiysi _ L
Vodorod atomi R, 109768107 m™! i
uchun Ridberg |
| doimiysi - |
Bor magnetoni , pp=emf2m) 1 927408-10%Dj/T |
Elektronning H. 92848310 Djsl
| magnit momenti L L "
Protonning magnit i, L411062-10°% 1y i T
momenti I L
Neytronning i, ~0,96630-10° D; /T4

505082 107 Dj /7|

Boshgacha aytganda
b

| B ilova
Delta- funksiya va uning xossalari
Bitta x o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lgan delta funksiva, odatda, s(x)
orgali belgilanadi. &(x) funksiya Dirak tomonidan kiritilgan bolib,
nazariy fizikaning turli masalalarini yechishda keng qo‘llamladi. Ushbu
funksiya x o‘zgaruvchiga nisbatan singular funksiya bo‘lib, x=0
nuqtadan tashqari barcha qolgan nuqtalarda nolga teng bo‘ladi, ya'ni

5():) =0, agar x=0,

- 8(x)=o0, agar x =0.

fﬁ(x}dx=l, buyerda a<0<b

T

(B.1)

d- funksiyaning eng muhim xossasi quyidagi tenglik orqali ifodalanadi: z
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j,f‘(x)fs(x)dt:f(ﬁ), a<0<b Y B2

bunda f{x}  funksiya x o‘zgaruvchining ixtiyority uzluksiz
funksiyasidir.

(B.2) dagi integralning §- funksiva xossalariga asoslangan holda,
bu funksiya fagat x=o0 nugta atrofidagina muhim rol o*ynashi ko‘rinib
turibdi. U holda x=0 nuqtadagi s{x) funksiyani integral belgisidan
tashgariga chiqarib bo‘ladi va qolgan integral (B.1) formulaga asosan
birga teng bo‘ladi. (B.2) dagi integralni quyidagicha ham vyozish
mumkin:

[r@obmr)ti=r(). @

(B.3) mtf:gralldagl x = x, nuqta integrallash saham 1Ch1da bevosita

joylashgan bo‘lishi kerak. Barcha uzluksiz funksiyalar uchun (B.3)
formula o‘rinlidir, bu funksiyalar skalar, vektor, tenzor ko‘rinishida
bo‘lishi mumkin.

Kiritilgan delta- funksiyani matematikada kursida gabul qilingan
oddiy funkstya ma’nosida qarash mumkin emas. Hozirgi zamon nazariy
fizikada keng qo‘llanadigan boshqga singular, yoki xosmas, funksivalar
gatorida, &~ funksiyva ham argumetining barcha giymatlaridag
kattaliklar orqgal ifodalanmasdan, balki uning uziuksiz funksiyalar bilan
ko‘paytmalanni integrallash goidasini berish orgali ifoda gilinadi.
Boshgacha aytganda, &— {unksiya barcha formulalarning oxirgi
ko‘rinishlarida ishtirok etmaydi. Har doim &~ funksiya yozilganda o‘zi
bog‘liq bo‘lgan o‘zgaruvchilar bo‘yicha integrailashni nazarda tutiladi.

Analitik  funksiyalar ketmna-ketligiming limitt  sifanda  §-
funksiyaning oshkor ko‘rinishidagi tassavurlardan biridan foydalanish
o‘rinhidir. Bunday tassavarlardan birim

! §(x)= lim sin{or-x)

o —u=t frd (‘B "fi.)

{}rq:aii ko‘rsatish mumkin.
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sin{or - x)
T

ﬂﬁgan san bu finksiya %;i davr bilan tebranadi. —oo < x < 40 oraligida

funksiva x=0 da % ga teng bo‘ladi, x ning qiymati

€sa « ning giymati qanday bo’lishiga bog‘liq bo‘imagan helda bu
funksiyadan olingan integral har doim birga teng bo‘ladi. Shunday gilib,

¢ —>e da Iimﬁ%-—'ﬂ tfoda 6- funksiyaning barcha xossalariga ega
bo‘ladi. (B.4) formuladan foydalangan holda | L

I T ifev I: ' -

EJE dk =5(x) (B.5)

- Cop

tenglikni isbotlash mumkin. Ba’zi qo‘llanishlarda &~ funksiyaning
boshqa tassavurlaridan foydalanishi mymkin, masalan: -

.l - (B.6)
d(x)= Bﬂx @’ +x*
Ko'p  hollarda 6 -  funksiyaning tassavurlarini turli

ortonormallashgan funksiyalar sistemasi orqali ifodalash maqsadga
muvofiqdir. Diskret spekirga tegishli bo‘lgan ¥, (x) funksiyalar uchun

5(x- )= Y W () (v) (B.7)

H=1
tenglik o‘rinli bo*ladi. Uzluksiz spekirga xos bo‘lgan ¥, (x) funksiyalar
uchun esa

e=x)=[Hl¥,r (B
bo‘ladi. e
Endi & - funksiyaning asosiy xossarini yozib chigaylik:
§(-x)=5(x) Y (BY)
x8(x)=0 C h "__ {B.10}
. Mm):falfsm | @1y
S x—a)= fla)(x-a) | (B.12)
IS(a—xE(f)—~X)dx=3(ﬂ~b} (B.13)
Sx* —a )= 6(1_“)2%;?&“!) O B
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Delta-funksiyadan olingan hosila |
Wl)=-06) | (B.15)

munosabatni ganoatiantirad.
Furye integrallari bilan ishlashda & - funksiyadan keng foydalanish

mumkin. Masalan f{x) funksiyani Furye integraliga yoyilmasi
quyidagicha beriladi:

()= [ e(k)e™ (B.16)

(B.16)dagi tenglikning ikkala tomonini € **ga ko'laytirilsa,
keyinchalik x bo‘yicha mtegrallansa va (B.5)dan foydalanilsa:

j Flx)e S dy = j (%) ™ ey = j el dedk j (i e gy =

- jc(k)QifS(k — i)k =2 (k")
natijaga kelinadi. Demak, | .
A I T —ik'r
C(k)‘if}'if (e de (B.17)

ifodaga kelinadi va (B.5) dagi formulami  &- funksiyani Furye
integrallariga yoyilmasi sifafida garash mumkin ekas.

C ilova
Ba’zi-bir integrallarni hisocblash

ko‘rinishdagi intégral Puasson mtegrali deyiladi ﬁa bizning vazifamiz
ularni hisoblashdan iborat. Bu integral ostidagi funksiya juft funksiva
bo*lganligi sababli uni quyidagicha yozish mumbkin:
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J= ZTE_WE dx = —2—Te_’3df

bynda ax®=z yangi o zgamvchlga 0 tllch Yugqoridagi lfudala:dan
foydalangan holda, quyidagl ayniyamr }fCIZlSh mumkKin: in

J = __f{?_r d!f E‘_” du= -_f fg“(zr*ﬂ dfdu ;
@ 0 ) 24 fh o T R
Ushbu
r=ulttlp= awrg didl = rdrd(p

qutb koordmatalarlga 0‘tilsa

J= o jje‘rz rdrder= g-

natijaga kelinadi. Demak qidirilayotgan integral

J:i‘qm}d’““\g L

(C.2)
bo*ladi.
Navbatdagi -

L)

g, = Ie x*"dx

el

ko‘rinishdagi integral hisoblanadi. (C. 2} formuladagi integralni « -
parametr bo‘yicha differensiailansa, quyidagi natijalarni olish mumkin:

],...__
J,= feh"‘xdx*-l— —
y 2 3 |7
J. = ¥ 4d_r =—, l—,
= Jerva=d [T
2y _(2n=1)(2n—3)---5-3-1
ZIT = f . | 23: - (z*ﬁ‘—[-l )

Endl . _-.' . E‘_.’ G T : '
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_ K —txt  2aH
Sonns = Je X" dx
i

ko‘rmishdagi mtegralni hisoblash masalasini ko‘rib chigaylik. #=0
bo‘lganida

Jy =I o vl = —— :
i 200
teng ho ladi. & -parametr bo‘yvicha J; ni differensiallansa,
&
2?2-!'1 = IE Idx - P

- 20
natija olinadi. R

4 '.‘--':1.'1-:1.::-;; ar -:l .3 .

D ilova )
Y1 (8,@) tipidagi sferik funksfyalar = =

M? impuls moment kvadrati operatorining xususiy giymatlarini |
topish masalasida sfertk fonksiyalar uchun yozilgan ushbu
tenglamalariga duch kelinadt: |

| S

AL
o + ]
sin & aﬁ(smﬁaﬁ) g ot YT DD

Ushbu ilovaning asosiy magqsadi yugoridagi tenglamaning xususty
funksiyalarini aniqlash, ya’ni 6 va@ o‘zgaruvchilarning 058 <7,
0<@<2n o‘zgarish sohasida uzluksiz, bir qivmatli va chekli

yechimlarini topishdir.
Dastavval 0 va ¢ o‘zgaruvchilarni ajratib olaylik:

Y =0(6) P(p) - (D2)
(D2ni (Dl)ga qo‘yganimizda o‘zgaruvchilami ajratishga oflib keladi
agarda
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22 26 (D3)
d(pz
qabul gilinsa.Bu tenglamadan S I
- ®,, () = ™ : RO

yechim kelib chiqadi. ®,, funksiya g bir qiymatli funksiyasi
bo‘lishi uchun
m=0,+1,+2, . . (D3)

qiymatlarni qabul qitishi kerak. (D4) yechimni (D1) tenglamaga
qo°yilsa va olingan natijani ®,, ga bo‘linsa, © funksiyasiga nishatan
quyidagi tenglama hosil gilinadi:

Il 9(. 30Y n? (D6)
—fsing == |- O+10=0
sin@ do (SIH ab J 5j{12 & i

O  funksiyasiyaning 6 o‘zgaruvchisi o‘miga vangi o‘zgaruvchini
kiritsak, ya'ni

£ =cos8, ~1<E <+, dE = —sin§ do (D7)

bo‘lsa, u holda © funksiyasiy & 0‘zgaruvchining funksiyasi sifatida
qarash mumkin.U holda (D6) tenglamaning o'rniga quyidagi tenglama
olinadi: L

' 2 : :

(1—52)9”—2’+{4‘1 mg‘z)e =0. ~  (D®

(D8} tenglamaning © yechimlarini & = ] maxsus nugtalar
atrofida ko‘rib chiqaylik. Avvalo & =+1 nurojaat  gilinadi.

z=§—1 yangi o‘zgartuvchini kiritaylik. U holda (D8} quyidagi
tenglama olinadi:

2 z+1 A ’

0+ g _ t—— =0 (D9)
zz+2 2(z+2)  z*(z+2)

O ni yechimlarini z ning darajalari bo‘yicha qator shaklda izlanadi:

=zl v=ay +alz+azz’2+. otz . (DIO)_



Birinchidan Y ning darajasint aniqlab olish zarur, chunki gator bu
darajadan boshlanishi kerak. z—0da

8 =agz’
bo‘ladi. Olingan yechimni {D9) tenglamaga qo‘yilsa va P darajaga

nisbatan cheksiz kichik darajali kattaliklarnt hisobga olinmasa, (D9)
tenglamadan

2
[m—l)w-mj]aoz""‘z =0

ni hosil qilinadi va bu ifodadan

m SR (D11}
-+ |
y 2 .. tLE ) L
natija kelib chigadi. ¥ ning shu giymatini & =-1 maxsus nugta

atrofidagi yoyilmasini olganida ham olish mumkin. Olingan yechimlar
& =1 da chekli bo‘lishiari uchun (D10) yoyilmada

_|m| @)
y = 5 - |

b m
bo'lishi kerak, ya'ni m>0da V= 5 va m<0bo’lganida¥ = Y
bo‘lishi kerak, (D11} dagi ikkinchi yechim cheksizlikga teng bo‘ladi.
Shunday qilib, © funksiyani

| Im| (D13)
O=(1-£")2 v

ko‘rinishida olish mumkin, bundav ni z ning davajalari bo'yicha gator
shaklida qarash kerak Yechimni izlashda davom ettirishda vni & lar
bo‘icha gator shakilda gidirish ancha qulaylikga olib keladi, va’'ni:

szb,,f,{-;’- (D[4) o

p=i{

(D13) ni {D§) tenghkka qgo‘yilsa

A-E20" 20 m +1)& + (A |ml-mDyy=0 PV
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ifoda olinadi, Bu tenglikga (D14) dagi qatorni qo'yilsa va & ning bir
xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni  tenglashtirilsa, &
koeffitsiyentlarni aniglovchi rekurrent formutta hosil qilinadi:

VA2V + 1By =V —D+2(0m|+ D)V = A+ | m|+m* ]k,

Agarda v =% (D14) dagi gator v=Fk ragamli qandaydir sonda uzilsa, u
holda v kattalik k-darajadagi ko phad bo‘ldi. Demak, (D13) ifoda (D1)
tenglamaning uziuksiz, bir giymatli va chekli yechimlari, yoki (D1} °
tenglamaning xususiy funksiyalari bo‘ladi.

(D16} tenglikdan ko‘rintb turibdiki bu gator fagat

k(=420 m |+ Dk = A+{m|+m* =0
teng bo‘lganidagina uzilisht mumkm. Demak, o
A= (et | Ykt e | +1) SR o

bo*lishi kerak. Agarda S . SR

(D16)

k+|ml=1 | (D18)
deb gabul gilinsa, A va m Kattaliklar uchun go‘uidagi giymatlami qabul
giiinishini ko‘rish mumkin:
A=I(+D, 1=0,1,2,3, ... - (D19
lm=0,1,2, ...,/ L (D20)
Yuqoridagi olingan munosabatlardan shuni aytish jo'iz.ki (D1}
tenglamaning boshga xususiy funksiyalari mavjud emas.
Kiritilgan {vam xarakteristik sonlarga tegishli bo'lgan
@ yechimlarni | -
O¢&) = B"(E), & = cosO . (D21) "
orqalt belgilanadi, Agarda (D15) tenglamani & bo‘yicha
differensiallansa |[m| o‘miga {m|+1 qatnashadigan tenglama hosil

gilinadi. Shuning uchun, m =0 dagi yechimni & (&) orqali belgilansa,
u holda -
il d}m!

P& = (1-£%)2 T B(&)Y. - (D22)
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yechimni olish mumkin, Bunda F($)kattalik 7 darajaning Lejandr

ko'phadi, yoki polinomi, deyiladi. Ushbu polinom oldidagi

koeffitsiyentni shunday nonmaliashtiritadiki

| A=t (D23)

bo‘lishi kerak. (D16) tenglamadan { # = 0 bo‘lganida
viv+h=I(I+1)

b+2 = v +2)v +1) v (D24)

ifoda olinadi. Ushbu hosil bo‘igan ifodadan quyidagi natijalar kelib
chigadi: agarda b, #0 va =0qilib tanlab olinsa, u holda 7
ko'phad & ning fagat musbat darajalaridan tashkil topgan bo‘tadi,
agarda &,=0 va b #0 bo‘lsa, u holda £ faqat toq darajalaridan tashkil
- topgan bo‘ladi. /ning musbat giymatlari berilganida #, ni tanlab

olihsa, yoki I ning toq giymatlari berilganida & ni tanlab olinsa, £

ko‘phadning  barcha koeffitsiyentlam: hisoblash tmkoniyati paydo

bo‘ladt. Ushbu hisoblashiarda fagat (D23) tenglikni bajaniisiini esdan

chiqarmaslik kerak. Shunday gilib, olinadigan ko'phad quyidagi

formula orgali berilishini tekshirish givin yemas:

{

i d

BE)= RE)= s

201V dE

(D2), (D4) va (D21) tfodalar hisobga olinsa, (D1) tenglamaning
quyidagi ko‘rinishdagi xususiy funksiyasini olinadi:

s (8,0) = N Ff " (cos )™ (D26)

bunda Ny, - normaliashtiruvchi koeffitsiyent. Hisoblashiar natijasida bu
koeffitsiyentning giymati
~ ](J—Lm M (21+1)
N U m ) an
ga teng bo‘ladi. Hosil bo‘lgan (D26)dagi funksiyalar €,¢ sfera sirtida

ortogonal funksiyalarning to‘liq sistemasini tashkil etadl, Shuning
uchun, ixtiyoriy kvadratik integrallovcht va bir  giymatli

W (8,9) funksiyani

& -1y (D25)

(D27
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)= Z Cm Vm(8,0) 7 T (D28
s =0 m=—( e T S
qator shakhda ifodalash mumkin, bunda PEERRM T
SRS % 2r
C:m‘f jw(9,¢)ﬂm(9 @)sin 8 dﬁd@ oo . (D29)
D 0 : . . B

.
PR ’ .
REICR Tl !
2]
-’I.I' J |
.
- i ' - ; ’ e
. . e
0 !
ia . . .
; T . . : t |
. .
. . H [ .
- ! r L .__'__"u_.‘ Pt :
a . N i
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