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KIRISH

Maksimum va minimum haqidagi masalalar sof va amaliy
matematikada tez-tez uchrab turadigan masalalar sirasiga kiradi.
Igtisodivotda esa bu tabily hol. Korxonalar kirimni maksimal-
lashtirishga harakat qiladi. Har ganday davlat esa jamiyatning
iqtisodiy salohiyatini maksimallashtirishga intiladi. Iste’molchilar
esa o'z mablag‘larini kam sarflab, o'z ehtivojlarini maksimum
gondirishga harakat qgiladilar. |

Klassik matematik analizda ko‘p o‘zgaruvchanhk funksiya-
larning shartli ekstremumini topish usullari o‘rganiladi. Avvaldan
berilgan chiziglt munosabatiar, ya'm chizigli tenghk va
tengsizliklar vordamida aniglangan sohada chizigli funksiyaning
maqsad funksiyasining shartli ekstremumini topish chizigh das-
trlashtivish usuli deyiladi. Amaliyotda uchraydigan ko‘pdan ko‘p
masalalarda yugoridagi klassik usullar ol kelmay goldi.

Chizigli munosabatlar yordamida aniglangan sohada berilgan
chizigli funksiva uchun ekstremal masalalarni o‘rganish XX asming
30-villarida boshlangan edi. Chizigli dasturlashtirishni umumiy
shaklda o‘rgangan olim Jon fon Neyman edi. Bu olim uning nomi
bilan atalgan igtisodiy modelni va hozirda matritsali o‘yinlar
nazarivasida juda ko‘p ishlatiladigan minimaks haqidagi teoremani
isbot gilgan.

Matritsali o‘vinlar va chizigh dasturlashtirish masalalari o‘zaro
ekvivalentdir. Minimaks haqidagi teorema chizigli dasturlashtirish-
ning asosiv teoremasi bo‘lgan “ikkiyoglamalik”ning xususiy holi
ekanini amerikalik olim D.Geyl tomonidan isbotlangan. Bu hagida
kevinrog to“xtalamiz. Chizigli dasturlashning asosiy usullaridan biri
simpieks vsulidir. Chizigli dasturlashtirish esa maksimum va mini-
mumning igtisodiyotda uchraydigan maxsus masalalari bilan shu-
grullanadi.

Masalaning yechimlari juda ko'p bo‘hshl mu.mkm Shulardan
eng optimaling taniash usullari udpk Ttiri]adh!

Murakkab iqtisodiy tizimd Tb &J @qj
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dorty usullar™ i igtisodiy tizim boshgamvchisiga tizimning
optimat varcntlanini topishga vordam beradi.

“Tytisodiyotda migdoriy usullar” fani iqtisodiy jarayonlar ti-
zimini samarali boshgarishning nazariy va amaliy usullarint ish-
fub chigish bhilan shug‘ullanadi. Har ganday tizimni boshgarish
biror jaravonni aks ettirib, 1 muayyan gonunivatlarga bo‘ysuna-
di. Boshgarish tizimini aniglash jarayonni amalga oshirilishidagi
zamrly va vyetarli shartlarni amalga oshirishda vordam, beradi.
Buning uchun jarayonni xarakterlovchi parametrlar migdoriy
jihatdan  aniglangan va o‘lchangan bo‘lishi kerak. Shuning
uchun igtisodivotda migdoriv usullarning magsadi igtisodiy ja-
rayonlarni boshgarishni tashkil gilish borasida uning yechimini
migdoriy asoslashdan iborat.

“Igtisodiyotda migdoriv usullar” fanining asosida igtisodiy
jarayonning matematik modelini qurish va matematik usullar bi-
lan uni tahlil gilish yotadi. Ma'lumki, model quesh uchun ma-
salaning go‘vilishidagi ma’lumotlar migdoriy tavsifga ega boli-
shi kerak.

Muayvyan igtisodiy jarayonni yechish tizimi guyidagi bos-
gichlarni o'z ichiga oladi:

1. Masalaning qo‘yilishi. Bu bosqichda iqtisodiy jarayon
s0‘7 vositasida bayon gilinib, asosiy elementlari aniglanadi:

o jarayonni ifodalovchi o‘zgaruvchilar va wularga qo‘vi-

ladigan chegaralar;

e optunallik mezonini aniqiash;

2. Model qurish. Model qurish bosgichida quyidagilarga
¢’tibor beriladi: -

o masalaning kiruvchi va chiquvchi o‘zgaruvchilarini anig-

lash;

o masalaning dinamik va statistik elementlarini aniglash va
wlar orasidagi bog‘lanishning matematik ifodasini kelti-
158y,

lgtiseliy obyckilarning matematik modellari — uni tengla-
nadar, (eagsizhikine, mantigiv bog‘lanishiar, grafik, graf va h.k.
lar yordamida tasvitinshdir, Bu tasvir tarkibiga o‘rganilayotgan
- narsani tashkil e¢tuveli clementlar orasidagi bog‘lanishlar, mo-
delda shu clementtirgs mos keluvehi elementlarning ofzaro
hog‘lanishlari ham kiristh kerak bo‘ladi. Bu model garalayotgan

. |



igtisodiy obyektning shartli tasviri ekanligini bildiradi. Modelni
o‘rganish obyekt to‘g'risida vangi ma’lumotlar olish va turli
holatlarda ularga meos keluvchi eng yaxshi (optimal} vechimlar
topishga imkon beradi.

Igtisodiy modellar qaralayotgan igtisodiy obyekt faoliyatida
muhim o‘rin tutadigan tarkibiy gismlarni aniqglashga va shular
asosida shu obyektning kelajakdagi faolivatidagi o‘zgarishlarning,
ayrim parametrlarning o‘zgarishiga bog'lig ravishda prognozlash
imkonini beradi. Modelda parametrlar orasidagi bog‘ligliklarni
migdoriy jihatdan baholash mumkin bo‘lgani uchun prognoz
yetarlicha aniglik va ishonchlilik darajasida bajariladi.

Har bir iqtisodiy obyekt uchun kelgusidagi ahvolini prog-
nozlash, avvalambor, eng vaxshi natijalarga erishish, har xil sal-
biy holatlarni chetlab o‘tishga xizmat qilishi kerak, xususan,
davlat migyosidagi igtisodiy sivosat ham ana shunday prognozlar
asosida olib boriladi.

- Shuni ta'kidlash lozimki, har ganday igtisodiy model ma’-
lum ma’noda ideallashtirilgan, shuning uchun ham ular to‘lig
bo‘la olmaydi. Bu modellarni gurishda modellashtirilavotgan
igtisodiy obyvekt faolivatida o‘rin egallagan omillar ichidan,
masalan, mohivatiga monand eng muhimlari ajratib olinib, qol-
ganlari esa ¢’tiborga olinmaydi.

3. Tahlil gilish. Masalaning matematik modeli qurilgandan
so‘ng, uning matematik vechimini topishga kirishiladi. Olingan
natijalarga ko‘ra optimal yechim tavsiya qilinadi. Yechimni tah-
fil gilish jarayonida masalaning birinchi yoki ikkinchi bosgichiga
gaytadan o‘tish zaruriyati tug'ilish1 mumkin,

Yechimni tahiil qilish jaravonida olingan vechimning tur-
gunligiga katta ¢’tibor beriladi, Ya’'mi kiruvchi o‘zgaruvchilar-
ning vechimga ta’sirt aniglanadi.

“Jgtisodiyotda miqdoriv usullar”™ kursi kirish gismui va o'n
bir paragrafdan iborat. O‘quv go‘llanma matritsa, determinant,
chizigli tenglamalar va ularni yechish usullari, Leontyev modeli,
chizigli dasturlash, butun sonli chizigli dasturlash, transport ma-
salasi, matritsali o‘vinlar, bimatritsali o'vinlar, gavariq, chiziqsiz
va dinamik dasturlashga oid ma’lumotlarni o‘z ichiga oladi.

Hozirgi paytda fan va ishlab chigarishning o'sishi shu dara-
jaga yetdiki, unda jddiv masalalarni yechish borasida murakkab
mutematik hisoblash ishlarini amalga oshirish tagozo qilinadi.
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Bu holai bir tomondan, vetuk mutaxassisiarni tavyorlashda ama-
liy madematikaga oid fanlarni o'gitish mazmunini kengaytirishga
olib keladi. Ikkinchi tomondan, matematik hisoblash ishlarining
kengayishi va murakkablashuvi hamda zamonaviy hisoblash tex-
nologivalarining jadal sur’atlar bilan rivojlanisht matematik hi-
soblashlarning avtomatlashgan tizimlarini varatishga olib keladi.
Jadal sur’atlar hilan o‘sayotgan bu ikki jarayven yetuk muta-
xassislarni tayyorlash tizimida kompyuter tizimilaridan oqilona
foydalanishni tagozo qiladi.

Shu munosabat bilan kursda masalalarni kompyuterda
yechishga oid mavzular ham o'rin olgan.

Ushbu o‘quv go‘llanma Oliy va o‘rta maxsus ta’lim vazidigi
tomonidan tasdigiangan hamda Jahon igtisodivoti va Diploma-
tiva universitetida [44 soat o‘gitiladigan “lIgtisodiyotda mig-
dorty usullar” fani namunaviy dasturi asosida yozilgan bo‘lib,
*5341100 - Jahon igtisodivoti va xalgaro iqtisodly munosa-
batlar” ta’lim yo‘nalishida o‘giyotgan talabalar uchun mo'l-
jallangan.

Ushbu o‘quv go‘llanmadan biznes va boshqamiv sohasidagi
igtisodiy oliy o‘quv yurtlari talabalari ham foydalanishlari mumkin.

Ofquv go‘ilanmada yo'l go*vilgan kamchiliklarni to‘g‘rilash
magsadida o‘quvchi-kitobxonlar tomonidan bildirilgan ixtiyoriy
taklif va tangidiy fikelamni muallifiar xursandchilik bilan kutib
ohshga tayyordirlar.
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I hob. CHIZIQLI ALGEBRA
1.1. Matritsalar va determinantlar {

Marriisa va determinantlar tushunchasi matematik ibora bo'-
lib, juda ko'p jarayonlarning matematik ifodasini keltivishda keng
qulayc‘fkfar tug ‘diradi. Chizigli tenglamalar yoki fengs:zbkiar siste-

masini yechish jarayonlariga zamin tayyorlaydi. ot

1.1.1. Matritsalar va ular ustida amallar

m ta satr va n ta ustunli, mxn ta sonlardan tuzilgan to‘g'ri
I&urtburchdkll jadval mxn ﬂ‘!chamh matritsa deviladi. __
Masalan sonlarning to‘g‘ri to‘rtburchakli "

36 1 . (361

hﬁlj [9 2 5) yoki [9 2 5]'

" jadvali 2x3 o‘lchamli matritsa bo‘ladi. Matritsani ifodalashda
kichik ( ) yoki o‘rta [ | gavslardan foydalaniladi. 1xn o‘lchamli
matritsa, ya’ni fagat 1 ta satrdan tuzilgan matritsa safr-matritsa -

devyiladi. Masalan, (6 0 -3 9) satr-matritsa hisoblanadi.
prxl o'lchamli matritsa, yva’'nl fagat 1 ta ustundan tuzilgan
2
matritsa ustun-matritsa  deyiladl. Masalan, [7] ustun-matri-
-1

tsadir. -
nxn o'lchamli matritsa kvadrat-matritsa deyiladi, # esa uning
315 |
tartibi deb yuritiladi. Masalan, |6 7 4] 3-tartibli kvadrat
1 0 8

matritsaga misol bo‘la eladi. !-tartibli matritsa son bo‘ladi.
Matritsani hosil giluvchi sonlar matritsaning elementlari deyiladi.
Matritsaning elementlari, asosan, ikki indeksli harflar bilan
belgilanadi, masalan, @, bunda birinchi indeks shu element
joylashgan satr ragamini, ikkinchi indeks esa ustun ragamini

ko‘rsatadi. Masalan, 3x4 o‘lchamli A matritsa umuman
7



e Gy G Gy &y '
 A=lay a4y ay a4y
L g Qy fyy Ay

ko‘rinishida voziladi yoki aqisqacha A=(ay, (=127,
j=1,2,3,4) ko'rinishida belgilanadi. '

Indekslari o‘zaro teng bo‘igan matritsa elementlariga mat-
ntsaning bosh diagonal elementlar deyiladi. Fagat bosh diagonal
elementlari noldan fargli bo‘lgan matritsa diggonal matritsa
deviladi va quyidagicha yoziladn:

ay 0 0
0 a, - 0

ol -
0 0 - aq,) FF

Kvadrat matritsaning bosh diagonaldan yuqorida (voki pastda)
joviashgan elementlari nolga teng boflsa bunday matritsa
uchburchakli matrtsa deyiadi. Agar matritsamng tartib ragam-
larini saglagan holda satrlari ustun, ustunlart satr ko‘rinishida
yozilsa, bunday matritsa fransporirlangon matritsa deviladi. A
matritsaga transponirlangan matritsa 47 ko‘rinishida beigilanadi.

Agar mxn o'lchamii 4 va B matritsalarda ularning mos
elementlari teng bo‘lsa, va'ni, ¢, = b, bo'lsa, bu matritsalar teng
deviladi. Bu holda A4=B deb vyoziladi. Matnisalar uchun
<, <,>,> taqqoslash belgilarining ma’nosi yo‘q. Turli o'lchamli
- matritsalarning tengligi to‘g‘risida ham so‘z yuritilmaydi., mxn
o'lchamli A va F§ matritsalarning yigindisi deb ¢, = a; + b,
clementlardan tuzilgan mxr o'lchamli C matritsaga aytiladi.

- Masalan,
' i 4 4 2 5 6
12 3l+|2 -1(=14 2
HHRHR N

mxn o‘lchamli ixtivoriy 4.8, ¢ matrltsalar uchun

e A+B=B+4;
. |i{ﬁ!f}~A+B}+C

SR

tengliklar o'tioll. Har bir elementi {] ga teng ba lg:ﬂ:mvmaimﬁa nm’
matritsa deviligi



d4(=d) = (~4)+4 =0 tenglikni ganoatlantiruvehi (-4 matritsa

A matritsaga garama-qarshi matritsq deyiladi.
4+c=p tenglikai ganoatlantiruvchi C watritsa 4 va B

matritsalarning ayirmasi deyiladi va A-2 kabi belgilanadi.
Misol.

; . . i 2 3 — 2 _-1 = ﬂ 4 ..-I.”.E:E-!__“; .._.._.:__.. . ..‘Ei
e T T s ol \s a ) lz —4) "7 7T g

A matritsaning o sonige ko’payfmas deb ¢, =a-a; ele-
mentlardan tuzilgan € =od matritsaga aytiladi. Bunda quyidagi
t‘ﬂngliklﬂr D‘I‘il‘ﬂi bo‘ladi' S el el gy

FAATELRETEEE LIS TS R

'
P

o @rpazadspl; 0 Ty

. RO S
o (o)A =a(fid); T o
o x(A+Byzod+aBy vy it g e

RS

Ceeglodd

I

amcr o'lchamli 4 va rxn o‘lchamli B matritsalarning ko‘paytmasi

deb ¢, =aghy + by, T ¥ Gl ab, elementlardan tuzilgan

mxn o‘lchamli C matritsaga aytiladi va C=AB deb belgilanadi.
Misol.

STy

e L 0.3+1-(=3) 0-141-2} (-3 2
i -3 2 - e Wi
11 1-3+41-¢=3) 1-1+1-2 0 .

SEEhaE

Demak, ikkita matritsani ko‘paytirish mumkin bo‘lishi
uchun birinchisining wstunlar coni ikkinchisining satrlari soniga
teng bo’lishi kerak ekan,

Masale. A va B mahsulotlar plastik, po‘lat va shishadan
tayyorlanadi. Har bir mahsulotga gancha xomashyo sarflanishi

1.1-jadvalda ko‘rsatiigan. =

. S 1.1-jadval
plastik polat shisha
A mahsulot 3 1 0.5
B muthsualot 4 0.5 2



Firmaga xomashyo ikkilta x.¥ zavoddan keltirilgani uchun
transport xarajatlari har bir xomashyo uchun turlicha bo‘lib, u
1.2-jadvalda keltirilgan.

1.2-jadval
X zavod Yzavod |
Plastik 16 g
___Po'lat w_}m_élmn_.__.____, 26 j
| Shisha 14 4 J

Berﬂgén ma’lumotlardan foydalanib, har bir mahsulotni har
bir zavodda ishlab chigarish uchun sarflangan xarajatni toping. .
Yechish. Har bir mahsulotga zarur bo‘lgan xomashyo miq-
dorini ifodalovchi |
[3 1 [Lﬁ] o . L
FP= e
4 65 2 B

ishiab chigarish matritsasini va birlik mraj'aﬂami ifodalovchi

=122 26| -
14 14 - | |

birlik xarajatlar matritsasini garaymiz. A mahsulotning X zavod-
dagi umumiy xarajatlarini topish uchun A mahsulot uchun zarur
bo‘lgan xomashyo birliklarini xomashyvolarming X zavoddagi mos
xaraiat birliklariga ko‘paytirib, o‘zaro qo‘shish kerak. Matritsalar
ko‘paytmast PC ning a,, elementi bu xXarajatni beradi.

L 3 1 05 9 59 &0

v PC=] 22 26]= ]

- 4 05 2 79 77
L

Ko'paytmaning ¢, elementi A mahsulotning ¥ zavoddagi
xarajatlarini beradi. Ikkinchi satrning elementlari B mahsulot-
ning X va Y zavodlardagi xarajatlarini beradi.

Matritsalarnt ko‘paytirishda har doim ham AB-BA tenglik
bajarilavermaydi. Quyidagi xossalar o‘rinli. .

o (ARYC = A(B(C); ;

o (A+BC=AC+BC; CAd+B)=C4+CB. ~

10
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-3 Matritsaning darajalari A9=F, 4' =4, 4*=44, ..., A" =4""'4
tenglikiar bilan aniglanadi. Bu verda A kvadrat matritsa. Dia-
gonal elementlari 1 ga, golgan elementlari 0 ga teng bo‘lgan ;-

...,, T n . . U .|'_’j YT .- s i R
E =

matritsa bdirlik matritsa deyiladi. Ixtiyoriy, ‘4 ‘madfritsa uchun
AF = B4 = 4 tengltk o‘rink. AEECARTI St

N PR

1.1.2. Determinantiar
Tkkinchi tartibli .

S @ a, ) ST une
B 4=]“" 12
S fo R
fy oy f

matritsaning detenmﬁantl deb a,a., ﬁ;;% songa aytitadi. ‘Bi
determinant '

T
FEEN IR 3 R

e sy

a, ay| .-**::ﬁm g
ay ay| -ru{& HirH
yoki | 4| simvol, yoki biror a harfi bilan belgllanadl R
Mivol. » |
2 - _ .g.‘,, e s
'1 _3|:2'(~3)-1-4=—10_”_ﬁ;_ .
Utchinchi tartibli J]{‘ g LT
| &4, O, N i Lo
A=\ay ay ay| (l 1)
Ay O Gy bt beerd o

MG winnpioe

matritsaning determinanti deb |
A =a,8,, 0, + 305,05, F 0130485y = QU 8y~ 8 Doy llyy — 0380, 0y " (12)

songa aytiladi. (1.2) ifoda juda sodda tarkibga ega. (1. 1)3'%3“.“3&
clementlaridan o'ngda uning 1 va 2-ustunini yozamiz.

:..\)
'?’1--1.,* o _a ol A VT
an H&z ﬂﬁa ii’m (22
ay Gy oy By My
0



(1.2) ifodada to'g'ri chiziglar bilan o‘chirilgan element-
larning ko‘paytmalari ishtirok etgan. Pastga vo‘nalgan to‘gri
chiziglardagi elementlar ko‘paytmasi musbat ishora bilan, qu—
ganlari manfiy ishora bilan olingan.

Misol.
R
-t 0 -2 Ly o -2-10 .
detd=|3 2 -21=3 2 -23 2=
ULy 2 04 5|2 4 5|2 4 s oy dnah o Dilpen

-~ ={~1)-2.540-(-2)-2+(-2)-3-9-2. 2 (-2)=8e-2hd+ 104530 .
=~10+0-24+8-8-0=-34 PO tEELLN . L

£ h ’;S\.- LA
A-tartibli |
Ifa'll ), q,, R TR W
oy Uy Ay,
4= - (1.3)
A dhstive conos -- TV TR g
AL a4, 4, .. a, S :

kvadrat matritsani garaymiz. Agar matritsaning # satrini va J-us-
tunini ochirsak, »n-7 tartibli

L f . - L S S S
. i!_ N a” b al,lf-—l' ) al,j+] e ﬂ'm _,\__.-'L_I";-'. I{!’r' . ai _E_"‘fn,
Qg - g0 Gegin i
Togr - Do Fogn LI T .
. i i ;
Aty N
N aul an._f*l tq';u._,."+1 a;m A

matritsa hostl bo‘ladi. Bu matntsaning determinanti (1.3} matritsa

a, eclementining minori deviladi va M, bilan belgilanadi.

(DM, son «, elementning algebraik to‘ldiruvchisi deyiladi va
A, bilan belgilanadi.

n-tartibli (1.3) matritsaning A determinanti uning ixtivoriy
ustuni (satr) elementlarining ularga mos algebraik to‘ldiruvchilarga
ko‘paytmalan yig'indisiga teng, ya'ni
A=a 4, +a, A creeta A F=12. R

A=g, 4, + qri.zfi[f2 +..+a A, 1=12.n

12



1 -2
. Misol. D = !3 5 -, determinantni ikkinchi ustun bo‘yicha
W12 -

~ yoyib hisoblang.
Yechish. Determinantni ikkinchi ustun bo‘vicha yoyamiz:

P '*‘i}rﬂar JRen o

ST D=ygpd,m+a ‘agad; = .

HEnvag 12t axdptasdss g 1Al iy ﬂd,;

ST 3 -1 L3 g &

et i = {_=Y. {_1}+* SN B i) 1 +2 =_:2§.t . “_-j !
(-2)-¢-1) 4 2|+:~{1] s A ()’E 31 |

Dctarmmantlar uchun quyidagi xossalar o‘rinli: ﬂn@. 4

",a.. [

o Ikki ustuni (satri) ning o‘rni almashtiriisa, detennmant*
ning ishorasi almashadi. SRS

e Biror ustuni (satri) ning elementlari nolga teng bo‘lsa,
determinant nolga teng.

e Agar biror ustuni (satri) ning etementlari biror songa ko‘-
pavtirilsa, determinant shu songa ko‘payadi, ya'ni biror ustun
(satr) elementlarining unmuniy kopaytuvchisini  determinant
belgisidan tashqariga chigarish mumkin.

o Ikki ustuni (satri) elementlari mos ravishda proporsional
bo‘lsa, determinant nolga teng.

o Biror ustuni (satri) ning elementlart bir songa ko‘pay-
tirilib, boshga ustumi (satri} ning mos elementlariga qu‘shﬂsa
detcmunmtmng qivmati o‘zgarmaydi.

W
A i . S O
f,ui falit it ‘E'I; I 2 3..n Lty riRe {f:
aoan fndreny oo LG 3 my  d {7
Misol, Detcmnnantm hisoblang. [1 =2 0 .. 1Ly seace 1odd-
A R B IR ECUI T T N
e -L-2 -3 0y aadedarsit,

Yechish. Determinantning ikkinchi satridan boshlab barcha
satrlarning elementlarini mos ravishda birinchi satrga qﬂ‘shamlz
Natijada quyidagi matritsaga kelamiz: .. e e

L3



Bu matritsaning givmati berilgan matrtsa giymatiga teﬁg
bo‘ladi. Bu uchburchakli matritsa bo‘lgani uchun uning givmati

n gateng. |
1.1.3. Matritsa rangi

Ixtivoriy A matritsaning & ta satr va & ta ustunlarini ajratamiz.
Ajratilgan ustun va satrar kesishgan joyidagi elementlardan &
tartiblh matritsa twzamiz. k tfartibli matritsaning determinantiga
matritsaning k tartibli minori deyiladi. Noldan fargli minorfarning
eng katta tartibiga maniisaning rangi deyiladi va (4  Kabi
belgilanadi. Agar matritsaning rangi + bo'lsa, unda noldan fargh »
tartibli minor maviud bo‘lib, tartibi r dan katta bo‘lgan barcha
minoriar nolga teng bo‘ladi. Bunda guyidagi munosabat o‘rinli

; - 0 < r(A) < min (m, n).

Matritsa rangi kengaytirish voki elementar almashtirishlar
vordamida aniglanadi. Matritsa rangini kengaytirish usulida
yvechishda kicluk tartibli minordan boshlab yuqgori tartibli mi-
norlarni hisoblashga o‘tiladi. Agar noldan fargli £ tartibli minor
hisoblangan bo'lsa, 4+17 tartibli minor £ tartibli minomi ken-
gaytirish hisobiga hosil gilinadi. |

Matritsani elementar almashtirishlarga guyidagilar kiradi:

1) ixtivoriy 1kki satrlarni (ustunlarni) almashtirish;

2) satr (ustun) elementiarini noldan fargli songa ko‘paytirish;

3) biror satrga (ustunga} boshga satr (ustun) ¢lementlarini
biror songa ko'payvtirib qo‘shish.

Agar biror A matritsa chekli sondagi elementar almash-
tirishlar yordamida B matritsaga keltirilsa, bular ekvivalent mat-
ritsalar deyiladi. Ekvivalent matritsa ranglari teng bo‘ladi. Mat-
ritsalar ekvivalent bo‘lsa, A™B ko‘rinishida belgilanadi.

Matritsaning boshlang‘ich bosh diagonaliari 1 beo'lib (bosh
diagonaldagi 1 lar soni nol bo‘lishi ham mumkin), golgan ele-

14



mentlar nolga teng bo‘lsa, bunday matritsa kanonik Ko‘rinishda-
gi matritsa deyiladi.
Misol. Quyidagi matritsa kanonik matritsadir.

.-‘:. [ ]
+5”‘"‘ Ve

Elementar almashtirishlar yordam1da mﬁyﬂny matntsam
kanonik ko‘rinishga keltirish mumkin. ;x, -
Misol. Kengaytirish usuli bilan matritsa rangmt tﬁpmg

s 1 2 -1 -2
i 12 4 3 ol

-1-2 6 0

= = =
o =
= D =

=

0
0
0

= D

Cvs e
R D

Yechish. Birnchi tartibli minorlar matritsa clementlaridan
iborat. Masalan, birinchi tartibli minor (clement) sifatida o
elementni olaylik, M, = 1. lkkinchi satr va uchinchi ustun

yordamida kengaytirib, M, = {; ;r, noldan fargli minor hosi

gilamiz. M, minorni kengavtirib uchinchi tartibli minor hosi
qilamiz. Bunday minoriar ikkita (ikkinchi yoki to‘rtinchi ustun-
lar yordamida)}. Bu minoriarni hisoblaymmiz:

!F .
L2 -1 1 -t -2
2 4 31’],[?, 3 = {J.
-2 1 6 6

Shunday qilib, kengaytirilgan uchinchi tartibli minorlaring
givmatlari nolga teng bo‘lgani uchun matritsa rangi 2 ga teng.

1.1.4. Teskari matritsa

Kﬁ_fadr_at matritsant olamiz.

' b
dyy Gy iy,

+f

@,y &, .0

nl rn J .
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Matritsa determinantini A =det A4 bilan belgilaymiz.
- Agar A=0 bo'lsa, A ga xosmas, agar a=0 bo‘lsa, A ga xos
matritsa deyiladi.
Agar 4 va B matritsalar uchiin 4 8 = 8 4 =F bo'lsa, A A4
ga teskari matritsa deyiladi.
Teorema. A matritsaning teskari matritsasi maviud bo'lishi
-~ uchun uning determinanti noldan fargli bo lishi zarur va yetavli.

A ga teskari matritsa A™! ko‘rinishida belgilanadi. Teskan .
matriisa quwdagl Inrmula yordamida hisoblanadi. :
e e Ay Ay Ay
LAy Ap A

"h"ln A‘En tm l‘ln

nl

el A") =
4ibi-Bu yerda 4;; — a,;;elementning algebraik to*ldiruvchisi.
Misol. Berilgan matritsaga teskari matritsani toping. -+

2 -2 1y S
A= 12 1 -2}. g
12 2 -

Y LR ¥

chh:sh Ma}q]‘g.a qt;f;enmnantml hﬁnblaylrmz

i 2 -2 |
detA— 21 = 27 #ﬂ
1 2 2

bo‘lgani uchun teskari matritsa mavjud va uni
3 1 Ay Ay Ay ﬁ ’
A L= E AIE Azz A‘sl '1._
.AJI Jé'LZ.’I- A

formula .ynrdﬁihjda topamiz. A],gcbra}k tﬂ‘ldlmvchﬂarm

aniglaymiz: - At L
+ I -2 . + PARNN] :_
AH:(_])Ilz 2|=2+4=6, An:("l)lzl 2:-(4:}*2)-—_—.'5,
2’ I ’ Y - B
Arl].' = (_1)l+3 1 = 4“_1 =.37 o A‘ﬁkn = [__”1}2#1 j ; = -{—4—2; .-:1;';;= .

) B D L
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e ~ 3+22 4 ‘% '.f"_gA -_L_-._".'. l ro3 2 B 4 2 _ —-6 ;HI
Ay =01 13 = _l:“'.f‘.ﬁ."f?*'-ﬁ'}f 1 = (-1 i = —{4+2)=~0, }g-
f
-2 1 : 2 1
= (-1)*" =4-1=3 " — 1)+ = (=4 =2
Pkil ( ]') 1 _2 4 1 E) IE‘;’ { ) 2 -2‘ ( } 6? I‘E,f
Ap =D [1=244=6 L i b s
B GO I I R |
Demak, Al = =|-6 3 6 =é 201 2. 0
3 -6 6 1 -2 2
: 2 1 -l
Misol. Elementar almashtirishlar vordamidasA= [s 2 4
g4 7 3 2

A

ﬁlatritsaga teskari matritsani toping.
Yechish. Berilgan matritsaning o‘ng tomoniga birlik matri-
21 -1 00
tsani joylashtiramiz: |5 2 4|0 1 oj. Bu matritsaning chap qis-
73 2[00 1
mini ustun bo‘vicha elementar almashtirishiar vordamida birlik
matritsaga keltiramiz. Matritsaning chap gismida ganday al-
mashtirishiar bajarsak, o‘ng qismida ham shunday almashti-
rishlar bajaramiz. Birinchi va ikkinchi ustuntar o‘rinlarini al-
21 -1]1 0 0) {1 2 -1} 1 0
mashtiramiz: |5 2 40 1 ol~|2 5 4{1 o o|. Uchinchi ustunga
73 2[00 1) 137 2(0 01

birinchi ustuinni go‘shamiz, ikkinchi ustunga birinchi ustunni -2
1 e 0f0 1 0

ga Kko‘paytirib go‘shamiz: |2 1 6|1 -2 1|. Birinchi ustundan
31 5[0 0 1

ikkinchi ustunni 2 ga ko‘paytirib ayiramiz, uchlnuhldan ikkinchi.

ustunni 6 ga ko'paytirib ayiramiz:

106 0]-2 1 -4 _

0 1 0|5 -2 13f. Birinchi va ikkinchi ustunlarga uchinchi

1 1 -1{6 0 1

1 0 ol-8 e S
ustunni qo‘shamiz: [o 1 0 {18 it ﬂf*’@}ﬂi@iuuswnnm}zh X T
0 6 -1]1 1. 1 ¥ANSLRVININSTITUS ;l

2= a0 | AXBOROT RESURS MAKKAZI |



| 1 ¢ ol-8 -5 &6 S
kopaytiramiz: [n 1 o018 1 -13}. Vertikal chiziqdan o‘ng to-
o0 111 1 -l

monda joylashgan kvadrat matritsa berilgan matritsaga teskari

-8 -5 6
matritsa bo‘ladi. Shunday qilib, A™! == {13 11 -13}
11 -1

1.2, Chizigli tenglamalar sistemasi .© = 3

Bu yerda biz chizigli tenglamalar sistemasi rushunchasi va
bunday sistemalarni yechish usullarini bayon gilamiz. Ko '‘plab igti-
sodiy jarayonlarni, jumladan ishlab chigarish tarmoglari orasidagi
- munosabatlarni aniglash masalasi chizighi tenglamalar sistemasini
o ‘rganishui faqozo gqiladi. o

1.2.1. Sistemaning birgalikda bo‘lishlik mezoni

Chizigli tenglamalar sistemasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
o g d}IJC}‘FﬂszCg +... +ﬂjﬂx;1=bj‘1 AR T
Hhoteiatsbs 0 dop Xy + 222X +.+ Ao Xp = 62, ESEIS (}4) e
SRS S BT
ﬂrﬂ.fx;-' + am,’xz +-” + amn .x”_ = bm.

" Bu verda agva b; (1= 1l.m; j = l.n) — berilgan sonlar, x;
lar noma’lum sonlar. Matritsalarnt ko‘paytirish qoidasiga ko‘ra
(1.4) sistemani matritsa ko‘rinishida ifodalashh mumkin:

AX = B. “(1.5)

bu verda A = (a; ) (1.4) sistemaning noma’lumlar oldidagi ko-
ciitsiventlaridan tuzilgan matritsa bo‘lib, sisfemaning mairifsasi
deviladi. X = (x;, x3,...., x)I, B = (b3, bs,..., b, )T — ustun
vektorlar bo‘lib, ular x; noma’lumlar va b; ozod hadlardan hosil
gilingan.

Agar tartiblangan » haqiqiy sonfar to‘plami (cj, ¢,..., ¢} ni
sistemaning noma’lumlari x; x5..., X, o‘rniga go‘yilganda
sistemaning har bir tenglamasi aynivaiga aylansa, (¢j, ¢z..., ¢;)



sonlar sistemaning vechimi deyiladi. Boshgacha qilib aytganda,
shunday C= (¢;, ¢;,..., ¢;)¥ vektor mavjud bo‘lsa, unda AC = B
o‘rinli bo‘ladi.

Agar (1.4) sistema kamida bitta vechimga ega bo‘lsa, u bir-
galikda deyiladi. Agar sistema yechimga ega bo‘lmasa, sistema
birgalilida emas deyiladi.

A matritsa elementlariga ozod had elementlaridan tashkil
topgan ustunni qo‘shish natijasida hosil bo‘lgan quyidagi
fK“n a, ., b
Uy dp -ty b, -

'
’ ! LR
d— v
1 +
cee eee o

a . Gue  Au, b

ool min Tm

matritsa sistemaning kengaytirilgan matritsasi deyiladi.
(1.6) sisternaning birgalikda bo‘lishi guyidagi teorema orgali
hal gilinadi.

Teorema (Kroneker-Kapelli). Agar sistema mairitsasi rangi
kengavtirilgan matritsa rangiga teng, va mi »4)=~4) bo'lsa, u hol-
da sistema birgalikda bo'ladi, ya 'ni yechimga ega bo ‘ladi.

Demalk, bundan quyidagi xulosalarmni chiqarish o°rinli.

1} Agar »(4)=r(4) bo‘lsa, sistema birgalikda bo‘ladi.

2) Agar r(4) #r(A) bo‘lsa, sistema birgalikda bo‘lmaydi. }

3) Agar r(4) =r(4) =n bo‘lsa, sistema yagona yechimga ega. 2

4} Agar r(A) =r(A)<nr bo'lsa, sistema cheksiz ko'p vechimga.

ega.

Misol. Quyidagi sistemani birgalikdaligini tekshiring: .

v

Sxp - xp 23t x4 =7,
2xp+ xzt dxz- 2xg4= 1,
Xp-3x2- 6x3+5x4=20

“echish. Sistemaning kengaytirilgan matritsasini yozamiz: -

{3 -1 2 1 7
A=z 1 4 -2 1{.
U -3 -6 5 0

15



Sistemaning asosiy matriisasining rangini hisoblaymiz. Chap
vugorl clementlardan tuzilgan ikkinchi tartibli minor noldan
fargli ‘5 = 7 % 0; bu minomi o‘z ichiga oluvchi uchinchi

tartibli minorlar nolga teng: ™ &% 3 oanaAtL
B .\ | ST
A f 5 -1 1 S

“qm, 'a3=p 1 -2

teot st ek 5 -1 2 .
donygn!
E, -'.;-_r?.?_}'_ 1 -3 5

fﬂ:’ﬁ_ Br‘-['I:} = 2 1
* 1 -3 -6

= 0.

Shuning uchun sisterma asosiy matritsasining rangi 2 ga teng,
va'ni r{A)=2. Kengaytirilgan matnitsa rangini hisoblash uchun
quyidagi minomi hisoblaymiz:

e e e 5 -1 7 o147
¥ 2.1 =12 7 H=-35%0 . iy
§12} o AP IVILGER
g o 1 -3 i 0 0 .
r:___:-'._r-‘m_;. o r_rlf . f':"_a !'

Demak, kengayunlgan matritsa rangi 4) = 3. r(4) # K4)
bo‘lgani uchun sistema birgalikda emas. - e )
. ' A
1.2.2. Tenglamalar sistemasini noma*lumlar soni =* %

tenglamalar soniga teng bo‘lgan holda yechish -+

Vi
(1.4) tenglamalar sistemasida tenglamalar soni noma’lymiar
soniga teng, va'ni m=n bo‘lsin: s

ajyxptapxytobayx, = by PP
A xy tazpx; .. +amyx,=b; , E (1.6)
y '} At

UppX; t ayyxy +oo F ay, Xy = by,

(1.6) sistema 1) Gauss usuli, 2} Kramer usuli va 3) matritsa-
1i usul va 4) Gauss-Jordan usulida yechiladi.

Gauss nsuli. Gauss usuli ba’zan o‘zgaruvchilarni vo*qetish
usuli deb ham ataladi. Sistemada noma’lumlar shunday vo‘go-
(ilib boriladiki, sistema uchburchakli sistermaga keltiriladi. Ama-

fivotda sistema ustida elementar almashtirishlar bajarilmasdan,
bilki kengaytirilgan matritsaning satrlari ustida ish olib boriladi.

20



: thl Slstemam (auss usulida yeching: 5 -

: f.ooL X‘|' 3 _*2 ‘\f
e ¢ 0B y +z B SRS TS ;{ §}
ASSTSE - .Q?_.T:!*;_ R, Py +2y 2Z _ ; .i { }.J'IM £ 23}1*% j, =17
: | g4 4 i}rxl;ﬂﬁ“ fqp
I’eckwh Slstcmanmg kcngaytmlgdn matntsam .
v 1y 2 |
coedewr Wlvmar o {_i-‘?hr-';rai_r;.s‘r. 3-2 1-1 e BV 4 PRaOg, thith,
Lz 1-2 0 .

ko'‘rinishida bo‘ladi. Elementar almashtirishlar bajaramiz:
@) birinchi satrni mos ravishda 3 va 2 ko‘pavtirib, ikkinchi
va uchinchi satrlardan aviramiz:

1 1-3 2 1 1-32
'.3:" = 3-2 1-] ~ 10-510-7 ;
e g 10l 01 4-4

bu verda ~ belgisi matritsalarning ekvivalentligini bildiradi.
by uchinchi satrmi -5 ga ko‘pavtirib, ikkinchi Satrga qo°*-

shamiz;
11-32
0-5 10.7 1.

0 06-1613

Bisidull e

:-'-:_? il

-':.-.:l

!I} AT ‘ 1r+£- :
Demak, smtemam quyldagmha yuzmh mumkm'
poeagnd
Y x+y-3%=2 :
ok afomnebnof 5y J_:_ ﬂ; = _7 ¥ srslze dnins(l
107 = 73 ﬁ;;dfr?m fristiase

Oxirgl tenglamadan 7 = -1,3. Buni ikkinchi tenglamaga
go‘ysak, y = -1,2. Birinchi tenglamadan x = ~ ¢, 7 kelib chigadi.

Kramer formulalari. Kramer usuliga ko'ra (1. 6) sistemaning
asosiy determinantini hisoblaymiz -

A = det {a; ).

Yana » ta vordamchi determinantlarni hisoblaymiz A; (i=1»),
bu determinantlar asosty determinanining i-ustunidagi element-
larmi ozod hadlar bilan almashtirish natijasida hosil bo‘ladi.

Kramer formulasi quyidagicha bo‘ladi:
21



A-x;=Ajfi=in ). e gy

(1.7} dan Kramer gotdasi kelib chiqadi: agar asosiy determi-
nant noldan fargli bo‘lsa, — sistema yagona vechimga ega bo‘-
lib, v quyidagicha topiladi:

S EFar el
ST

B N T
A AN

x,-=ﬁ._;/&.

Agar asosiy A va yordamchi determinantlar A; (#1#), nolga
teng bo‘lsa, sistema cheksiz yechimga ega bo‘ladi. Agar asosiy
matritsa determinanti A = { bo'lib, vordamchi determinant-
larning birortasi noldan farqli bo'lsa, sistema birgalikda emas.

Misol, Quyidagi sistemant Kramer usulida yeching: -~

xpt ot ot xg=),

x;+2x2- xz + g = -2,
v 2xps Bxp- Xxze Sxg=-20
e PR -F?xj _I_ x2 +2'x:? + ?} _}L‘4 — 0'. R T
Yechish. Sistemaning asosiy determinantini hisoblaymiz: ,_L;-ﬂ-

i, 4

i 1 1

1 L A
1 2 -1 4 L
A= = w142 %0, ke
2 -3 -1 -5 o
N 301 2 11 vz el

Demak, sistema vagona yechunga ega Yordamchi determi-
nantlarni hlSDbl'd}’]IllZ o

¥ 0 SRR .
A (=14) T Y B L A L Y
r;-,-._""j 3 ‘.*-"-;i.=-':i_'--;._uhi°'f | T
5 01 1 1 ;“" f Sl B I B ["i ’
adf e vag A
2002 -1 4 1 -2 -1 4
A= = . = = .-.284..
I R - 142, ’A&“ 2 g o TR
0 1 2 11 ﬂ B 02
R B T T S b L | N B G :
L 1 2 -2 4 Wt o _1 2- ‘1 ‘2 ' "
Ay =_426  A4= = 142.
83T h 3 ST 2 -3 -1 -2
301 0 1l 3012 0 |




o Buverdan x) = AYA= L X = AA= 2, X3 A s/A =3,
X4 = A 4/A = -1, Demak, sistema vechimi — vekior C = (1, 2,
3, -DT.

Matritsali nusul. Agar A=0 bo'‘lsa, va'ni 4 xos bo‘lmagan

matritsa bo‘lsa, u holda 47 teskari matritsa maviud va (1.5)
tenglikdan quyidagiiami hosil gilamiz.

AMANV =2 A B2 (A X =A' B> EX =A"B=>X =48

bu yerda matritsalarning ko‘paytirish qmdasman quyldagﬂar
kelib chigadi:

. * Ay Ay “F: .Amr b _
e 114, 4p -~ A . b,
.I _A].r: Al!r e Am! _&u
Yechimni X' = 477B formula yordamida topish sistemani

yezchlshmng matritsali usuli deyiladi.
- Misol. Teskari matritsa usulida yechmg

Cx7-x2t x3=06,
2x; txptxy=23,
Cx; Xy 2% = 5

Yechish. Belgilashlar Kiritamiz

1 -1 % .
A= {2 1 ] X= (x;, X2, xj-)T B (6 5) T
1 1 2

. i
U holda sistemani matritsa kﬂ‘rinishida yﬂzamiz: AX=B. A=
1 -1 1 |
21 1] =5 # (0 bo‘lgani uchun A matritsa xosmas va

det

feskari mairitsa mavijud:

1 1 4'ﬂ""li II:.'LZI .AEII
P"'IE Azj P""J}
23



-+ X yechimni topish uchun A™! ni chapdan B matritsaga ko*‘-
Paytiramiz: X = A71B. Teskari matritsa

. 1 3 -2
}_A-l=§-3 1 1|
1 -2 3

‘13 -2\ (6
2 3001 1|3
X, 1 -2 315

- Matritsalar ustida amallar bajarsak,

x; = 1/5(1.6+3.3-2.5) = 1/5 (6+9-10) = 1,
Xyg=1/5(-36+13-15) = 1/5(- 18+ 3+ 5) =-2,
x3=1/5(16-23+35 =1/5(6-6+135) =3

Demak, C = (1, -2, 3)7.

Gauss-Jordan usuli, Chizigli tenglamalar sistemasini Gauss
usuli bilan vechish jarayonida sistemaning matritsasi uchbur-
chakli matriisaga keltirilishini ko‘rdik. Gauss-Jordan usulida
matritsa diagonal matritsaga keltiriladi va bu noma’lumlarm tez
topishga imkon beradi.

(1.6) sistemaning noldan farqli «,, elementini olamiz. Bu
elementga hal gifuvchi element dey‘ilagp Asosiy matritsaning g-
satri hal giluvchi satr, p-ustun hal giluchi ustun deyiladi. |

Sistemaning koeflitsiyentlari ustida quyidagi hisoblashlami
amalga oshiramiz:

j _”U (@ipgi)/agp, b =bi~(aighy)/agp,
(i=1L2,...,q-1,g+1,.. n j=12,...,n). (1.8)

Natuada quyldagi sistema hosil bo‘ladi.

shuning uchun

app xptap xp4. tagy x=b1, |
a1 Xp Faz xpt. taz x,= by, (1.9

ﬂH}"JCj + (IH;JXQ +... + am?’xn = bn’.

Bu formulalardan ko‘rinadiki, p~ustun ¢lementlarining ¢-sat-
ridagisidan boshqa barchasi nolga teng: aj =0, (i=1,2,...,q-
o



lLg+l..,n). g-satr elementlarini o‘Zgarishsiz qoldiramiz:
ag =a,, b,=b, Shunday qilib, (1.6) va (1.9) sistemaning g-
tenglamasi bir xil, x, o‘zgaruvchi oldidagi ¢ dan boshqa barcha
elementi nolga teng.

(1.9) sistema matritsasi elementlarini topishda “to‘rtbur-
chak” qoidasidan foydalanish qulaylik tug'diradi. A matritsaning
to'rtta elementini garaymiz: a; (o‘zgartirishimiz kerak bo‘lgan
element) ag, (hal giluvchi clement), ay va ay. ag’ elementni
topish uchun ay dan a;, va g, lar ko'paytmasini (bular to‘rt-
burchakning diagonalida joylashgan) hal qgiluvchi element a4, ga
bo‘lishdan chiggan giymatning ayirmasiga teng:

Xuddi shu usulni go‘llab, (1.9) sistemaning elementlari
ustida shaki almashtirish mumkin, Hal giuvchi element sifatida
A’ matritsaning shunday noldan fargli «, =0 elementini olamizki,
unda s=qr=p shartlar ganoatlantirilishi kerak. Bir necha ga-
damdan so‘ng sistema quyidagi ko‘rinishga keladi:

kix; = ¢y,
kaxs; = ¢,
KuXy = €y,

Bundan noma’lumlarni aniglash giyin emas.
Misol. Quyidagi sisternani Gauss-Jordan usulida veching: o

X7 x5 — 3x3 +2x4 =6,

X -2X7 - xq4 =-6,
x;+ xz +3x4 =16,
2x1-3x2+2x3 =6.

Yechish. Sistemaning kengaytirilgan matritsasini olamiz. Hal
giluvchi element sifatida a;; elementni olamiz. Hal giluvchi
salrning elementlari o‘zgarishsiz qoladi. Birinchi ustunning bi-
rinchi satridagi elementdan boshga barcha elementlarni .nol bi-
lan almashtiramiz. Qolgan elementlar (1.10) formula asosida
gayta hisoblanadi: e
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(1 1 -3 2 6 1 1 -3 2 ¢
1 -2 0 -1 -6} .0 -3 3 -3 -I2
{}ll?-lf-J 01 1 3 16
2 -3 2 0 6 0 -5 8 -4 -6

- Ikkinchi satr elementlarini -3 bo‘lib, az, elementni hal' -
giluvchi element sifatida olamiz:

1 1 -3 2 & 1 ¢ -2 1 2
0 1 -1 1 4|01 -1 1 :
o] 1 3 16 0 0 2 2 12

g -5 8 -4 -0b o6 3 1 14

Uchinchi satr elementlarini 2 ga bo'lib, a3 elementni Bl
giluvchi element deb olamiz.

1 & -2 1 2 I 0 -2 1 2 100 3 1
01 -11 4| ~10 1 -1 1 ~ |0 1 0 2 10
Do 1 1 8 0o 1 1 o ¢ o1 1 6
b G 3 114 o0 3 114 g 0 0 -2 -4

- To‘rtinchi satrni -2 ga bo‘lib, a4y clementni hal giluvchi
element sifatida olamiz:

10 0 3 1 100 0 8
010210 ~|010056
001 1 6 0 010 4
0001 2 L{)(JUIE

. Oxirgi matritsadan x;=8, x;=6, x3=4, x4=2 kelib chiqadi.

1.2.3. Uinumiy ko‘rinishdagi tenglamalar sistemasi

Agar (1.4) sistemabirgalikdabo‘lsa, va'ni 4 va 4 matritsalar
ranglari teng bo'lsa, ikki holat bo‘lishi mumkin: a) r =n; b)) r < n:

a) agar r = n bo‘lsa, # ta bog‘lanmagan # ta noma’lumli
tenglamalar sistemasi hosil bo‘lib, bu sistemaning determinanti
noldan fargli bo‘ladi. U holda bunday sistemani yugorida kel-
tirilgan usullardan foydalanib vechish imkonivati tug‘iladi:

b) agar r < n bo‘lsa, bog‘lanmagan tenglamalar soni no-
ma’ lumlar sonidan kichik bo‘ladi. |

Erkin o'zgaruvchilar deb ataluvchi ortigcha o'zgaruvchilarni
X i1, X pt2,-c-, Xy, 0N tomonga o‘tkazamiz: -
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apxytapxyt. v apX,=Dby- Qppey Xetg - - G1p¥p,
ayrx; Tapxpto. v an=>5by-dna) Xery - - AgpXn,
Caprxptapxy; Yo Y Ay = b - Qpprg Xpes —o - Oy
Bu sistema determinanti noldan fargli bo‘lgani uchun
sistemadan Xx;, Xs,..., X larni topish mumkin. Buning uchun
erkin o‘zgaruvchilarga ixtivoriy givmat berib yugorida keltivilgan
usullardan fovdalanib yechish mumkin. Shunday qilib, r < n
bo‘lganda cheksiz ko‘p vechimga ega bo'lamiz.
Misol. Sistemani tekshiring va birgalikda bo‘lsa, yechimni
aniglang.
roxyt xp-2x5- xg+ x5 =1,
g Jxp - X2t x5+ dg + 3xs —4, 2
Xt + 51’3 91‘3 3.7[4 + X35 —0

Yechish. FElementar almashtirishlar yurda.tm Vb
matritsalarning rangini aniglaymiz: J.A

T 1-2-1 & 1) (1 1-2-1 1 1} (1 $-2-1 1 1}
[311434!»»-:::«4??@1?04??{)1,
t 5-.9-8 1 6) 0 4-7-7 0-1) ko 0 0 0 0 o
Ma'lumki, #n4) = #( A) = 2. Berilgan sistema quyidagi
sistemaga ekvivalent:

illﬁ.ﬂ{?'fﬁﬁ' x_f + xz _ ‘21:3 _ x4 + x_j' = },

x; va x; o‘zgaruvchilar oldidagi koefiitsiventlardan tuzilgan
matritsa determinanti noldan fargli bo‘lgani uchun:sistemani
quyidagicha vozib olamiz -

Xy +tx;= 2‘&3'!' x;;—xj-l-},'
- 4.IZ*”=-?I3-7X4+.I,

bundan sistemaning cheksiz ko'p umumiy yechimini aniglaymiz:
Xy =7/ x3+ 7/ 4 x4-1/4 x;= I/¥x3-3/4x4-x5+ 5/4. Bu
yechimdagi erkin o‘zgaruvchilar hisoblangan x3 x4 xslarga anig
giymatlar berib, xususty vechimlarni topamiz. Masalan, x; = xy4
= xs= 0 x;/= 5/4, x= - 1/4. Demak, vektor C (5/4, - 1/4, 0,
{(}, ) sistemaning xususiy vechimlaridan biri bo‘ladi.
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..+ 1.2.4. Bir jinsli tenglamatar sistemasi = -

Agar (1.4} sistemaning ozod hadlari nolga teng bo‘lsa, bun-
day sistema bir jinsli sistema deyiladi. Uning ko‘rinishi quyida-
gicha bo ‘ladl -

agxytapxt. tapx,=10
a;;x;+a32xz+,.. +a2,,xﬁm0, (ff@)
A1 X1+ Qi X oo T gy Xy = a,

(1.10) sistema har doim vechimga ega. Masalan, x; = x»
=... = X, = ( sonlar (1.10) sistemani ganoatlantiradi. Ikkinchi
tomondan Kroneker-Kopelli teoremasiga ko‘ra (1.10) sistema
doim birgalikda bo‘ladi. Chunki kengaytirilgan matritsaning
oxurgi ustuni nollardan iborat bo*ladi va matritsa rangini o‘zgar-
tirmaydi.

Agar ¥ = n bo‘lsa, nol yechim (1.10) sistemaning vagona
yechimi bo‘ladi; » < n bo‘lganda esa sistemaning noldan fargli
yechimi ham mavjud. Noldan fargli vechimni topish yugorida
bavon qilingan usullarda amalga oshiriladi.

Demak, (1.10) sistemaning noldan fargli yechimi bo‘lishi
uchun uning asosiy determinanti nolga teng bo‘lishi kerak.

1.2.5 Matritsalarning xos son va xos vektoclari

A kvadrat matritsa bo‘lsin. Quyidagi
AX = AX,

51stemamng noldan fargli har qanday X = (xy, Xz_., o X
yechimi A matritsaning xos vektori, A esa mdtntsamg X0S
vektoriga mos kelgan xos soni deyiladi.

Matritsaning xos sonlarini tepish uchun AX = AX tenglamam
(A - ABE)X = 0, korinishida yozanuz, bu verda E — p-tartibli
birlik matritsa. Sistemani kengavtirilgan ko‘rinishga keltiramiz:

(ay; -A)x; +apx; +o.. + apx, =0,
aypxp + (A -Axy to tagx, =0,
AnixXy + @uoxs +... F (Qpy-A)x, = 0.
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Natijada bir jinsli tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi. -
Sistema noldan farglt vechimga ega bo‘lishi uchun sistemaning
determinanti nolga leng bo‘lishi kerak, va’'nt:

R T A l
e
& 3N .am--}l]

Bu A ga nisbatan n-tartibli tenglamadan iborat. Bu fenglama
A matritsaning xarakteristik tenglamasi deyiladi. Xarakteristik
tenglamaning yechimlari matritsaning xos sonlari deyiladi.

A matritsaning xos vektorlarini aniglash uchun (A - AE)X =
0 tenglamaga lopilgan A ni goyib, (1.11) sistemani vechish
lozim.

Misol. Matritsaning Xos son va xos vektorlarini toping. =

3.1 6 0
1 1 6 0
A_s 0 -5 -3
4 -1 3 1}

Yechish, A - LE matritsaning determinantinghisoblayrmzs:-

_ . [_
i-A -1 0 0 0 © -1 L A 0
. 1 “ 0 0 . Ai-4A+4 T 1-4 0 0
Ia- AE) = det bA = det : =
3 0 -5-1 -3 3 0 -5-4 -3
4 -1 3 1-4 1+ -1 3 1-4

1+ A 3 1-A

Shunday qilib, (A - AE) = (A - 2)2 . (A+2)2. Xarakteristik
tenglamaning (A - AF) = 0 yechimlari A, = 2 u &, = -2 bo‘ladi.
Ya'ni biz A matritsaning xos sonlarini topdik. Matritsaning Xos
vektorlarini topish uchun topilgan A ning gtymatlarini (1.11)
ststernaga go‘yamiz. A = 2 bo‘lganda quyidagi tenglamalar
sistemasi host bo‘ladi.
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Xp- X2 =0, e Xp-X7 = (,
X1- X2 =0, = 3xp-7x3 - 3x4=0,
3x}' 7353-314: 0, s 5x3 -+ Xq = 0

4x1—x2+3x3— JC4=9J

Demak, 2 = 2 xos songa mos kelgan xos vektorning ko‘ri-
nishi o (8, 8, -3, 15}, bo‘ladi, bu verda a ixtivoriy neldan fargli
haqigiy son. » = -2 bo‘lganda esa,

.

0
0

s

.3
.

va xos vektorning koordinatalari quvidagi tenglamalar siste-
masini ganoatlantiradi:

-1

A-2E=A+E=|' °

= o -

i 0
1 0
01

FE T Y|
1
FW IV R R ==

-1

'?JCI+3xz '. = 0}
_}{.’2 ’ = i

Shuning uchun A = -2 xos songa B (0, 0.,-1, 1), ko‘rini-
shidagi xos vektor mos keladi. Bu verda B noldan fargli ixtivoriy
haqigiy son.

1.2.6. Vektorlarning chizigli bog‘langanligi

Har ganday bir tekislikda yotmagan e;, e, e; uchlikka R?
fazoning bhazis veldoriari deyiladi. Har gqanday a vektor bazis
vektorlar orgali vagona voyilishi mumkin, vya'ni quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:

a=xye;+x;e; txze;z __ (1.12)

X3, X x3 sonlar a vektorning e; ey, e; bazisdagi
koordinatalari deyiladi va a¢x;, x; x3) ko‘rinishida ifodalanadi.
Agar eq, e, €3 vcktorlarning o'zaro perpendikular uzunlikian
birga teng bo‘lsa, bunday bazis ortanormallashgan bazis deyiladi.
Ortanormallashgan bazis i, j, k hartlari orgali belgilanadi.
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n-o‘lchovli e, €5, ... , e, vektorlar berilgan bo‘lsin. Agar
kamida birortasi noldan fargli bo‘lgan A, ha, ..., Ay sonlar
mavjud va Ay € + Xy € +... + dy ey = 0 tenglik o'rinli bo'lsa,
ey, €, ... , &, vektorlar ch:z;qz’f bﬂg ‘?angan deviladi. Agar bunday
sonlaml toplsh imkoniyati bo‘lmasa, ey, e, ... , ey vektor
chiziglhi bog‘!anmagan deviladi, va'ni keltirtlgan tenglik faqat i
= Ay = ... = A, = 0 bo'lgandagina o'tindi.
Mnal Quyldagl vektorlaming chizigli bﬂg‘langanllglm tek-
shiring:
=(1, 1,4 2),
ﬂg = (1, -1, -2, 4),
az; = (G: 2) 61 _2))
ady = ( 3 —f 3 4)
as; = (-1, 0, - 4, -7}.

: Yechmk Agar x;, X2, X3, X4, X5 sonlar ichida birortasi ne
farqli bo'lib, quyidagi tenglik:

Xt xatx;aztxeast xsas=0,

o'rinli bo‘lsa, vekiorlar chizigli bog'langan bo’ladi. ‘Bu
tenglik quyidagi tenglama sistemasiga teng kuchli:

X+ xp- Ixg- x5=0,
Xj- Xp+ 2x3- X4 = {,
4x; - .Zx; + 5.113 +3.I'4 - 4_1'5 = 0,
274 dxy- 23+ xg- Dxs= 0

Demak, chiziqli bir jinsli tenglamalar sistemasi hosil boladi.
Sistemani Gauss usuli bilan yechamiz:

1 0 -3 0

1 i 1 0 -3 -1 1 1 0 -3 -1
Po-1 2 i}’ 0 -2 2 2 1 6 -2 2 2 |
Sl4 2 63 -4J”u 40 16 -5 1wl jo .2 2 -3

2 04 -2 4 -\ o2 -2 10 -3 W o2 .2 10 -5

1 1 0 -3 1] 1 1 ¢ -3 q S S S T |

4 g -2 2 2 1 o2 2 2 U {5 -2 2z 21
T lo o0 0 -3 1J”ﬂﬂn-3 11“{){13 0 1

0o g o 12-4 o 0 o 0 0 ¢C 0 0 0 0
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Sistemaning rangi 3 ga teng, noldan (argli yechimlari mav-
jud (r < n). x; x5 x4 o‘zgaruvchilar oldidagi koeffitsiventlardan -
tuzilgan matritsaning determinanti noldan fargli bo‘igani uchun
ularni asosiy o‘zgaruvchilar sifatida olish mumkin:

X; T xo- 3X4=X5,
*ng + 2{4 = -2.7'(33 - X5
- 3x4 = - X3

Bundan: xy = 1/3 x5, xp= 5/6x5+Fx3 x;= 7/6 x5 -x3.

Sistema cheksiz ko‘p vechimga ega: erkin o‘zgaruvchilar x;
va Xxslar bir vaqtda noldan fargli bo‘lganda asosiy o‘zgaruvchi-
lar ham noldan fargli bo‘ladi. Shuning uchun

Xi@;tx28;Fx385 v x484 + x585= 0
vektor tenghkning bir vaqtda nolga teng bo‘lmagan koefh-
tsiventlari mavjud, masalan, x5 = 6, x; = [ bo‘lganda x,/~=2, x;
= 6, x;/=0 bo‘ladi va biz
6&; + 602 +az+ 215!4 + 6&5 = (),
tenglikka ega bo‘lamiz; ya'nt vektorlar sistema chizigh bog'-
langan.

1.3. Chizii]li tenglamalar sistemasining iqtisodiy
masatalarda go‘Uanilishi

Bu mavzuda chizigh tenglamalar sistemasiga keltiriladigan od-
diy igtisodiy masalalardan tortib, ishlab chigarish tarmoglari ora-
sidagi muvozanat holati aniglash (Leontyev modeli) va umumja-
hon savdo modeli hagida so°7 boradi.

1.3.1. Chizigh tenglamalar sistemasiga keltiriladigan
oddiy igtisodiy masalalar

Chizigli tenglamalar sistemasiga keltiriladigan ba’zi sodda
masalalarni ko‘rib chigamiz. |

Masala. Bir xil oflchovli vassi materiallardan 4, 8 va C tur-
dagi girqimlar tayyortash kerak. A turdagi girgimdan 360, B tur-
dan 300 va C turdan 675 dona tayyorlash kerak. Materialni
girqishning uch usuli mavjud. Har bir materialdan tayyorla-
nadigan girqimlar soni jadvalda keltirilgan.
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.. 1.3-jadval

Qirqim | Qirgish usullari
tuclari | 1 2 3]
A 3 2 1

B I 6 2

[ C i 4 1 5

Masata shartini qondirishning matematik ifodasini aniglang.

Yechish. x, y, z orqali matertallar sonini mos ravishda birin-
chi, ikkinchi va uchinchi qirqish usullarida bajarishni belgilay-
miz. U holda x sondagi materialdan A turdagi qirgimni birinchi
tur girgish usubida 3x dona, y dona materialdan ikkinchi qirgish
usufida 2y dona va uchincht girgish usulida esa z dona girgim
hosi! bo‘ladi.

Rejalashtirilgan A turdagi girgimni t’lyy{}riaganda 3x +2y +z
yig'indi 360 ga teng bo‘lishi kerak, va'ni:

Jx +2y + 7 =360 |
Shuningdek, quyidagi tenglamalarni hosil gilamiz:
X+ 6y +27 = 300
x +y+5z7=675

Bu sistemaning vechimi 4, B va C turdagi girgimlarpi hosil
qilish uchun nechta materialni birinchi, nechtasini ikkinchi va
nechtasini uchinchi usulda girgish lozimligini aniglaydi. Siste-
mamt Gauss usuli bilan vechamiz.

1 6 2 300 6 2 30 1 o 2 300
3 2 b 360|~ {0 ~16-3 <340~ |0 16 5 40|~

4 L3 673 ¢ -7 2 15 0 -14 4 30

1 6 2 300 1 6 306 I 6 2 300
o~ la 53 5348 ~ 0 2 SO~ 10 2 9 3706,
0 2 9 33 0 16 540 3 0 -67-4020

Demak, sistema quyidagiga teng kuchli:

[ T

LAy

x + 6}’ +2,<, = 36"0
2y +97 = 570,
-677 = - 4020.
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Bu sistemani yechib z = 60, y = 15; x = 90 givmatlarga ega
bo‘lamiz. Shunday qilib, 90 ta materialni birinchi usulda, 5 ta
materialm ikkinchi usulda va 60 materialni uchunchi usulda qir-
qish kerak ckan. |

1.3.2. Leontyev modeli (Balans modeli)

Balans modelining asosty masalast makroigtisedivotni
tashkil etadigan ko‘p tarmoqli igtisodivot faolivatini magsadga
muvofiq tarzda samarali olib borishdan iborat bo‘lib, bu masa-
la quyidagicha go‘viladi: » ta tarmogdan iborat xo‘jalikning
har bir ishiab chigargan mahsulot migdori ganday bo‘lsa, ular-
ga chtivoj to‘la gondiriladi. Bu verda shuni e’tiborga olish ke-
rakki, 7 ta tarmoqning har biri ishlab chigargan mahsulotning
bir gismi shu tarmoq ehtiyoii uchun, bir qismi boshga tarmoqg-
lar chtiyoji nchun va vana bir gismi ishlab chigarish bilan bog‘lig
bo‘lmagan ehtiyvojlar uchun sarf bo‘ladi.

Ishlab chigarishning ma’lum bir davrdagi, aytavlik bir vil-
lik faolivatini qaraylik. x, 7-tarmoqlarning shu davr davomida
ishlab chigargan yalpi mahsulot hajmini pul birligida ifodalan-
gan giymati bo‘lsin, bu yerda i=1, 2, --.» bo‘ladi. x; deb #-tar-
mog mahsulotining j-tarmoq ehtivoji uchun sarf bo‘igan haj-
mining pul migdorint belgilaymiz. y, deb 7-tarmoq mahsu-
lotining noishlab chigarish ehtiyoji hajmining pui miqgdorini
belgilaymiz. V; iste’'mol mahsulotiari, investitsiva va saldoning
pul miqgdorini o‘z ichiga oladi. Tabiiy 7 -tarmoqg ishlab chiqar-
gan valpil mahsulot haimi x,. =» tarmog ehtivojiar va noishlab
chigarish chtiyojlariga sarf qilingan hajmlar yig‘indisiga teng
bolishi kerak, va’'ni

Ay = iﬂr + Y ...‘:. i=12,, n (].]_3)

- (1.13) tenglamalar balans munosabatiari deb nomlanadi.
Agar  a=-L, (,j=12--n) belgilash Kkiritsak,

*)
tarmogning hajm birligi uchun sart etilgan /-tarmog mahsulot
hajmi giymatini bildiradi. @;— bevosita xarajatlar koeifitsiventi .
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deb nomlanadi. a;— koeffitsiyentlar garalayotgan davrdagi ish-
lab chigarish jarayonida go‘llanilayotgan texnologivani anig-
laydi. Qanchalik yangi samarali texnologiva go‘llanilsa, a,— ko-
effitsiventiar shunchatik kichik bo‘lib, sarf-xarajatlar shunchalik
kam bo‘lib, samaradorlik yugor bo‘ladi. Qaralayotgan davr ichi-
da g, koeflitsiventlarini o‘zgarmas, ya’ni sarf-xarajatlar yalpi
xarajatlarga chizigli bog‘liq deb olamiz.

x.=a -x, ((j=L2,..n

i ¥ !

Shuning uchun ko‘rilgan ko‘p tarmogh igtisodivot modeli
chizigli balans medeli deb ham nomlanadi. (1.13) tenglama
quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi.

#
X =Zlang+y", 1 =]-:-2.~'“3ﬂ

Endi quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

dyy igdhyy, xy M
Ve A RRRY, : X ¥
TR YRR 1 2
", X=|. Y=

ani auZ T anh' xﬂ i yr;

“bu verda 4 — fexnologik matritsa yoki Leontyev matritsasi,
x— yalpi mahsulot vektori, v — vakuniy mahsulot vektori deb
nomlanadi. Bu belgilashlarga asosan (1.13) tenglikdan quyidagi
matritsa ko‘rinishini hosil gilamiz.
X=AX+Y (1.14)
- Kop tarmoqli balansning asosiy masalasi berilgan yakuniy
mahsulot vektori va bevosita xarajatlar matritsasi 4 ga ko‘ra x -
valpi mahsulot vektorini topishdan iborat bo‘ladi, va’ni (1.14)
tenglamani noma’lum vektor x ga nisbatan yechish kerak
Buning uchun uni {£-4)x -y ko‘rinishga keltiramiz.
Agar (E-4)=0 bo‘lsa, u holda teskari (£-4)" matritsa may-
jud ho‘lib, yechim quyidagi ko‘rinishda bo*ladi:

X =(E-A]'Y (1.15)

8= -4)" matritsa bevosita xarajatlar matritsasi deb nom-

lnodi. Bu matritsaning igtisodiy ma’nosini tushunish uchun
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Y, =(0,01,-0) (i=12--n) ¥ o‘rnida 1, golgan joylarda 0 bo‘lgan
vakuniy mahsulot birlik vektorlanni ko‘raylik, ularga mos keluv-
chi (1.13) tenglama vechimlarini qursak, ular quyidagiga teng
bo‘ladl. =

: Ry Loy
5i . H2 S1p
..i:r.:

b R 5. F
x e z
Xl - . [ .3.]_-. . . XH . "

: il : | :
E &, \ S

7 Demak, S=(s,) matritsaning s, -clementi, -tarmoguing j-
tarmogning birlik yakuniy mahsuloti yv; ni ishlab chiqarish
uchun sarf qilinishi kerak boflgan mahsulot miqdori givmatini
berar ekan.

Qaralayotgan masalaning i1qtisediy ma’nosiga ko‘ra (1.15)
tenglamada y, =0, {i=Ln) a,20 b.j =1n) bolib, tenglama yechimi
uchun x, 20 (:‘= E;) bolishi kerak. Shu holatni biz
Yz0, Az0 va X =20 deb belgilaymiz.

Agar istalgan y=zovektor uchun x:0 tengsizlikni ganoat-
lantiruvchi (1.15) ning vechimi mavjud bo'lsa, A =0 matritsa
mahsuldor matritsa deviladi, Shu holda Leontyev modeli ham
mahsuldor model deyiladi.

A matritsaning mahsuldor ekanligining bir necha mezon-
lart bor.

Matritsa mahsuldorligining vetarli sharfi. Ulardan biri shun-
dan iboratki, agar A matritsaning ustuniar elementi yig‘indisi-
ning maksimumi 1 dan kattabo‘Imay, hech bo‘lmagandabiron-
bir ustun elementlari vig'indisidan kichik bo‘lsa, A mahsuldor
matritsabo‘ladi, va’'ni m}axiaﬁ <1, bolib, shunday j, mavjudki,

uning uchun Y, <1 o‘rinli bo‘lsa, A mahsuldor matritsa bo*-

ladi.
Muatritsa mahsuldorligining zarur va yvetarli sharti.
I. Agar nomanfiy A matritsaning eng kaita xos sonining
moduli birdan kichik shartni ganoatlantirsa, u holda A
" matritsa mahsuldor bo‘ladi. R
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2. Agar nomanfiy A matritsa mahsuldor bo‘lsa, u holda
uning eng katta xos sonining moduli birdan Ikichik shartm
qanoatlantiradi.

Masala. Biz 1q11sod1yotmng gishlog xo‘jalik mahsulotlari,
sanoat mollari va vyoqilg‘iga asaslangan wdda mudellm ko‘rib
chlqamw (1.4-jadval).

f

1.4-jadval
1 - " Qishloq xo4alik | Sanoat | Yoqile'i
\ o mahsulotlari mollari
b Qishlog xofjalik 0.5 6.1 0,1 |
mahsulutlan
Sanoat mollart 6,2 0.5 6.3
!'\Yﬂqﬂg i ] 0,1 0.3 0,4

Birinchi ustun bir birlik qishloq xo‘jalik mahsulotini ishlab
chiqarish uchun zarur bo‘lgan gishioq xo‘ialik mahsulotlari, sa-
noat mollari va yvoqilg‘i birliklarini ifodalaydi. Masalan, bir bir-
lik gishlog xo‘jalik mahsulott uchun 0,1 birlik yoqilg‘i sarflanadi.

Ikkinchi ustun bir birlik sanoat mollarini ishlab chigarish
uchun zarur bo‘lgan birliklarni, uchinchi ustun bir birlik vogilg'i
uchun zarur bo‘lgan birliklami ifodalaydi.

Bir birlik yoqilg‘i uchun sarflanadigan gishloq xo‘jalik mah-
sulotlari, sanoat mollari va yogqilg‘i birliklari (3-ustun) yig‘indisi
1 ga teng emas. Buning sababi modelda barcha sohalar ishtirok
etmavapti.

Bu verda Leontyev (voki texnologiva, iste’mol) matritsasi

quyidagicha bo‘ladi:
05 G1 0]
A=[02 05 03
L.l 0.3 GJ

1) Berilgan jadval bo‘yicha quyidagilarni aniglaymiz.

@) 100 birlik sanoat mollarini ishlab chigarish uchun necha
birlik yoqilg’i sarflanadi? |

b) Ishlab chiqgarilavotgan gaysi mahsulot golgan ikki
mahsulotga eng kam bog‘langan?

¢) Agar voqilg‘ining narxi oshsa, geolgan ikki mahsulotning
qaysi biriga ko‘proq ta'sir etadi?
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Yechish. =

a) Ikkinchi ustundan ko‘rinib turibdiki, 100 birlik sanoat
mollarini ishlab chiqarish uchun 30 birlik voqilg‘i sarflanar ¢kan.
' b) Ustunlarni ko‘zdan kechirib, bir birlik gishlog xo‘jalik
mahsuloti uchun golgan ikki mahsulotning 0.2+01=03 birligi;
bir birlik sanoat mollari uchun golgan ikki mahsulotning 0.4
birligi; bir birlik vogilg‘i uchun golgan ikki mahsulotning 0,4
birligi sarflanishini ko‘rishimiz mumkin. Shuning uchun gishloq
xo‘jalik ntahsulotlari qolgan ikkitasiga eng kam bog‘liq bo‘ladi.

¢) voqilg’t narximing oshishi voqilg'ini Kattarog miqdorda
ishlatuvchi sohalarga eng ko‘p ta’sir etadi. Bir birlik gishlog xo°-
jalik mahsulotlari 0,1 birlik voaqilg‘i, bir birlik sanoat moliari 0,3
birlik voqilg‘i, va bir birlik yoqilg®l 0,4 birlik voqilg'i sarflaydi.
Demak, vogilg‘i narxining oshishi gishlog xo‘jalik mahsulotiari
va yogilg‘iga eng ko‘p ta’sir etar ekan.

2) Biz 85 birlik vakuniy qishlog xo‘jalik mahsuloti, 65 birlik
yakuniy sancat moliari va yvakuniy 0 birlik vogilg‘l olishimiz
uchun yalpi ishlab chigarilgan mahsujot gancha bo*lishi kerak?

Yechish. Iqgtisodivot uchun valpi ishlab chiqarish ushbu

valpi ishlab chiqarish vektori orgali ifodalanadi. Bu verda x —

yalpi gishlog xo‘jalik mahsulotlari, x,— yalpi sanoat mollari,

x;— yalpi yoqilg"i. o
Yakuniy mahsulot vektori

ga weng.
. 65 -01 =9I
E-A=[-02 05 -03
-01 -03 06

‘Shuning uchun biz quyidagi sistemani yechishimiz kerak.
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05 —-01 =21 x 85
-02 05 03| x, |=1065] -
~04i -03 00 Jju 0

~ Bu yerdan:

gishlog xo‘jalik mahsulotlari — x =300,
sanoat mahsulotlari — x, =400, |
yoqilg't — x, =250
ekanini topamiz.
Turli tarmoglarning mahsulotlarini umuniy blﬂlkdd ifoda-
lash uchun ishiab chigarish va talabnt dollarda ifodalaymiz.
Misal. Aytaylik, biz ish kuchi, transport va ozig-ovqgat sanoati
tarmoglaridan tuzilgan igtisodiyotni garayapmiz. $1 li ish kuchiga
40 sentli transport va 20 sentli ozig-ovqat; $1 li transportga 50
sentli ish kuchi va 30 sentli transport; $1 li ozig-ovgatga 50 sentli
ish kuchi, 5 sentli transport, 35 sentli ozig-ovqat sarflansin.
Qaralayotgan ishlab chiqarish davri uchun ish kuchiga talab $10
000, transportga talab $20 000 va ozig-ovqatga talab $10 000.
Iqtisodiyot uchun ishlab chigarish vektorini toping.
Iste’'mol matritsasi ushbu

0 05 05
A=[0.4 03 005
| 82 0 035
matritsa orgah Hodatanadi. Undan

I =03 05
-04 07 =035

-02 0 065

E-5=

ekanini topamlz End1 E-A matritsaga tt&kﬂl‘l matntsam to-
ramiz,

182 13 15

1,08 22 ;}

036 04 2

(E-A)" =

Bu matritsaning barcha elementiarl musbat bo‘lgam uchun
igtisodiyot mahsuldor bo‘ladi. Berilgan talab vektori uchun
ishlab chigarish vektori 5 '

59,200
64,800
33,600

X=(E-A)'Y =
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ga teng. Demak, $59.200 ga teng ish kuchi, $64 800 ga teng trans-
port, $33,600 ga teng ozig-ovqat ishlab chigarilishi kerak ekan.

Masala. lgtisodiyot qishlog xojalik, sanoat va ish kuchi
tarmoqlaridan tarkib topgan bo‘lsin. Qishilog xo‘jaligining har $1
1 uchun gishiog xo‘jaligida 50 sent, sanoatda 20 sent, 1sh kuchi
tarmog‘ida 100 sent sarflansin. Sancatning har $1 1 uchun
sanoatda 80 sent, ish kuchi tarmog‘ida 40 sent sarflansin. Ish
kuchi tarmog‘ining har $1 i uwchun gishlog xofjaligida 25 sent,
sanoatda, 10 sent sarflansin. Iqgtisodivot mahsuldor ekanini ko‘r-
sating va talab qishlog xo‘jaligida 5100 ga, sanoatda $500 ga va
ish kuchi tarmog'ida $700 ga teng bo'lganda ishlab chiqgarish
vektorini toping.

Yechish. Iste’mol matritsasi

65 0 .- 025
A=|02 08 0.1
. 1 04 0
matritsa orgali beriladi. £-a matritsaga teskari matritsani to-

pamiz.
16 10 3
(E-Ay'=[30 25 10].
28 20 10

Shunday qilib, (£-ay'z0 va shu sababli igtisodivot mahsul-
dor bo‘ladi. Bunda ishiab chigarish vektorl

10100
X =122.500
19,800

ga teng bo'ladi. |
Ko'pincha guyidagi. HlQZ(}ﬂd'lﬂ foydatanish maqsadga -

voftq.
Misol. Ushbu -
A=[1;3 1fz}
1712 1/4
matritsani ko‘rib chigamiz. Uning xos sonini topamyz.

(i) 2 23

Demak, 2, =4 <1 ekan. Yugoridagi tasdigga ko‘ra A mah-
sulder bo‘ladi.
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1.3.3. Umwmmjahon savdo modeli

. ¥V ta daviat o‘zaro savdo-sotiq ishharim yo‘lga qgo'ygan
devlik: 87, 55 ....,8. Davilatlarning milliy daromadlari mos
ravishda x7,xp,...,x, bo‘lsin. a; orgali .5y davlaining 8; daviatdan
tovar sotib olishdagi milliv daromad ulushini belgilaymiz. Milliy
daromadning barchasi ichki voki tashqi tovariarmi sotib olishga
ketadi deb faraz gilamiz. U holda

Say =) (=12, .n) (1.16)
tenglik o'rinli bo*ladi.

A=(ay), (i=12,...n; j=12,..,n) matiitsa savdo wmatritsasi
deyﬂam (l 16) ko‘ra A matritsa wxtivorly ustuni elementlarining
vigindisi 1 ga teng.

Ixtivoriy S; (i=12,..,n) davlat uchun ichki va tashgi
savdodagi tushum quyidagiga teng:

Pimaipxotapxot.  tax,.

Savdo bargaror bo‘lishi uchun har bir §; davlatning sav-
dodagi tushumi milliy daromaddan kam bo‘lmasligi lozim:

Piz X ('i:jl)‘?y"')n)'
Agar p;>x;  (i=1,2,....n )} bo'lsa, quyidagi tengsizliklar
sistemaga ega bo‘lamiz: :

apxyp v apy ¥ .t apx, X,
apixp + azms ¥t .t azX, > Xy
.............................................. . (1.17)

( I.I?) sistemaning barcha tengsizlikiarini qo‘shib chigsak, -
xagpragrt. tay e ptag eyt +
Yt g Fa o, T ta ) >'xj Fxpt.. X, :

tengsizlikka kelamiz. |
(1.16) tenglikni inobatga oisak, qavs ichidagi lfodalaf b1rga
teng. bo‘ladi va biz

XX+ X, > x4t T,

qarama-garshi tengsizlikka kelamiz.
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shunday qilib, p;>x; (i=1,2,...,n) tengsizlikning bo‘lishi
mumkin emas, va p,x; (i=12,.,n) shartdan p; = x
(i=12,....n) kelib chigadi. Agar X=(x;,x3,...,%,)7 vektorini kirit-
sak, quvidagl matritsa tenglamasiga kelanuz;

AX=X (1.18)

Shunday qilib masala savdo matritsasining xos soni birga
teng bo‘lgan xos vektorlarini topishga kelar ekan.
Misol, Uchta davlatning ( S1. S5, S3 ) savdo matritsasi

quyidagicha bo'lsin:
143 174 172
4=113 12 12| .

13 14 O

Savdo bargaror bo‘lishi uchun davlatlarning milliy daro-
madlari ganday bo‘lishini aniglang. -

Yechish. A matritsaning xo0s soni A=1 bo‘lgandagi xos
vektorlarini aniglaymiz. Buning uchun (A-E)X=0 matritsali
tenglamani yechamiz. Bu tenglamaning kengaytirilgan ifodasini

yozZamiz:
—2/3 14 1/2Y %) (0
1/3 =172 12~ (={0]
/3 U4 -1Ax) (0}

Bu sistemani Gauss usuli bilan vechamiz: x; == (3/2)¢, x,
= Z¢, x3=c, va'ni X=(3/2, 2, 1)c; c-ixtivorty haqiqiy son.
Demak, davlatlarning milliy daromadlari 3/2:2:1 munosa-
batda yoki 3:4:2 munosabatda bo‘lganda savdoda bargarorlik
kuzatiladi.

Tayanch iboralar

Matritsa, determinant, matritsalar ustida amallar, determi-
nantni hisoblash usullari, minor, algebraik to‘ldiruvchi, matritsa
rangl, teskari matritsa, matritsantng xos son va xos vektorlar,
vektorlar, vektorlarming chizigli bog‘ligligi, chizigli tenglamalar
sistemasi, birgalikda bo‘lgan sistema, Kramer, Gauss, matritsali
va Gauss-Jordan usullari, sistema vechimi, bir jinsli va bir jins-
stz chizigli tenglamalar sistemasi, Leontyev modeli, matritsa
mahsuldorligi, umumjahon savdo modeli.
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o ) DD e

%0 NS L

i2.

13.
14.
15.

16.
17.
18.
19.

S&YD“&I. -

Matritsa nima?

Matritsaning rangi deb nimaga aytamiz?

Har ganday matritsalarni go‘shish va songa ko‘paytirish
mumkinmi? |
Ixtivoriv o‘lchamli matritsalarni bir-biriga har doim
ko‘paytirish mumKkinmi?

Teskari matritsa qanday topiladi?

Determinant qd,nday xossalarga ega?

Matritsaring rangi ganday topitladi?

Yuqorj tartibli determinantlarni hisoblash goidasi qan-
day?

Vektorlarning chizigl bog‘ligligi nimadan iborat?

. Matritsaning xos soni va xos vektorlari ganday topila
11.

Qanday tenglamalar sistemasi chizigh tenglamalar siste-
masi deviladi?

Noma'lumlar soni tenglamalar soniga teng bo‘lgan sis-
tema vagona yechimga ega bo‘lishi uchun ganday shart
bajarilishi Kerak?

Kramer formuialarini bilasizmi?

Sistemani Gauss usulida yechish ganday tashkil qilinadi?
Sistemnani Gauss-Jordan usulida yechish jarayoni qanday
tashkil gilinadi?

Sistema gachon birgalikda deyiladi?

Matritsaning mahsuldorligi ganday aniglanadi?

Leontvev modeli nimani anglatadi?

Umumjahon savdo modelining yvechimi qanday manom
anglatadi? |

Mashgqlar

-1 3 5 0 7

w23 (2 0 1
1.1. .4=[: u}, B=[l -2 2] bo‘lsa, 24- 84 mafritsani tc’rping._l

1.2. Matritsa berilgan: 4-(; ). 4 matritsalagnihisoblang.

1.3. Determinantlarni hisoblang.
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23 1
2
1 3 j B
| 0 1 -1 0
ERY Qifidagdi matritsalar uchun teskari matritsaliitni toping:

| ‘a5 7
1){l zj, 2} 16 3 4]

1)

3 4
' 3 -2 -3

1:5, Chiziqli tenglamalar sistemasini Kramer, Gauss, Gauss-Jor-
dan va teskari matritsani topish usullaridan foydalanib
yeching.

x-3v+3z=7 Ix—4y+1z=0
[} x+2y—z=-2, D 3x—2y+z=1[lx
3x+2y+4z=5 x=5y+3z=-13

1.6. Quyidagi matritsalarning rangini toping.

1{}:}[}5} 020 0
Hlo 0 0 0 0 nlt 0 0 4
2{)(}1}11J D630

1.7. Quyidagi tenglamalar sistemasini tekshiring.

¥ 4+2xy +3xy =14

N+ 3xg + 525 + T8y + %25 =1 33 +2xy +33 =10
Xy — 2% +3x5 —dxy + 50, =2 2} qH+x+x, =6
2x #11x7 +#12% +23x4 +22x5 =4 2 +3x; —x3 =35

) II +1'2 " =3
1.8. ¢ ning ganday giymatida

{ x+v+z=2
2x+y+2z=5,
14x+3y+4z=c

sistema birgalikda bo‘ladi?

1.9. Kompaniyada uch turdagi samolyot bo‘lib ular uch turdagi
yuklarni tashiydi. Har bir turdagi samolyotning vuk tashish
xarakteristikalari jadvalda berilgan.
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T Samolyot turi |
- Yuk birligi A B C

I tur 100 100 100

IT tur 150 20 350

IIT tur 20 65 35

.+ Joiz kunda kompaniva I tur vukdan 1100 bidik, I tur yukdan
1200 birlik va I tur vukdan esa, 460 birlik jo'natishi lozim
bo‘lsa, har bir turdagi samolyotdan vuk tashish uchun
ganchadan jalb gilish kerak?

1.10. &=(LL0), b =111}, & =(-3,5,-6) vektorlar €. ¢é,, & bazisda beril-
pAN. . é+.2; bazisda berilgan d = (4-4:5) vektorni G, b, ¢ ba-
zisda ifodalang.

1.11. Leontyev balans modelidagl texnologik matritsa va yakuniy
mahsulot vektori berilgan. 4 matritsaning mahsuldorligini
aniglang. Yalpi mahsulotni toping.

0125 0125 300
A= . Y= :
[1,125 D,IZSJ (490]
1.12. Igsodivot tarmoqlari orasidagi ko‘rsatkichiar ma’lum davr
mobaynida jadvalda keltirilgan. Agar tarmoq mahsuloilariga

bo‘lgan talab migdori YT=(600,1000,600) ga o‘zgarsa, vyalpi
mahsulotning o‘zgarishini aniglang.

[ ishiab Iste’molchi tarmoglari Talab | Yalpi
chiqarish Qishloq | Sanoat | Mehnat | migdori | mahsulot
tarmoglart | xo‘jaligi resurslari
Qishiog 500 300 1360 700 2800
x0 ‘jakigi

Sanoal 1500 804 700 1000 4000
Mechnat 904 4300 700 600 7000
resurslari
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I bob. CHIZIQLI DASTURLASH

Chizigli dasturfash tushunchasini L.V. Kantorovich tomo-
nidan 1939-vilda chop etilgan “Ishiab chigarishni tashkil qilish
va rejalashtirish” risolasi bilan bog‘lasa bo‘ladi.

L.V. Kantorovich tomonidan ilgari surilgan g'oya o'z vag-
tida inobatga olinmadi. Urushdan so'ng chizigli dasturlash
masalasi amerikalik olim T.Kupmans tomonidan gayta ochildi.
A.Dansing tomonidan 1947-yilda chizigli dasturlash masala-
larini vechishning effektiv usuli (simpleks usul) ishlab chigildi.

1950-yillardan kevin elektron hisoblash mashinalarining
dunyoga kelishi chizigli dasturlashning tez sur’atlar bilan o‘si-
shiga za’'min yaratdi. 1975-yilda L.V. Kantorovich va T.Kup-
mans Nobel mukofoti laureatlari bo‘1di.

Ko'p argumentli chizigli funksiya argumentlarining chizigli
chegaralar ostidagi ekstremumini (maksimum voki minimumni)
topishga chizigli dasturiash deyiladi.

Misel, Quyidagi ikki argumentli chizigli funksivaning

Fley,xy) =2% +5x,
chizigli tengsizliklarni ganoatlantiruvchi

X +x, <127

¥ 20, xy 20,

maksimal giymatini toping.

Keltinlgan misol chizigli dasturlash masalasidir.

flx,x,)=2% +5x;  funksiya magsad  funksiyasi  deyiladi.
X, 20, x, 20 tengsizliklar nomanfiviik shartlari deyiladi. Chizigli
tengsizliklar sistemasi esa chizigli dasturiash shartlari deyiladi.

Chiziqli dasturlash masalasi ko‘plab igtisodiy masalalarning
matematik modelidan iborat.
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2.1, Tgtisodiy masalalarning matematik modelini tuzish

Igtisodiy masalalarning chiziqli dasturlash ko ‘rinishida jfoda-
lashning asosi masala parameiriarini to‘g‘ri tanlash va ular vosi-
tasida maqgsadni chizighi funksiva orgali, chegaralarni esa chiZighi
tengsizlik va tenglikiar orgali ifodalashdan iborat.

. 2.1.1. Korxonada mahsulot ishlab chigarishni rejalashtirish

- Korxonada ikki turdagi stul ishlab chiqariladi. Bu mah-
sulotlarni ishlab chiganishda uch xil xomashyodan foydalaniladi.
Birlik mahsulotni ishlab chiqarish uchun sarflanadigan xom-
ashyo miqdori va har bir mahsulotni sotishdan keladigan foyda
hamda zaxiradagi xomashye migdori 2.1-jadvalda keltirilgan.

2.1-jadval
b-tur | 2-tur | Zaxiradagi
stul stul xomashvo
L ‘ migdori
f-xomashyo | 4 6 | M
J-xomashyo | 3 | 2 T 12
3-xomashyo ¢ 1 | 1 8
foyda | 4 | 5 |

Ishiab chiqarishni shunday rejalashtirish kerakki, korxo-
naning oladigan foydasi maksimal bo‘isin. Demak, asosiy madgq-
sad maksimal foyda olish. Ishiab chiqarishni rejalashiirish ja-
rayonining parametrlarini aniglaymiz. x o‘zgaruvchi orgali 1-
tur stullarni ishlab chigarish sonini, x, orgali ¢sa 2-tur stullarni
ishlab chigarish sonini belgilaymiz. Agar v, dona |-turdagi stul-
lar sotilsa, korxonaning 1-turdagi stullarni sotishdan keladigan
foydasi 4x, ga teng bo‘ladi.x. dona 2-tur stullarni sotishdan ke-
ladigan fovda e¢sa s, ga teng bo‘ladi. Korxonaning umumiy
foydasi 4x+5s, ga teng. Demak, masalaning magsad funksivasi
Fln.x)=dx +5n,  Korxonaning magsadi foydani maksimalashdan
iborat. Bu holat quyidagicha voziladi.

4, +5x, —» max
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Endi fikrimizri chegaralarni qurishga qarataylik. Ko‘ri-
layotgan masalada barcha chegaralarning strukturasi bir xil:

Ishiab chiqarishga sarf < Zaxiradagi

qilingan xomashyo xomashyo

Endi ishlab chigarishga sarf qilingan xomashyo mig-
dorlarini =, va x, orqali ifodalaymiz. Birinchi tur stulni ishlab
chigarish uchun |-xomashyoning 4» qismi ketadi. Ikkinchi tur
stulni ishiab chiqarishga ¢sa 1-xomashyoning e6x, gismi ketadi.
Demak, ishiab chigarishga ketadigan 1-xomashyoning umumiy
migdori 4x +6x, ga teng bo‘ladi (jadvalning birinchi satriga
garang). Zaxiradagi 1-xomashvo migdori 24 ga teng bo‘lgani
uchun biz quyidagi tengsizlikka kelamiz:

_ 4x, +06x, £24
Xuddi shuningdek, golgan xomashyolar uchun ham guyidagi-
tengsizliklarga erishamiz:
Ie, 428, 12
¥ +x, S8
Olingan chegaralarni bir joyga 1amlasak -tengsizliklay, sistemasini
hosil qﬂaﬂuz

dx + 63, 524
3 +2x, 212
A o
shlab chigariladigan mahsulotlar manfiy bn‘lmasugl_t_mﬂ" ¥a’
o‘zgaruvchilarga nomanfiytik shartlarini yozamiz.
xz0 x,z0,
Shunday qilib, masalaning matematik mcrdeluu quwg:laglgha.

yozish mumkin:
dxy +S5x, —> max

4x, +6x, <24
3x, +2x, =12
X, +x, =8

Lo 20, x,20
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Ishiab chigarish sharoiti yoki mahsuiotlarning realizatsiya
gilish jarayoni o'zgarganda modelga o‘zgartirishiar kiritiladi.
Masalan, mahsulotlarni realizatsiva qilish sharti o‘zgarganda
magsad funksivasining koeflitsiventlart o‘zgaradi. Zaxiradagi
xomashyo migdorlart ¢‘zgarganda chegaraning o'ng gismlari
o‘zgaradi. Ishlab chigarish sharoiti o'zgargan taqdirda esa yangi
tengsizlik yoki tenglama kirtilishi mumkin.

2.1.2. Optimal aralashmani tanlash

Hayvonlarni oziglantirishda nlarning normal o'sishi uchun 2

xil modda kerak bo‘ladi. Bu moddalar ikki xil ozuga tarkibiga

kiradi. 2.2-jadvalda ikki xil ozuga tarkibidagi moddalar muigdori

va birlik ozugalarning narxlari hamda hayvonlarning rivojlanishi
uchun kerak bo‘ladigan moddalar migdori keltirilgac.

2.2-jadval

I-tur | 2-tur | aralashmadagi
|ozuga _ | ozuga | modda migdori
1 12

1-modda 2 ]
2-modda 6 4 30
Qaganari | 5 4 2 ¢

Ozugalardan ganday aralashma tayyorlanganda, hayvonlar
uchun zarur be‘lgan modda migdorlan kafolatlanib, minimal
narxdagi aralashmaga erishish mumkin?

x; o'zgaruvchi orgali aralashmadagi 1-tur ozuganing mig-
dorini, x, orgali esa 2-twr ozuganing nuqdorini belgilaymiz.
Kunlik aralashma narxi Sx,+2x, ga teng. Bizning magsad ara-
lashma narxim minimaliashdan iborat,

3x, +2x, »min

- Chegaralarning strukturasi quyidagicha bo‘ladi:

—

I—Arfllashmmda; 11 > Minmmal modda
modda migdori | . nmigdon

Belgilashlarga ko'ra ﬂdvaldan quyidagi tengmzhkldrm keltmh
chigarish mumkin. | . _
2x, +xy 212
JLs_x, +2%, 230
4~ 40 49



~ Keltirilgan tengsizliklarga » va x, o‘zgaruvchilarning no-
manfivlik shartlari ham go‘shiladi. Shunday qﬂlb masalaning
matemauk modeli guyidagicha bu‘ladl

5x +2x, = min
2x +x, 212
{ﬁxl +2x, =30
20, x, 20

Keltirilgan masalalarda chegaralar tengsizlik ko‘rinishiga
ega. Chegaralarda tenglik ishlatiladigan hollar ham bo‘lishi
mumkKkin. Masalan, agar birinchi masalada 1-xomashyoni to‘la
sarf qilish talab gilinsa, birinchi tengsizlik o‘rniga 4x +6x, =24
tenglik ishlatiladi.

- 2.2, Chizigli dasturlash masalasining umumiy
- shakHari

Bu mavzuda chizighi dasturlash masalalarining umumiy shak-
li bayon qilinib, unda chizigli dasturlashning har ganday masala-
sining umumiy qolipga tushirilishi keltiriladi. Chizigl dasturiash
masalalarining standart va kanonik ko ‘rinishlarini bayon qilamiz.

¢ 2.2.1. Chizigli dasturlash masalasining wmumiy ko‘rinishi
Chizigli dasturlash masalasi umumiy ko‘rinishda quyida-
glcha ifodalanadi. Chizigli magsad funksiyasiga

S, x,,.,x,)=0,x, to,x, +..+C X, b

LU

‘maksimum {minunun} givmat beradigan

ApXy +Anx, + . ta, <b,, i=12,...k
a,x, +a.x, +..+ta,zh, i=k+1..,1
X, +a,x, +.. +a, 2=b f=i+1,..,m

shartlarni ganoatlantiravehi s, x,...x, o‘Zgaruvchilarni topishdan

iborat. Ko‘pincha chegaralar ichida barcha o‘zgaruvchilarning
yoki ularning ma’lum bir gismlarining nomanfivlik shartlari
keltiriladi.

x, 20, i=12. . 5 (55 m)
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Bu shartlar yugorida keltirilgan tengsiziiklarning xususiy holida
kelib chigadi, lekin amaliyotda ular alohida guruhga ajratiladi..
Bu yerda «,.b;.c, berilgan sonlar.

2.2.2. Chiziqli dasturlash masalasining shakl
ko‘rinishlari
| Chizighi dasturlash masalasining stardart ko‘rinish1 quyida-
gicha bo‘ladi: |
Magsad funksiyasini

z=) ¢ , X, — min(max)

4=

Chegaralar:

Za{;x; gbj' t=1'm’
F

Chiziqli dasturlash masalasining kanonik ko‘rinishi:

z=7 C,X,— min{max)

il

Chegaralar:
;agx‘;:bﬂ jzl’}n"

x;=0.f=Ln

Masalaning standart shaklda vozilishining qizig tomoni shun-
daki, juda ko'p amaliv masalalar standart ko‘rinishda yoziladi.
Chizigli dasturlash masalasining kanonik ko‘rinishda yozifishi-
ning afzalligi shundaki, masalani vechishning asosiy usullari shu
shak! uchun ishlab chigilgan.

Keltirilgan chizigli dasturiash shakllari shu ma’noda ekvi-
valentki, oddiy almashtirish vordamida biridan ikkinchisiga
o‘tish mumkin.

2.3. Chiziglt dasturlash masalasini grafik usulda yechish

Bu mavzuda chizigli dasturlash masalalarining sodda hollarini
grafik usulda yechish imkoni borligi keltiviladi. Masalaning ma-
fematik modelidagi o ‘zgaruvchilar ikkiga teng bo‘lganda optimal
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yechim lopish imkoniyati bor. Bundan tashqari, bunday hollarda
olingan vechimni tahlil qilish jarayonida quiaviiklar pavdo bo ‘ladi.

Chizigli dasturlash masalasi ikki o‘zgaruvchidan iborat bo‘l-
gan holda grafik usulda yechish qulay. Chizigli dasturlash Iasini
grafik usulda vechish ikki bosgichdan iborat:

¢ tekislikda chizigli tengsizlikiarni gqanoatlantiruvchi
- to*plamni aniglash;

o [o‘plamda magsad funksivasiga ekstremal qiymat beradigan

nugtani topish.

Ikki o‘zgaruvchili chizigli tengsizlik koordinatalar tekisligi
(=% da muayyan varimtekislikni ifodalaydi. Tengsizliklar sistemasi
¢sa shu yartmitekisiiklarning umumiy kesishmasidan iborat boladi.
Bu kesishma joiz soka deyiladi. Joiz soha doimo gavariq sohadan
iborat bo‘ladi. Ya’ni schaga tegishl ikki mugta olinganda ularni
tutashtirivchi kesmaning barcha nugtalari ham shu sohaga te-gishli
bo‘ladi. Joiz soha gavarig ko‘pburchak, chegaralanmagan qavariq
ko‘pburchak, kesma, nur yoki vagona nugtalardan iborat bo‘lishi
mumkin. Tengsizliklar sistemasi birgalikda bo‘lmagan taqdirda joiz
soha ho'sh to‘plamdan iborat bo‘ladi.

Fi

25
™,
2%,
.
1.5 \%
1 .
\%\
A \\,_‘%
1 2 3~ 4
4:4.51 X e
2. t-rasm 2.2-rasm |

ax, +bx, =c tenglamani ganoatlantiruvchi to‘plam tekislikda
to‘g‘ri chizigdan iborat (2.1-rasmga garang). ax, +bx, <c¢ teng-
sizlikni ganoatlantiruvchi to‘plam esa shu to‘gri chizigning bir
tomonida votuvchi varimtekislikdan iborat.
Tengsizlikka qarab yarumtekislikni tanlashm ko‘ramiz. Te-
kislikda to‘g‘ri chizigda yotmagan ixtiyoriy nugta olinadi. Olin-
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gan nugta koordinatalari tengsizlikka go‘viladi. Bunda ikki hol
bo‘lishi mumkin. Olingan nugta tengsizlikni ganoatiantirsa,
nugta fomondagi varimtekislik tanlanadi. Agar tengsizlik ga-
noatlantirilmasa, nugta joylashmagan yarimtekislik tanlanadi
(2.2-rasmga qarang). Chizigli tengsizliklar sistemasini ganoat-
tantiruvchi soha barcha varimtekisliklarning umumur gisnudan
iborat bo*ladi.

ox, +c.x, =¢ 10°g'r1 chizigning normal vektori n={(c.c,) ga
teng bo‘lib, u to’gri chizigga perpendikular bo‘ladi. cx +e,x,=¢
to*gri chizigni o‘ziga parallel holda » bo‘yicha siljitganimizda
¢ ning giymati o‘sib bo‘radi; s vektorga teskani yo‘nalishda esa
¢ ning qivmati kamayib boradi.

n vektor f=¢x +c¢,x, magsad funksiyasining sath sirtiga
perpendikulardir. n vektorning yo'nalishi magsad funksivasining
o‘sish vo‘nalishi bilan mos keladi. Magsad tunksivasining ka-
mayishining vo‘nalishi esa » vektor vo‘nalishiga teskari boladi.

Masalaning grafik usnlda yechishdagl asosly gfova guvida-
gichadir. # vektor vo‘nalishida joiz sohadagi optimal nugta
X" =(x;x izlanadi. Optimal nugta shunday nogtaki, bu nugta
orgall o‘tgan magqsad funksiyasining giymati maksimal (mini-
mal) bo‘ladi. Optimal vechim joiz sohaning chegarasida joy-
lashgan bo‘ladi,

Chizigli dasturlash masalasining optimal yechimini topish
jarayonida quyidagi holatlar ro‘y berishi mumkin: Masalaning
vagona vechimi mavjud; masala cheksiz ko'p yechimga ega;
magsad funksiyasi joiz sohada chegaralangan emas; joiz soha
yagona nugtadan iborat; masalaning yechimi mavjud emas.

Masalani grafik usulda yechish quyidagi bosgichlarda amal-
ga oshiriladi.

1. Masala shartidagi tengsizliklarni tengliklar bilan almash-
tirib, unga mos kelgan to‘g‘ri chiziglarnt chizish.

2. Har bir tengsizlikka mos kelgan yarimtekislikiarmi belgi-
lab chigish. x z0.x,20 shartlarga ko‘ra, joiz soha l-chorakda
jovlashadi.

3. Barcha tengsizliklarni ganoatlantiruvchi joiz sohani anig-
lash. Agar bunday soha mavjud bo‘lmasa, masalanmg yechimi

mavjud emas. - -
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4. Agar joiz soha bo‘sh bo‘lmasa, magsad funksivasini qu-
rish. Buning uchun magsad funksivasining biror sath chizig'ini
01X +¢2%y =¢ olamiz. Bu verda c¢ ixtiyoriy son, masalan, ¢; va ¢
sonlarga karrali gilib olish qulay.

3. n={(g.c,) vektorni qurish: buning uchun (9;0) nugtadan
boshlanib, (c¢,.c,) nugtada tugallanadigan vektor chizish. Agar
magqsad funksiyasi va n=(c,.c,} vektor to‘g‘ri tanlangan bo‘lsa,
ular o*zaro perpendikular bo‘ladi.

6. Magsad funksivasining makstnial gtymatint topish uchun
magsad funksiyasini ifodalovchi to‘g‘ni chizigni r=(c,.c,) vektor
yo‘nalishida stljitib borish kerak. Magsad funksivasining minimal
givmatini topish uchun esa chizigni s=1{c,.c,} vektor yo‘nalishida
teskari tomonga siljitib borish kerak. Siljitish jarayonida joiz so-
haning oxirgi nuqtasini tark etuvchi nuqta maksimal voki mini-
mal nuqta bo‘tadi. Agar bunday nuqta mavjud bo‘lmasa, joiz so-
haning chegaralanmaganligi to‘grisida xulosa qilamiz.

7. Magsad funksiyasining maksimal (minimal) nugtasini
aniqlash bu nugtadagi magqsad funksiyasining qtymatini topish-
dan iborat. Optimal nuqgtaning koordinatalarini topish uchun
nugta gaysi to‘g‘ri chiziglarga tegishliligini aniglab, tenglamalar
sistemasini birgalikda vechish vetarlidir.

Quytdagi masalant grafik usulda vechishga to‘xtalib o‘tamiz.

4x; + 5% ~» max
[dx, +6x, €24 (2.])
13y +2x, 212 (22)
1 +x, <8 (2.3)

X =0, Ay =0

Avvalo joiz sohani topamiz. 4x +6x, <24 tengsizlikni tenglik
bilan almashtiramiz. 4x, +6x, =24 va uning grafigini chizamiz.
To‘g‘ri chizigning grafigini chizishda uning koordinata o‘glari
bilan kesishadigan nugtalarini topish qulaylik fug‘diradi. x, =0
bo‘lganda x, =4 kelib chigadi. x, =0 bo‘lganda x; =6 bo‘ladi.
Dekart koordinatalar sistemasida (0:4) va (6,0) nugtalar or-
gali to*g'ri chiziq o‘tkazib, 4x, +6x, =24 ning grafigini hosil qila-
miz. Bu to‘g‘ri chiziq tekislikni ikki gismga ajratadi. Tengsizlikii
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ganoatlantiruvchi  varimtekislikni aniglash uchun tekislikda
jovlashgan to‘g‘ri chizigda yotmagan ixtiyorly nugta, masalan,
koordinatalar boshi (©¢:0) ni olamiz. Bu koordinatalarni tengsiz-
likka go‘vamiz; 4.0+6-0<24, ya'ni 0<24 kelib chigadi. Demak,
yvarimtekislikning koordinatalar boshini o'z ichiga olgan yarim-
tekislikmi tanlaymiz. Shunday qilib, birinchi chorakda jovlashgan
va (2.1) tengsizlikni ganoatlantiruvchi soha OAB uchbur-
chakdan iborat (2.3-rasm).

123456

2.3-rasm | 2.d-rasm

2-tengsizlik: 3x, +2x, €12 = 3x, +2x, =12 . Bu to‘g‘ri chizig
koordinata o‘glarini (0:6) va (&0) nuqtalarda kesib o‘tadi. (0;0)
nugtani tengsizlikka go‘ysak, e<iz tengsizlikni ganoatiantirishini
ko‘ramiz. Demak, yarimtekislikning koordinata boshint o'z
ichiga olgan qismini tanlaymiz. Yugorida keltirilgan soha bilan
umumiy qgismini olsak, QAED to‘rtburchakdan iborat bo‘lgan
joiz sohaga ega bo‘lamiz (2.4-rasm).

3-tengsizlik: x; +x; €8 = x;+x; =8 Bu to'g'n chiziq koor-
dinata o‘glarini (0:8) va (8:0) nugtalarda kesib o‘tadi. (0:9) nug-
tani tengsizlikka go‘ysak, 0<8 tengsizlikni ganoatlantirishini
ko‘ramiz. Oldingi joiz soha butunlay bu yarimiekislikda joylash-
ganligi uchun (2.3) tengsizlikni olib tashlash joiz sohaga ta'sir
qilmaydi.
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Shunday qilib, joiz soha
OAED to‘rtburchakdan iborat
bo‘ladi.

| Endi joiz sohada magsad. .
funksiyasi -
fx.xp) = 4z +5x%,

ga maksimal giymatega eri-
shadigan  nugtant  topishga
o'tamiz. Buning uchun avval
normal vekior #={4,5) ni
quramiz. Agar magsad funk-
sivasiga aniq giymat bersak,
4x, +5x, =c bu to'g‘ri chizig n
vektorga perpendikular bo‘lad: (¢ ga gyanday giymat berilishidan
gat’ly nazar). To‘g'ri chizigni » vektor yo‘nalishida (maksimal-
lashtirish masalasi) o‘ziga parallel ravishda siljitic boramiz.
To'g‘ri chizig'imiz joiz sohaning oxirgi tark efadigan nuqtasi
magsad funksivasiga maksimal qivmat beradigan nugta bo‘ladi
(2.5-rasm) (E nugta). E nuqtaning koordinatasini topish uchun
AB va CD to'g'ri chiziglar tenglamalarini birgalikda yechamiz:

4%, +6x, = 24
{3?:2:2,:12:” =(5:9) 1) =

2.5-rasm

Endi masalaning maxsus hollariga to‘xtalib o’‘tamiz.
 Chizigh dasturlash masalasining yechimi mavjud bD‘lmag.an
hol.

1. Joiz soha bo'sh to‘plamdan iborat. Bu holda barcha
tengsizliklarni qanoatlantinavchi soha mavjud bn‘lmayd‘i
(2.6-rasm).

2. Joiz scha chegaralanmagan (2.7-rasm).
Chizigli dasturlash masalasining yechimm mavjud bo‘lgan
hollar.

}.Joiz soha vagona nugtadan iborat. Bu nugta nptimal
yechim bho'ladi.

2. Optimal vechim vagona. Magsad funksivasini sath chizig‘i
- joiz sohani yagona nuqtada tark etadi (2.8-rasm).
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Z.6-rasm ' 2.7-rasm

3.Optimal vechim cheksiz ko‘p (2.9-rasmda KL chizig‘ining
barcha nugtatari yechim bo‘ladi).
Ba’zi hollarda o‘zgaruvchilar soni ikkidan yugort bo‘lganda
ham grafik vsulda vechish imkoniyati paydo bo’ladi. Fikrimizni
guyidagi misolda bayon gilamiz.

F=x +x, +x; +x, +x; > max
2%, +4x, +3x, =12

Sk, —x, —2x, =8 *)
l”}'xl +10x, +7x, =70

x, 20, x, z0,x, 20, %, 20, x, =0

Tengliklardagi %.%.% tashlab yuborish hisobiga tengsizliklar
hosil gilamiz. Tengliklardan ¥;,%,,X; o‘zgaruvchilarni %,,%, 0°z-
garuvchilar orqali ifodalab, magsad funksiyasini ham ikki o‘zga-
ruvchili funksivaga keltiramiz. Natijada masala quyidagicha ko‘-
rinish oladi. o

F=x+x, +3(02-2x —dx, ) -3 (8-5x, +3x,) +3+(70-T7x, ~10x,) 5> max P’p

| 2% +dx, 212 |
5x,~x, =8
T +10x, £70
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2.8-rasm. Yechim vagona (M 2.9-rasm. Yechim cheksiz ko‘p. KL
nuqgia) kesmaning barcha nuqtalari

Bu masalami grafik usulda vechib, x,x, o‘zgaruvchilar anig-
langandan so‘ng, (*) tengliklardan x, x,, x; o‘zgaruvchilar topiladi. :

2.4, Turg‘ualik tahlili

Grafik usulda olingan natijani rurg ‘unfik tahlilida olingan op-
timal vechimga maqsad funksiyasining koeffitsiventiarining o'zga-
rishi (narx-navoning optimal vechimga ta’siri) chegaralarning o ‘ng
tomon tahlili (masalan, ishiab chigarish jarayonida zaxiradagi
xomashyo migdorlarining ozgarishining optimal yechimga ta’siri)
o‘rganiladi. Bu tahlil bizga optimal ishiab chigarish rejasini qa-
chongacha saglash mumkinligini va resurslarning kamyob yoki
kamyob bo ‘lmaganini aniglashga yordam beradi. Bundan tashgari,
kamvob resurslarning qaysilari samaralivoq ekanligini aniglashga
ham ko ‘maklashadi.

Turg“unlik tahliliga oid fikrlarni masala orqali ko‘rib chi-
qanuiz.

Kichik bir sexning kunlik ichlab chigarish rejasini ko‘raylik.
Sex bichuvchilari yangi ayollarning shim va ko‘ylaklarini ishlab
chigarishni taklif gilishdi. Sex imkoniyatlari va mahsulotlardan
keladigan foyda jadvalda beriigan. .
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2.3-jadval

Ishlab chigatishs.- Birlik mahsulotni ishlab Maksimal
resurslart : chigarishdagt resurslar resurs
) migdori ]
shim ko‘ylak |
Material, m L5 2 42 )
Mehnat hajmi, ishchi 3 2 60
soal |
| Qo‘shimcha xarajatlar 5 5 1 200 |
Mahsulotlarning 60 50
sotilish narxi, § | 1'

Kunda gancha shim va gan-
cha ko‘vlak ishlab chiqarilganda

tushum eng wyuqori bofladigan °
holatni aniglash zarur. Bu mah- . °

sulotlarga bo‘ladigan talab shuni

ko‘rsatdiki, shimlarga

kunlik talab 18 dan oshmaydi.
Masalaning matematik mo-

delini quramiz. ¥ orgali shim- .

lami ishlab chigarish kualik
hajmini, ¥, orgali esa ko‘ylaklar
sonini belgilayvlik. Bizning mag-
sad daromadnt maksimallashti-

bo‘lgan

2.10-rasm

rishdan iborat. Buning matematik ifodasi esa 60x, +50x, — max
bo'ladi. Har bir resursning chegaralarini va mahsulotlarga bo*-
Igan talabdan kelib chiqgan holda masalaning matematik ifoda-

sini quyidagicha vozish mumkin:

7=060x; + 50x; —max

},5)6} +2x25 42
- 3xy t+ 2xp < 60,
Sxy + S5xo = 200,
Xy z 0, X2 =z 0

(2.9)
(2.5)
(2.6)
(2.7)

- Masalani grafik usulda vechamiz (2.10-rasm). ]mz soha
ABCDE ko‘pburchakdan iborat. Rasmdan ko’rinib turibdiki,
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maksimal daromad C nugtada, va'n (2.4} va (2.5) lardan hosil
bo‘lgan chiziglarning kesishish nugtasidan iborat bo'ladi. C
nugtaning koordinatalarini quyidagi sistemani vechib topamiz: ..

15x, +2x, =42,
3x, 4+ 2x, = 60,

Bu sistemia  yechimlarit x =12, x, =12 bo'ladi. Demak,
kuniga sexda 12 ta shim va 12 ta ko‘ylak ishlab chigarilganda
daromad maksimal bo‘ladi. Bu givmatlarni maqsad funksiyasiga
go‘vib, maksimal daromadni topamiz.

z(12,12) =60-12+50-12 =1320%

Endi, turgunlik tahlili bilan shug‘allanamiz. Turg‘unlik
tahlilida masala parametrlarining o‘zgarishi optimal vechimga
ganday ta'sir gilishi o‘rganiladi. Masalan, sexning ishlab chi-
garish mahsulotlarini rejalashtirish masalasida talabning o‘zga-
rishi voki resurslarning o‘zgarishi optimal yechimga qanday
ta’sir gilishi o‘rganiladi. Bundan tashqgari, mahsulotlarga bo‘lgan
bozor narxlarining o‘zgarishi optimal vechimga ganday ta’sir
gilishini aniglash ham magsadga muvofig.

Turg‘unlik tahhili masalaga ma’lum bir ma'noda dinamik
tus beradi. Olingan optimal yechimga masala parametriarl
o‘zgarishining ta’siri aniglanadi.

2.4.1. Shartlarning o‘ag tomonining turg‘unligi

Optimal yechim topilgandan so‘ng, ishlab chigarish omil-
larining ofzgarishi optimal vyechimga gqanday ta’sir gilishni
o‘rganish zarurivati tug‘iladi. Bu verda quyidagi savollarni tahlil
gilish ahamiyatlidir:

1. Magsad funksiyasining optimal qiymatini yaxshilash.
uchun biror resursning migdorint ganchagacha oshirish
mumkin?

2. Topilgan magsad funksiyasining optimal giymatini saglab
golgan holda biror resurs miqdorini qanchagaclm kamay-

<0 tirish mumkin? . Y U S
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Bu savollarga ijavob berishdan
avval ba’zi tushunchalarni  kiri-
tamiz. Optimal nugtani hosil qi-

lishda gatnashgan shartlami ifo- ﬁ

deviladi. Bunday resurslar ishlab
chigarishda to‘lig sart bo‘ladi.
Optimal vechimni hosil qilishda
gatnashmagan, lekin joiz sohada
jovlashgan shartlarni ifodalovchi
resurslar esa, kamyob bo‘lmagan
resurslar turkumiga Kiradi. Joiz so-
hani tashkd qilishda gatnashmagan
shartlarga mos keluvchi resurslar

2. 11-rasm

esa 0rt1q¢ha resurslarni tashkil giladi. Bu tushunchalarni klﬂt-
gandan so‘ng yugorida bayon qilingan szwoll'lrm quyvidagi tarzda

gayta keltirish mumkin.

1. Optimal yechimni vaxshilash uchun kamyob resurslar
miqgdorinm ganchagacha oshirish mumkin?

2. Optimal vechimni o‘zgarishsiz goldirish uchun kamyob bo‘l-
magan resurs nrigdorini ganchagacha kamaytinish mumkin?

O‘ng tomon turg‘unlik tahli-

Tini vugorida keltirilgan masala 7

uchun ko‘rib chiqamiz. (2.4) va
(2.5) shartlarni ifodalovchi shart-
lar, yva'ni material hajmi va meh-
nat resurslari kamyob resurs hi-
soblanadi,

Kamyob bo'lgan material
migdorini o'sishi grafikda (2.4)
shartga mos keluvchi BC chi-
zigni o‘ziga paratlel holda M
nugtagacha oshirishdan iborat.
BC to‘g'ri chizigni o‘ziga pa-
rallef holda M dan yugoriga sil-
jitish magsadga muvotiq cmas.,
AKs holda, resurs ortiqcha bo'-
lib goladi (shartni ifodalovchi

61
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to‘g‘n chiziq joiz sohadan chiqib ketadi va opiimal vechimga
ta’sir qilmaydi). Nathada joiz sohaga BMC uchburchak go‘-
shiladi va optimal vechim M nuqtadan ibeorat be'ladi (2.11-
rasm). Material migdorining o‘sishini guyidagicha aniglaymiz.
M nugtaning koordinatasini aniglaymiz M{0,30). Bu givmatmi
(2.4) shartning chap tomoniga go‘vib, material migdorint
maksimal ganchaga ko‘paytirish mumkinligini topamiz:
1,5-0+2-30=60m, Shunday gilib, material migdorini 60—42=18mn
ga oshirish mumkin ¢kan. Bu holda foydaning ofzgarishi
1500-1320=186 dollardan iborat bo‘ladi.

Endi ikkinchi kamyvob resurs — ishchi soat miqdorini
ganchagacha oshirishni ko‘ramiz. Bu (2.5) shartga mos
keluvchi CD to‘g'ri chizigni o‘ziga parallel holda N nugia-
gacha sibjitishdan iborat bo‘ladi. CD to‘g‘ri chizigni bundan
ham yugoriga siljitish magsadga muvefig emas, aks holda shart
ortigcha bo'lib qoladi. Endi joiz soha ABNE ko‘pburchakdan
iborat (2.12-rasm). Yangi optimal nugta esa N nugta. Qu-
yvidagi sistemani yvechib,

1,5x, +2x, =42
x =18

N nugta koordinatalarini topamiz N(18;7,5). Bu koordina-
talarni (2.5) shartning chap tomoniga go‘yib, ishchi vaqti-
ning maksimal qiymatga oshirish mumkinligini topamiz:
3.0+2-7,5=6% ishchi soat. Ishchi vagtining o‘zgarishi 69-60=9
ishchi soatdan iborat. Bu holatda foyda 60.18+50-75=1455 dollami
tashkil etib, 1455-1320=135 dollarga o‘sadi.

Endi fikrimizni ortigcha kamyob resurslarga garatamiz. (2.6)
shart ortiqchalign uchun uni kamaytirish mumkin. Bu fikmi
grafik tarzda ifodalaydigan bo‘lsak, {2.6) chizigni C nugtagacha
siljitishdan iborat {(chunki go‘shimcha xarajatlarni kamaytirish
optimal yechimga ta'sir gilmasligi lozim) (2.10-rasm). C nugta
koordinatalarini (2.6) shartning chap tomoniga qo‘yib, zarur
bo‘lgan go‘shimcha xarajatlarni aniglaymiz: 5-12+5-12=120 .
Demak, go‘shimcha xarajatlami 120-200-=-80 dollargacha ka-
maytirish mumkin. Shu bilan birga, foyda migdori o‘zgarishsiz
goladi. (2.7) shart ko‘ylaklarga bo‘lgan talabdan kelib chiggan
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edi. Optimal yechimga ta’sir gilmagan holda, (2.7) chizigni
o‘ziga parallel holda C nugtagacha siljitish mumkin, Talabning
kamayishi bu holda ¢ birlikka teng bo‘ladi. Keltirgan tahlil-
larimizni 2.4-jadvalga janllaymiz.

2.4-jadval
Restrs | Resurs furi Resursning Fovdaning
maksimal maksimal
- o*zgarishi o ‘zgarishi L
| _Kamyob 60-42=18 n 1500-1320=480 |
2 Kamyob 69-60=2 ishchi 1455-1320=135
soat.
3 | Ortigcha 120-206=-80 1320-1320=0
dollar
4 Kamyob 12-18=-6 dona 13206-1320=0
| bo'lmagan -

Biz wvugorida kamyvob resurslarm  ganchagacha oshirish
umkinligini va bu holatda fovdaning o‘zgarishini anigladik.
ndl gaysi kamyob resurslarni birinchi navbatda oshirish sadga
uvofiq bo‘lishini aniglaymiz. Qo‘shimcha kamyob resurslarni
r birlikka oshirishdan keladigan foyda migdorini topanmiz. ning
shun qo‘shimcha resurslar bahosini aniglavmiz. y; go shuncha
rik i-resursning bahosi bo‘lsin:

Fovdaning maksimal o ‘7garishi
i- resurs hajmining malksimal o 7garishi

i

Jadval ma’lumntlan asosida har bir resursning bahosini amq-
laymiz.

lﬂﬂ dallar
=10 dollar | n, = 33 dollar o e ke soal:
| Jlﬂm | T Yshehisoal, ) 4 !
Y3 = o0 dottar Y= e doma

Natijalar shuni ko‘rsatadiki, qo‘shimcha lag‘ni ishchi soat
vaqtini kengaytirishga qaratish, so‘ngra qo‘shimcha material
olishga sarflash talab etiladi. Kamyob bo‘lmagan resurslarni
ko‘paytirishning hojati vo‘q.
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2.4.2. Magsad funksiyasi koeffitsiyentlarining
turg‘wnlik tahlili

Masalani grafik usulda yechish jarayonida maqsad funk-
siyasining koordinatalar sistemasidagi holati optimal yechimni
aniglashda asosiy omil bo‘ladi. Shuning uchun magsad funk-
siyasi koctlitsiyentlarining o‘zgarishi resurs holatlarini o‘zgar-
tirib yuboradi. Ya’'ni kamyob resurs kamyob bo‘lmaganga va
aksincha aylanishi mumkin. Biz magsad funksivasi koeffi-
tsiventlarining turg‘unlik tahlilida quyidagi savollarni voritish-
ga harakat qilamiz: |

1. Magsad funksivasining qandaydir koellitsiventining

o‘zgarishi optimal yechimga ganday ta’sir gilishi;

2. Resurs mavgeyini o‘zgartirish uchun magsad funksiyasi

koeflitsiventini ganchagacha o'zgartirish lozim bo‘ladi?

Keltirilgan savollarni tikuv sexi uclun ko‘rib chigamiz.
Shim va ko‘ylakdan keladigan foydani mos ravishda < va ¢
bilan belgilaymiz. U holda magsad funksiyvasi z=¢x +c¢,x,
ko‘rinishida bo‘ladu.

¢ ni oshirganimizda (yoki ¢, ni kamaytirganimizda)
magsad funksiyasini ifodalovchi z=¢x +¢,x, to‘g‘ri chizig C
nuqia atrofida soat mili bo‘ylab aylanadi. Agar ¢, ni Kamay-

tirganimizda (yoki ¢, ni oshirganimizda) to‘g‘ri chiziq gara-
ma-qgarshi vo‘nalishda avlanadi. Demak, magsad funksiyasini
ifodalovchi to‘g'ri chizigning holati (2.4) va (2.5) to‘g‘ri chi-
ziglar orasida bo‘lganda C nugta optimal nugta bo‘lib qolave-
radi (2.10-rasm). Agar z=cx +o,x, to‘g'ri chiziq og'maligi
(2.4) shartni ifodalovchi to‘g'ri chiziq og'maligiga teng bo'lca
optimal yechim BC kesmani tashkil giladi. Xuddi shuningdek,
z=cx, +¢,%, to‘g‘rl chiziq og'maligi (2.5) shartni ifodalovchi
to‘g‘ri chizig og‘maligiga teng bo‘lgan taqdirda, optimal yechim
CD kesmani iborat bo‘ladi. z=c¢,x, +¢.x, to'g"ri chizig og*maligi
ko‘rsatilgan oraliqgdan chiqgib ketganda, optimal yechim oz-
garadi.

¢ va ¢, o‘zgarishi ganday bo‘lganda C nuqianing opti-
malligi saglanishini ko‘ramiz. c¢. = 50 ni o‘zgarishsiz qoldira-
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miz. Bunda €1 ning o‘zgarishi (2.4) va (2.5) chizigiarning og'-
maligidan aniglanadi. z=c¢x, +¢,x, chizigning burchak koeffi-
fsiventi ¢, /50 ga teng. (2.4) va (2.5) chiziglarning burchak ko-
effitsiventlari esa mos ravishda 3/4 va 3/2 ga teng. ¢ ning
minimal giymatini ¢, /50=3/4 tenglikdan aniglaymiz: min¢, =375
dollar. ¢; ning maksimal giymatini ¢, /50=3/2 tenglikdan anig-
laymiz: maxc =75 dollar. Demak, ¢; ning ozgarishi 37.5<¢c <75
oraligda bo‘lganda C nugtaning optimalligi saglanib goladi.

Xuddi shunday tahlilni ¢, koeffitsivent uchun ham amalga
oshiramiz. ¢, =60 ni o‘zgarishsiz qoldiramiz. Magsad funksiva-
sining burchak koeffitsiyenti 60/c, ga teng bo‘ladi. {2.4) va (2.5)
chiziglarning. burchak koectfitsiventlaridan:

60/c, =3/4, bundan maxc, =80;
60/c, =3/2, bundan mine, =40,

Demak, ¢, ning ozgarishi 40<¢, <80 oraligda bo‘lganda C nug-
taning optimalligi saqlanib goladi.

Shuni ta'kidlash lozimki, ¢ =375 bo‘lib, ¢, o‘zgarishsiz
golganda, (2.5) resurs kamyob bo‘lmay goladi. Bu shuni
ko‘rsatadiki, agar bitta shimdan keladigan foyda 37,5 dollardan
kam bo‘lsa, kuniik ishlab chigarish rejasini gayta ko‘rib chigish
lozim. Chunki endi B (21;0) nuqta optimal nugta bo‘ladi. ¢, 75

dollardan oshib ketib, ¢, o‘zgarishsiz qolganda esa kunlik rejada
18 ta shim va 3 ta ko‘ylak ishlab chigarish magsadga muvofig
(D nuqta optimal nugta). Xuddi shunga o‘xshash xulosani
ko‘vlak narxi 40<c, <80 chegaradan chigganda ham keltirish
" mumkin.

2.5. Simpleks usul

Agar chizigli dasturlash masalasining matematik modelidagi
o ‘zgaruvchilar somi ikkidan ortig bo'lgan taqdirda (ba'zi hollar
bundan mustasno) masalani grafik usulda yechish imkoni bo'l-
maydi. Bunday masalalarni yechishda simpleks usul umvema! hi-
soblanadi. . -
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Simpleks usulni bayon gilishdan avval chizigli tenglamalar
sistemasining ba'zi tushunchalarini esga olaymiz.

Bizga n o‘zgaruvchili m ta tenglamalar sistemasi berilgan
bo'lsin:

Za X, =b {i=12,..my ° .5-'}5'.1?{':“.:"":-.'* {2.8)
' RO r ' .
Chmqh dasturlaah masalalarida 4=(a,).0=12..m ;_1,2 _____ ») mat-

ritsaning rangi r=m bo'lib, m <» bo‘lgan holat qgizigish uyg‘otadi.
Agar (2.8) sistemaning m o‘zgaruvchilari oldidagi koefli-
tsiventlardan tuzilgan matritsaning determinanti noldan fargli
bo‘lsa, bunday o‘zgaiuvchilar bazis o ‘tgaruvchilar deyiladi. Qol-
gan »n-m o'zgaruvchilar esa ozod (nobazis) o‘zgaruvchilar
deviladi.
Agar (2.8) ning vechimtlari (v x,,..%,) x; =0, (y=12...# shartni

qanoatlantirsa, bunday vyechimlar mumkin bo’lgan yechimlar
deviladi. Aks holda mumkin bo‘lmagan vechimlar deyiladi.

Nobazis o‘zgaruvchilar nolga teng bo'lgan blStﬁl‘I’ldnlﬂg
yechlmi bazis yechim deyilads,

2.5.1. Simpleks usulning geometrik talgini ER
b '
-Chizigli dasturlash masalasini vechish jarayonida masalaning
optimal yechimi maviud bo‘lsa, bu yechimni joiz sohaning
tugun nuqtalaridan izlash kerakligi kelib chigadi. Shuningdek,
chiziqli dasturlash masalasi vechimga cga bo‘lganda, bu yechim
mumkin bo‘lgan bazis vechimlarning biri bilan mos keladi.
Demak, optimal yechimni topish uchun chizigli dasturlash
masalasining shartlaridan kelib chigadigan tenglamalar siste-
masini barcha mumkin boflgan bazis yechimlarining ichidan
magsad funksivasiga optimallikni tagdim qgiladigan vechimni
topish lozim. Bu geometrik nugtayi nazardan joiz sohani tashkil
giluvchi ko‘pburchak barcha fugun nuqtalarini tekshirib chigish-
dan iborat bo‘ladi. Albatta, yechimni bunday aniglash, agar
vechim mavjud bo'lsa, magsadga olib keladi. Ammo bu usulda
real masalalarning yechiminmi topishda Kkatta q1y1nch1hklc1rga
duch kelinadi.
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Tugun nugtalarimi garab chi- . #
gish jarayoni magsad funksivasi-
ning giymatini inobatga olgan
holda amalga oshirilganda maq- .
sadga tezroq yetiladi. Bunda har P
bir kevingi gadamga o‘tish jara- *
yonida magsad funksiyasining yax-
shilanib borishiga qarab tugun
nuqtalari tanlanadi. Bu fikmi gra-
fik usulda ovydinlashtirishga ha-
rakat gilamiz. °

Joiz soha ABCDEGH ko'p-
burchakdan iborat bo‘lsin (2.11-
rasm). Faraz qilaylik, A nngta 2.11-rasm
mumkin bo‘lgan boshlang‘ich ba- | |
zis yechim bo‘lsin. Umuman olganda, optimal nugtani topish
uchun 7 ta tugun nugtalardagi magsad funksivasini hisoblash
lozim. Rasmdan ko‘rinib turibdiki, A tugun nuqtadan so‘ng
go‘shni B nuqtaga, so‘ngra esa optimal nugta C ga o‘tish mag-
sadga muvofig. 7 nugta o‘rniga uch nugtani tekshirish vetarli
bo‘ldi. Simpleks usul vechimni gadam-bagadam vaxshilanishini
ta’minlovchi usul hisoblanadi.

Simpleks usulning geometrik talgini shundan  iboratki,
boshlang‘ich tugun nuqgtadan kevingi go‘shni nugtaga o‘tishda
magsad funksiyasining o¢ivmati optimal nugtaga erishgunga
gadar vaxshilanadi.

Masalani simpleks usulda vechish jarayonida quyvidagi uch
bosgichni amalga oshirish lozim:

1. Mumkin bo‘lgan boshlang‘ich bazisni aniglash.
2. Yaxshilangan vechimga o‘tish gotdasi topish.
3. Yechimning optimalligini tekshirish.

Simpleks vsulni go‘llash uchun masala kanonik ko‘rimsnag .

ifodalanishi kerak.

2.5.2. Simpleks algoritm

Simpleks usulning mohiyatini muayyan misolda bayon qilish
ma’qulroq.

Bizga standart ko‘rinishdagi chizigli dasturlash masalam
berilgan bo‘lsin. |
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z=2x +3x, > max (2.9)
X, +2x, 210,
2x, + x, £ 14, (2.10%:

x 20, x, 20

| Masalaning optimal vechi-
mini grafik usulda topisht oson
- (2.12-rasm). Optimal nogta A
nugta bo‘lib, uning koordinata-
lari (6:2), magsad funksiyasining
'_ optimal giymati z=18 ga teng.
» Berilgan masalani  kanonik
2.12-rasm  ko‘rinishga keltiramiz. Buning
uchun (2.10) tengsizliklar sistemasidan tengliklarga qo‘shimcha
51,8, nomanfiy o‘zgaruvchilar kiritamiz.

X +2x%, +8 =10,
{ 2.11)

2x +x, +5, =14~

(2.11) sistema 4 noma’lumli tenglamalar sistemasiga aylandi.
Ma’lumki, bazis yechimda nobazis o'zgaruvchilar nolga teng va
joiz sohaning biror tugun nugtasidan iborat. (2.11) tenglamalar
sistemasida bazis o‘zgaruvchilar sifatida s,.5, o‘zgaruvchilarni
olamiz. x,,x, nobazis {(erkin) o‘zgaruvchilar bo‘ladi. (2.11)
sistemani bazis o‘zgaruvchilar orgali vechamiz.

{‘Tl ::IU—Il —23"51} (2 12)

Nobazis o*zgaruvchilami nolga teng deb olib, bazis o‘zga-
ruvchilarni (2.12) dan topamiz. s, =10,s, =14 $,,§, larning giymat-
lari musbat bo'lganligi uchun mumkin bo‘lgan bazis o‘zganiv-
clhalardir.

Boshlang‘ich bazisni bunday aniglash chizigli dasturlash
masalalarining shartlaridagi munosabatlar “kichik voki teng”
ko‘rinishida bo’lganda qulay. Demak, standart ko‘rinishdagi
masalani kanonik ko‘rinishga keltirish jaravoruda kiritilgan qo‘-
shimcha o‘zgaruvchilar bazis bo‘ladi. Qolgan barcha o‘zgaruv-
chilar erkin o‘zgaruvchilar bo‘ladi va ular noiga tengiab olinadi.
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Demak, bu holatda koordinata boshi boshlang‘ich mumkin bo‘l-
gan vechimdan iborat bo‘ladi.

Agar bazis o‘zgaruvchilar barcha shartlarda ishtirok etmasa,
u holda x, =0,x, =0 mumkin bo‘lmagan yechimdan iborat bo‘lib
goladi. Bunda koordinata boshi mumkin bo‘lgan yechimni
tashkil gilmaydi. Bunday hollarda maxsus usullar ishlatiladi.

Shunday qilib, masalaning boshlang‘ich yechimi: x, =0,
x, =0, §=10,s, =14 dan va bu nugta tugun nugtalardan biri bo‘l-
gan koordinatalar boshidan iborat. Tabiivki, bu yvechim optimal
emas, chunki magsad funksivasi z=2x, +3x, ning qivmati nolga
teng, va’n hech ganday mahsulot ishlab chigarilmaydi.

Ma’lumki, magsad funksiyasining givmatini erkin o‘zga-
ruvchilar oldidagi  koeffitsiyentlarining musbatlaridan topish
mumkin. Buning uchun vangi bazisga o*tiladi va bu o‘zgaruvchi
noldan fargli givmat gabul qiladi, erkin o‘zgaruvchilar ichida
ishtirok etmaydi. Bunda bazis o‘zgamvchilardan biri erkin
o‘zgaruvchilarga, erkin o‘zgaruvchilardan biri esa bazis o‘zga-
ruvchiga o‘tadi. Geometrik nugtayi nazardan bu almashish bir
tugun nuqtadan shunday go‘shni bo‘lgan tugun nugtaga o‘tila-
diki, unda magsad funksivasining givmati yaxshilanadi. Qara-
layotgan masalada z ning giymatini oshirish uchun bazisga x, ni
yoki x, ni kiritish mumkin, chunki bu o‘zgaruvchilar oldidagi
koeflitsiyentlarning ikkisi ham musbatdir. Aniglik uchun bunday
holatda eng katta koeflitsiventga ega bo‘lgan o‘zgaruvchi bazisga
kiritiladi, chunki shunda magsad funksiyasi tezroq oshadi.

Demak, x, ni bazisga kiritamiz. Endi x, ning givmatini
ganchagacha oshirish mumkinligim aniglaymiz.

(2.12) sistema x, ning o‘sishiga chegara qo‘yadi. Barcha
o‘zgaruvchilarning nomanfly bo‘lmasligidan quyidagi tengsiz-
liklar bajarilishi kerak {x; erkin o zg*truvchl bo‘lgani uuhun nol- .

ga ten,g deb olamiz}: M
XL
-, _|' = L P .
) 8 =1972% 2% pundan ] % =3 12.13)
R 5, =t 20, x. 514, :

(2.12) sistemaning har bir tenglamasi x, ning ganchagacha
o‘zgarishi mumkinligini aniglaydi. Shuni e’tiborga olish kerakki,
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tenglamadan kelib chiqadigan x> ning o‘zgarishiga chegara ozod
hadni x; koeffitsiyentga bo‘lishdan hosil bo‘ladi. Shuni ta'kid-
lash lozimki, x» ga chegara ozod had bilan x, oldidagi koeffi-
tsiyentlar bir xil bo‘lganda unga yugoridan chegara go‘viladi, x;
oldidagi koeffitsivent manfiv bo‘lganda yoki 0 ga teng bo'lsa, x>
ning o‘sishiga chegara qo‘yilmaydi.

Ozod had nolga teng bo‘lganda ham bazisga kiruvchi o‘z-
garavchiga chegara hosil gilmasligini aniglash giyin emas.

(2.13) .tengsizliklardan x» ning mumkin bo‘lgan eng yuqon
chegarasi x, =min{514}=3 ga teng bo‘ladi. x,=5 bo‘lganda x;
o‘zgaruvchi nolga teng bo‘ladi va erkin o‘zgaruvchiga aylanadi.

Bazisga kiruvchi mumkin bo‘lgan eng katta giyimatni tagdim
giluvchi tenglama hal giluvchi tenglama deyiladi (bizning misoli-
mizda 1-tenglama). Shunday qilib, x» mi bazisga Kiritib, $; 0‘z-
garuvchini erkin o‘zgaruvchilar gatoriga kiritamiz. Bazis o‘zga-
ruvchilar: s.,x,; erkin o‘zgaruvchilar. x,.5,.

Navbatdagi gadamda vangt basiz o‘zgaruvchilarni  erkin
o‘zgaruvchilar orgali iffodalaymiz.

Xy =5 /28,12, T (2.14)
5, =9=3x/2+5/2 | '

Yangi vechim x, =0,x,=5 5 =0.5, =9 mumkin bo‘lgan bazis
yechim bo‘lib, u navbatdagi go‘shni tugun nugtadan iborat.
Maagsad funksivasini erkin o‘zgaruvchilar orqali ifodalaymiz.

z=2x, +3%, =2x, +3(5—x,/2~3,/2) =x,/2—35,/2+15. (2.15)

- Magsad funksivasining vaxshilangan giyvmati z=15.

Magsad funksiyasining bu giymati ham optimal emas,
chunki (2.15) da x; oldidagi koeffitsivent musbat bo‘lgani uchun
Z Rning giymatini yana oshirish mumkin. Yugorida keltuilgan
mulohazalar kabi (2.14) x; ganchagacha oshirish mumkinligini
aniglash mumkin: x =minfi0.6; =6. Demak, ikkinchi tenglama hal
qiluvchi tenglama hisoblanadi va x; ni bazisga kiritib, s» ni ba-
zisdan chigaramiz. Demak, yangi bazis o‘zgaruvchilar: x;,x,,

erkin o‘zgaruvchilar ¢sa §;,5, bo‘ladi. .
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Yugoridagidek, bazis o'zgaruvchilarni erkin o‘zgaruvchilar
bilan ifodaiaymiz.

{x: =225 /345,73, (2.16)

x=6+8/3-2s, /3.

Navbatdagi bazis vechim x, =6,x,=2 s,=0.5, =0. Magsad
funksivasining givmati z=18 bo‘ladi, Endi optimallikka erish-
ganimizni bilish vchun magsad funksiyasini erkin o‘zgaruvchilar
orgali ifodalaymiz.

z=2x +3x, =18~-45,/3-5,/3.

Magsad funksivasining erkin o‘zgaruvchilari oldida musbat
koeffitsiventlar qolmagani uchun z m yaxshilab bo‘lmaydi. Biz
optimal nugtani topdik. Demak, x, =6. x, =2 optimal nugia A
nuqtaning koordinatasidan iborat.

Endi optimallik mezonim keltiramiz.

Agar magsad funksiyasi erkin o°‘zgaruvchilar orqali ifodalan-
ganda musbat koeffitsiventlar mavjud bo'lmasa, mpzlgan yechim
optimal bo ladi.

Hisoblashlarda qulaylik yaratish magsadida simipleks usul-
ning jadval ko‘rinishidagi ifodasi magsadga muvofiq. Endi simp-
leks usulning jadval ko‘rinishidagi ifodasini keltiramiz.

2.5.3. Simpleks jadval

 Chizigli dasturlash masalasini simpleks jadval wvsulida

yechishda quyidagi algoritmga amal gilinadi.

1-gadam. Boshlang‘ich simpleks jadvalni qurish.

2-gadam. Yechimmi optimallikka tekshirish, Optimal yechim
topilganda jarayonni tugallash.

3-gadam. Optimallikka yo‘naltiruvchi holatni topish.

4-gadam. Yangi yechimga o‘tish va 2-gadamga gaytish.

Simleks jadvalning umumiy ko‘rinishi 2.5-jadvalda keltiril-
gan (m — shartlar soni, n — o‘zgaruvchilar soni)
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2.5-jadvai

LSR5 I B I P A 5 | ¥ s b
B C. Magsad funksivasi
L , koeflitsiventlari
| Fod
i = .
= 7 Masala shartlarining
3 Z T koeffitsiventari |
e 283
= 2 % E . E
&0 = 7 =
A 2 35
< E @ & S
2 | ZRE g 2
S THg 5 2
nal = 2 3 oy o
z; ¢, —z; satrini hisoblash uchun
¢,z Optimallik mezonini
aniglovehi satr

Jadvalning birinchi satrida barcha o‘zgaruvchilar (asosiiv
va qoldiq) gayd gilinadi. '
Jadvalning B harfi bilan ajratilgan birinchi ustunida bazis
o*zgaruvchilar keltiriladi. -

Jadvalning ikkinchi c,satrida 3-katakdan boshlab magsad
funksivasining koetfitsiventiari keltiriladi.

¢, ustunda bazisga Kkirgan o‘zgaruvchilarning koeffi-
tsiventlan jovlashtiriladi (oxirgi ikki satrdan tashqgari).
Bazis o'zgaruvchilar uchun ajratilgan satrlarda shartlar-
ning koefhtsiventlari keltiriladi.

Oxirgi # ustunda bazis o‘zgaruvchilarning givmatlari joy-
lashadi.

Oxirgl ¢; —Z;satr optimallik mezonini aniglashga qa-
ratilgan. |

z; satridagi ma’lumot yordamida oxirgi ¢; —z, satr hi-
soblanadi, bu satrning oxirgi katagida magsad funksiyasi-
ning joriy qiymati joylashadi.
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- Birinchi gadam. Boshlang‘ich simpleks jadvalni tuzish -

Yuqgorida keltirilgan misolning simpleks jadvalim tuzaniz.

Magsad funksivasini z =2x, +3x, +0-5, + 0.5, ko‘rinishda yozib,
(2:11) sistemanl inobatga olgan holda boshlang‘ich jadvalni
(2.6-jadval) quyidagicha vozamiz.

2.6-jadval
!.__ 51 | X |88y | b
B, 2 |3 (0 [0
s |0 172 1 [0 1190
15, (O 12 [1 6 |1 114
Ly 0 16 10 70 {0
o= [2 (3 1010 1 |

Boshlang‘ich simpleks jadvalning 2, 3, 4-satrlari bevosita mag-
sad funksiyasining va (2.11) sistema koetffitsiyentlaridan iborat. z
satr elementlart guyidagicha topiladi. Magsad funksivasining
bazisdagi koetfitsiventlaridan iborat bo‘lgan vektor shartlar ustu-
nidagi vektorlarga skalar ko‘paytiriladi.

Ya'ni ¢, =(2) vektor 4 {1] vektorga skalar ko‘paytiriladi va

hk. Shu yo'l bilan z satining barcha elementlari topiladi. ¢ — z
satr elementlari magsad tunksivasining koeflitsiventlaridan mus ra-
vishda 7 satr elementlarini ayirishdan hosil boladi. Bazisda gat-
nashmagan o‘zgaruvchilar nolga teng bo‘lgani uchun x =0,x, =0.
Bazis ofzgaruvchilarning givmati oxirgi  ostundan  olinadi:
5 =10,5,=14. z, satrming oxirgi katagida joylashgan son magsad
funksiyasining boshlang‘ich qadamdagt giymatidan iborat z=0.
Birincht gadamda oxirgi satrning givmatlari magsad funk-
sivasining koeflitsiventlariga mos keladi. Shu bilan birinchi ga-
dam tugaydi. _

Ikkinchi gadam. Olingan natijani optimallikka tekshirish

Olingan natyjaning optimaligi ¢, — z; satrdagt barcha son-
larming nomusbatligidan aniglanadi. Agar ¢, — z satiida joylash-
gan barcha elementlar nol yoki manfiy bo‘lsa, ofingan natija opti-
mal bo'ladi va jarayon tugallanadi. Agar bu elementlar ichida
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kamida bitta manfiy element mavjud bo‘lsa, oplimallikka eri-
shilmagan bo‘ladi va vechimni yaxshilash mumkin bo‘ladi.

Mazkur misolda oxirgl satr elementlan ichida ikkita musbat
son mavjudligi uchun natija optimal emas. Shu bilan optimallik
shartini tekshirish tugallanadi.

Uchinchi gadam. Optimaltikka yo‘naltiravchi holatni tﬁpisll

Boshlang‘ich jadvalning oxirgi satridan maksimal elementni
aniglaymiz, bu element 3 ga teng. Simleks jadvalning oxirgi
satrida jovlashgan musbat ¢lementlarning eng kattam jovlaslhigan
ustun Aal giluvchi ustun deyiladi (2.7-jadval).

2.7-jadval
Xy | X 31&-92{5 bilay :'
Bl ¢, [2]3]0]0
sy, O | T ]2]1]0/10710/2=3 —
sy 1 O J 2 1101 114114/1=14
z 40 [0 [0 [0 [0 ]0
G % 12 3 10 16 | ‘

2.7-jadvalda hal qiluvchi ustun strelka bilan ko‘rsatilgan. Hal
giluvchi satini topish magsadida go'shimcha ustun kiritib, # ustun
elementlarini mos ravishda hal giluvchi ustun elementiariga bo'lib
<chigamiz. Hosil bo‘lgan sonlarmning kichigit olamiz: min{514;
{(natijani {(6) bilan solishtiring). Pemak, jadvalning uchinchi satr
hal giluvehi satrdis (satr strelka bilan ajratilean). Hal giluvchi satr
bilan hal giluvchi ustunlarning kesishishida joylashgan element hal
giluvchi element deyiladi. Bizning misolimizda hal giluvchi
element 2 ga teng. Shu bilan 3-gadamni tugallaymiz.

- To‘rtinchi gadam. Yangi yechimga o‘tish

Yangi yechimga o‘tish bazis o‘zgaruvchilarni almashtirish-
dan boshlanadi. Hal giluvchi satr boshidagi bazis o‘zgaruvchi
hal giluvchi ustundagi o‘zgaruvchi bilan almashadi, shunga mos -
koeffitsiventlar ham almashadi.
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Simpleks jadvalning 3 va 4 satrlaridagi clementlar Gauss-~
Jordan usuli ban hal giluvchi element vordamida gayta hisob-
lanadi. Gauss-Jordan usulida quyidagicha yo‘] tutiladi.

.1} Hal qiluvchi satr hal qiluvehi elementga bo‘linadi. Hal
giluvchi ustunning qolgan elementlari nollar bilan to‘idirilaci.

2) Qolgan satrlar “to‘rtburchak” usulida gayta hisoblanadi
(I bobga garang).

Qayta hisoblash natijasida quyidagi 2.8-jadvalga kelamiz.

2.8-jadval
X p 3 So .[b
B ey 12 200 {]F_ |
z; 3724 3 1372 o lrls }
e, ~Z; 1/2 {0 1-3/2 ¢ l ;

Shunday gilib, ikkinchi jadval tazilib, vangi simpleks jadval olindi.

Hisoblashlarni tezlashtirish mdqeadlda quyidagi qmdalardan
foydalanish magsadga muvoliq.

s Agar hal giluvchi satrda 0 ga teng elementlar bo'lsa, unga

mos ustun elementlarining givmati yangt jadvalda o‘zga-
- rishsiz golady;
o Agar hal qiluvchi ustunda 0 ga teng elementlar bo‘lsa,
unga mos satr vangi jadvalda o‘zgarishsiz goladi.

Ikkinchi qgadamga oftib, vana optimallik mezonini tek-
shiramiz.

Yangi simpleks jadvalning osargi satrida musbat element
bo‘lgani uchun optimal yechim olingani vo‘q. Demak, vana
yangi jadval tuzamiz. Endt hal giluvchi ustun » ustunidir (2.9-
jadval}.,

2.9-jadval
i ‘xl X |8 54 | B b
(B { ¢ | 2]3]0 0 o
N /210 1 11/2 |05 |10 :
s, 0 0 13200 )-1/2]119 |6 -




3/2 | 3 [3/2 ] 0]15
/2] 0 372

U

min = (10,6)=6 bo‘lgani uchun hal giluvchi satr to‘rtinchi satr bo*-

ladi. Demak, x; bazisga kirib, $; esa bazisdan chigadi. Yuqo-
ridagi goida bo‘vicha vangi jadvalni tuzamiz (2.10-jadval).

2.10-jadval
Xy X 5 5 Sy b
Ble, 12 |3 {0 [0
X, 0 1 2/3 |-1/3 |2
x, |2 1 10 |-1/3 |23 |6
z, 2 3 4/3 | 1/3 | I8
c.-z, 10 [0 [-43[-1/73

Hosil bo‘lgan jadvalning oxirgi satriga nazar solsak, biz optimal
vechimga vetib kelganligimizga ishonch hosil gilamiz. Jadvaldan
y, =6,x%, =2, =05, =0 ekanligini va magsad funksivasining optimal
giymati z =18 ekanligini aniglash mumkin.

Chizigli dasturlash masalasi simpleks usulda yechish univer-
sal usuldir. Bu usulda o‘zgaruvchilar soniga chegara go‘yilmay-
di. Quvidagi masalani simpleks jadval usuli bilan vechishni ko®-
ramiz.

Masala. Korxona velosipedning uch xil modelini ishlab chi-
garadi. Har bir velosiped modellarini yig‘ish, bo‘vash va gadog-
lash uchun talab gilinadigan vaqt (snatlarda) 2.11-jadvalda kel-
tirtigan.

2.11-jadval
4 model B medel | ¢ model
Yig'ish 2 2.5 3
Bo‘yash 1,5 2 1
Qadoqlas_h 1 0,73 1.25
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Yig“ish, bo‘vash va gadoglash bo‘limlarining imkonivat{ari
mos ravishda 4000 soat, 2495 soat va 1500 soatga teng. Har bir
A model velosipeddan tushadigan foyda $45, 5 modeldan $50
va ¢ modeidan $55 ga teng. Maksimal foyda olish uchun
velosipedning har bir modelidan qanchadan ishlab chigarish
magsadga rmvofiq?

Yechish. 4 turdagi modeldan x, ta, B dan x, ta va ¢ model-
dan x, dona ishlab chiqaradi deb belgilasak, masalaning mate-
matik modeli quvidagicha bo‘ladi.

max  45x, + 50x, + 55x,
2x, + 3/ 2x, +3x, <4006
X, + 2%, +x, = 2495

x, +0,75x, +1,25x, <1500

X,%,x,20

- Matematik modelni kanonik ko‘rinishga keltiramizs
max 45x, +30x, +33x, +0-5, +05, + 05,
2x, +5/2x, +3x, +5; = 4006
X, +2x, %, +8,=2495
x +0.75%, +1,25%, +5, =1500

X LK Xy, 8, 8,,8, 20

Masalaning kanonik ko‘rinishidan boshlang‘ich Jadvalm tuzarmz
(2. l2-jadval)

2.12-jadval
iﬁ: *3 !S[I.}‘E S3 |8 i
B e (45150 (551000
s [0 12 [3/2]13 [ 1[0 [ 0 (4006
510 {1 | [5/4]00 0 17150
z; 100 10 00&0|n
-z, [45 |30 (55 10jo0 0]

2.12-jadvalda hal qiluvchi element ajratiigan. Simpleks. usul
goidasidan foydalanib. 2.13-jadvalni tuzamiz.
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2.13-jadval

) Xn ix 38| | & b
B e 45 |50 155]0 0 [0
5 |0 2257771010 [1 [0 [-12/57 406
5, |0 [7/10]7/5 [0 |0 (1 :-4/5 1295
1-.3 *‘ii __________ 4/5_ 3;% 1 : 0 ; [} .4/5 e E 1200 -
~z, |44 133 [55]0 |0 |44 | 66000
-z, |1 |17 [0 [0 [0 [-44

Uchinchi jadval quyidagicha bo‘ladi (2.14-jadval).

2. 14-jadval
X Xy | X3 | 8 Sq | 54 b

5 |c, 145 {50 [55 |0 0 [0
o, 150 |-4/7 |1 [0 [10/7 |0 |-24/7 | 580
s, [0 {32 |0 [0 |-2 L |4 483
xy |55 18/7 |0 |1 [-6/7 [0 }20/7 |582

z, 27077150 |55 [170/7 |6 (44 75860

c;-z, |75/7 [0 0. 1-170/710 1 100/7

Jadvalning oxirgi satrida musbat element mavijud bo‘lgani tufayli
- hali optimal yechim topilmadi. Bazisga $3 kiritilib, bazisdan s;
chigariladi. Natijada 2.15-jadvalni hosil gilamiz.

2.15-jadval

x| Xy | X3 | 8 Sy 53 b
B c, |42 50 155 |0 0 0
X, |30 ) 5/7 i (0 -2/7 6/7 |0 994
s; |0 13/8 0 (0 |-1/2 1/4 |1 483 /4
Z; 555/14 1 50 |55 1 120/7 125/7 |0 77583
c,—z; |78/14 {0 |0 -120/7 1-25/7 |0
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Navbatdagi jadval ham optimal yechimga kelmadi. x o‘zgaruv-
chini bazisga kiritib, 2.16-jadvalni hosil gilamiz.

2.16-jadval

X1 | Xy | X5 | 8 34 $4 b
B f{c, [45 150 [35]0 0 ¢ |
%, 150 [0 I [0 [2/3 821 |-40/211764
vy, 145 |1 0 1-4/3 273 83 1322

0

ra e te To T 273 AT TR TR Pt
5
0

z. 145 150 155 |120/7 |30/7 | 10077 179310
e;~z; {0 0 110 ~50/7 | -100/7

Demak, oxirgi jadvaldan quyidagicha xulosa gilish mum-
kin. Velosipedning A modelidan 322 dona, B modelidan 764
dona va C modelidan 484 dona ishlab chigarilganda olinadigan

fovda eng ko‘p bo‘ladi. s, §, va 83 qoldiq o‘zgaruvchilarning
bazis o‘zgaruvchilar ichida gatnashmaganligi ularning qiymatlari
nolga tengligini, shuningdek, bo‘limlarning imkonivatlari to‘la
ishiatilganligin: ko‘rsatadi.

2.6. Sun’iy o‘zgaruvchilar kiritish usuli

Agar masala standart ko‘vinishda bo‘Imaganda boshlang ich ba-
Zisni topish onson hal gilinmaydi. Boshlang'ich bazisni oson hal
gilish usuli sun’iy o ‘zgaruvchilar kiritish usulidir (M-usul). Bu usul
vordamida boshlang'ich bazisni aniglash jarayvoni osonlashadi.

Yugorida keltirilgan misolimizda goldigq o‘zgaruvchilar
51,845,853 oldidagi koeffitsiventiar birlik matritsani tashkil giladi:

8

Bunda qoldig o‘zgaruvchilarni bazis o‘zgaruvchilar deb olib,
boshlang‘ich jadvalni oson topish mumkiniigini ko‘rdik. Umu-
miy holda boshiang’ich bazisni (boshiang‘ich jadvalni tuzish)
aniglash oddiy hal gilinmaydi.
Fikrimizni quyidagi misoida bayon qilamiz.
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z=x, - 2x, +4x, +6x, > max
X tx, Fx, +x, =4,
{21:1 ~X, =X, +F2x, =2 (2.17)
x,20,1=1234

Avvalambor, bazis o‘zgaruvchilarni aniglash lozim. XX, o'Zga-’
ruvchilar oldidagi koeflitsiventlardan tuzilgan matritsa

11
(z -1
determinanti noldan fargli bo‘lgani uchun bazis o‘zgaruvchi si-

fatida olishimiz mumkin. Lekin x,,x; o‘zZgaruvchilar oldidagi
koeffitsiventlardan tuzilgan matritsa

S

determinanti ' nolga teng bo‘lgani uchun ularnit- bazis
o‘zgaruvchilar sifatida olib bo‘lmaydi. Xuddi shuningdek, x.x,
o‘zgaruvchilar ham bazis uchun varamaydi. !

x,x, o'Zgaruvchilarni bazis sifatida olishga harakat qilamiz.
Buning uchun (2.17) sistemani Gauss-Jordan usuli bilan yechamiz:

[1;114](1{114](11114](1&{}12]

—> — —

2 -1 -1 22)7W0330s6) lor1o2 o110 2
Yana shuni ta’kidlash lozimki, x.x, mumkin bo‘lgan bazis
yechim bo‘la oladi. Erkin o‘zgaruvchilarni nolga teng (x, =0,x, =0)
bo'lganda bazis vechim qiymatlari x =2,x, =2 bo'ladi, ya'ni

mumkin bo‘lgan bazis vechimni tashkil giladi. Bunday amaldan
so‘ng boshlang‘ich 2.17-jadvalni tuzish mumkin.

2.17-jadval
Xl X1 % | X4 b
B ¢y, 1 |-2 {4 |6
x |1 i (0 1 |2
Xy -2 0 |1 i {0 |2
S 1 ]-2 (-2 (1 [-2]
g~z 0 0 16 |3




Boshlang‘ich simpleks jadval tuzilgandan so‘ng Keyingi jadval-
larga o‘tiladl.

; Demak, xulosa qilish mumkinki, ko‘p hollarda boshlang‘ich
" jadvaini tuzishdan avval ancha mehnat gilishga fo‘g‘ri keladi.
Masala kanonik ko‘rinishga keltirilgandan so‘ng, bazis o‘z-
garuvchilarai aniglash lozim. Buning uchun bazisga Kiritiladigan
o‘zgaruvchilardan hosii bo‘lgan matritsa determinanti - noldan
farqgli ekanligini tanlash {ozim. Sistemani Gauss-Jordan usuli bi-
lan yechgandan so‘ng bazis yechimning mumkin bo‘lgan bazis-
ligini aniglash talab etiladi. Ana shundan so‘ng boshlang‘ich
jadval tuziladi. Simpleks usulning sun’iy bazis kiritish usuli
bunday givinchiliklarga barham beradi.

Sun’iy bazis Kiritish usuli M wusul deb ham yuritiladi. Sun’iy
bazis kiritish usuli chizigli dasturlash masalasi shartlarida
ixtivoriy cheklashiar: teng (=). kichik yoki teng (<), katta yoki
teng (z) bo‘lganda ishlatiladi. Cheklashlar > ko‘rinishida qat-
nashgan shartlarda masalani kanonik ko‘rinishga keltirish uchun
ortiq o‘zgaruvchilar kiritiladi. Masala kanonik ko'rinishga kelti-
rilgandan so‘ng cheklashlari 2 voki = shartlar bilan berilgan-
larga sun’iv o‘zgaruvchi kiritamiz. Sun’ty bazis Kiritish usuli
boshlang‘ich bazisni qurish uchun kerak bo‘ladi.

Barcha o‘zgaruvchilar gatori sun'iyv o‘zgaruvchilarga ham
nomanfivlik sharti kiritiladi. Sun’ly o‘zgaruvchilarning hech
qanday iqtisodiy ma’nosi vo‘q, u fagat boshlang‘ich bazisni
shakllantirish uchungina kerak, xolos.

Optimal vechimga erishilgandan so‘ng, oxirgi jadvalda
sun’iy o‘zearuvchilarning giymati nolga teng bo‘lishi lozim.
Agar sun’ty o‘zgaruvchilarning qivmati nolga teng bo‘lmasa,
masalaning vechimi mavjud emasligini ko‘rsatadi.

Quyidagi masalani sun’iy o‘zgaruvchi kiritish usuli bilan
yechishni ko‘rib chigamiz.

Z=2x+2x; > max

{xl +2x, 54,

X +x, =3 (2.18)
X, X, 2 0.

Bu masalani- quyidagi masala b.ilan--alma&hfimnﬁé:--
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z=2x +2x, +0-8 —Ma, - max

X, +2x, +5,=4, 019
Xty tay =3 2.15
. XL X,,8,d, 20 __
Bu_ yerda § — biri_nchi. chegaramng goldiq o‘zgaruvchisi, @, —
ikkinchi chegara uchun kiritilgan sun’ity o‘zgaruvchi. Sun’iy
o‘zgaruvchining indeksi sun’ily o‘zgaruvchi gaysi shartlarga
kiritilganligini ko‘rsatadi. Magsad funksivasidagi M vetarli katta
mushat son. Shuni ta’kidlash kerakki, (2.19) masalani simpleks
usulda yechgandan so‘ng oxirgi jadvalda a,=0 bo‘lsa, (2.19)
ning vechimi (2.18) uchun yechim bo‘ladi. (2.19) masala uchun

boshlang‘ich jadval 2.18-jadval ko‘rinishida bo‘ladi.

2.18-jadval
X X Syl an | b
B i 2 3 0 | -M
s |0 1 2 (L |0 [4
a, | -M i I o1 3
z, |-M |-M [0 |-M [-3M
;-2 24+M I 3+M |06 | D

Keyvingi jadvalda X, bazisga kiri'b_, §, bazisdan chigadi (2.19-
jadval}.

2.19-jadval
X X2 5| 5! b
B e 2 3 0 -M
X4 0 1/2 1 1/2 ] 2
a, -M 1/2 {) -1/2 1 1
7 3/2-M/2 13 1 3/2+M/2 | -M | 6-M
¢;—z; L/24+M/210 -3/2-M/2 |0




2.19-jadvalga ko'ra, X, bazisga kiradi va sun'ily o‘zgaruvchi «,
bazisdan chigadi. Sun’lty o‘zgaruvchi bazisdan -chiqgandan
so‘ng, keyingt jadvallarda ., ustunining gatnashishiga hojat gol-
maydi. Shuning uchun bu vstunm jadvaldan chigarib yuborish
magsadga muvofiq. Natijada 2.20-jadvalni hosil gilamiz.

2.20-jadval
xp | %y s | b
B ¢ 2 370
X5 3 0 1 |1 1
x| 2 | 1 [0]-1]2
2, 2 {311 7
| c,mE 6 (6 -1

Demak, biz oxirgi jadvalga vetib keldik. Optimal vechim:
x, =2, %, =1. Qoldig o‘zgaruvchi va sun’iy o‘zgaruvchilar bazisda
bo‘lmaganligi uchun 5 =0, a,=0. Demak, x=2.x,=! 2z=7 lar
ham (2.18) ning optimal yechimidir.
Misol. Endi shartlarda “katta va teng” ishorasi mavjud ma-
salani ko ‘ramiz.
z=2x +5x, +3x; &> max
X, = 2%, +x,2 20,
{21‘1 +4x, +Xx; =50

X, %X,,%; 2 0.
(2.20) misolning birinchi shartiga avval ortig o‘zgaruvchi
kiritamiz: x -2x,+x, -5, =0. Endi birinchi va ikkinchi satrfarga
sun'iy o‘zgaruvchi kiritib, misolni kanonik ko‘rinishda yvozamiz.
z=2x, +5x, +3x, +0.5, — Ma, ~Ma, -» max .

X, — 2x, +x,—s + a; = 20,

{ 2x, + 4%, +x, +a, =50

(2.21)

Xy Xq, Xy, 8,0, 8, 2 0.

(2.21) misolda sun’ty o‘zgaruvchilar bazisga kiritiladi.
Boshlang‘ich jadval ko‘rinishi 2.2 I-jadvalda keltirilgan.
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2.21-jadval

Xy Xa X5 5y @ ] a, b
B ¢y, 2 5 3 0 -M -M
a ~ v 1 -2 -1 | 0 20
a | -M 2 4 | 0 0 | 50
z; -3M | -2M | -2M M -M -M -70M
c.—z, 2H3M|5+2M | 3+2M | -M 0 ;
J J

Birinchi ustun hal giluvchi ustun va birinehi sate hal giluvchi
satr bolgani uchun x; bazisga Kkiritilib, 4, ni bazisdan chigara-
miz. Gauss-Jordan usuli bilan vangi 2.22-jadvalni tuzamiz. Shu
bilan birga, &, ustunni ham hisoblashdan chigaramiz.

2.22-jadval
¥ *2 ¥ 5 1 @ b
B Ch 2 5 3 0 -M |
l‘; 2 "‘2 ]. "'.I. i] 20
a | -M 0 8 -1 2 1 10
z; 2M | -8M-4 | M+2 1 -2-2M | -M - HOM+40
. e;-z; 0 ] 9+8M [ I-M | 2M+2 | O :

2.22- jadvalga ko'ra @, bazisdan chiqib, x> bazisga kiradi. Nati-
jada biz 2.23~jadvalga kelamiz.

2.23-jadval
X %o Xy 5 b
B p 2 5 3 0
S 2 1 {) 3/4 | -1/2 ] 4572
T 5 0) 1 -1/8 | 1/4 5/4
z; 2 5 7/8 | 1/4 | 205/4
-z |0 0 [17/8] -1/4

Oxirgi satrda musbat element mavjudligi optimal vechimga hali
kelmaganligimizni ko‘rsatadi. 2.23-jadvalga ko‘ra X; bazisdan
chigib, x, bazisga kiradi. Natijada 2.24-jadvalga kelamiz.
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2.24-jadval

X X X, 8 b
B | ¢ 2 > 3 0
.| 3 | 43 | 0 y | 2/3| 30
w!| 3 1/6 ] 0 | 1/6 | 5
2, | 29/6 | 3 |3 |61 115
B c;j=z; | -17/6 ) 0 7/6 i

2 24-jadvaldan hisoblashni vana davom ettirish lozimligi ma’lum’
bo‘ladi. §; i X, bazis o‘mniga kiritgandan so‘ng 2.25-jadval hosil’
gilamiz.

2.25=jadval
X Xy Xy 8 b
B Cp 2 5 3 0
x| 3 | 2 4 t | 0 50
s | O 1 6 0 [ 1 30
% 6 2 [ 310 150 |
G- i -4 -7 0 L ]

Nihoyat oxirgi jadvalga vetib keldik. Demak, optimal yechim
x, =0, x =0 x=50 ga teng bo‘lib, magsad funksivasining
maksimal giymati 150 teng.

Shunday qilib, chizigli dasturlash masalalarining shartlari
“teng” voki “katta voki teng” ko‘rinishidagi cheklashlarda biz
sun’iy o‘zgaruvchi kiritish bilan boshlang’ich bazis yechimga
zamin yaratar ekanmiz. Hisoblash jarayonida sun’iy ozgaruv-
chilar sekin asta bazisdan chiga boshlaydi. Har bir bazisdan chi-
gib ketgan sun’iy o‘zgaruvchi ustunini ham jadvaldan olib tash-
laymiz. Oxirgi jadvalda sun'iy o‘zgaruvchi bazis o‘zgaruvchilar
ichida gatnashmavdi. Agar oxirgi jadvalda sun’ty o‘zgaruvchi .
qatnashsa, joiz soha bo‘sh to‘plam ekanligidan dalolat beradi.

2.7. Simpleks usulning maxsus kollari

Chizighi dasturlash masalasini grafik usulda yechish jara-
vonida maxsus hollarni kuzatgan edile (optimal vechim cheksiz
ko'p, joiz vechimiar sohasi — bo'sh to'plam va magsad funksivasi
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Joiz yechimlar sohasida cheksiz o'sadi). Bu holatlarni simpleks

usul bilan vechishda qanday aniglash mumkinligini ko 'ramiz.
2.7.1. Optimal yechimlar cheksiz ko‘p

Optimal vechimlar cheksiz ko'p bo‘lgan holnt grafik usul
yordamida ko‘rgan edik. Masalani simpleks usul bilan yechayot-
ganda so‘nggi jadvalga kelmaguncha optimal vechimlar cheksiz
ko‘'p bo'lish yoki bo'lmasligini bila olmaymiz. Agar so‘nggi
jadvalda bazisga kirmagan o‘zgaruvchilarga mos keluvchi ustun-
lardagi biror €, —Z, son nolga teng bo‘lsa, optimal yechim
cheksiz ko'p bo'ladi. Quyidagi masaiani simpleks jadval usulida
yechamiz.
| Z = 3x, + 3x, —> max

[ x, +x,%8,

2.1’:' "'Jli:: E]._., (2”22)
X —2x, £2,

X%, 20
Bu Lnisplgﬁ,':mgs;_ keluvchi so‘nggi sjmplgks.;;i:&dﬁﬁl"-%*E,ij'advaldan
iborat. o
2.26-jadval

X X, i 5 Sy s b |
Bi ¢ |3 310 0 0
x| 3 [ o (23 [ 13 ] 0 5
»| 3 (o] v T3 -3 0 | 37
s, 0 [0 e | 1 i 1 9
z 3 3 3 0 0 24
I._ CJ-'—'ZJ- O 0 “3 0 0

2.26-jadvalda ¢, -z, satrning barcha elementlari nol voki man-
fiy. Bu esa optimal yvechimga kelganimizni bildiradi. Optimal
vechim X, =5, x,=3, 5=0, s5,=0, va 5 =9 bo‘ladi. Magsad
funksiyasining optimal qiymati z,, =24 ga teng.
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Lekin $3 ustunning ¢, -z, satrida 0 turibdi. Bu esa masalaning

vana boshga optimal yechimi mavjudligini bildiradi. Biz ¥2 ni
bazisga kiritsak, magsad funksiyasining giyvmati o‘zgarmaydi
(2.27jadval).

ﬁi‘{?ﬁi{r*#i K 2.27 -jadval
Tx; Xz l ¥y *2 83 b
B ¢, 3 3 { 0 0 0
X 3 1 0 f 1/3 0 -1/3 2
x; 3 0 1 2/3 0 1/3 6
S| 0 0] 0 i | 1 6
% 3 3 1 3 0 0 24
-z 10 6 - -3 0 0

2.27-jadvaldan boshqa x =2, x, =6, s =0, =9 va $§=0
yechimni hosil gilamiz. Bu yechim ham optimal, chunki barcha
e,-z,<0 va magsad funksiyasining bu yechimga mos kelgan
givmati ham 24 ga teng. Hosil ho‘lgan yechimlaming chizigli
~ kombinatsiyasini olib, yechimning cheksiz ko‘pligini aniglaymiz:
x,=5a+2(1-a), x, =30 +6{(l-a), § =0, 5, =%(1-a) va s, =%.

2.7.2. Joiz yechimlar sokasi — bo‘sh to‘plam

Bu hol chizigli dasturlash masalasining barcha chegaralarini,
xususan, nomanfivlik shartlarini ham ganoatlantiruvehi nugta
yo‘q bo‘lganda ro‘y beradi.

Simpleks usu! vordamida bu hol ro‘y berganini ganday
aniglanishini ko‘rib o‘tamiz. Aytaylik, bir necha vaqginlashishdan
kevin ¢, -z, satrida musbat son bo‘lmagan so‘nggi jadvalga kel-
dik. Agar jadvalda biror sun'iy o‘zgaruvchining giymati musbat
bo‘lsa, u holda berilgan masalaning joiz yechimlari sohasi bo‘sh
to plam bo‘ladi.

2.27-jadvalda quyidagi miscining boshlang‘ich jadvah ke:itl—
rilgan., . Loy
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So‘nggi jadval ¢, -z, satrining barcha elementlari o yoki manfiy
sonlardan iborat. Go‘yoki biz optimal yechimga kelgandaymiz.
Lekin yechimda ¢; sun’iy o‘zgaruvchining giymati &, =4-
musbat. Bu esa berilgan masalaning joiz yechimiari sohasi bo‘sh

2.28-jadval

X, +Xx, =5

dx, +x, <6

¥, +2x, 214

X, %, 20

X, X, S, 3y 1, o,y b
B ¢y 1 1 6| ¢ -M|-M
a, -M 1 1 0 G 1 O 3
s, 0 4 1 1 ] {d () b
a, [ -M 1 2 0 -1 {0 1 14
= 2M M 0L ML Mo -M [ -19M
j
¢, -z, 1+2M{1+3M | 0 {-M | © 0

2.28-jadvaldan keyingi gadamda 2.29-jadvalga kelamiz:

2.29-jadval

x) X, | 5, | % a, a, b
Bazis Cy 1 1[0} 0 -M -M
X, 1 1 1106] 0 1 0 5
§4 0 3 G011 9 0 0 1
a, -M -1 (070 -1 -2 f 4
z, I+M 11|06 | M| I+M | -M | 5-4M
c,-z, | -M |G| 0 |-M| -I-3M | 0

to‘plam ekanligini bildiradi.
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2.7.3. Magsad funksiyasi joiz yechimfar sohasida
cheksiz o‘sadi -

Magsad funksivasi joiz vechimlar sohasida cheksiz o‘sadi-
gah holni grafik nuqtayi nazardan ko‘rib chiggan edik. Endi bu
hol simpleks usul vordamida ganday aniqglanishini ko‘rib chi-

gamiz.
Ushbu
max 2x, + X,
x, =2
X, <35
x. X, =0

masalaga murojaat gilamiz. Birinchi chegaraga s, ortig, ikkinchi
chegaraga esa $§, goldig o‘zgaruvchilarni kiritib, masalaning
kanonik shaklini hosil gilamiz. Masalaning jadval shaklini hosil
gilish uchun birinchi chegaraga g, sun’iy o‘zgaruvchi kiritamiz.
Boshlang'ich jadvaldan keyingisini hosil qilish jarayonida x;, m
bazisga kiritib va @, ustunni tashlab yuborib, simpleks 2.30-jad-

2.30-jadval
X, | X, 5, 5, b
Buasis Cy 2 1 () L
X, 2 1 0 -1 % 0
s, 0 0 1 0 1 5
b z; 2 0 -2 G
¢, -z, 0 1 2 0

valni hosil gilamiz. ¢; -z, satrdagi musbat sonlarning e'n_g kattasi

$, ustunda va u 2 ga teng. Agar S o‘zgaruvchi bazisga ki-
ritilsa, magsad funksiyasining giymati ortishini bilamiz. Lekin
hal qiluvchi elementni topish uchun bu vstunda musbat son
yo‘q. Bu esa magsad funksiyasining joiz yechimlar sohasi yugo-
ridan chegaralanmaganligini bildiradi.

39



Umuman. agar jadvalning ¢, -z, satridag: sonlarning ichi-
da birortasi musbat bo‘lib, bu ustundagi a, sonlaming ichida

musbat son tepilmasa, u holda magsad funksiyasi joiz yechimlar
sohasida cheksiz o‘sadi.

2.8. Minimallashtirish masalasini simpleks usulda yechish

Minimallashtirish masalasini simpleks usulda ganday hal qu
lish mumbkinligini ko ‘raylik. Minimallashtirish masalasining simp-
leks usul yordamida yechishning ikkita usulini keltivish mumkin,

1-usul. Maksimallashtirish masalasida cng katta musbat
c,-z, ga mos keluvchi o‘zgaruvchi bazisga Kiritilar edi. Mini-
mallashtirisl: masalasida biz goidani o'zgartiramiz. Eng kichik
manfily ¢, -z, ga mos keluvchi o‘zgaruvchini bazisga kiritamiz.
Masalani vechish gachongacha davom ettiriladi? Minimallash-
tirish masalasida ¢, -z, satrning barcha elementlari ¢ yoki
musbat bo‘lguniga qadar davom ettiriladi. Qolgan barcha goi-
dalar maksimaliashtirish masalasini vechish kabi bo‘ladi. Yana
shuni nazarda tutish lozimki, sun’ity o‘zgaruvchi kiritish zarur
bo‘lganda masalaiarda magsad funksivasiga yetarli katta musbat
koeffitsiventli sun’ty o‘zgaruvchi kiritiladi. Fikrimizni quyidagi
misolda bayon gilamiz.

W= X +X, - min
2, +x, 22, (223
X, +2x, 22, ( 23)

X, %Xy 20,
Maksimallashtirish masalasidagi kabi ikkala shartlarga ham ortiq
va sun’ly o‘zgaruvchilar kirttamiz. Maqgsad funksivasida esa
yetarli katta musbat koeffitsiventli sun’iy o‘zgaruvchi kiritiladi.
w=x +x, +0.5 +0-5, + Ma, +Ma, —> min
2xy +x, =8 +a, =2, 2241
Xy 2%, — 8, ¥y =2, (2. )

-
xlsz,SI,SE,ﬂI,az —
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(2.23) masalaga ko‘ra boshiang‘ich 2.31-jadvalni ftuzish
mumkin.

- 2.31-jadval
¥ X 515, 1o a, | b ]
Ve | e 1 1 0 0 M M
a | M 2 v 1 -1 0 1 0 2
a, M_,,__ _1 2 4,‘3 _‘;1 0 1 2
z, M T 3M [ -M | -M | M M 4M
¢;-z; [I3MPL3MT M | M |0 0

Jadvalning oxirgi satridagi birinchi va ikkinchi ustunlarda teng
mantiy sonlar joviashgan. Aniglik uchun chapdagisini olamiz.
Demak, hal giluvchi ustun birinchi ustun bo‘ladi. Hal giluvchi
satrni aniglash maksimallashtirish masalasi kabi bo‘ladi. Bizming
misolimizda birinchi satr hal giluvchi bo‘ladi. Demak, bazisgax,
o‘zgamuvcht kiradi « esa bazisdan chiqadt. Kerakli hisoblash-
larni amalga oshirib, 2.32-jadvalni hosil qilamiz.

2.32-jadval
! X1 . X —Mj‘] 32 {1, b
B ¢ |[L} 1 0 0 [ M
¥ 1 1 1/2 172 0 0 1
a,] M {0 32 | 12 N 7
] 2 1 {1243M2-124M72 | - M| M 1+M
mi c,—z;| 0 [123M/2| 1/22M/2 [ M| 6 “_11: T

2.32-jadvalga ko‘ra hal qiluvchi ustun ikkinchi ustundir. Hal
qiluvchi satr esa ikkinchi satr hisoblanadi. &, sun’iy o‘zgaruv-
chini bazisdan chigarib {(keyingi jadvalda sun’iy o‘zgaruvchi
ustuntni ham chiqarib yuboraniiz), X» ni bazisga klrltlb hisob-
lashlar natijasida 2.33-jadvalni hosil gilamiz.
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2.33-jadval

X Ao a1 S b
B| ¢ |1 i 0 0
w ] L 1] 10 375 i3 33
.| 1 [0 1 1/3 |-2/3| 2/3
Z, i 1 075370 [ a4
c-z, |0 0 13 | 0

2 .33-jadvalning oxirgi satrida manfiv elementlar vo‘gligi uchun
optimal vechimga vetib keldik. Shunday qilib, masalaning
vechimi x, =2/3, x,=2/3, w=4/3 bo‘ladi.
2-usul. Bu wuwsul minimallashtirish masalasining magsad
funksivasini -1 ga ko‘paytirib, maksimallashtirish masalasiga
o‘tishdan iborat. Bu maksimaliashtirish masalasini yechib, dast--
labki minmimallashtirish masalasining optimal vechimini hosil
gilamiz. "
(2.22) masalani shu usulda vechib ko‘ramiz.
Masalaning magsad funksivasimi -1 ga ko'paytirib, maksimal-
lashtirish masalasiga o‘tamiz.

z=-X —X, > max

P 2:':1 +x, 22,
Umng ]adval shakli quyldaglchﬁ bo‘ladi.
v .-_.-’I_.{! 4
thﬁ »"-‘rt_-.-a z=-x —Xx,+0. 5y +0- 32 Ma, - Ma, —miiex:
RS O [2}»1 +x, 8yt =2,
SYINIIUERY (206
| lxl +2x, -8, +a, =2, VT

~ebe el d
X1.Xq.8, 85,84, a, 20.
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(2.25) ga ko‘ra boshlang‘ich simpleks 2.34-jadvalni tuzamiz.

2.34-jadval

| X | Xy s |8 oa | oa b _[
B| o - 110 0 | -M | -M ,
a,| M| 2 1 -1 0 1 0 2
a,| -M 1 2 o | - 0 1 2
2 M | M | M | M [ -M_| "M | -4M
¢g— -13M | -1+3M | -M | -M 0 0 |

Qolgan jadvalni tuzish jarayoni odatdagidek kechadi. Xulosa
qilish uchun yakuniy 2.35-iadvalni keltiramiz.

2.35-jadval
Xy X2 - 5 4 5 b .
B ¢, 1 1 { 1
1 -1 1| 0 “2/3 P13 273
Xy -1 0 1 | 13 4-2/3] 273
=L -1 1 1/3 1/3 | -4/3
Gy 0 0 | -1/3 1-1/3

Bu jadvalning oxirgt satrida musbat elementlar mavjud emas.
Demak, optimal vechim x =2/3, x,=2/3, z=-4/3 bo‘ladi. Lekin
bu yechimga maksimallashtirish masalasidagi magsad funksiya-
sining -4/3 gqiymati mos keladi. Dastlabki minimallashtirish
masalasidagi magsad funksivasining minimum givmating topish
uchun um -1 ga ko‘paytiramiz. Demak, magsad funksivasining
minimum gqiymati w=4/3 ga teng ekan.

2.9. Simpleks jadval yordamida turg‘unlik {ahlili

- Biz turg‘unlik 1ahlili tushunchasi bilan chizigli dasturlash ma-
‘salasini grafik usulda vechish jarayonida tanishgan edik.  Endi
simpleks jadval yordamida rturg‘unlik tahlilini qana’ay hal qilish
lozimligini ko ¥ib o‘famiz.
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Taqqoslash magsadida grafik vsul yvordamida tahlil gilingan
masalaga gavtamiz (2.4-2.7). Shu masalani simpleks usul bilan
- syachishda quyidagi oxirgi 2.36-jadvalga vetib kelamiz.

2.36-jadval

] Xy | X rsl 5 Sy | S, 8
1B e, 160 {50[0 [0 0 |0

s, [0 [0 {0 [2/3 2273 10 [1 |6
% |30 [0 {1 |1 !-1/2 {0 |6 [i2

s, |0 |0 |0 [-5/31-5/6 {1 {0 |80

x, 160 |1 |0 [-2/312/3 |0 [0 |12

z; |60 [SO[10 (15 |0 |0 [1320

ci-z; |0 |0 |-10 [-15 [0 [0

2.9.1. Simpleks usulda o‘ng tomon tahlili

Masalaning ikkivoqlama giymati va zaxiradagi resurs miq-
dorlari o‘zgarishiming turg‘uvnligini jadvalga garab anigiash qoi-
dasi bilan tanishamiz.

Oxirgi jadvalning Z; satrining sy, s, §3, $3, goldig o‘z-
garuvchilar ustuniga mos keigan giymatlar grafik usul yordamida
olingan ikkivoglama qgiymatlarga mos kelishini kuzatish mum-
kin. Qoldig o‘zgaruvchilarning Z; satriga to'g‘ri kelgan qiymat-
lar resurslarning ikkivoglama qivmatidan iborat bo‘ladi. Jadvalga
ko‘ra birinchi resursning ikkivoglama givmati ¥, =10 ga, ikkin-
chi resursniki v, =15, uchinchiniki y, =0 va to‘rtinchi resursniki
¥, =0 ga teng. Bilamizki, ikkivoglama giymat resurs bahosini
beradi. Bu ma’lumotlar birinchi va ikkinchi resurslarning kam-
vob ekanligini ko‘rsatadi. Shu bilan birga, ikkinchi resursning
ikkivoglama qiyvmati birinchisiga nisbatan Katta bo‘lgani uchun
birinchi navbatda ikkinchi resursmi ko‘paytirish magsadga muvo-
fig ekanligini ko‘rsatadi.

Demak, masalaning ikkivoglama giyvmatlan oxirgi jadvaldagi
qoldiq o‘zgaruvchilar ustunidagi z; satrda joylashgan sonlardan
olinadi. | |
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.. Endi o‘ng tomonning turgunlik oralig'ini simpleks jadval-
dan topishni ko‘ramiz. Bu shunday oraligki, unda ikkiyoglama
givmat o‘zgarishsiz goladi. Ya’'ni undan tashqariga chigilganda
shart ortigcha chegaraga o‘tib goladi.

O‘ng tomon turgunlik oralig’ini amiglash uchun simpleks
jadval ustida kerakli hisoblashlarni bajarishga to‘g‘ri keladi.

Shartlarning o‘ng tomom o‘zgargan tagdirda simpleks jad-
valning o‘zgarishini ko‘ramiz. Buning uchun biror shartni o‘z-
gartirib, masalani gayta simpleks usulda yechish yetarli. Agar
- simpleks jadvaining » ustunidagi migdorlarning hech gachon hal
giluvch: element bolmasligini inobatga olsak, o'ng tomoni o'z-
gargan masala uchun vangi simpleks jadvalni qurish shart emas.
Fikrimizni yugoridagi misol bilan asoslaymiz. Avtaylik, birinchi
shartning o‘ng tomonini 42 birlikdan 45 birlikka oshirib va uni
simpleks jadval yordamida gayta hisoblab chigsak, oxwrgi 2.37-
jadvalga kelamiz.

2.37-jadval

E x| 2|y 5 Sy | 5y b
B| ¢, |60[30[0 {0 0 |0
s, | 0 O (6 [2/3 [-2/3 10 |1 |8
x, | 50 [0 11 |} -2 10 [0 |13
s3 0 0 10 [-5/37-5/6 [1 [0 [75
Ix 66 T1 [0 (-2/312/3 1o [0 |0
o |60 156110 115 [0 [0 {1350
=% |0 j06 [-16 1-15 j0 [0

Agar 2.37-jadvalga nazar solsak, uning 2.36-jadvaldan fargi
fagat oxirgt ustunda ckanligini ko‘rish mumkin. Qolgan givmat-
lar esa o‘zgarmagan. Bu xulosa oldingi jadvallar uchun ham
o'rinlidir. 2.37-jadvalini 2.36-jadvaldan osongina keltirib chiga-

rish mumkin. Buning uchun 2.36-jadvalning 5 va 51 ustunlari-

dan foydalanamiz. $| ustun tanlanishiga sabab biz fagat birinchi

shartning o‘ng tomonini o‘zgartirdik. Biz birinchi shartning o‘ng

tomonini 3 birlikka oshirganimiz uchun 2.37-jadvalning b ustu-

nidagi elementlari bilan quyidagicha hisoblashiarni amalga oshi-
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ramiz. 2.36—jadvalning birinchi satrining » va $ ustunida joy-
lashgan elementlardan foydalanib, quyidagi hisoblashni amalga

| o 9 _
oshiranuz: 6+§-3=3. Bu yerda 6 — # wustundagi, 2/3 — 51 us-

tundagi giy-matlar bo‘lib, 3 soni esa birinchi shartning o‘ng
tomonini 3 birlikka oshirganimizdir. Qolgan ustuplarda ham hi-

: , 5
soblashni shu tarzda davom ettirsak, 12 +1-.3 =15, G—§-3=75,

2 . } ) ]
12—5'3=1ﬂ giymatlarga ega bo‘lamiz. Hosil bo‘lgan givmatlar
2.37-jadvalning » ustunidagi givmatlar bilan bir xil. Demak,
2.37-jadvalni 2.36-jadvaldan foydalanib, shu tarzda hosil gilish

mumkin ekan.
Endi birinchi shartning o‘ng tomonini 4, birikka oshi-

radigan bo'lsak, vyangi jadvalning & ustunidagt givmatlar
2 5 2

5+§*d,, 12+1-d,, 30—5*63., 12“5-0'1 larga teng bo‘ladi.

Ikkinchi shartning o‘ng tomoni o‘zgartirilgan tagdirda §, ustun

elementlaridan foydalanamiz. Masalan, agar ikkinchi shartni 4,

ga o‘zgartirib, qolgan parametrlar o'zgartirishsiz goldirilganda

o 2 ]
vakuniy jadvalning » ustunidagi giymatlar 6——~§-d2, 12-2-d,

5 2
80—?.:{2, va ]2+§~d2 ga teng bo‘ladi.

Shunday qilib, o°ng tomondagi ixtiyoriy shartning o'zgarishi
simpleks jadvalning o‘ng qisinigagina ta’sir gilar ekan. Ya’'ni
zaxira miqdorining o‘zgarishi mumkin bo‘lgan yechimgagina
ta’sir etadi. Bazis vechimlaming nnmanﬂy bo‘lishini ¢’tiborga
olgan holda 4, ning o‘zgarish oralig‘ini tepanuz Demak qu-
yidagi tengsizliklarni vechib,
6+%dl 20,
12+d, 20, -
480—-3—111::0, = -9gd <IR,

"

2-2d, 20

L
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d, ning o‘zgarish chegarasini topamiz. b =42+d, teaglikdan
birinchi shartdagi o‘ng tomoni turgunligini  aniglaymiz:
33<h, <60, Bu xulosa grafik usul yordamida olingan natga bilan
mos keladi. Xuddi shu yo'l bilan golgan o‘ng tomonlar turg‘un-
ligini aniglash mumkin.

2.9.2. Magsad funksiyasi koeffitsiyentlarining turg‘unlik tahliti

Simpleks jadvalni qurish jarayonmida magsad [unksiyasi
koeffitsiventlarining o‘zgarishi jadvalning oxirgi ikki satriga ta'sir
giladi. Magsad funksivasi koeflitsiventlarini turgunligini topish
qoidasi oxirgi 2.36-jadval yordamida oson hal gilinadi. Bizning
magsad 2.36-jadval vordamida, masalan, magsad funksiyasining
birinchi koeflitsiventining turg‘unligini ko‘raylik. Buning uchun
2.36-jadvalda X, oldidagi koeffitsivenini ¢; bilan almashtirib,
yangt 2.38-jadvalni hisoblab chigamiz.

2.38-jadval

._ ll T‘xl xs ¥ 8 R Sy | 54 b

B cy ¢ |30 0 0 0] o

5, 0 310 2/3 -2/3 6|1 6

x, 1 56 } 0|1 L -§/2 010 12

53 0 010 -3/3 -3/6 110 80
X ¢ I | 0 -2/3 2/3 ¢! 0 12
Ii z, ¢ | 50 {50-2¢/3~25+2¢, /310 |0 [600+12¢
‘ ci-z 0 | 0 50+2¢,/3 25-2¢,/310

Optimal vyechimni o'‘zgarishsiz golishini talab qilsak, 2.38-
jadvalning oxirgi satridagi sonlar musbat bo‘lmasligini talab gila-
miz. U holda, |

~50+42¢,/3<0,

| 25— 2¢, /30,
tengsizliklar sistemasidan 75/2<¢, 575 ekanligi kelib chigadi.
Bu natjja grafik usul vordamida olingan natija bilan mos tu-
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shadi. Xuddi shuningdek, magsad funksivasining ikkinchi ko-
effitsiyentining turg‘unligini topish mumkin 40<ec, <80, :

Shuni ham ta’kidlash lozimki, ¢, ning giymati optimallik
oralig'ida jovlashganda optimal vyechim o‘zgarishsiz golib,
magsad funksiyasining qiymatini esa z=600+12¢, dan
topamiz. Masalan, ¢ =40 bo‘lganda bu givmat torgtunlik -
chegarasida bo‘lgani uchun optimal yechim x =12, x, =12,
§,=0, s,=0, 5;,=80 va s, =6 saglanib, maqsad funksiyasining
givmati z s 600+12¢, =1080 ga teng bo‘ladi.

2.10. Ikkiyoglama masalalar

Chizigli dasturlashning har bir masalasiga ikkiyoglama masala
deb ataluvchi masala mos qo‘viladi. Ikkiyoglama masalaning kelib
chigishiga oid masalaga murojaat gilamiz.

2.10.1. Ikkivoglama masala fushunchasi

Korxona ikki xtl mahsulot ishlab chigaradi. Birinchi birlik
mahsulotni sotishdan $3, ikkinchisidan esa $5 fovda keladi. Hax
bir mahsulotni ishlab chigarish uchun sarflanadigan resurs mig-
dorlari va Zaxiraning resurs miqdorlart 2.39-jadvalda keltinlgan.

2.39-jadval
[-mahsulot 2- mahsulot Zaxira
migdori
l-resurs 1 - 4
2-resurs - 2 12
3-resurs 3 2 18

Birinchi mahsulotdan x; miqdorda, ikkinchidan esa x,

migdorda ishlab chiqariladi deb belgilasak, masalaning mdte:—
miatik modeli guyidagicha ho®ladi.

£ =3x; + 5%, > max
x =4, | |
2x, <12, (2.27)
3x, + 2x, =18, a "
X,X, 20
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Boshga bir korxona shu korxonaning resurslarini sotib olmog-
chi. Resurslarga ganday narx qo‘yish kerak?

Faraz qilaylik, resurslar birliklarining narxi mos ravishda
Y. ¥, ¥, bo'lsin. U holda 4y, +12y, +18y, ifoda resursiaming
umumiy narxint belgilavdi. Albatta, ikkinchi korxona resurslarni
mumkin gadar arzon sotib olishga harakat giladi. Ya’ni

w=4y, +12y, +18y, > min.

Birinchi korxona ham resurslamni  sotishda mahsulotni
tayyorlaganda olinadigan foydadan kam migdorda sotmaslikka
harakat qiladi. Birinchi mahsulotning birligi uchun sarflanadigan
resurs miqdori y +3y, ga teng. Birinchi korxonaning birinchi
mahsuloti birligidan keladigan foyda 3 ga teng bolgani uchun
¥ +3y, 23 tengsiziikka ega bo‘lamiz. Xuddi shuningdek, ikkin-
chi mahsulot uchun 2y,+2y,=5 tengsizlikka ega bo‘lamiz.
Y. ¥, 2 0 shartlamning go‘vilishi o°z-o‘zidan ravshan.
Shunday qilib, biz chizigli dasturlash masalasiga keldik;

w=d4y, +12y, +18y, »min

J?1+3y3 23, . -
2y, +2y3 25 (223)
yI?yZ:y3 Z D

(2.28) masala (2.27) ga ikkivoglama masala deviladi. (2.27) esa
boshlang ich masala deyiladi. Umumiy korinishdagi ikkivoglama
masatani keltiramiz.

Quyidagi standart ko‘rinishdagi maksimallashtirish masalasi
uchun

Z=¢X +0.X, +... 40, X, — max
A% T X, o+ dx, <by,

Ayy Xy + Ay Xy + . ¥4y, X, B,

(2.29)

....................................................

x,<b,,

‘_ﬂ Tl“l'ﬂmzxz +,..+ﬂ

ml”

X = g, (7=12,....,1)

e

0



ikkiyn'qlama masala quyidagi ko'rinishda bo‘ladi.

w=by +hy,+. .+5,y, > min
ay tany, Tt aay,, 26,
B B L S - N }
J a1 T dn¥; U2 Vi & € xfzgﬂ:}t

1257 4 + aﬁﬂyﬁ +... +anmyru = Cus
¥ 20, i=12..,m)

Yi,¥a... ¥, resurs narxlari oshkormas, ikkivoglama narxlar
deviladi. Boshiang‘ich masala optimal rejani amglash bo‘lsa,
ikkiyoglama masalada resurslarning optimal narxini shunday
topish kerakki, vnda resurslarning umumiv givmati minimal
bo‘lib, birlik mahsulot ishlab chigarishdagi xarajatlar birlik
mahsulot narxidan kam bo‘lmasligi lozim.

O‘zaro ikkiyogiama bo‘lgan (2.29) va (2.30) masalalar quyi-

dagi xossalarga ega:

1. Ikkivoglama masalalarning birida magsad funksiyasining
maksimumi izlansa, unga ikkiyoglama bo‘lgan masalada
magsad funksivasining minimumi izlanadi.

2. Boshlang‘ich masaladagt sistema shartlarini ifodalovchi
matritsa koeffitsiventlarini transponirlash yordamida ikki-
yoglama masalaning koeflitsiventlari hosil gilinadi:

4y Gz - G
Hy oy . Gy
A= -
aml ‘:"mz aﬂm
e 4, 4y g
. [ A o 4}
i T 12 22 wm}
A =
llﬂ'l.r:r aEn anm

:ac3. Ikkiyoglama masalaning o‘zgaruvchilar soni boshfang‘ich
masalaning shartlar soniga teng va aksincha.

4. Tkkivoqlama masala magsad funksivasining koeftitsiyentlari
boshlang‘ich masala shartlarining o‘ng tomonlaridan iborat
va aksincha.
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5. Boshlang'ich va ikkivoglama masalalar shartlaridagi teng-
sizlik belgilari garama-qarshidir. Maksimallashtirish masa-

- lasida barcha shartlardagi tengsizlik belgisi “<” ko'rini-

shida bho‘lsa, minimallashtirish masalasida esa “>" ko‘ri-
nishga ega.

Ikkivoglama masala uchun tuzilgan ikkiveglama masala
boshlang‘ich masaladan iborat bo‘ladi. Shuning uchun gayst ma-
salari boshlang‘ich deb olishning ahamivati vo‘q. Shu ma’noda
bunday masalalar o zaro juft ikkiyoglama masalalar deyiladi.

Berilgan masalaga ikkiyoglama masala tuzishga oid misollar
ko‘rtb chigamiz. _
I-misol. Quyidagi masalaning ikkivoglama masalasini quramiz. -

z=-x +2x, = max
[ 2x-x 2l |
—x; +4dx, =24,

@231

X +x, =3,
X1,X, 20

Boshiang‘ich masala maksimallashtirish bo‘lgani nchun barcha
shartlardagi tengsizliklarni “<” ko‘rinmishga keltiramiz. Buning
uchun birinchi va to‘rtincht tengsizliklarni -1 ga ko‘pavtiramiz.

Il"-l"zﬂl

_'-'Il-'xz {_:"_'5., :

Prdiddiveglama masalani tuzish mumkin.

W= +24y, +3y, -3y, -

{— 23 =¥y + 1y =Yy 2-L, o
Yo+ 4y, — ¥y — ¥, 22, 224

FiroVa Va.Va Z 0

(2.32) masala (2.31) uchun ikkiyoglama masala bo%ladi..k
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2-misol. Agar shartlar ichida “=" belgisi gatnashgani mavjud
bo‘lsa, bu shart ekvivalent bo‘lgan ikki “<™ va *2" shartlar
bilan almashtiriladi. Masalan, quyidagi masalaga
Sw=1x, +3x, +5x, = min
2x, — X, + 45,22,
X, +4J.f._-,. +5I3 =12, @*@3‘}
XX, +x, =10 !

XX, X320

ikkiyoglama masala tuzish uchun uchinchi shart¥ii ings cRuvas
lent. bo'igan ikki shart bilan almashtiramiz:

(2x, =%, +dx, 22, LX, =X, 4%, 2 4,
X, +4x. +5x, 212, x +4x, +5x, =212,
n+4x, +5x,212, = = -
X, + X+ x5 210, Xt X, +x; 210,
X 4+ Xy 2y =10 : i

Demak, ikkivoglama masala quyidagicha bo‘ladi.

z=2y, +12y, +10y, ~10y, — max
PALIE S P S TR T B
— W4y, + -y, 53, :(2-34)
D +5psF s -y, <5,
YisV2-V3,Y4 20

2.10.2. Ikkiyoqlama masalalarga oid teoremalar

Ikktvoglama masalalar jufti orasidagi bog‘lanish ikkivoglama
masalalarga oid teoremalarda o‘z aksini topadi.

Teorema. Agar o‘zaro ikkiyoglama masalalardan birining op-
timal yechimi mavjud bolsa, :kkmchmmng ham optimal yechimi
mavjud bo fib

Zmax wmin
o ‘vindi boladi,

12



Agar o‘zaro ikkivoglama masalalarning birortasidagi magsad
Sfunksivasi chegaralanmagan bo‘lsa, ikkinchisining joiz sohasi bo'sh
to ‘plam bo ladi.

. Bu teorema (2.28) va (2.29) ikkivoglama masalalarning bir
vagtda vechimi mavjud bo'lishi yoki bo‘lmasligini ko‘rsatadi va
optimal yechimlarning ustma-ust tushishini ko‘rsatadi. Bundan
shu kelib chigadiki, ikkiyoqlama masalalarning birini vechish
bilap ikkinchisining ham yechimini topgan bo‘lamiz. Binobarin,
o‘zaro ikkivoglama masalalarning gaysi biri oson bo‘lsa, shu-
nisini vechish magsadga muvofig. Masalan, (2.31) va (2.32)
o'zaro ikkivoglama masalalarda (2.31) ni grafik usulda yechib,
Z.a: =36 ekanligini aniglash mumkin. U holda teoremaga ko‘ra
(2.32) masalaning optimal yechimi ham w,, =36 bo‘ladi.

Bu teoremaning igtisodiy- ma’nosi shuni ko‘rsatadiki, kor-
xona uchun optimal reja bo‘yicha mahsulot ishlab chiqarish
yoki resurslarni optimal narxda sotishning fargi yo‘q.

Endi e’tiborimizni teoremaning ikkinchi gismiga qaratamlz

Quyidagi ikkivoglama masalani ko‘rib chigamiz:

Boshlang‘ich masala Ikkivoglama masala
cz=-8y +2y. —>min W=Xx —X, &> max
{—y1+2y221, | X + 2%, 28, '.

=2y +),2-) ) {2.1‘1 +x, L2,

v 20, ¥, 20 X 20, x,20

Masalani grafik yoki simpleks usulda yechishda z_

ekanligini ko‘rish mumkin. Ikkivoglama masalada J(}IZ soha
bo‘sh to'plam ekanligini ko‘rish giyin emas.

Izoh. Teoremaning ikkinchi bandida keltirilgan xulosaning
teskarisi umuman olganda to‘g'ri emas. Ya’'ni, boshlang‘ich ma-
salaning joiz schast bo'shligidan ikkivoglama masala magsad
funksiyasining chegaralanmaganligi kelib chigmaydi.

Bu fikrning tasdig’ini quyidagt misolda ko‘nsh mumkin:

103



Boshlang‘ich masala [kkiyoglama masala

Z=3x +5x, > max - w=3) -7y, — min
3x, —4x, £5, 3y, +2v, 23,

{2}:‘1 <7, {~ 4y 25,

520, %20 y» =0y =0

- Bu masaialarda joiz sohalar bo‘sh to'plamdan iborat ekan-
ligini tekshirish giyin emas.

Quyidagi 2.40-jadvalda o‘zaro ikkivoglama masalalar orasi-
dagi givosiv munosabatiarning ro‘y berish holatlari keltirtlgan.

2.40-jadval
~.Boshlang‘ich]{ Optimal Magsad Joiz soha
e yechim funksivasi bo‘sh

Ikkiyoglama ~~_1 mavjud  chegaralanmagan to'plam
Optimal vechim,

mavjud i Y

Magsad

funksiyasi v
chegaralanmagan
Joiz soha bo‘sh
_to'plam o N N

Ofzaro ikkiyoglama masalalar orastdagi munosabat fagat
ularning optimal vechimlari tengligi bilan chegaralanmaydi.

O'zaro ikkivoglama bo‘lgan (2.29} va (2.30) masalalarni
ko‘rib chigamiz. Simpleks jadval vordamtida yechishda goldiq va
ortig o‘zgaruvchilar kiritar edik. Ya'mi (2.29) va (2.30) masala
shartlari quyidagi ko‘rinishga keltiriladi. "

' 1!- _ .
auX +auX, +. ta,x, + 5, =8,
f —
Qg Xy F Xy + .+ 0y, %, + 5, =0,

. F gy v
T o (2.357 .

r ——
| By Xy T Ao Xy +oF Ay X, S, =

HRTH

A
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i . . M .
Yy +dy ¥, ..+, YV, =5 =6,

L . Fo_
) QuaJy F gl + ot @ Vi — 89 =05,

(236)

N . r_
l‘alnyl +a2n})2 ok, Ve — 5, "’cn:

(2.35) va (2.36) sistemada s;,55.....5,, boshlang‘ich masala uchun

goldiq o‘zgaruvchilar, $,5;,...,5, esa ortig o‘zgaruvchilardir.
O‘zaro ikkivoglama masalalar o‘zgaruvchilari orasida 2.41-
jadvalda ko'rsatilgan munosabatlar mavjud. Bu munosabat orga-
li biz ikkivoglama masala yechimi yordamida boshgasining
yechimlarini topib olamiz.

2.41-jadval
Boshlang‘ich masala o'zgaruvchilan
Asosiy | Qoldig
r 3 A R R ) )
S d s S S ¥y Y
Ortiq 5 Asosiv

Tkkivoglama masala o‘zgamivchilari

Teorema. Ikkiyoglama masalaning optimal yechimlari quyidagi
tengliklarni gqanoatlantiradi.
J‘j;' . S: = O, ' I= 1_.,,..._,?”,

r:l'.f — -
X,-5; =0, =1,....1

-

Bu teoremadan quyvidagi xulosalarni gilish mumkin.

[. i-resursning optimal narxi nolga teng bo‘lmasa (¥, >0),
optimal rejada resurs to‘la ishlatiladi (s; = 0).

2. Agar optimal rejada resurs to‘la ishlatilmasa (s; >0), u.
, holda uning bahosi nolga teng (¥, =0).

3. Agar j-mahsulot optimal rejaga kirsa (xj >0}, u holda
uning resursdagi bahosi zararsizdir (s} = 0).

4, Agar j-mahsulot optimal resurs bahosida zararli bolsa
(s%>0), u holda u optimal rejaga kirmaydi (x; =0).
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(2.27) va (2.28) masalalarning oxirgi simpleks jadvalini

2.42-jadval

keltiramiz.
2.42-jadval (2.27) masalaning oxirgi simpleks jadvalidir:

i xy x| S; 55 B
B | ¢y 3 5 |0 ¢ 0
s |0 0 |0 |1 |13 |-1/3 |2
X, |3 0 [T [0 [172]0 6
w3 |1 [0 |0 [-1A3[1/3 |2

z, |3 |5 10 |32 1 36

¢; -2z, G |0 f [—3/2 -1 |

2.42-jadvaiga ko‘ra yechim x,=2, x,=6, § =2, s,=0, va

53 =0 bo'ladi.

(2.27) ikkiyoglama masalaning oxirgi simpleks jadvali 2.43-
jadvalda keltirtlgan (masala maksimallashtirishga keltirib yechil-

gan va sur’iy o‘zgaruvchilar tushirib qoldirilgan).

W Y2 | e b
B | ¢ -4 -121-18 |0 0
Vs -18 | 1/3 0 1 -1/3 |0 1
Vs 12 | -1/32 |1 0 1/3 | -1/2 13/2
z, -2 -12(-18 |2 & -36
¢, —z; |2 O |0 -2 |6

2.43-jadval

2.43-jadvalga ko‘ra ikkiyoglama masalaning yechimlari: 3 =0,
y.=3/2, yv.=1 5/=0, va 55 =0 boladi. Biz ikkivoglama masa-
laning yechimlarini boshlang‘ich masalaning oxirgi jadvalidan
olishimiz mumkin. Buning uchun o‘zaro ikkiyoglama masala-

larning o‘zgaruvchilari orasidagi munosabatdan,

Ay

Xy

r
5

85

5

”
)

o
8§y

M

Y2

Vs
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birinchi jadvalning oxirg: satrini -1 ga ko‘paytirsak, ikkiyoglama
masalaning yechimlarini topgan bo‘lamiz. Demak, o‘zaro ikki-
yoglama masalaning birostasinik simpleks usulda yechib, ikkinchi
masalaning vechimini topish mumkin.

Tayanch iboralar

Dasturlash, chizigli dasturlash, matematik model, chizigli das-
turlash masalasining kanonik va standart shakllari, chegaraviy
shartlar, magsad funksiyasi, joiz soha, bazis vechim, optimal
vechim, kamyob xomashyo, kamyob bo‘imagan xomashyo,
ortigcha shart, magsad funksiyasi kocflitsiventlarining turg‘un-
ligi, shartlarning o‘ng tomonining turg'unligi, ikkivoglama qiy-
mat, resurs statusi, bazis o‘zgaruvchilar, simpleks usul, stmpleks
jadval, optimallik mezoni, M-usul, simpleks jadvaldan ikkivoq-
lama giymatni aniglash, simpleks jadvaldan magsad funksivasi
turg‘unligini aniglash, ikkivogiama masalalar, ikkiyoglama ba-
holar, ikkiyoglama masalalarga oid tcoremalar.

Savollar

1. Masalaning matematik modeli nima vchun kerak?

2. Chizigli dasturlash masalalarining ganday ko‘rinishlarini
bilasiz?

3. Ishlab chigarishni optimallashtirishda magsad funksivasi
ganday ma’'noni anglatadi?

‘4. Chizigli dasturlash masalasidagi joiz soha nimani angla-
tadi?

5. Qanday hollarda chizigli dasturlashh masalasini grafik
usulda yechish mumkin?

6. Magsad funksivasining sath chizig'i ganday ma’'noni ang-

- latadi?

7. Chizigh dasturlash masalasini gratik usulda vechish ja-
rayonida cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘lishi, vechim
mavjud bo‘lmasligi va maqgsad funksiyasining chegaralan-

- maganligi ganday aniglanadi?

8. Chizigli dasturlash masalasini grafik usulda yechishda

- resurs statusi ganday aniqlanadi?

9. Chizigli dasturlash masalasini grafik usulda yechishda
ikkivoglama giymat nimani anglatadi? C
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10. Chizigli dasturlash masalasini grafik usulda yechishda
magsad funksiyasining turg‘unligi nimani anglatadi?
11. Chizigli dasturlash masalasini grafik usulda vechishda
shartlarning o‘ng tomoning turg‘unligi mimani bildiradi?
12. Chizigli dasturlash masalasini simpleks usulda yechishda
hal giluvchi satr, hal qgiluvchi ustun va hal giluvehi ele-
ment ganday aniglanadi?

13. Chizigli dasturlash masalasini simpleks usulda yechishda
optimallik mezoni qanday aniglanadi?

14. Simpleks jadvalda resurs statuslari ganday aniglanadi?

15. Simplcks jadvalda resurs samaradorligi ganday anig-
lanadi?

16. Simpleks jadvalda magsad funksiyasi koeflitsiyentlarining
turg‘unligl ganday aniglanadi?

17. Simpleks jadvalda shartlaming o‘ng tomon turg‘unligi
ganday topiladi?

18. Chizigh dasturlashning ganday masalalarida sun’iy wsul
{M-usul) ishlatiladi?

19. Ikkivoglama masalalarning igtisodly ma’nosi ganday?

20. Boshlang'ich masalaga ikkivoglama masala ganday tuzi-
iadi?

21. Biror boshlang‘ich masalaning vechimi vordamida ikki-
yoglama masalaning vechimi qanday aniglanadi?

Mashglar

2.1. Fermeming 50 gektar yeri bo‘lib, u verga uch xil (sabzi,
- selder, petrushka) ekin ekishni rejalashtirmoqgda. Sabzining
bir gektarini vetishtirish uchun $200 sarf gilinadi va $60
fovda olinadi. Selderning bir gektarini vetishtirish uchun $80
sarf gilinadi va $20 foyda olinadi. Petrushkada bu ko‘rsat-
kichlar mos ravishda $140 va $30 tashkil giladi. Ko‘katlarni
yetishtirishdagi umumiy xarajat $10,000 dan oshmastigi lo-
zim. Maksimal foyda olish nchun har bir ekindan ganchadan
ckish kerak bo'ladi? Masalaning matematik modelini tuzing.
2.2. Universitetning auditoriya va laboratoriyalari 5000 dan ko'p
- bo‘lmagan talabalarga mo‘lallangan. Universitet o‘z davla-
tining fugarolarini qabul gilishi 4000 dan oshmasligi kerak.
Chet el fuqarolarini gabul qilishda chegara yo‘q. Universi-
tetning o‘qituvchilar salmog‘l 440 kishidan iborat. Me’vorga
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ko‘ra o'z davlatining 12 talabasiga va chet el talabalarining 10
tasiga bitta o'gituvchi to'g'n keladi. Urnuversitelning audito-
vivalar haimi 2800 o‘rindan iborat. Shu davlatning 40% tala-
balari va chet ellik talabalarning 80%i auditoriyalarga jovla-
shishin kerak. Yiliga universitet o‘z daviatining har bir talabasi
uchun daviatdan $2000, chet ellik talabalar uchun esa $3000
oladi. Universitet maksimal foyda olishi uchun gabul rejasi
ganday bo‘lishi kerak?
2.3. Chizigli dasturlash masalalarini grafik usulda yeching.

)  min 2x +x, 2)  max x, +x,
X +xy 2 [0, 23 +x, 4,
3x; +5x, <15 X +2x, 23
Xy, Xy =0 X, %, =10,
optimal yechimni toping - optimal yechimmni toping

2.4. Korxona velosipedning uch xil modelini ishiab chiqaradi.
Har bir velosiped modeilarini yigish, bo‘yash va gadoglash
uchun talab gilinadigan vaqt {soatlarda) jadvaida keltirilgan.

A model | B model | ¢ model
Yigish | 2 25 3
Bo‘vash 1.5 2 1
Qadoqlash [ 1 l 75 1‘“’1,25 |
Yig'ish, bo‘yash va gadoglash bo‘limlarining imkonivatlari
mos ravishda 4006 soat, 2495 soat va 1500 soatga teng. Har
bir 4 model velosipeddan tushadigan foyda $45, 5 modeldan
$50 va ¢ modeldan $55 ga teng. Maksimal foyda olish uchun
har bir velosiped ganchadan ishlab chigarilishi magsadga mu-
voflg? Masalani matematik modelini tuzing va simpleks usul-
da yeching.
2.5. Quyidagi misollarni sun’iy o‘zgaruvchi kiritish usuli bifan
yeching.

D max  4x; +8x, 2) max 2x; +x, +xg
2%, 4 2x, =10 dxy + xy + 2%y 2 4
~ X+ Xy =8 23 + 4x, <20

Cxx 20 dxy 4By + 2 £ 16

. .ﬁ},-‘ﬂz,xs =10
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" III bob. BUTUN SONLI CHIZIQLI DASTURLASH
3.1. Masalaning go‘yiliski

Chizigli dasturlashga tegishli ko 'plab igtisodiy masalalarda
igtisodiy ma ‘nosiga ko'‘ra yechim butun sonlardan iborar bolishi
tagozo qilinadi. Masalan, ishlab chigarish rejasini optimallash-
tirishda ishiab chigariladigan mahsulotiar turi bo linmavdigan tur-
da bo lishi mumkin.

Butun sonli chizigli dasturlash masalasi quyidagicha beriladi:

Zn:aﬁ.x}. mh, =12, . _ _ (3.1)
7=l

%z 0, j=1,2..,n (3.2)
x, butun sonlar (3.3)

shartlarni ganoatlantiruvchi va
Z=Yex, (3.4
=l

funksivam maksimallashtiruvchi (mintmal) givmatlaimi topish.
Butun sonli chizigli dasturlash masalasini vechishning eng
sodda usuli uzluksiz masalani yechib, uni butun songacha
yvaxlitlashdir. Albatta, bu usul yaxlitlashda go‘vilgan xatelik kam
bo‘lgan holda magsadga muvofiq. Aks holda katta xatoliklarga
yo'l go‘vilishi mumkin.
Fikrimizni quyidagi sodda misol orqgali isbotlaymiz.

z=2Ix;+1lxy , max
7JE1+4I3 < fj,
X3,%X2> 0, x7,%2 butun.

Misolning butun sonli optimal yechimi x;=0, x,=3, zm;,x=33
(buni grafik usulda yechib ishonch hosil gilish mumkin (3.2 pa-
ragrafea garang)). Yechimning butunligini inobatga olinmasa,
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yechim x;=13/7, x50, 7u.,=39 bo‘ladi. Agar vechimni
vaxlitlasak, x;=2, x,=0, Z,=4Z bo‘lib, vechim joiz sohadan
chigib ketadi. Agar yaxlitlash jarayonida yechimning kasr gisnmi-
nt- tashiab yuborsak, x;=1, x,=0, ,,=21 natija chigadi va bu
optimal butun vechimdan ancha yirogdadir.

Biz bu verda butun sonli chizigli dasturiash masalalarini
yvechishning grafik, Gomorn (kesuvchi.tekisliklar). tarmoqlar va

chegaratar usuli bilan tanishamiz. s e
t.8)
3.2. Grafik usul ras IR

Chizigli dasturlash masalasida o 7garuvchilar ikkiga teng bo ‘-
linganda grafik usulda yechish imkonivati borligini ko'rgan edik.
Tkki o ‘zgaruvchili butun sonli chizighi dasturlash masalasini ham
grafik usulda yechish imkoniyati mavjud.

Butun sonli chizigli dasturlash nmasalasini grafik usulda
yvechishni quyidagi masalani yvechish jarayonida ko'rsatamiz.

Firma ishlab chigarishni kengavtirish magsadida 19/3 m?
maydon va dastgohlarni sotib olish uchun 10 ming pul birligi
ajratdi. Firma 1kki turdagi dastgohlarni sotib eolish niyatida.
Birinchi tur dastgohning bir komplekti 1 ming pul birligiga
ikkincht tur dastgohniki esa 3 ming pwl birligiga teng. Birinchi
turdagi dastgoh ishlab chigarishni kuniga 2 birlikka, ikkinchi fur
dastgoh esa 4 birlikka oshirishi ma’fum. Birinchi tur dastgoh-
larni joylashtirish uchun 2 m?2, ikkinchi tur dastgohlar uchun esa
1 m? maydon kerak bo‘ladi. Har bir dastgohdan qanchadan
sotib olinganda ishlab chigarish samaradorligi eng yugori
bo'ladi? Masalaning matematik modeli quyidagicha bo‘lishiga
ishonch hosil gilish givin emas:

z=2x, +4x, > max (3.3)
2x +x, £19/3,
i ' 3.6
{ X, +3x, <10, (3.6)
X, %, 20

x;.X; butun sonlar
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{3.8) shart hisobga olinmaganda uzluksiz masalaning joiz
sohasi OABC ko‘pburchakdan iborat (3.1-rasmga garang).
Punktirli  chiziq orgali magsad funksivalaridan  birining
(z=2x +4x,=12) grafigi keltiriigan. Grafik usuldan foydalanib
uzluksiz masalaning optimal yechimi B nuqta ekanligint ko‘rish
qaivin emas. Demak, x=9/5, x,=41/15 va =z _=218/14, Bu
yechim (3.53)-(3.7) shartlarni qanoatlantirib, (3.8) shartni
gancatlantirmaydi. Joiz sohada ko‘rsatilgan 12 butun nuqtalar
(3.8) shartni ganoatlantiradi. Masalaning (3.8) shartni
ganoatlantiruvchi yechimini topish nchun OABC ko‘pburchak
o‘rhiga barcha butun nugtalarni o‘z ichiga oluvchi OKEMNF
ko‘pburchakni garaymiz. Bu shunday ko‘pburchakki, uning
uchlari butun sonlardan iborat. OKEMNF ko‘pburchakdagi
(3.5) magsad funksiyasining maksimal givmati masalaning
yechimidan iborat bo‘ladi.

Jl-rasm

Rasmdan ko‘rinib turibdiki, optimal nuqta E nugtadan ibo-
raf. Shunday qilib, masalaning yechimi x,~=1, x;=3 va Z,,=14.

Fho 3.3 Gomori usuli

- Gomori ltomonidan taklif gilingan bu usul buiun sonli chizigli
dasturlash masalasining matematik modelida qatnashgan o ‘7garuv-
chilar soni ixtivoriy bo‘lganda ham ishlatilishi mumkin.
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Avvalo, uzluksiz masala vechiladi. Ya'ni (3.3) sharini ino-
batga olmasdan masalani simpleks usulda vechamiz. Agar olin-
gan natija butun bo‘lsa, jarayon to‘xtatiladi va izlangan natijaga
erishammz. Agar natija butun bo‘lmasa, unda joiz sohaning bar-
cha butun nugtalarini o‘z ichiga Dladigan va topilgan uzluksiz
masalaning vechimini o'z ichiga olmaydigan qo‘shimicha shart
kiritiladi. Bu go‘shimcha shart to‘g'ri kesuvchi iekislik deyiladi.
Geometrik jihatdan bu kesuvchi tekishik uzluksiz masalaning joiz
sohasini tashkil gqiluvchi ko‘pyogni shunday kesadiki, unda
uzluksiz masalaning barcha butun nugtalari saqlanib qoladi.

Yangi go‘shimcha shartni tnobatga olgan holda masala takror
yechiladi. Chekli gadamlardan keyin butun vechimga kelamiz
yoki shartlarning birgalikda emasligini kuzatamiz. (3.1)-(3.4)
masalani (3.3) shartni hisobga olmasdan simpleks usulda yechib
quyidagi tengliklarga kelamiz: - -

* Zau Xy = _r' .'= 27.,.,,??1 (39)

Bu yérda x, F=12. . m oxirgi simpleks jadvaldagi bazis

o‘zgaruvchilar, x,, i=m+1lm+2.. 1 nobazis o‘zgaruvchilardir, -

b, esa bazis o‘zgaruvchilarning giymati. |
Ba’zi belgilashlar kiritamiz. {c} belgi sonning kasr gismini

bildiradi, va'ni {C} c - [c [C] sonning butun gismi. Sonning
butun gismi deb o‘zidan katia bo‘lmagan eng katta butun songa

aytiladi. Masalan, ¢=2% bo‘lsa, {c}zz};—z:m . e=-21 pol-
]l=-3 va {)=-21-(3)=2 bo'ladi. Ma'lumki, cz[cl.
0={d <1,

Kiritilgan belgilashlarga ko‘ra (3.9) ni quyidagicha vozish
mumkin;

X, -()+ Ylayl, =53 - Dty (3.10)

Faraz qllayhk x; bazis yechim butun bo‘lsin. U holda (10)
tenglikning o‘ng tomoni C
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d=1{b)- ‘.;1{&;.}\1(; (3.11)

butun son. 0<{b} <1 0<{a;} <1 bo‘lgani uchun esa d<0 yoki
d21 bo'lishi mumkin. Agar d>1 bo‘lsa, (3.11) dan

B =d+ Y {agix; 21+ ) dayly, 21

Juirel J=t+l

kelib chidadi. Bu esa 0=} <! shartga zid. Shuning uchun d<g"
bo‘ladi, ya'ni " '

Yk, > i) (3.12)
Jmt
Butun bo‘lmagan vechim (3.12) shartni ganoatlantirmaydi.
Hagiqatan, nobazis komponentlar uchun x=0, j=m+Im+2, .. n
bo'lgani uchun (3.12} tengsizlikning chap tomoni nolga teng
bo'lib o‘ng tomont 0<{b} shartni qanoatiantiradi.
Shunday qilib, (3.12) go‘shimcha shartdan iborat bo‘ladi.
Agar natijalarning bir nechtasi uchun yechim butun bo‘lma-
sa, (3.12) go‘shimcha shart eng katta butun 35) 7,3, X=1,
X=0; X3=0; 6) 7,;u=50, =0, x,=0; X3=5 vyechimdan
tanlanadi. Agar (3.1), (3.2), (3.4} va (3.12) vaxshilangandan
so'ng yana vechimda kasrli vechim uchrasa, jaravon butun
natija olingunga gadar takrorlanadi.
(3.5)-(3.8) masalani Gomori usuli bilan vechishni ko‘rib
chigamiz. Masalani simpleks usulda yechib, 3.1-jadvalni hosil
gilamiz.

3.1-jadval
0 ix| s | $s b
B c, | 2| 4 0 0
Xy 2|1 35 ¢ -1/5 | 945
X, 4 L[ -1/57 2/5 | 41/15
z, 214 2/5 ) 6/5 (218/15
c;=z;, 1 0| O [-2/5] -6/5
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Ikki yechim ham butun emas. x ning kasr gismi katta bo‘l-
gani uchun (12) shart bizning misolda quyidagicha bo‘ladi.

B

¢
THhtoH Eg (313)

yoki

(3.13) tengsizlikni grafik usul bilan taggoslash magsadida
jadvaldan quyidagilami aniglaymiz. o
3 | 9 1 2 41

Bu sistemadan 5, va ¥, lamnt X;, ¥, orgali ifodalaymiz:
s, = -2x, - x, +%, $, =10—-3x, — X, . U holda (3.13) tengsizlik
2x, +3x, <11 (3.14)

ko‘rinishga keladi. (3.14) tengsizlikni (3.6) shartlarga qgo‘shib
joiz snhagj ifodalaymriz (3.2-rasm).

xf

3.2-rasm
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3.2-rasmdan Kko'rinib turibdiki, (3.14) shart gqo‘shilganda
boshlang®ich joiz sohadan EBD uchburchak kesib tashlanganli-
gint ko‘rsatadi. Shuning uchun ham, ba’zan bu usul kesuvchi
fekisliklar usuli deb ham wuritiladi. Natijada vangi joiz soha:
OAEDC ko‘pburchak hostl bo‘ladi va vechim yangi sohada

izlanadi.

(3.14) tengsizlikni oxirgl jadvalga kiritish uchun sun’iy o'z-
garuvchit Kiritib, quyidagi 3.2-jadvalga kelamiz.

3.2-jadval .
Xy | ¥ |5 82 5, i h

Ble [2 1470 0 0 |-

| M
¥, |2 1 3/5 | -1/8 0 9/5
v, |4 0 |1 [-1/5 [2/3 0 41715
al-M 16 [0 [3/5 [4/5 1-1 |1 4/5

z, 2 14 |- - YHE

. AM/5 | AM/5 M

¢c,~z; [0 10 [3M/5]aM/5|-M [0 |

Simpleks usulni vechish goidasiga ko‘ra quyidagi oxirgi 3.3%

Jadvalga kelamiz.

3.3-jadval
X | X | s s 3 R
Bl & 172 1 4 [0 0 *
1x | 2 | 6 |0 -1 Py
X, 4 0 L 0 2/3 -1/3 3
wl 0 1 0 1 0 [ 1] a3 | 55 43
z, > | 4 (0] 23 | 281 18
Py 0o To | 2 | i

Asosty o‘zgaruvchilarning qivmati butun bo‘lgani uchun
butun sonli yechimga erishamiz: x =1,
natija gratik usulda olingan natijaga mos keladi.
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. 3.4. Tarmoqlar va chegaralar usuli

Bu usulda boshiang‘ich masala ketma-ket tartibli variantlarga
ajratilib, variantlarning keraksizini tashlab yuborib, magsadga
muvofigligi saglanadi. Magsadga muvofig deb tanlangan masala
takroran tarmoglarga ajratiladi va magsadga muvofighi tanlanadi
va h.k. Jarayon optimal butun yechim olingunga gadar davom
ettiriladi,

- Tarmoglar usulining algoritmi quyidagicha.

Avvalo, Gomori usuli kabi o‘zgaruvchilarning butunligi ino-
batga olinmasdan masala simpleks usulda vechiladi. Aytaylik, bu
vechim X, bo‘lsin. Agar yechim komponentlari ichida kasr son
bo'Imasa, vechim aniglangan va z, =z(X,) bo‘ladi.

X vechimlari ichida kasrli sonlar bo‘lsa, tartibli keyingi rejani
aniglashga o‘tiladi. Aytaylik, x, o‘zgaruvchi kasrli bo‘lsin

va ll' I: k. Quyidagi ikki chizighi dasturlash masalasini qa-

ravimiz.
1 11
: = {‘;.I!. Z=ZC;IJ
=1 i=l
H "
Z%% :bj- Zazfx; =
s=l a
i=12..m f=1,2,...,m
x, <k, x, 2k +l
x, =0,
x, 20, _1.-2
J=12,..n J =580

I va II masalalarni simpleks usul bilan yechamiz. Tabiivki,
bu yerda quyidagi hollardan birortasi uchrashi mumkin.

1. Masalalardan biri yechimga ega emas, ikkinchisining esa
optimal btutun yechimi mavjud. U helda bu yechim
boshlang‘ich masalaning optimal yechimi bo‘ladi.

2. Masalalardan bin vechimega ega emas, ikkinchisining esa
optimal butun bo‘lmagan yechimi mavjud., U holda
yuqoridagi kabi masalani ikki tarmogga ajratamiz.
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3. Lkki masala ham vechimga ega. Shulardan biri optimal
butun vechimga ega. Ikkinchisining esa optimal yechimida
kasrli o‘zgaruvchilar bor. Ikkala masalaning ham magsad
funksivasini topib, ularni solishtiramiz. Agar butun yechimli
masalaning magsad funksiyasining giymati kasrli masala-
ning magsad funksiyasining giymatidan katta bo‘lsa, butun
sonli masalaning yechimlar boshlang‘ich masalaning yechi-
mi bo‘ladi. Aks holda, yugornidagidek, yvechimi kasrli bo‘l-
gan masalani yvana ikki gismga ajratantiz. |

4. Ikki masala ham kastli yechimga ega. Magsad funksiya-

sining giymati katta bo‘lgan masaiani tanlab, undan
yugorndagidek ikki masala tuzamiz,

Shunday qilib, bayon gilingan algoritm daraxtni eslatadi. Bu
daraxt uchi (3.1},(3.2) va (3.4) ning optimal yechimidan iborat.
x, dan chigqan tarmogq uchlari esa [ va Il masalaning tarmog
uchlaridir. Bularning har birining tarmoq uchlari mavjud. Shu
bilan birga, har bir gadamda magsad funkstyasining giymati eng
katta uch tanlanadi. Agar jaravonning muayvan gadamida butun
yechim olingan bo‘lib, maqgsad funksivasintng giymati boshqa
tarmogdagidan katta bo‘lsa, olingan vechim boshlang‘ich masa-
laning vechimi bo‘lad.

I-misol. Tarmoqlar usulini (3.5)-(3.8) misol bilan ko‘rib

chigamiz.

Magsad funksivasining eng kichik giymatt sifatida (0,0)
nugtani olamiz z¢=z(0,0)=0.

1-bosgich. (3.5)-(3.7) masalani simpleks usul bilan yecha-
miz: x, =9/5, x, =41/15 va z, =218/14 . [kkala yechim kompo-
nentlari kasrli. Birortasini, masalan, birinchisini olib, ikki masa-
Ja tuzamiz (1<x <2 oralig hisoblashdan chigariladi):

2-masala 3-masala

z = 2x +4x, —> max z=2x +4x, - max
2% +3x, 21973, (2x, +3x, 21973,

{ X +3x, <10, i x +3x, <10,

X =1, | 5212,

X, % 20 X, %y 20

%2 hutun X2 butun
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2-bosgich. 2 yoki 3-masaladan ixiiyorily birini simpleks usui-
da vechamiz. 2-masalani yechib, x =1, x, =3 va z,, =14 natijaga
erishamiz. 3-masalaning vechimi: x =2, x,=7/3 va z, =40/3.
14> 40/3 bo‘lganligi uchun 2-masalaning yechimi boshlang‘ich
masalaning yechimidir.

2-misol. Quyidagi misolni tarmoglar usulida yechamiz,

z =3X, + X, - max

4x, +3x, <18,
X +2x, <6,

10w <5, {3715)
[ 0=x, <4

A1,

*2 butun.

I-bosgich. Masalani simpleks usulda yechamiz: z,,, =13.5;

x =45 x =0, X kasrli bo‘lgani uchun joiz sohadan 4<x, <3
maydonni yo‘gotamiz. Natijada boshlang‘ich masala quyidagi
ikki masalaga tarmoglanadi.

2-masala ~ 3-masala
z =3y, +x, = mMax z =3x + X, —» max
dx, +3x, =18, 4x, +3x, <18,
X +2x, <6, X, + 2%, £6,
| 0sx <4, ) 5<x 55,
| 6<x, <4, | 0<x, 54,
%% butun ¥1:% butun

2-bosgich. Tkki masaladan birini simpleks usul bilan yecha-
miz. 3-masala simpleks usul bilan yechilganda yechimning mav-
jud emasligini ko‘rish mumkin. 2-masalani simpleks usul bilan
yechib, quyidagi natijaga kelamiz: z,., =38/3. x =4 x,=2/3,

3-bosgich. X, kasr bo'lganligi uchun 0<x, <l maydonm
yo‘gotamiz. Natijada 2-masala ikki tarmoqqa bo‘lmadl
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- 4-masala -_ 5-masala

zZ=3x +x - max zZ=3%, +%, - max.
(4x, +3x, <18, 4\71 +3x, <18,
X +2x, 206, B X +2x, 56,
0<x <4, 1 0gx <4,
i <X, 20, 1 12x, 54,
%2 butun 142 butun

4-bosgich. 4-masalani simpleks vsulda yechamiz: z,, =12;
x,=4; x, =0. Natija butun bo‘lgani uchun z,=12. 5-masalani
simpieks usulda yechamiz: z,, =12.25; x, =375, x, =1.

5-masala magsad funksivasining gqivmati 4-masala magqsad

funksivasining givmatidan katta bo‘lgani uchun hisoblashni da—
vom ettiramiz. 3-masalani ikki tarmogqga ajratamiz. -

6-masala 7-masala
Z=3% +x, - max Z=3x + X, —» max
4x, +3x, 18, (4%, +3x, <18,
X +2x, €6, X +2x, €6,
1 0<x23, ] 4<x <4,
l<x, =4, 1<%, £4,
X% butun *1:%2 butun
y | 5-bosgich. 7-masalada joiz

soha bo‘sh to'plam.  6-
masalaning yechimi: z =105
X = 3: X :115 . 6-maSHIElI]iI‘Jg
magsad funksivasining givmati
z,=12 dan kichik bo‘lgani
uchun jarayonm tugallaymiz.
Demak, boshlang‘ich masala-
ning optimal butun vechirmi
4.bosqichda topilgan 4-masalaning vechimidan iborat z,., =12;
x =4 x,=0 (3.3-rasm). | |

3.3-rasm
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Izoh. Tarmoqlar vsulini ketma-ket go‘llash jarayonida ke-
vingl tarmoq masalast oldingidan bitta shartning o‘zgarishi hosil
gilinishini kuzatish givin emas. Shuning uchun keyingi tarmog
masalasini simpleks usul bilan vechish jarayonida yechimni
boshidan boshlamay, balki oldingl tarmoqda olingan masalaning
oxirgi jadvaliga ofzgartirish Kkiritib, hisoblashni davom ettirish
magsadga muvofiq.

Tayanch iboralar

Butun sonli dasturiash, butun sonly dasturlashni grafik usul-
da vechish, kesuvchi tekisliklar usuli, Gomori usuli, chegaralar
va tarmoqlar usuli

- Savollar

1. Qanday masalalar butun sonli chizigli dasturlashymasa-
lasi deyiladi?

2. Gomori usulining mohivati nimadan iborat? ~

3. Tarmoglar va chegaralar usuli qanday amalga oshisi-
ladi? |

Mashgiar

3.1. Quyidagi mdsalalarni grafik, Gomori, tarmoqglar va chegara-
lar vsulida yeching.

1) Z=3x;+2x; max 2) z=I5x;+ I min

2){}'1‘2)5259, 3JE1+2E2 3:5_.
3x; +4x, < 16, x5+ 3y =2 7,
X3, X320 va butun. Xz, X2 = Ovabutun.

3.2 Firma uch turdagi mahsulot ishlab chigaradi. Birlik mahsu-
- lotni ishlab chiqgarishga ketadigan vaqt va Xnmashyﬂ migdor-
lari jadvalda keltmlgan



Mahsulet turi Vaqt (soat) Xomashye (kg)
n 1 3 4
| 2 4 3
: 3 3 6
_ Kunlik imkoniyat 160 160

Har bir mahsulotdan keladigan daromad mos ravishda 25,
30 va 45 doliarga teng. Uchinchi turdagi mahsulot ishlab chi-
gariladigan bo‘lsa, kunlik me’vor 5 birlikdan kam bo‘imasligi
talab gilinadi. Butun sonli chizigli dasturlash masalasiga kel-
tiring va yeching. | SR
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IV bob. CHIZIQLI VA BUTUN SONLI CHIZIQLI
DASTURLASH MASALALARINI
KOMPYUTERDA YECHISH

Yugorida bayon qilingan chuzigli dasturiash masalalarini
vechishning gratik va simpleks usullari bilan tanishdik. Chizigli
dasturlash masalasi ikki o‘zgaruvchili bo‘lganda uni grafik usulda
vechish mumkin. O‘zgaruvchilar soni uchdan yuqori bo‘lganda
universal simpleks usul qo‘laniladi. Agar masalaning matematik
modelidagi o‘zgaruvchilar soni yetarli kaita bo‘lganda simpleks
usulda vechish texnik givinchiliklarga olib keladi. Shuning
uchun ham, maxsus kompwvuter dasturlari ishlab chigilgan. Ho-
zirgi vagtda chizigli dasturlash masalalarini yechishning juda
ko'p paketlart mavjud. Bunday dasturlash paketlari o‘zgaruv-
chilar soni o‘n minglab bo‘lganda ham masalani vechish irnko-
nini beradi.

Hisoblash paketlarining maxsus (PER, TORA, LP88§,
LINGQ, LINDO, Lp_solve, LP-Optimizer, SoPlex, SPLP va
boshgalar) va umumiy (Excel, MATLAB, MathCad, MATHE-
MATICA, Maple) turlari bor.

Biz avrim hisoblash paketlari bilan tanishib o‘tamiz. Har
qganday dasturlash paketari bir necha fayllardan iborat bo‘ladi.
Paketdagi fayllardan biri asosiy bo‘lib, u hisoblash dasturim
ishga ftushiradi (exe fayl). Paketlardan foydalanish giyinlik
tug*dirmaydi.

4.1. Maxsus hisoblash paketlari

Bu mavzuda PER, TORA va LINGO maxsus hisoblash pa-
ketlari bilan tanishamiz

PER(IIAP) paketida ko'rsatmialar ruscha bayon qilingan.
Bu paket DOS tizimida ishlaydi va paketdagi per.exe fayii
yvordamida ishga tushiriladi. Bu paket igtisodiy masalalarning
ko‘p jabhalarini 0z ichiga oladi. PER paketi ishga tushirilganda
quvidagl darcha ochiladi:
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- Misol. Quyidagi misoini PERda yechamiz.
Max 2x;+3x) |
x;+2%5. 10, (4.1)
Zxytxye 14, '
XnXz 2 0
Menvuning "BBOJ HoBolt 3agaun” satrini fanlab, "Enter”
tugmasi bosilganda

>
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darcha hosil bo‘ladi. Bu darchada keltirilgan savollarga javoﬁ
berilsa, keyingi darchada misolning koeftitsiventlari kiritiladi: -

Chizigli dasturlash bo‘limidagi “PemcHue s3amadm”™ satrini
faollashtirib, “Enter” tugmasi bosilsa, keyingi darchada oxirgi
yechimni keltirish talab gilinsa, quyvidagi darcha hosil bo‘ladi.

Bu jadvaldan misolning vechimi x;=6, x,=Z ckanligint va
magsad funksivasining qivmatl 18 ga tengligi ko‘rish mumkin.
PERda chizigli dasturlash masalasini simpleks usulda yechish
Jaravonida kelib chigadigan barcha ladvalhrm ﬁkmnga than'lSh
imkonivati mavjud.
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TORA. Bu paket ham PER paketining imkoniyatlariga
vaqin bo‘lib, DOS tizimida ishlaydi. Paketdagi tora.exe favii
yordamida ishga tushirilganda ekranda quyidagi darcha hosil
boladi;

Ixtivoriy tugmani bosish natyasida ekranda quyidagi darcha
hosil bo‘ladi. ;

Menyudan kerakli bo‘limni tanlab, keyingi bosqgichga o‘tila-
di. Keyingi darcha menyusida. keltirilgan savollarga javob berish
yordamida kerakli natijaga erishish mumkin.

LINGO. Bu paket ham igtisodiy masalalarni yechishga asos-
langan. Paket kompyuterga o‘rnatilgandan so‘ng windows tizi--
mida ishga tushiriladi. Bu paketni http://www.lindo.com/ inter-
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b

sozlangandan so‘ng maxsus ikonka #8F yordamida ishga tushi-
riladi. Paket ishga tushirilganda ekranning asosiy gismining
ko‘rinishi guyidagicha bo‘ladi.

o reed T W e L LT
o PRI LI S

Help menyvusidagi tayyor misollar paket tizimini tezda o‘z-
lashtirishga imkon varatadi.

Misol (4.1) misolni LINGO paketida ycchamiz
LINGO paketi ishga tushirilgandan sof ng misol quyldagl
ko‘rinishda teriladi:

=l A

5 K142 *p2<=ll;
ZERL4wECx14;
RIx=l; 'xz>=ﬁ:-|

oo

Miso! terib bo‘lingach LINGO menyusidagi Solution faollash-
tirilganda misolning yechimi guyidagi ko‘rinishda ckran daruha-
sida namovon bo‘ladi: -
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“Global optimal qnlutlun-fonnﬁ

Obisctive values i2.00000
Totml agliver iteratipnsa: . : 4

Variahle Vaiue Reduced Cost

%1 &. 000000 G 020000

X2 £ . 000000 0. 000020

Eaw Slack or Surplu= Iugl Frice

1 15 .. 00000 1, 000000

2 Q. QO 1.333333

3 0L 00000 ) 0.303535333

4 . OO0 0. 800000

5 2 . 000000 - 0.O00000

Demak keltirilgan mlsoLmng optimal ycchmu xX;=6, x2—2
bo‘lib, maqsad fimksivasining maksimal giymati 18 ga teng
ekan.

4.2. Maple paketida ishlash

- Bu mavzu universal paketlardan biri bo'lgan Maple paketida
ishlashga bag ishlangan.

Maple (www.mapleapps.com) dasiuri universal bo‘lib, ma-
tematikaning barcha jabhalarini o‘z ichiga oladi. Bu dasturning
ko‘p variantlari mavjud. Biz Maple-8 variantiga to‘xtalib o‘ta-
miz. Maple dastusi ishga tushinlganda ekranda quyildagt man-
Zzara namovon bo‘ladi:

Qizil rangda aks etadigan > belgisidan so‘ng Maple buyruqg-
larini kiritish mumkin. Maple buyrug‘ini tahrirlash goidasi Win-
dows tizimidagi kabi amalga oshiriladi. Agar buvrug oxini nug-
tali vergul (;) bilan tugallansa, natija ckranda gavd gilinadi, agar
ikki nugta bidan ¢y tugallansa, natija ekranda gayd qilinmaydi.
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Matritsa, determinant va chizigli tenglamalar sistemasi
Maple paketi vordamida matritsa, determinant va chizigli teng-
lamalar sistemasi ganday yechilishi bilan tanishanmuz. Buning
uchun, avvalo, with(linalg): buyrug’i yordamida kerakli dastur
xotiraga jovlashtiriladi.
Vektor va matritsalarni  kiritish quyidagicha bajarilishi

mumkin; o

> x:=vector({3,2,1]);

x:=1{321]
> Ar=matrix([[5,2],12,3]});

PR
1ol

> B:=matrix([[l,-_l,2] ![1:49'215[6517411);

1 -1 2
B=1 4 2
6 1 4

Matritsaning determinanfmj,_hisablash quyidagicha amalga
oshiriladi.
> d:=det(B);

d=-12
Teskari matritsani hisoblash::,
> g:=inverse(B); |
-3 -1 1 -
2 2 2
4 7 2 4
£713 303
23 7 -5
2. 12 12,

Al matritsani

> Al:=matrix(I[3,2112,3).11,3]D;

5
Al=| 2
1

B matritsaga ko‘paytinsn goidasi:
> M=multiply(B,Al);

9 — 40) 129
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, 5 5
M= 8
36 27

Teskari matritsani guyidagicha topish imkonivati ham mavjud:
> evaim(B"(-1));

=L
2 22
4 2 -1
ERE S I
B 13
1212 12
Quyidagi tenglamalar sistemasini yechish uchun
Sx+2y=29
2x+2y=6

Ushbu matritsalarni tavyorlab
- Ar=matrix([[5,2].[2,2]]);

~ Ci=matrix(2, 519,613

~quyidagi Maple buyrug'i sistemaning yechimini beradi:
— linsolve(A,C);
1
2|

Matritsa rangini quyidagi buyruq amalga oshiradi:,
— rank(A);

2

Matritsalarning xos son va xos vektorlarini aniglash uchua
quyidagi buvruglar ishlatiladi:
> eigenvals(A);
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6, 1
- eigenvectors{A);

(L L {{L-2]5k 16 LAE2, 1]} ]

C}:iziqti dasturlash masalasini Mapleda yechish -

Maple dasturi ishga tushirilgandan so‘ng quyidagi buyrugq yorda-
mida chiziqli dasturlash masalalarini yechish 1mk0.myat1 yara-
titadi.

> with(simplex):
Misol. Quyidagi misolni Mapleda yechishning buyruglarinis-.
ko‘ramiz.
o z=2x +5%, +3x; > max .
X, —2x, +x,2 20,
2x; +4x, +x; =30
¥, X,,x, 20

> g=2%x1+5*x2+3*x3;
z=2xI+5x2+3x3
> maximize(z,{x1-
2*x2+x3>=20,2*x1+4%x2 +x3<=50},NONNEGATIVE);
{x1=0,x2=0x3=350} )

Maximize buviug‘i ishga tushirilganda natijani olish mumkin.
Quyidagi buyrug yordamida mdqaad iunks:yammng opumal qiy-
matini aniglash mumkin.

> subs(%,z);

| 150
Demak, magsad funksivasining optimal qgiymati 150 ga teng
ekan.

Burun sonli chiziglhi dasturlash masalasini Maple dasnmda
yechish

Biz shu o‘rinda Maple paketida butun sonli chizigli das-
turfash masalalarini yechishga oid misollar keltiramiz. Avvalo,
quvidagi masalaning

z=2x; +4x, - max
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2%, +x, £19/3,
{ X + 3%, <10,
X, X%, 20 |
x,, X, butun sonlar

vechimining butunligi hisobga olinmagan yechimun t&panuz.
Buning uchun Mapleda quyidagi buyrugni kiritamiz:

> with(simplex):

>maximize(2*x14+4%x2,{2*x1+x2<=19/3 x1+3*x2<=10},NO
NNEGATIVE);
Bu buyrugni  ishga tushirgandan song kevingi satrda

(=2 :3—}
ko‘rinishdagi javob chigadi. Bundan ko‘rinadiki, javoblar butun
emas. Masalaning butun yechimini toplsh mdqsadida quy1dagl
buyrugiarni Kiritamiz:

> zfi]:=0:

> for x1 from 9 to 2 do |

for x2 from 0 to 3 do 2*x1+4*x2 -

if 2*x1+4*x2>2[1] and 2*K1+x2<—19/3 and x1+3*x2<=10
then

Z.=[2*x1+4*x2,x1,x2} fi; od; od;

— Zy

Bu buyruglarni bajargandan so‘ng keyingi satrda [14,1,3]
givinatlar  hosil bo‘ladi. Demak, masalaning  vechimi
=14, x =1, x.=3 bo‘ladi.

Quyidagi masalani Maple dasturida yechamiz.

Masala. Samolyotga besh xil turdagt yuk joylashtiriladi. Bir-
lik yukning turi, ogirligi, hajmi va giyvmati jadvalda keltirilgan.

.1 Birlik yuk Yuk hajmi, Bitik yuk |
Yuk tusi og'irligi (fonna) |  (kub. m) | qgivmati ( $100)
| | 4
2 8 | 3 1 7
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3 3 i 6 6 "
4 2 3 5 S
5 7 4 4 N

" Samolyoining maksimal yvuk ko‘tarish gobilivati 112 tonna
bo‘lib, 109 m? hajmdagi vuklarni sig‘dira oladi. Qaysi turdagi
vuklardan ganchadan samolyotga joylashtirganda vuklarning
umumiy qiymatl eng yugorn bo‘ladi?

Masalaning matematik modelini tuzamiz. x;, X, X3 X4 va Xs
o‘zgaruvchilar orgali yuk turlarining migdorlarini belgilaymiz. U
holda masalaming matematik modell quyidagicha voziladi:

=4 x;+7 x3+6 x3 +5x4 +4x5 - max
5 xp+8 xo+3 x3 +2xy YTx<{I2
x;+8 xo+6 x3 Hixy +4xs<109

x20. i=123,4.5

x20, (i=1,2,3,4,5) butun.

Masala Mapleda o‘zgaruvchilarning butun bo‘lishimi ino-
batga olmagan holda, quyidagi buyruq yordamida vechiladi. -
>maximze(4*x 1+ 7¥x2+6%*x3+5%*x4+4*x5, {5*x1+8*x2+3*
x3+2*xd4+T*x53<=112,x1+8*x2+6*x3+5*x4+4*x5<=109},
NONNEGATIVE);

Natija quyidagicha bo‘ladi.

433 342
— } Pt -
{x2=0,x3=0,x5=0, x4 35 ,xf = 53 }

Butun sonli yechimni 101)151’1 uchun esa quy1dag1 bujmlqmm
ketma-ketligini Kiritamiz:
> zf1]:=0:
> for x1 from 9 to 15 do S
for x2 from © to 4 de for x3 from 0 to 4 do for x4 from 0 to 19
do for x5 from 0 to 4 do 4*x1+7*x24+6*xX3+5*x4+4*x5;
if 4*x1+7*x2+6*x3+5*x4+4*x5>z[1] and
5%x1+8*x2+3*x3+2*x4+7*x5<=112 and
x1+8*x2+6*x34+5*x4+4*x5<=109 then

Z:=[4*x1+7*x2+6%x3+5*x4+4*x5,x1,x2,x3,x4,x5] fi; od; od

od;od;od;
> s :
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Bu buyruq ishlatilgandan so‘ng esa ekranda
[151,14,0,0, 15, 0]

qivmatlar gayd qilinadi.

Demak, birinchi tur yuklardan 14 birik to‘rtinchi turdagi
yuklardan 19 birlik samolyotga joylashtirilganda undagi mahsu-
lotning qiymati eng yuqori bo‘lib, u $15100 teng bo‘ladi.

Tayanch iboralar

Maxsus hisoblash paketlari, umumiy hisoblash paketlari, PER;
TORA, LINGO, Maple paketlari.

Savollar

1. Qanday turdagi dasturlash paketlari mavjud?

2. Chizigli dasturlash masalala.nm qanday paketlarda

yechish mumkin? |

PER va TORA paketlardagi farq nimada?

. PER paketini ganday ishga tushiriladi?

. TORA paketint ishga tushirish ganday amalga OShl-
riladi?

6. Chizigh dasturlash masalalarini Maplc 8 pakcuda

‘vechish ganday hal gilinadi?

I W

Mashgqglar

Kompaniva yuk ortuvchi mashina va yuk tashuvchi aravalarni
ishlab chigaradi. Har ortuvchi mashinadan $8C¢ va har bir
aravadan $40 foyda ko‘radi. Kompanivaning metallni gayta
ishlash, payvandlash va yig‘ish bo‘limlari mavjud. Bo‘limlarning
ovlik quvvati va birlik mexanizmlarni ishlab chigarish uchun sarf
gilinadigan vaqtlari (soatlarda) jadvalda keltirilgan.

Bo‘limlar Yuk emtuvchi Yuk Ovylik quvvati
mashina tashuvchi
arava
Metallni gayta 6 4 2400
ishlash
Payvandlash 2 3 15060
Yig‘ish 9 3 2700
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Foyda maksimal bo‘lishi uchun vuk ortuvchi mashina va
vuk tashuvchi aravalar ganchadan ishlab chiqarish kerak?
Masalaning natematik modelini quring va kompvuterda

~ veching.

4.2. Avtomobil zavodi «Lochin» va «Pahlavon» rusumdagi

mashinalar ishiab chigaradi. Zavoedda 1000 ta tajribasiz

va 800 ta tajribali ishchi ishlaydi. Har bir ishchining
haftalik ish soati 40 ga teng. <«Lochin» rusumdagi

mashinani ishiab chigarish uchun 30 s. tajribasiz va 50 s.

tajribali  ishchi soatlari  sarf qgilinadi; <«Pahlavom

rusumdagil mashinani ishlab chigarish vchun esa 40 s.

tajribasiz va 20 s. tajriball ishchi soatlari sarxf qilinadi.

«Lochins rusumidagi har bir mashina uchun $3500 lik,

«Pahlavon» rusumidagi har bir mashina uchun esa $1500

[ikx xomashyoe sarf qilinadi. Hafialik umumiy xarajat

$900000 dan oshmasligi lozim. Mashinalarni yetkazib

beruvchi ishechilar haftada besh kun ishlab, har kuni 210

.. - dan ko‘p bo‘lmagan mashinalarni yetkazib beradl
«Lochin» rusumidagi har bir avtomobildan tushadigan foyda
$1000, «Pahlavonrdan esa $500. Haftada har bir
rusumdagi mashinalardan ganchadan ishlab chigarganda
zavod eng ko'p foyda ko‘radi. Masalaning matematik
modelini tuzing va kompyuterda yeching.

4.3. Fermerning 15 gektar veri bo‘lib, u verga ikki xil 4 va
B o‘simliklar ekish niyatida. Yerning bir gektarini 4
turdagi o‘simlik ekishga tayyorlask uchun bir kun, »
turdagi o‘simlik ekishga tayvorlash uchun esa ikki kun
kerak bo‘ladi. Yerni ekishga tayyorlash uchun vilda 240
kun bor. 4 turdagi o'simiik hosilini yig‘ishtirish uchun
0,3 kun, B turdagi o'simlik hosilini yig‘ishtirish uchun
esa 0,1 kun kerak bo‘ladi. Hosiini vigiishtirish 30 kundan
oshmasligi kerak. Agar 4 turdagi o‘simlikning har
gektaridan olinadigan foyda $140, B turdagi o‘simlikdan
esa $235 bo‘lsa, maksimal foyda olish uchun har bir
turdagi ofsimlik ganchadan c¢kilishi kerak? Matematik
modelni tuzing va kompyuterda veching.

. 4.4. Quyidagi nusollarni kompyuierda veching.
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1)

2)

¥

5x, +7x;, —6x; +9x, +8x, — max

0,7x, +0,9x, +1.5x, +2,3x, +1.8x, < 50000
Odx, +11x, —05x; +1,3x, —2.8x, = 32000
0,5x, +18x; +0.7x, +2x, < 40000

2,2x, — Ldx, —0,8x, +0,9x, = 15000

x, 20(j=12,..5)

x, +4x, +8x, —12x;, — min

C X +H9x, +x, —4x, =250

04x, +x, —5x, +3x, +8x; =460
0.5x, +10x, —~8x, + 6x, +2x, <190
1lx, —85x, +3x, +2x, = 200 |
x, z0(j=12,..5)

dx, +6x, —1dx, +49x, > min

2hx, + 9%, - 2x, —12x, 258

110x, - 60x, +80x, —45x, =290

Sx, +27x, —ldx, +x, <72

87x, — 6,4%, +130%, = 140

x, 20 (f =12...,5)

Vg

138



V bob. TRANSPORT MASALALARI

5.1. Masalaning qo‘yilishi va uning matematik modeli. -
Transport imasalasining yechimi hagidagi teoremalar

Bu mavzuda mwansport masalasiga olib keladigan holat tu-
shuntiriladi. Masalaning matematik modelini tuzish jarayoni misol
orqali bayon qilinib, umumlashtivilib, umumiy ko ‘rinishdagi trans-
port masalasining matematik modeli keltirib chigariladi. Transport
masalasining yvechimi hagidagi teorema kelfiriladi.

Faraz qilaylik, to‘rtta ombordan (Og, O,, O3, O4) uchta
do‘konlarga (Dy, Dy, D1) bir xil mahsviotlarni jo‘natish reja-
lashtirilmogda. Ombordagi mahsulot migdorlari va do‘kon-
larning talablari hamda birlik mahsulotni eltish xarajati 5.1-
rasmda keltirilgan.

Ol 4 ”_""—'—-‘—-———-q.__________m__’
\\ D,

ARE 6 B0
O uall
ot [Tl 4
I\/ . Dz
ek 80 t
Og -""""""4 .
60 t 6 \

0, —y
30t 9

5.1-rasm

Har bir ombordan do‘konlarga mahsulotlar eltishni shuri-
day rejalashtirish kerakki, unda xarajat minimal bo‘lsin.

Barcha ombordagi mahsulot migdori 40+50+60+30=180 t,
do‘konlarning umumiy talabini qondirish uchun esa
60+80+40=180 t migdorda mahsulot kerak. Ya’'ni omborlardagi
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mahsulot migdori bilan do‘kon talablan teng. Bunday masala-
larga yopiq transport masalasi deyiladi.

Masalaning matematik modelini quramiz. x,.i=1...4. /=123
orgali i-ombordan j-do‘konga eltish lozim bo‘lgan mahsulot
miqgdorini {tonnalarda) belgilaymiz. Bizning misolda noma’lum-
Iﬂl’ 3}(4:12 Ia (I“,xlz,xn,xz]:xgz:x:j, xalwxﬂ:xzﬂvxaurxﬂrxﬂ)*
Ombordagi mahsulotlarni do‘konlarga eltishdagi umumiy xarajat

S =dxy 3%, + 5%, 46Xy + 23, + lxy, +
10x,; + 4x3 + 7x33 + 8x,; + 6x,, + 9x; —> min
yoki qisqacha
~ 4 2
J=2.2¢,x, —min
izl f=1

bu verda

[a—
o

[ L S % T Y

N B LY.

e __;
birlik mahsulotni eltishdagi xarajar matritsasi. oo
Shartlar ikki turga bo‘linadi:

1) Har bir ombordagi mahsulotlarni to‘la eltish;.

2YHar bir do‘kon talablarini to‘la qondirish.
X, +%, +¥x, yiglindt birinchi ombordan do‘konlarga ¢ltish
lozim bo‘lgan mahsulot migdorini ifodalaydi. Birinchi ombor-
dagi imkoniyat 40 tonnani tashkil gilganligi uchun va ombordagi
mahsulot migdori to‘la jo‘natiladigan tagdirda -

X+ Xy + x5 =40 (5.1)

shartni hosil gilamiz. Xuddi shuningdek, qolgan ombordagi
mahstlot miqdorlarini to‘la eltish lozimligi shartidan .

X3y + X3y + X33 =00 ,(.5-2)
Xyt Xy + X3 =30
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tenglamaiarga ¢ga bo‘lamiz. Har bir do‘kon talablarini gondirish
shartidan esa
| Xy o+ Xay Xy, + Xy = 60 _
Xy + Xyy + Xgy + ¥, =80 '(3.3)

Xpy + Xy + Xy + Xy = 40,

tenglikiar hosil bo’ladi. O*zgaruvchilar mahsuiot migdoruu
ifodalaganligi uchun

x, 200=1.4 j=123 (5-4)
bo‘ladi.
Shunday qilib, masalaning matematik modeli:

10, + dxq + 75y +8x,, + 6%, + 9%,

funksivaning (5.1)-(5.4) shartlarni ganoatlantiruvchi:
minimumini topishdan iborat. |
Bu natijalar » ta jshlab chigarish punktlaridagi ishiab chi-
garish hajmiari a, (i=12,.m) larga, va » ta iste’molchi punkt»
!ardagi iste’mol hajmilari b, (/=12,..,n) larga teng bo‘lgan va
Za - Za (5.5)

J=t

shartni qanoatlantiruvchi transport masalalariga umumiash-

tirilishi mumkin. Agar ¢, bitta mahsulotni i-ishiab chiqarish

punktidan jf-iste’'molchi punktiga tashish uchun sarﬂangan Xa-
rajat bo‘lsa, masala quyidagi

XX, o+, =4
Xy + ¥ +..+X,, =0,
:xm1+xm2+ -I-Y ﬂm |
X R Xy ot X =D
X, X X, = b,

X, +%, +..+x, =b
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munesabatlarn ganoatlantiruvchi va

C=c\ % Fopx, +..+c,,X

LA )

funksivani minimallashtiruvehl x, 20 lamni topishdan iborat

bo‘ladi. (5.6) munosabatlarni gisqaroq quyidagicha ifodalash
mumkin. -

N

S, =a,>0 (i=l.,m) (5.7)
4=
$ox, 28,50 (j=L..n) (5.8)
shartlarni gqanoatlantiruvchi va
=33, (5.9)

funksivaga minimal givmat beruvchi ¥, =0 larni topish.

Transport masalasi ham chizigli dasturiash masalasi bo‘l-
ganligi uchun simpleks usulda vechish mumkin. Lekin transport
masalasi shartlarining maxsus ko‘rinishda ekanligi simpleks usul-
ning soddalashishiga olib keladi. Simpleks usulning transport
masalasiga tatbiqi fagsimot masalasi deyiladi. Simpleks usul kabi
o‘zgaruvchilar bazis va nobazis o‘zgaruvchilarga ajratiladi.

Yopiq transport masalasining yechimi mavjudligi hagidagi
teorema.

Har qanday yopig transport masalasi yechimga ega.

Buning uchun berilgan shartlarda (7) va (8) sistemani qa-
noatlantiruvchi yvechim mavjudligini va {9) magsad fuonksiya-
sining chegaralanganligini ko‘rsatamiz.

Isboti. Sa-%5,-4 bolsinn U holda x, =ab, /4 (i=
=1 f=1

=12,...0 j=12,..m (7) va (8) sistemanm ganocatlantiradi, hagi-
gatan -

" e ah. .G [ a.
X. = LA R i & b-=""—.r"1=ﬂ...
; y ; 4d B& a7

4=l
L afbj

e b m h.
4 J
. - ——arn T — . :-._—-A :b_‘

=
144}



(9) magsad funksiyasidan A =maxc, deb belgilash Kiritsak,

LIl i

Zi X, ALY 3w, = AZa M- A

izl j=t Cdm) jml

tengsizlik kelib chigadi. |
Xuddi shuningdek, # = minc¢, deb olsak,

iifﬂ” mZZx Aza *m A

IR

=i J=l =1 #=1 il

kelib chigadi.

Demak, m-A<C <A -4,
va’'ni magsad funksiyasi chegaralangan. -

Transpoit masalasida bazis o‘zgaruvchilarning soni transport
masalasining shartiarini ifodalovchi sistemaning ((5.7), (5.8)
maksimal chizigli bog‘liq bn‘lmagan tenglamalar soni) rangiga
teng. (5.7) va (3.¥) sistemaning rangi to‘g‘risidagi xulosa quyida-
gl teoremada aks etgan.

Teorema. (5.9) shartni ganoaflantiruvchi (5.7) va (5.5}
sistemaning rangi m-+n-1 ga teng.

Isboti. Haqigatan ham, (5.9) shart bajarilganda (5. 7) va
(5.8} sistema tﬂﬂglam&larﬂlmg chizigli bog‘langanligini ko‘rish
givin emas, |

(5.7) dan

va (5.8) dan

tenglikiar kelib chigadi. (5.9) shartga ko‘ra birinchi va ikkinchi
tengliklarning chap tomonlari teng, o‘ng tomonlarining tengligi
o‘z-o‘zidan ravshan. Demak, (5.8) va (5.9) sisiema tenglamalari
chizigli bog'langan.

Shuning uchun » <n-+m-~1 bo‘ladi.

Endl rzn+m-1 tengsizlik o‘rinki c¢kanligini ko‘rsatamiz.
Buning uchun chizigli algebradagi quyidagi fak{ga suyanamiz.
Agar chizigli tenglamalar sistemasining biror £ ta o‘zgaruv-
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chilarnt golgan o‘zgaruvchilar orqali ifodalsh imkoniyati bo‘lsa,
bunday sistemaning rangi & dan kichik bo‘lmaydi.
Masalan, (5.7) sistemaning birinchi ustun va birinchi sat-

ridagi elementlarni golgan x; elementlar orgali ifodalashni ko®-
raylik /=23, ,m, j=2,3,..,n. xyuchun (=2,3,....0)-(5.8) dan

,=b, —Zx (5.12)

Birinchi  ustunning har bir x;; o‘zgaruvchisi uchun
i=2,3,. ,m,(7) dan

I..l'l = Hf -Zx{'.f'
=1

x;7 ifodasini topish nchun (5.7) ning birinchi tenglamasidan
foydalanamiz:

X =bl_§xlj‘ (5.13)

(3.13} ning o‘ng tomoniga (5.12) dan foydalanib giymat-
larini go‘yib chigsak, x;7 uchun kerakh ifodani topamiz.

Shunday gilib, m+r-7 o‘zgaruvchini golgan mn-n-m+1
o‘zgaruvchi orgali ifodalash mumkin. Ya'ni sistemaning rangi
r zn+m-1 shartni ganoatlantiradi.

Olingan natijalardan r=p+m-1 ckanligi kelib chigadi.
Shuning uchun joiz bazis yechimda m+r-1 ta bazm o‘zga-
ruvchi ishtirok etadi.

Transport masalasining yechish jarayonini jadvallar ketma-
ketligi ko‘rinishida ifodalash qulay. Jadval strukturasi 5.1-jad-
valda keltirilgan.

5.1-jadval
j

‘i 12 Cta 4
M M2 *ln

€2 e Cin @
*a1 Y M

Cril o e cmn am
X ) X m

b by b,




Jadvalning satrlari ishlab chiqarish shoxobchalarini (ombor-
“larni), ustunlar esa iste’mol shoxobchalarini {(do"konlarni) ifoda-
laydi. Har bir satrning oxirgi katagida shoxobchaning zaxiradagi
mahsulot migdori, ustunning oxirgi katagida iste’molchilarning
talabi keltirilgan. Jadvalning har bir katagida (oxirgt satr va
oxirgi ustundagi kataklar bundan mustasno) i-ishlab chigarish
shoxobchasidan j-iste’meolchiga eltish lozim bo‘lgan mahsulot
miqdori va birlik mahsulotni eltish uchun ketadigan xarajat
ko*rsatilgan.

Jadvalning m+n—1 Katagi bazts kataklar bo‘lib, qolganlari
erkin (bo‘sh, nobazisy kataklar hisoblanadi. Simpleks usuldagi
kabi har bir kevingi jadvalni qurish jarayonida erkin kataklardan
biri bazisga kiritilib, ixtiyoriy bazis katak bazisdan chiganladi.
Ixtivoriy erkin katakni bazisga kiritish maqgsad funksiyasining
yaxshilanishi tomon amalga oshiriladi.

Transport masalasini yechish jarayoni ikki bosgichdan
iborat:

¢ boshlang‘ich bazisni aniglash;
-« optimal yechimni topish.

5.2. Boshlang‘ich bazisni aniglash usullari

Boshlang ich bazisni aniglashning ikki usuli bilan tanishamiz :
«shimoli-g arb katagi» usuli va minimal xarajatlar usuli. Bu usul-
lar transpori masalasidagi boshlang’ich tagsimoini aniglashga
yordam beradi. Shu bilan birga bu mavzuda boshlang'ich bazisni
aniglash jarayvonida roy beradigan maxsus hollar ham bayon
gilinadi.

'5.2.1. Boshlang‘ich bazisni aniglashning
| «shimoli-g‘arb katagi» usuli

. Bu wsulda ta’minoichi zaxirasidagi mahsulotlar ketma-ket
iste’molchilarga tagsimlanadi. Har bir gadamda biror ta’nu-
notchi zaxirasi mahsulotlari to‘la tagsimlash yoki iste’molchi
talabini to‘la gondirishdan iborat bo‘ladi. Har bir g-qadamdagi

tagsimlanmagan zaxira miqdorlarini afg} bilan, gondirilmagan
talab migdorlarini bj—‘” belgilaymiz. Boshlang‘ich jadvalni hosil
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gilish jarayoni yuqori chap katakdan boshlanib (shimoli-g‘arb
katagi), ai”=a,, b =b  deb olinadi. Har bir joriy i-satr j-
ustundagi katak uchun mahsulot migdori x, =min{a® 5"} ga
teng deb olinadi. Shundan so‘ng, tagsimlanmagan zaxira mig-

dori va gondirilmagan talab migdorfari *; ga kamaytiriladi:

a®V =a® _x, BV =pW _x

i 4

Tabiiyki, har bir gadamdan so‘ng, 4/ =0, b =0 shar
larning birortasi albatta bajariladi. Agar birinchi shart o‘rfitw
bo‘lsa, i-shoxobchadagi zaxira migdon tugallanib, ;+1- sho-
xobchaning zaxira miqdori tagsimlashga oftiladi, ya’ni ustun
bo'yicha keyingi katakka o‘tiladi. Agar ,@,}q-ﬂ) =0 bo'lish j-iste’-
molchining talabi to‘la gondirilganligini bildiradi va shu satr
bo‘yicha kevingi katakka o‘tish lozimligini ko‘rsatadi. Ajratilgan
katak joriy hisoblanib, yugoridagi jarayvon qaytariadi.

“Shimoli-g‘arb katagi” usulida vugorida keltirilgan masa-
laning boshlang‘ich bazisini topamiz. Bu misol uchun hisoblash
jadvalining ko‘rinishi 5.2-jadval kabi bo‘fadi.

§.2-jadval
4 3 5 40
6 2 1 50
10 4 7 60
| 3 6 9 30
60 80 40

*u o‘zgaruvchiga mumkin bo‘lgan eng Katta giymatni beramiz.
Ya'ni (1,1) katakka (“shimoli-g‘arb katagi”) x,, =min{40,60} =40
givmatni berarniz. Shu bilan birinchi ta’minotchining imkoniyati
tugallanadi va birinchu satr kataklari kevingi jarayvonlarda ishtirok
etmaydi. To‘ldinlgan kataklarmi tutash chizig bilan, bo‘sh katak-
larni esa punktir chiziglar bilan ajratamiz. Yangi *“shimoli-g‘arb
katagi” (2,1) bo‘ladi. Bu katakka wmmkin bo'igan eng katta giy-
matni berammz. Birinchi iste’molchining 60 birlik talabidan 40
birligi qondirilganligi uchun x,, =mm{2050} =20 bo‘ladi. Birinchi
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iste’molchi ham to‘la gondirilgandigi uchun keyingi hisoblashlarda
birinchi ustun ham ¢’'tibordan chetda goladi. (2,1) katakmi
uzluksiz chiziq bilan, (3,1) va (4,1) kataklarni punkiir chizigl
bilan. belgilaymiz. Qolgan kataklarda ham xuddi shunday vo'l
tutsak, 3.3-jadvaldagi tagsimotni hosil gilamiz.

5.3-jadval
41 50 40
0 b 50
20 30 |
e 10 7| 60
150 10
*~ b - 30
60 80 40

5.3-jadvalda bazis katakliar soni m+n-]=4+3-1=6 ga teng.
Boshlang'ich  jadvalga ko‘ra umumiy xarajat miqdori
f=4-40+6-20+2-30+4-50+7-10+9-30=880 ga teng.

“Shimoli-g‘arb katagi” usulining asosiy kamchiliklaridan biri
xarajat koeffitsiventlarini inobatga olmagan holda topiladi. Mi-
nimal xarajatlar usulida topilgan boshlang‘ich tagsimot optimal
yechimga vagin bo'ladi

5.2.2. Boshlang‘ich jadvalni tuzishning minimal xarajatlar usuli

~ Bu usulning asosiy g‘ovasi shundan iboratki, avvalo, eng kam ,
xarajatli vol rejalashtiriladi. Kam xarajatli usul gquyidagicha -
amalga oshiriladi. Avvalo, birlik mahsulotni eltishning eng kam
Xarajatlisi tanlanadi, ya’ni mine,, (=12..,m, =12 ) aniglanadi.

Agar «,>5, bo‘lsa, j-iste’'molchming talabi to‘la qondiriladi:
X, =b,. i-ta’minotchining zaxira miqdori &, birlikka kamayadi
va j-Iste’molchi navbatdagi hisoblashlarda gatnashmaydi. Agar
a,<b, shart o‘rinli bo'lsa, x,=a4, bo'ladi. Shu bilan birga, j-
iste’molchining talabi @; migdorga kamayadi. #-ta’minotchi
keyingi jarayonda ishtirok etmaydi. '
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“Shimeoli-g‘arb katagi” wuvsulida yechilgan masalani kam
xarajatlar usulida boshiang‘ich bazisni topaylik. Tkkinchi ta’mi-
notchidan uchinchi iste’molchiga jo*natish eng kam xarajatli
bo‘lgani uchun (2, 3) katagini tanlaymiz. Ikkinchi ta’minotchi-
ning zaxiradagi mahsulot miqdori 50 tonna, uchinchi iste’mol-
chining talabi esa 40 tonnaga teng. Shuning uchun ikkinchi
ta’minotchi uchinchi iste’'molchiga 40 tonna mahsulot jo‘natadi
(x;; =40). Ikkinchi ta’minotchining zaxirasi 40 tonnaga ka-
mayadi {ikkinchi ta’minotchi zaxirasida 0 tonna mahsulot go-
ladi). Uchinchi ustun hisoblashiardan chigadi, chunkl uning ta-
labi to‘la gondirildi (5.4-jadval).

5 4-jadval
[ 4 3 5. 40 |
6 2 :EH“ ST
0] 4~ 7| 60
B 6 9]
50 0

5.4-jadvalda qolgan kataklar ichida eng kam xarajatiisi (2,2)
katagidir. Tkkinchi ta’minotchi zaxirasidagi qolgan mahsulotlar
miqgdori 10 tonna, ikkinchi iste’moichiga esa 80 tonna mahsulot
kerak. Ikkinchi ta’minotchi zaxiradagi barcha mahsulotlarni ik-
kinchi iste’molchiga jo‘natadi (x,, =10), Ikkinchi ta’minotchi
navbatdagi hisoblashlarda inobatga olinmaydi. Ikkinchi isic’mol-
chining talabi 10 tonnaga kamayadi (5.5-jadval).

5.5-jadval
g 35| 40
S ) i 0
|10 40
10 A 7] 60
3 6 3] 30
%0 [S0S70] 0
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Xuddi shunday jarayonlarmi takrorlash natijasida 5.6-jadvalni
hosil gilamiz.

5 G-iadval
. 4 3 5] 40
N 2 1] 50 -
w\a 40
T~ 100~ 4 7| 60
30 30 T
8~ 6~ 9] 30
L e I
60 80 40

5.6-fadvalga ko‘ra magsad funksiyasining giymati
F=3-4042-10+1-40+10-30 +4-30 + §-30 =840
ga teng bo‘ladi.
Shuni ta’kidlash lozimki, har doim ham minimal xarajatlar

usuli “shimoli-g“arb katagi” usuliga qaraganda vaxshi natija
beravermaydi. Agar xarajat matritsasi

4 3

W= = A

2
10 4
G

ko‘rinishda bo‘lsa, “shimoli-g‘arb katagi” usulida olinadigan na-
tijada magsad funksiyasining giymati 700 birlikka teng bo‘lib,
minimal xarajatlar usulida bu ko‘rsatkich 840 ga teng bo‘ladi.

Agar mimimal xarajatlar wvsulida eng kam xarajatni ifoda-
lovchi kataklar bir nechta bo‘lsa, ular uchun mumkin bu‘lgan
miqdorlar 1ch1dan eng kattasi olinadi.

5.2.3. Maxsus hollar

Boshlang‘ich bazisni aniglash jarayonida bir vagtda satr va
ustunlar hisoblashlardan chetda golishi mumkin. Bu holda bazm
kataklar ganday aniglanishini ko‘rib o*tamiz.
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. 5.7- jadvalda berilgan transport masalasining boshlangich
| bEtZlSll‘ll topishni “shimoli-g‘arb katagl” usulida yechish bilan
amalga oshiramuz,

5.7-jadval
1 3 3 30 |
3 3 2 30
4 I 2 10
20 10 40 ]

(1,1) katagiga 20 birlik beriladi (x, =20). Shu bilan birinchi
iste’molchining talabi qondirilib, 1-ustun hiseblashlardan
chigadi. Ikkinchi gadamda (1.,2) katagiga 10 birlik qgiymat
beriladi. Bu holda hisoblashlardan bir vagtda 2-ustun va 1-satr
chiqariladi. Hisoblashlarni shu tariga davom cttirsak, to‘ldirilgan
kataklar (1.1), (1,2), (2.3) va (3,3) bo‘lib, bazis kataklar soni
m-tn-{=3+3-1=5 dan kichik bo‘ladi. Bazis kataklar sonini
to‘ldirish uchun quyidagi sun’iy usul ishiatiladi.

Ikkinchi gqadamni ikki gqismga ajratamiz. (1,2) katagi to‘ldi-
rilganda bir vagtda ustun va satrning chigishiga yo'l go‘ymay-
miz. Aytaylik, avvalo, 1-satr hisohlashdan chiqarilsin. Ikkinchi
ustunning bo‘sh kataklaridan ixtivoriysiga, masalan, (2,2) kata-
giga nol {(sun’iy) giymat berib, uni ham bazis katak deb ¢’lon
 gilamiz. Keyingi gadamlar odatdagidek davom eitiriladi. Nati-
jada 5.8-jadvaldagi boshlang‘ich ta’minotni olamiz.

5.8-jadval
~._ I[>~_ 3 330
20 "~ m\\x -
3~ 3 21 30
0 30 o
4 1 2 10
10 ]
20 10 40

Natijada bizda bazis kataklar soni 5 ta bo‘ladi. Ya'ni bazisga
givinati nolga teng bo‘lgan katak ham kiritiladi. Bunday sun’iy
usul kam xarajatiar usulida ham ishlatiladi.

148



~-..5.3. Transport masalasini yechishning potensiallar usuli

Bu yerda oldingi mavzuda olingan boshlang'ich tagsimotning
optimallilcka yetakilovchi jarayon keltiritadi. Porensiallar usuli deb
ataluvchi bu usulda optimallik mezonini aniglovchi holat kelti-
riladi. Mavzu oxiride potensiallar usulida uchraydfgan mAXSUS
hollarga o'rin ajratilgan.

5.3.1. Potensiallar usuli

Transport masalasini yechish jarayoni ikki gism: 1) bosh-
lang‘ich bazisni tuzish va 2) topilgan boshlang‘ich bazismi ket-
ma-ket vaxshilashdan iborat. Biz yugorida boshlang‘ich bazisni
aniglash usullari bilan tanishdik. Endi topilgan boshlang‘ich ba-
zisni yaxshilashning potensiallar usuli bilan tanishamiz. Oldingi
mavzuda keltirilgan (5.7)-(5.9) masalalar transport masalasi
bo‘lgani uchun unga ikkivoglama masala tuzamiz. g

Loty 01, Vi, V..., Y, — ixtiyoriy o‘zgaruvchilar, |
2u+v <c,, j=Lnji=lm . ‘

'_;3_ T :}:a,.u! + Zb}vj — Max -
i=1 - f=1

Faraz gilaylik, x,,(=12,..,m, j =12,..n) masalaning yechimi
bo‘lsin.

Bu vechimning optimalligini tekshirish jarayoni quyidagi
teeremaga asoslanadi.

Teorema (optimallik mezoni): x,.((=12...m, j=12,..n) lar

masalaning optimal yvechimi bo ‘lishi uchun barcha band kaiaklar
uchun

HoEYpEC, (5.12)
bo lishi va bareha bo ‘sh kataklar uchun esa
| oAV ge, (5.13)
bo lishi zafur'_véi' vetarlidir. i
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u, va v, sonlar ta’minotchi va iste’molchi shoxobchalarining
potensiallari deyiladi. -

Potensiallarning iqtisodiy ma’nosini izohlaymiz. #, =—u,
belgilash kiritsak, u ta’minotchi birlik mahsulotining narxi
bo'lsa, v; =c¢, +u; esa iste’molchi birlk mahsulotining narxidir.

Iste’'molchi birlik mahsulotining narxi ta’minotchi birlik mah-
sulotl narxining transport xarajatlari bilan vig'indisiga teng.
v, <c, +u; ‘shartning bajarilishi mahsulotlarni oshirib sotishga
yo‘l go‘yilmasligini ifodalaydi. Potensial so‘zining kelib chiqishi
¢sa fizikadagi elektrostatik maydondagi zaryad harakatidan olin-
gan. Zaryadlarning elektrostatik maydonda ko‘chish ishi zaryad-
ning shu maydondagi potensiallar ayirmasiga teng. Bizda birlik
mahsulotni ¢ltishdagl xarajat birlik mahsulotning yo‘l boshi va
oxiridagi mahsulotlar ayirmasiga teng.
Keltirilgan feorema transport masalasining optimal yechi-
mini topishga imkon yaratadi. | "
Avtaylik, biror vechim aniglangan bo‘lsin. Bu yechimda
-+ n — 1 ta bazis kataklar mavjud. (5.12) tenglamadan poten-
siallarni aniqlaymiz. Lekin (5.12) sistemada tenglamalar soni m
+ n — | bo‘'lib, noma’lumlar m+#» ta. Birorta o‘zgaruvchini

nolga teng deb, qolganlari tenglamadan aniglanadi. Barcha
bo‘sh kataklar uchun ¢; =#, +v, giymatlarni hisoblaymiz. Agar

barcha bo‘sh kataklar uchun ¢ <c, bo‘lsa, topilgan yechim

optimal bo‘ladi. Agar loagal birorta bo‘sh katak uchun ¢)>c,
bo'lsa, yechim optimal bo‘lmaydi va yechim sikl bo‘yvicha qayta
tagsimlanadi. .

Transport masalasi jadvalidagi uchlari bazis kataklarda,
tomonlari esa jadvalning ustun voki satrlarida joylashgan yopiq
siniq chizigga sik! deyiladi. Shu bilan birga, siklning har bir
uchida siniq chiziglarning ikki tarmog‘i tutashgan bo‘lib,
ulardan biri satrda, ikkinchisi esa ustunda joylashadi. Agar sikini
tashkil giluvchi siniq chiziglar o‘zaro kesishsa, kesishish mugtasi
sikl uchi bo‘Imaydi.

Yechimning yaxshilanish jaravoni (5.13) shart bajarilganga
gadar davom cttiritadi.
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5.9-jadval ko‘rinishida berilgan transport masalasining

5.9-jadval
4 3 57 40 ]
6 2 1] 50
10 4 71 60
] 6 9] 30
60 80 40

“shimoli-g‘arb katagi” usulida topilgan boshlang’ich jadvali
gquyvidagicha bo‘lishini biz avvalgi mavzuda bavon gilgan edik.
Bu jadvalning oxirgi ustuni va oxirgi satrlm potensiallar uchun
ajratamiz {5.10-jadval). -

' 5.10-jadval
4 3 50 #,=0
40
6 2 1} u,=2
20 30
10 4 7 tty =4
30 16
g 6 91 u, =6
30
=4 | v;=0 vy =3

5.10- jadvalda bazis kataklar ajratib ko‘rsatilgan.
I. (5.12) sistema jadvalga ko‘ra quyidagicha bo‘ladi.

w, +v, =4
2, +v, =6
U, +v, =2
ty +v, =4
Hy + ¥, =7
wy + v, =9

Bu sistemada «, =0 deb olib, sistemaning 1-tenglamasidan

v =4 ekanligi kelib chigadi. 2-tenglamadan «,=2 bo‘ladi. 3-

fenglamadan esa v, =0 ekanligi kelib chigadi. 4-tenglamadan

u,=4. Shu tarzda davom ettirib, v,=3, «,=6 kelib chigadi.
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Keyvingi hisoblashlarda potensiallar givmatini bevosita jadvalga
kiritish magsadga muvofiq. |

2. Barcha bo‘sh kataklar uchun d, =c, -(u, +v,) givmatlarni
hisoblab, natijjalami har bir bo‘sh katakning chap yugori
‘burchagiga joylashtiramiz (5.11-jadval).

5.11-jadval

4] 3 3|2 5| #;,=0
40

6 20-4 1| u,=2
20 30
2 10 4 7| u;=4

30 10
-2 8 0 9 u, =0
630 B
v, =4 vy =0 vy =3

Agar barcha bo‘sh kataklar uchun 4,20 bo‘lsa, optimal
vechimga erishilgan bo‘ladi va jarayon tugallanadi. Agar biror
bo‘sh katak uchun d, <0 bo‘lsa, keyingi gadamga o‘tiladi.

3. Bazisga kiruvchi o'zgaruvchini (katakni) aniglaymiz. Bu-
ning uchun manfiy ¢, larning eng kichigini aniglaymiz. Bizning
misolimizda &, =-2. Bazisga (4,1) katagini Kiritamiz.

fzoh. Agar bir nechta kataklar uchun eng kichik manfiy d,
lar teng bo‘lsa, ixtivoriysi bazisga kiritiladi.

Bazisga kiritilishi lozim bo‘lgan katak aniglangandan so‘ng,
siklni tashki qiluvehi kataklar aniglanadi. Bazisga kiruvchi (4,1)
katagining +W belgisini katakning pastki o‘ng qismiga jov-
lashtiramiz. Bu yerda w (4,1) katakning hozircha noma’lum
giymati (x; =w). (4,1) katagining bazisga kiritilishi 4-ta’-
minotchidan I-iste’molchiga mahsulot jo‘natish lozimligini
~ ko‘rsatadi. 4-ta’minotchining barcha mahsuloti 3-iste’molchiga
jo'natilar edi. 4-ta’minotchidan 3-iste’molchiga jo‘natiladigan
mahsulot miqdorini w ga kamaytiramiz (30—w). Chunki 4-ta’-
minotchining imkoniyati 30 tonnaga teng. Tabiiyki, 3-iste’mol-
chining talabinmi to‘la gondirish uchun 3-ta’minotchidan keladi-
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gan mahsulot migdorini oshirish kerak. (3,3) katagining giymati .
10+w bo‘ladi. Balans saglanishi uchun (3,2) katagining giyimati
50—w bo‘ladi. (2,2) katak migdori 30+w bo‘ladi. U holda (2,1) -
katagining miqdorini 20—w ga o‘zgartiramiz. Shunday qilib,
4,1), 4,3, (3.3}, (3.2), (2,2). (2,1 kataklari siklmi tashkil
giladi (5.12-jadval).

Izoh. Har doim faqat vagona sikl aniglanadi.

Pbigern 5.12-jadval

413 312 5] #;, =0

40
b 21-4 1| w,=2

20-w 304w

2 ia 4 7| ;=4
50-w | 10+w N
-2 810 6 9y w, =6
+w ~ 30-w
v=d | v,=0 | vy=3

w ning givmati sifatida mumkin bo‘lgan eng katta qiymat
olinadi. Buning uchun mahsulotlar ayiriladigan kataklardan,
ya'ni 20—w, 50—w va 30—w ayirmalardan w ning mumkin bo‘l-
gan eng katta gqivmati w=20 bo‘ladi. Boshgacha aytganda,
w=min (20,50,30) bo‘ladi. Demak, (2,1) katagi bazisdan
chigadi. natijada gayta tagsimlangan mahsulot II]lquﬂal'l 5.13-
1advaldag1dek joviashadi. -

5.13-jadval
4 3 50 =0
40 l
6 2 1| =0
50 |
10 4 Tl u3=2
30 30
R 6 Of u,=4
20 10
w =4 v, =2 | 1«'»;:5_[_____
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Olingan oxirgi tagsimot bo‘yicha joriy wechim . x,, =40,
Xy =30, X3, =30, x3;, =30, x,, =20 va x,, =10 ga, umumiy xarajat
esa 840 bitlikka teng. Bu natijjaning vaxshilangantigini ko'rsatadi.

4, Olingan natijani optimallikka tekshiramiz. Potensiallarni
jadvaldan foydalanib osongina hal ¢ilish mumkin. Bo‘sh
kataklar uchun d; =¢; - («, +v,) giymatlarni joylashtirib chigamiz.

Natijada 5.14-jadvalni hosil gilamiz.
| 5.14-jadval

471 310 50 wy=0
40
2 6 214 1| 4,=0
30
4 10 4 TV uy=2
30 3
g10 6 91 u,=
20 10
v =4 Vy =2 vy =5

d., =—4 boflgani uchun hali optimallikka erishilmadi. (2,3)
katagini bazisga kiritamiz.

5. Siklni tashkil giluvchi kataklarni aniglaymiz. (2,3) kata-
giga +w (iyvmat beramiz, (2,2) katakning gtvmati 50—w bo‘ladi.
(3.2) katagi uchun 30+w va (3,3) katagining giymati 30—w ga
o‘zgaradi. Demak, sikl kataklar: (2,3). (2,2), (3,2) va (3.3).
Min(30,50)=30 bo‘igani uchun w=30 bo‘ladi (5.15-jadval).

5.15-jadval
411 3|10 5 =0
40
2 6 2]1-4 1| u,=0
50-w { tw
4 10 4 7| uy=2
3+w | 30-w
80 6 9l u, =4
20 10
v =4 v, =2 vy =3




Shu narsaga e’tibor berish lozimki, siklni tashkil giluvchi
kataklar ichida bazisga kiritilishi lozim bo‘lgan katakdan tashqari
barcha kataklar bazis kataklardan iborat bo‘ladi.

Demak, qavta tagsimlash natijasida 5.16-jadval yuzaga
keladi,

5.16-jadval
4]1-3 310 5 =0
40
6 6 2 1 ty =4
20 30
8 10 4 4 tHy =—2
60 7
§1-4 61 9 Hy= 1
20 190 l
¥ =4| v, = vy = _J

Olingan oxirgi tagsimot bo‘vicha jorly vechim x, =40,
X =20, X5 =30, x,,=60, x, =20 va x,=10 ga, umumiy xarajat
esa 720 birlikka teng bo‘ladi. Xarajat yvaxshilandi.

6. Natijani optimallikka tekshiramiz. Buning uchun yangi
potensiallarni aniqiaymiz.

Oxtrgi  jadvalning o‘zida bo'sh  kataklar uchun
d; =c; ~(u, +v,) giymatlarni hisoblab chigamiz.d, =-3 va d, =—4
bo‘lgani uchun optimal vechimga erishilmadi. Bazisga (4,2)
katagin kiritamiz.

7. Siklni aniglaymiz. Buning uchun vugorida bayon qihngan
jarayonni takrorlab, 5.17-jadvalni hosil gilamiz.

5.17-jadval
4 3 3 w =0
4}
6 2 1 4, =
20- Ji
W +w _H
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10 4 71 ty = =2
60 .

o0
=gl

9 1y =4
120 +w 10-w

v =4 Vy = V3 =

Bazis kataklar: (4.2), (4.3), (2.3) va (2,2). w=10 bo'lib,
{4,3) katagi bazisdan chigadi. Qayta tagsimlash natijjasida 5.i8-
jadval hosil bo‘lad.

5.18-jadval
- 471 374 5] wm=0]
4 B
2 6 2 1 by =0
10 40
4 10 414 7 ty; =2
60
& 6|4 9 w, =4 |
_g.!-_] . 10 I| —— l
v =4 V. = ¥y =f _J

Jorly vechim v, =40, x,.=10, x,=40, x,=60, x,=20 va

x, =10 ga, umumiy xarajat esa 680 birlikka teng bo‘ladi.
" 8. Natijaning optimalligini tekshiramiz. Buning uchun
potensiallarnl gayta hisoblab chigamiz. =0, v =4, u,=4,
v, =2, =2, u,=0 va v; =1 ga teng bo‘ladi. Bo‘sh kataklar
~uchun d;=c, -(u,+v,) ning givmatlarini joylashtirib chigamiz.
Barcha bo‘sh katakiar uchun 4, ning giymati nomanfiy bo‘lgani
uchun optimal vechimga erishildi. Demak, optimal tagsimot
X =40, x5, =10, xy =40, x5, =60, x, =20 va x,=10 bo'lib,
minimal xarajat 680 birlikka teng bo‘ladi.

5.3.2. Maxsus holar

| Transport masalasimt potensiallar usuli bilan yechish
jarayonida uchraydigan maxsus hollarga to‘xtalib o‘tamiz.

1. Ba’zi hollarda sikl bo‘yicha qayta tagsimlash jarayonida

w=0 bo‘lisht mumkin. Bu holat siklni tashkil giluvchi ayir-
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malarda (x, -w) kataklarning birortasida x, nolga teng bo'lgan-
da ro‘y beradi. Bunda vangi bazisga kiradigan katak qivimati
nolga teng deb olinadi. Bazisdagi nol giymatli katak bazisdan
chigadi.

2. Agar qayta tagsimlash jarayonida, bir vagtda bir necha
kataklar bazisdan chiqadigan holat ro‘y bersa, ixtiyoriysi bazis-
dan chigarilib, golganlart nol qiymatli sifatida bazisda qoladi.

Bu holatlarni misolda ko‘rib chigamiz. 5.19-jadval ko‘rini-
shida berilgan transport masalasiga murojaat etamiz,

3.19-jadval
1 3 3 0
303 2 30|
4 | 1 2 11|
20 | 1o - 40 ”1

Boshlang‘ich jadvalni “shimoli-g‘arb katagi” wsulida vechib,
5.20-jadvalni hosil gilamiz.

5.20-jadval
1 3 3 msﬂi
20 10 _ |
3 3 2 . =0
0 30 . ]
S 4 I 2 ey = l
10 |
¥ =1 v, =3 Py =2 B

Jadvalning optimalligini aniglaymiz. Buming uchun po-
tensiallarni  hisoblaymiz va bo‘sh kataklarda o, =c, -, +v))
aiymatlarni hisoblab, kataklarning yugori chap gismiga joylash-
tiramiz (5.21-jadval). |

gy .

' 5.21-jadval

¥

0

i

|
2 3 3 é o, =0 i
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3 41-2 1 2| u, =8

v, =1 v, =3 vy, =2

o (3,2) katagida d,, =-2 bo‘lgani uchun yechim optimal emas.
Jadvaldan sikl tashkil gilamiz.

5.22 -jadval
| 3 3 =0
20 10
3 3 2 1, =0
{-w 30+w
4 1 2 Hy =0
+w 10-w
v, =1 ___“_v2:3 v3=2! g

(3,2), (3,3), (2,3) va (2,2) kataklar sikl tashkil qiladi (5.22-
jadval). min (0,10)=0 bo‘lgani uchun w=€ bo‘ladi. Natijada
gqayia tagsimotda katak qiymatlaii o‘zgarmaydi, fagat bazis
kataklarning joylashuvi o‘zgaradi (5.23-jadval).

5.23-jadval
1 3 -1 w, =0
20 10 3 ]
4 312 3 2 2y =2
] 30
5 4 ] 2 Hy==2
. i 10
v =1 v, =3 vy =4 |

5.23-jadvalni optimallikka tekshiramiz. Buning uchun
potensiallarmi gayta hisoblab chigamiz (natija jadvalning oxirgi
satr va ustunida keltirilgan). ¢, =c, -, +v,} giymatlarni bo‘sh
kataklar uchun hisoblab chigamiz va siklni tuzamiz. =
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5.24-jadval

1 3i-1 3| w =0
20 10-w +w
4 312 3 2| u. =2
30 |
5 4 i 2| tig=—2
1Ot 10-w
v =1 vy =3 vy =4

(1.2), (1,3) ,(3.2) va (3,3) kataklar sikl tashkil giladi (5.24-
jadval). (1,2) va (3,3) kataklardagi qiyvmatlar teng va w=min
(10,10)=10 bo‘ladi. Bunda (1,2) voki (3,3) kataklardan birini,
masalan, (3,3) katakni bazisdan chigaramiz. U holda 5.25-jadval
hosil bo‘ladi.

5.25-jadval

1 3 L3 =0 |
20 0 10 |
3 31 3 2] u,=-1 ;
g 30 |
'3 4 1{1 2 u?_x--“ﬁl
|| 10 |
f v=1 | v =3 vy =3 l

| Natijani optimallikka tekﬁhiramiz. Potensiallarnt  aniglab,
~bosh kataklar uchun d;=c, ~( +v,) dqiymatlarni jadvalga

tushiramiz. Barcha bo‘sh kataklar uchun 4, >0 bﬂ‘lgam uchun
optimal yechim aniglandi.

5.4, Ochiq transport masalasi

Bu mavzuda fransport masalasidagi talab va takliflar teng
bo‘lmagan holatdagi masalalarni yechish usuli kelfiriladi. Ochig
transport masalasini yopig turdagi transport masalasiga qanday
keltirish mumbkinligi bayon gilinadi.

Yuanlda ta’kidlanganidek, taklif talabga teng, ya’'ni

Za = Zb bo‘lganda, vopiq transport masalas1 deyﬂadl Aks hﬂl—

=l f=t
159



da ochiq transport masalasi deviladi. Ochiq transport masalasi-
da ikki holat bo‘lishi mumkin: a) taklif talabdan katta, yva’ni

za ::-zbj, b) talab taklifdan katta }:a {zb Masalaning ma-

2= J=
tf:matlk modelida ikkala holatda ham magsad funksiyashiing
ko‘rinishi o‘zgarishsiz qoladi:

m un

=Y Y cpx, —> min

=l j=|

Shartlarning: ko‘rinishi @) holatda

Zx <a, i=12,.m,
J=1
rx,=b;, j=12,.n,

=1

b) holatda

n
22X =a, i=12, m,
J=l
m '

| ?_,:xﬁﬂbj, Jj=12_n,
-

xy 20, (=12, ..m j=12,..n).

Ochiq transport masalasi vopig transport masalasiga keltirilib
yechiladi:
a) holatda, ya'ni taklif talabdan ortiq bﬂ‘lganda qn‘shimeha

sun’iy iste'molchi kiritilib, uning talabi &, za ~ Zb ga teng

J=t
deb garaladi.
b} holatda, va’ni talab taklifdan ortiq bn‘lganda qﬂ‘shjmcha

sun’ty ta’minotchi Kiritilib, uning talabi a,,, = za ga teng

J= =
deb garaladi.

Sun’ty iste’molchiga ham, sun’ity ta’minotchidan ham
mahsulotlar eltib berilmaganligi uchun birlik mahsuloini trans-
port xarajati nolga teng deb olinadi. Natyada masala vyopig
transport masalasiga aylanadi va u ynpiq transport I'[l'lSEllElSlIll
vechigsh kabi vechiladi. L
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lemisol. 5.26-jadvalda keltirilgan transport masalasini ko‘rib
chigamiz. o | -

5.26-jadval

4 3 5 40
6 2 1 50
19 4 7 45
8 6 3 30
60 i) 44)

Bu  masalada  taklif  40+506+45+30=165 talabga
60+80+40=180 teng emas. Demak, masala ochiq transport
masalasidir. Talabi 180-165=15 birlikka teng bo‘lgan sun’iy
iste’molchi kiritib, masalani yopiq transport masalasiga aylan-
tiramiz. Natijada 2.27-jadval hosil bo‘ladi. -

5,27-jadval
4 3 5 40
6 2 I 1 30
16 4 7 45
8 6 3 30
0 0 0 15
60 80 40 i

Yopiq transport masalasini ganday yechishni bilamiz. Kam
xarajatlar usulidan fovdalanib, quyidagi boshlang'ich tagsimotni
olishimiz mumkin (5.27- jadval).

5.27-jadval
4 3 5 40
40
6 2 t 530
10 40
10 4 7 45
15 30 ]
8 6 3 30
30
] 0 0 15
15 ]
60 80 40
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- Potensiallar usuli vordamida hisoblashlarni davom ettirib,
guvidagi oxirgi jadvalga kelamiz (5.29-iadval).

5.29-jadval
4 3 5 40
46
6 2 1 50
35 15
10 4 71 45
45
2 6 3 30
5 25
] 0 0 15
15
60 80 4()

Bu jadvalga ko'ra birinchi iste’molchiga 15 birlik kam mahsulot
vetkaziladi, golgan iste’molchilarning talablari to‘la gondiriladi.
Umumiy xarajat 540 birlikni tashkil qitadi.

2-misol. |-misolni birinchi iste’molchining talabi to‘la qon-
dirish sharti ostida yechamiz.

Bu verda ham 1-misoldagi kabi, sun’iy ta’minotchi Kirita-
miz. Shu bilan birga, sun’iy ta’minotchidan birinchi isie’mol-
chiga vetkaziladigan birlik transport xarajatini vetarli katta son,
masalan, 1000 deb olish kerak. Sun’ity ta’muinotchidan golgan
iste’molchilarga bo‘lgan xarajat ¢ birlikka teng deb olinadi.
Hisoblash jadvali 5.36-jadval ko‘rinishida bo‘ladi.

5.30-jadval

4 3 5 40
6 2 | 50
10 4 7 45
g 6 3 30

1600 {} 0 L5
60 80 40

.. Minimal xarajatlar usuli bilan boshlang lc:h bazisni aniglay-
‘miz (5.31- jadval).
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40
40
6 2 I} 50
10 40
i0 4 7| 45
30 15
5 6 3| 3
30
1000 0 0 15

_ 60

&0

40

.-5.31-iadval

Potensiallar usuli bilan optimal yechimni tﬂpamjz (5.32-

Jadval)

4 3 40
40
6 2 1 50
20 30
10 4 7 45
45
8 6 3 30
20 10
1000 0 0 15
15
60 80 40

5.32 jadval

Natijada quyidagi yechimga ega bo‘lanuz. Buinchi ta’mi-
notchidan birinchi iste’'molchiga 40 birlik, ikkinchi ta’minotchi
ikkinchi iste’molchiga 20 birhk, uchinchi iste’molchiga esa 30
birdik, uchinchi ta’minotchi 45 birhk ikkinchi iste’molchiga, -
to‘rtinchi ta’minotchi 20 birlik birinchi iste’molchiga va 10 bir-
lik uchinchi iste’molchiga mahsulot jo‘natiladi. ikkinchi iste’-
molchiga talabidan 15 birlik kam mahsulot yetkaziladi. Umumiy
xarajat 600 birlikka teng bo*ladi.

3-misol. 1-misolda keltirilgan transport masalasiga go‘shim-
cha shart kiritamiz: barcha iste’molchilarning talabl tekis qon-

dirilsin.
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¥ Bunday masalani vopiq transport masalasiga keltirish uchun

barcha iste’molchilarning talabi kamaytiriladi. Buning uchun

iste’'molchilarning talab migdorlari ):";al. iﬂjb}. koeftitsiyentga ko'-
A e

paytiriladi. Sun’iy ta'minotchi kiritishga hojat golmaydi.

Bizning misolda bu koeffitsivent 165/180=0,917 ga ieng.
Iste’molchilarning  talahlarini  o*zgartirib chigamiz: birinchi
iste’molchi  talabi  60.09t7=5502, ikkinchi iste’moichi talabi
80-0,917=73,36, uchinchi iste’molchi uchun 40.0,917=36,68 bo‘ladi.
Bu migdorlarni butun sonlargacha vaxlitlaymiz. U holda hisob-
lash jadvali 5.33-jadval ko‘rinishida bo‘Tadi.

5.33-jadval
4 ] 5 40
6 2 i 50 |
10 4 7 43
8 6 ] 30|
33 73T a7

~+ Bu oddiy vopiq transport masalasini vechib, 5.34-iadvalni
hosil gilamiz.

5.34-jadval
4 3 5 40
40
6 2 1 50
28 22
10 4 7 45
45 N
8 6 3 30
15 15
35 73 37

Bu jadvalga ko‘ra birinchi iste’molchi 60-55=5 hirlik, ikkin-
chi iste’'molchi 8G-73=7 birlik va uchinchi iste’molchi esa 40-
37=3 birlik kam migdordagi mahsulotlarga ega bo'ladi. Umumiy
transport xarajati esa 583 birlikka teng bo‘ladi.
Taklif' talabdan wugori bo‘iganda ham misoliarni ycchlsh
jarayoni ko‘rsatilgan tarzda amalga oshiriladi.
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- 8.5. Transport masalasiga keltiriladigan masalalar

Bu mavzuda transport masalasini yechish usullarini qo‘liab,
iransport masalasiga keltiriladigan masalalar bayon qilinadi va uni
yechish usullari keltiriladi.

5.5.1. Maksimallashtirish masalasi

Ba’zi transport masalalarida magsad funksiyasini maksimal-
fashtirish lozim bo‘ladi. Bunda baliolash matritsasining koeffi-
tsiyentlar ta’minotchidan iste’molchiga birlik mahsulotni eltish-
dan keladigan foydani anglatadi.

Boshlang‘ich bazisni “shimoli-g‘arb katagi” usulida aniglash
goidasi minimallashtirish masalasi kabi amalga oshiriladi. Lekin
boshlang‘ich bazisni kam =xarajatlar usulida emas, balki ko‘p
foyda usulida go‘llash talab etiladi. Ya’ni, avvalo, baholash qiy-
mati eng vuqori katak tanlanadi.

Yechimni potensiallar usuli bilan yaxshilash jarayonida ham
taktikam o‘zgartiramiz. Yechimni vaxshilash magsadida bo‘sh
kataklar vchun ¢; - (», —v,) qiymatlarning musbatlari ichidan eng
kattasi olinadi. Agar barcha bo‘sh kataklar uchun ¢; -, -v,) <0
bo‘lsa, optimal yechim topilgan bo‘ladi.

Maksimaliashtirish masalasinn  minimallashtirish  usuliga
keltirib yechish ham mumkin. Buning uchun magsad funksivasi —
1 ko'paytiriladi va jadvaldagi baholash matritsasining barcha
givinatlari ham manfly bo‘ladi. So‘ngra masala minimallash-
tirish masalasi kabi yechiladi.

5.5.2. Mabhsulotlarni eltisbni taqiqlash usuli

Bunday masalalar, masalan, ta’'minotchidan iste’molchi olib
boruvchi vo‘l berk bo‘lishi (ta’mir ishlari munosabati bilan)
mumkin. Buni hal gilish uchun marshrut mumkin bo‘lmagan
katakka minimalashtirish masalasida vetarli katta M>( son
qgo'yib vechiladi. Qolgan barcha hjsc:blash ishlari nsoladagdek
davom ettiriladi. -
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5.5.3. Marshrut imkoniyati chegaralangan holat

Ba’'zan marshrutlarning imkonivati chegaralangan bo‘lishi
mumkin. Masalan, i-ta’minotchidan j-iste’molchiga vetaklovchi
marshrut imkoniyati g birlik bo‘lsin. Bu holda j-iste’molchining
ustuni ikki ustunga ajratiladi: ;° va ;7. Birinchi ustundagi talab
b.=b;,~¢ ga tkkinchi ustundagi talab esa 5 =4 ga teng deb
olinadi. 1 satriing ;- ustunidagi katakning bahosi tagiglangan
katak deb hisoblab, uning giymatini M deb olamiz (M vetarli
katta musbat son). ;7 ustuniga mos katak bahosi esa ¢, ga teng
deb olinadi. Qolgan hisoblash ishlari ham odatdagidek davom
etiiriladi.

| 5.5.4. Ishga optimal tayinlash

- Firma m ta kishini 7 ta lavozimga ishga olmogchi. #-kishi
J-lavozimga tayinlanganda firma foydasi ¢, bo‘lsin. Masala gaysi
kishini gaysi lavozimga tayinlash magsadga muvofigligidan
iborat bo‘ladi. Bu verda shuni nazarda tutish lozimki, har bir
Kishi fagat bitta lavozimga tayinlanadi.

- Masalaning matematik modelini qurish uchun x; orqali /-
kishining j-lavozimga tayintanishini belgilaymiz. Har bir kishi
fagat bitta ishga tayinlanganligi uchun x, taqat 1 yokt 0 qiy-
- matni gabul qiladi: agar /-kishi j-lavozimga tayinlanganda x, =1
bolib, tayinlanmaganda esa x,=0 bo‘ladi. Shuning uchun

>x, =t va Xx, =1 bo'ladi. J-kishini j-lavozimga tayinlanganda

1=1 1=l

foyda c¢,x; bo‘ladi. Umumiy fovda esa f :§ ixy. ga leng

J=1 =1
bo‘ladi.
Shunday qilib, quyidagi masalaga kelamiz.

HH H
f =§1 Z%xy —> max

S x, =1 (=12,.,m)
J=1 .
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- Misol. Ishga optimal tayinlaei: soveowscoipe tmovs awicausss.
Uchta bo'sh o‘ringa uch kishini olish kerak. Ishchilarning fir-
maga keltiradigan fovdasi 5.35-jadvalda keltirilgan.

5.35-jadval

1-ish | 2-ish | 3-ish
1-ishchi 5 4 7
2-1shchi 6 7 3
3-ishchi 8 11 3

"Shimoli-g'arb katagi” wuwsulida biror boshlang‘ich bazis
kataklarni aniglaymiz. (1,1) -katagi bazis deb olingandan so‘ng
bir vagtda 1-satr va l-ustun hisoblashdan chigishini e’tiborga
olsak, goidaga ko‘ra 1-satr yoki 1-ustundagi biror bo‘sh katakni
(masalan, bizning misolda (2,1) katagi) 0 givmat bilan bazisga
kiritamiz va h.k. 5.36-jadval hosil gilinadi.

5.36.-jadval
i-ish| 2-ish| 3-ish -
1-kishi 5 4 7
1
2- kishi 6 7 3
0 1
3- Kishi R (1 3
0 1

Hisoblashlarni potensiallar vsuli bilan davom efgirib, oxirgi
5.37-jadvalga kelamiz. -

5.37-jadval

‘ 1-ish | 2-ish| 3-ish

1-kishi 5 4 7]
| 0 1

2-kishi 6 7 30

1 ¢

3-kishi 8 i1 34

| 1




Demak, bu jadvalga ko'ra 1-kishi 3-ishga, 2-kishi 1-ishga va
3-kishi 2-ishga olinganda firma eng vugori foyda ko'radi.

5.5.5. Turli mahsulotli transpert masalasi

Iste’molchilarga har xil turdagi mahsulotlarni eltish zaru-
riyati tug‘ilgan bo'lsin. Bunday masalalarni yechishda har bir
ta’minotchi m turli mahsulot bo'lsa, shuncha ta'minot shoxob-
chalariga; iste’molchilarning # turli mahsuloti 7 ta turlt shartli
iste'moichilarga ajratiladi.

Turli mahsuloth transport masalasini misollar bilan ko‘rib
chigamiz.

4, fermer xo‘jaligida 3000 tonna I nav va 4000 tonna II nav
bug‘doy uvrugi bor. 4, fermer xo‘jaligida esa mos ravishda 5000
tonma va 2000 tonna I va II navli bug‘doy wuruglari bor.
Urug'lar 1kki elevatorga vetkazilishi kerak. Birinchi elevatorga
2000 tonna I nav, 3000 tonna II nav va 2000 tonna ixtivorty
navdagi urug'larmi yetkazish lozimn.

Shuningdek, 2-elevatorga 8250 tonna urug’ jo‘natishi kerak
bo‘lib, shulardan 1000 fonnasi I nav, {500 tonnasi I nav urug’-
lar bo‘lishi kerak.

Bir tonna urug‘ning transport xarajatlari: 4, dan B, va B,
ga mos ravishda 1 va 1,5 birlikka, 4, dan B, va B, ga mos ra-
vishda 2 va 1 birlikka teng. Transport xarajatini minimallashti-
ruvchi rejani aniglash kerak.

Har bir ta’'minotchini shartli ravishda (bug‘doy turiga garab)
ikki ta’minotchiga ajratamiz: A4',4°,A) va 4. Har bir
iste’molchilar shartli ravishda uchta iste’molchi shoxobchalariga
ajratiladi: B!, B} va B) (I nav, II nav va ixtiyoriy nav) ; B., B?
va Bj. Talab taklifdan yugori bo‘lgant uchun sun’iy ta’minotchi
4, kiritamiz. Jadvalning ba’zi kataklarini yetarli katta son M
bilan ajratamiz. Masalan, (1,2) katagini M bilan belgilaymiz,
chunki 4' ta’minotchi B} iste’molchining talabini gondita
olmaydi. 4, ta'minotchida B’ iste’molchini qondiruwhl urug’

yo'q.
Natijada 5.38-jadval hosil bo‘ladi.
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5.38-jadval

[sie'meolchi | 5,

B, ’Zaxira

~ 1 | pe 0 1 3 | po ' {ming
Ta’minotchi 5 _BI BB !BZ 5 honna)

4, TA I ] IEREE ! M 1,5 |3

4 ML 1 M | L5 | LS [ 4

4, RE | M | 2 i 'L M T 1 [ 3

| 2 (M2 {2 M| 111 2
4 61 6] 0 ¢ [ 0 | ¢ 1,25 |
Taklif (ming 2] 3 12 b1 15 | 5875 |
tonna) L ' E l

5.38-jadvaldan foydalanib optimal yechimni aniglaymiz.

- 5.39-jadval
~._Iste’molchi | 5, B, Zaxira
‘\\\i B, | R B“__—[B}.LTﬂmjﬂg
Ta’ minotchy v ' ! - - 2 tonna)
4 4 ' 1 M 1] 15 M 1,5| 3
2 11 L
42 M 1 i M{ 1,3 1,5] 4
| 3 1
F 2] M ) 1M 1! 5
| 1 4
A2 M 2 2 M 1 1[ 2
, B ! 1,5 (0,5
N 0] 0 0 0l 0} 0f L35
Taklif (ming 2 | 3 2 1‘. 1,5 | 5,75
Lotz ) ] |

5.39-jadvalga asosan 1-ta’minotchi 1-iste’molchiga I nav urng’-
dan, 2 ming tonna; 2 navdan 3 ming tonna va ixtiyoriy navdan
(I va 1l navdan) 2 tonna (I navdan ming, Il pavdan ming
tonna jo‘natadi).

- Ikkinchi ta’minotchi ikkinchi elevatorga 1 nav bug‘doydan 1
ming tonna, II navdan 1,5 ming tonna, ixtivoriy navdan 4,35
tonna jo'natadi. Ikkinchi elevatomning ixtivorly mnav uchun
bo‘lgan talabi to'la gondiriimaydi (1.25 ming tonna yetkazil-
maydi). Minimal xarajat f,, =14 birlikka teng bo‘ladi. -
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Tayanch iboralar

Transport masalasi, ochig va vopiq transport masalalari, ba-
zis kataklar, bo‘sh kataklar, “shimoli-g‘arb katagi” usuli, mini-
mal xarajatlar usuli, xarajat matritsasi, potensiallar wsuli, sikl.
optimallik mezoni, boshlang‘ich bazisni topishdagi maxsus hol-
lar, biror marshrut bo‘vicha yo‘l yopiq, biror marshrut bo‘vicha
yo‘l chegaralangan. ochiq transport masalasida biror talabni to‘-
la qondirish, biror taklif tomonni to‘la gondirish, transport ma-
salasiga keltiriladigan masalalar, dastgohlarni optimal tagsim-
lash, opiimal ishga tagsimlash, turli xildagi transport. mabalalan
mdkﬂm:alla*;htmsh masalasi.

1.

2.
3.
4.

Savollar

Qanday transport masalalari yvopiq transport masalalari
turkumiga kiradi?

Yopiq transport masalarida boshlang‘ich tagsimotni topish
“shimoli-g‘arb katagi” uvsulida qanday amalga oshiriladi?
Boshlang‘ich tagsimotmi munimal xarajatlar usulida to-:
pishning mohiyati nimadan iborat? -
Boshlang‘ich tagsimotni aniglash jarayonida ro‘y bera-
digan maxsus hollar nimalardan iborat? :

. Transport masalasini vechishning potensiallar usuli gan-

day amalga oshirilad1?

. Transpoit masalasini potensiallar usuli bilan vechish jara-:

vonida siklga kiruvchi kataklar ganday aniglanadi?

. Yopiq transport masalasini minimallashtirishda oxirgi jad-i

valga kelinganligi gqanday aniglanadi?

. “Shimoli-g‘ard katagi” usulini maksimallashtirish masa-:

lasida go‘flash jarayoni minimallashtirish masalasidan fargq’
giladimi?

. Boshlang‘ich tagsimotnt topish jaravoni minimal xara-

jatlar usulini maksimallashtirish maqalamga ganday tatbig
gilinadi?

10. Biror marshrut yopiq holatda bo‘lgan transport masalasi

ganday yechiladi?

-11. Talab taklifdan kichik bo‘lgan transport masalasini biror

iste’molchi talabml to‘la qﬂndmsh 5hart1da qanda,y |
yechiladi?
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12. Talab takiifdan katta bo‘lgan transport ‘masalasini biror
ta’minotchi talabini fo‘la gondirish shartida ganday
yechiladi?

. 13, Talab takiifdan kichik bo‘lgan transport masalasini bar-
cha iste’molchilar talabini proporsional qﬂndmsh shar-
tida ganday yechiladi?

14. Biror marshrut imKonivati chegaralangan tpansport ma-
salasini vechish ganday amalga oshiritadi?

15. Transport masalasini maksimallashtirishga yechishda po-
tenstallar usulini go‘lash jaravoni minimallashtirish ma-
salasidan nimasi bilan farg giladi?

16. Transport masalasining xarajat matritsasi #xm o‘lchovli
bo‘lganda hazis kataklar soni nechaga teng ho‘ladi?

17. Turli mahsulotli transport masalasi ganday vechiladi?

18. Ishga optimal tagsimlash masalasi ganday yechiladi?

Mashgiar

" 5.1. Bazaning uchta omborida mos ravishda S5;=180, 5,=60 va
S7=80 birliklarga teng yuklar jovlashgan. Bu vukiarni to‘rtta
do‘konga targatish kerak. Do‘konlarning yuklarga talablari
mos ravishda D =120, D,=40, Dy=60 va D4=80 birliklarga
teng. Birlik yukni omborlardan do‘konlarga eltishdagi trans-
port xarajatlari jadvalda berilgan.

D, | D, [ D Dy |
Sy 2 {1 3 4 | 3
S 5 13 i 2
S, R 4 2

Yuklarnt omborlardan do‘konlarga eltishdagi transport
xarajatlarini mintmallashtirishning matematik modelini tuzing.

5.2. A, B va C omborlarda mos ravishda 100, 150 va 250 fonna
urtg® bor. Bu uruglammi 4 ta punktga jo‘natish kerak. Punkt
talablari mos ravishda 50 t, 100 t, 200 t va 150 t ga teng. A
ombordan | t urug'ni punktlarga jo‘natishdagi transport xara-
jatlari mos ravishda 80, 30, 20 va 20t pul birligiga, B ombor-
dan esa 40, 106, 60 va 70 ga hamda C ombordan esa 10, 90,
40 va 30 ga teng. Transport xarajatlarini minimallashtiruvchi
optimal rejani aniglang.
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5.3. Quyidagi transport masalalari uchun ﬂpilmdl maksimal-
lashtirish rejasini toping.

Taklif

1) 1 12 [3 JTakiif| 2) 1 12 |3
1 513 14 1100 I 4 12 _Ja_ 100
2 J2]1 |10 150 2 16 o |1 ]150
3 Je [8 13 |80 312 17 15 |80
Talab | 90 [ 136 { 110 Talab[100 {126 1110 |

5.4. Quyidagi ochiq transport masalasida minimaliashtirishga oid
jadvaliar keltirilgan.

1) 1 12 3 [Taklif! 2) i1 |2 73 {Taklif
1 1513 14 19 ot 4 [2 14 100
2 2 [1 10 |150 2 I 16 |1 1130 |

3 6 18 [3 |80 3 2 {7 |5 T80
Talab § 90 | 130] 110 Talab ] 100 [ 120 | 110

- I-masalani uchinchi iste’molchining talabi to‘la gondirilish
sharti ostida yeching.
2-masalani ikkinchi iste’molchining talabi to‘la gondirilish
sharti ostida yveching.
5.5. Quyida transport masalasiga oid jadvallar keltirilgan.

VI 1 12 ITaklﬂ 2 [ 1 12 13 [Takif
1 513 4 90 1 14 12 14 lioo
2 1201 (8 [i30 2 1 |6 |1 |10
3 6 17 |3 |80 3 2 17 15 |90
"Talab | 90 | 100 uol q Talab] 100 ] 90 | 110

1-jadvalda ikkinchi ta’minotchidan ikkinchi iste’molchiga
cltuvchi yol imkoniyati chegaralangan bo‘lib, uning imKkonivati
.10 birlikka teng bo‘lganda transport Xarajatini minimallashtiruv-
chi optimal rejani aniglang.

2-jadvalda ikkinchi ta’minotchidan uchinchi iste’molchiga
eltuvchi yo'l iimkoniyati chegaralangan bo‘lib, vning imkoniyati
40 birlikka teng bo‘lganda transport xarajatini minimaliashtiruy-
chi optimal rejani aniglang.
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YI bob. MATRITSALI O‘YINLAR
6.1. Boshlang‘ick tushunchalar

Bu mavzuda o‘vinlar nazariyasi tushunchasi gisqacha bayon
gilinib, bunday nazarivaga oflib keladigan holatlar, matritsali va
bimatritsali o ‘vinlar tushunchast kelfiviladi.

Ko‘plab iqtisodiy va harbiy masalalarni vechishda ziddiyatli
jarayvonlarni tahlil qilishga to'g’ri keladi. Bunday jarayonlarda
ikki voki undan ortig tomonlar ishtirok etib, ularning maqgsadla-
ri garama-garshi bo‘ladi. Bir tomonning ganday tadbirni amalga
oshirishi garshi tomonlarning harakatiga bog‘lig bo‘ladi.

Masalan, urush holatida bo‘lgan tomonlarning atyati garshi
tomonning 0‘z magsadini amalga oshirishdagi vrunishlariga gar-
shilik gilishdan iborat. Igtisodivotdagt ziddiyatli holatlarga sav-
do-sotig bilan shug‘ullanuvchi fumalar bilan ishlab chigaruvchi-
lar orasidagi munosabatni keltirish mumkin.,

Bunday ziddiyatli holatlar tahlili bilan matematikaning max-
sus bo‘limi o‘yiniar mazariyasi shug‘ullanadi. O'yinlar nazarivasi
garama-garshi tomonlar uchun optimal vo*lni taniashga imkon
beradi.

O‘yvinlar nazarivasida o‘vinlarning turlari ofvinchilar va
strategivalar soni, o‘yvinchilar munosabatidagi xarakier, yutuqg
xarakteriga garab aniglanadi.

O‘vinda ikki yoki undan ortiq oyvinchilar ishtirok etishi
mumkin, Tkki o‘vinchi gatnashgan o‘yinlar yaxshi o‘rganilgan.
Uch va undan ortiq o‘vinchilar gqatnashgan o'yvinlar kam o‘rga-
milgan. |

Ofyindagi strategiyalar soniga garab oyinlar chekli yoki
cheksiz bo‘lishi mumkin. Agar barcha ofyinchilarning strategiva-
lari chekli bo'lsa, chekii strategivali o'vin deyiladi. Agar o‘yin~
dagi biror o‘vinchining strategivalar soni cheksiz bo‘lsa, bunday
0'vin cheksizg sirategiyvali o'yin deyiladi. 5

O*yindagi o'yvinchilarning o‘zaro xarakteriga garab: -
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o koaliatsionsiz (o‘yinchilaming o‘zaro kelushuvi tagiglanadi)

e koaliatsionli (kooperativ) bo'lishi murmkin.

O‘vin vutug‘ining xarakteriga garab, pol yigindili o“vin (barcha
o‘vinchilar yutuglarining vig‘indisi nolga teng) va nolmas yig‘indili
o‘yimlarga ho‘linadi.

Yutuq funksivasining ko‘rinishiga garab, o‘yinlar matritsali,
bimatritsali, vzluksiz, gavariq va boshga turlarga bo‘linadi.

Ikki o‘yinchidan iborat nol vig'indili o‘yin matritsali o‘yin
deviladi. Matritsali o‘yinda I o'vinchining vutug'i matritsa ko~
rinishida beriladi. Matritsaning satrlari | o'vinchining strategiva-
larini, wstunlari esa II o‘vinchining strategivalarini ifodalaydi.
Matritsaning 1-satri va j-ustunida jovlashgan element I o‘yvinchi-
ning tanlangan strategiyalardagi yutug‘ind beradi.

Ikki o‘yinchidan iborat nolmas yig'indili o‘vin bimatritsali
o‘yin deviladi. Bu turdagi o'vinda har bir o'yinchining vutug
matritsasi alohida beriladi.

Bu bobda biz matritsali o‘yinlar bilan shug*ullanamiz.

Umumiy holda matritsali o'vin 6. 1-jadval ( matritsa)
ko‘rinishida beriladi. _
6.1-jadval

| b; I f?z | bn
i | _app a2 a iy
ay 227 23 Ly
iy i i w2 mn

Bu verda ¢, — 1 o*vinchining strategivalari, bj — II oyinchining
strategiyalari. a; — 1 oyinchining i-strategiyani, II oyinchi j-
strategivani tanlagandagi yutug'. Matritsali o‘yvin nol yigfindili
o‘yin bo‘lgani uchum, Il o‘yinchining to‘lov matritsasining ko‘-
rinishi I o'vinchi to'lov matritsasining teskari ishora bilan olin-
ganiga teng. |

Matritsali o‘yinga olib keladigan ikki masalant ko‘rarmiz.

I-masqla. Bir bozorda fagat ikki A va B ragobatchi kompa-
niyaning mahsulotlari sotiladi. Boshlang‘ich vaqgtda ularning bo- |
zordan keladigan ulushlari teng. Ulaming ikkalasi ham bozordan
keladigan ulushimi ko‘pavtirishga harakat giladi. Agar A kom-
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paniva haftalik reklama harakatlarimi boshlab yuborsa va B kom-
paniva hech bir tadbir gilmasa, u holda A ning ulushi 3 foizga
ortadi. Lekin agar B hafta davomida narxlarni tushirsa va A hech
bir tadbir gilmasa, B ning ulushi 4 foizga ortadi. Agar A haftalik
reklamani amalga oshirsa, B ning ulushi 1 foizga ortadi. Agar
ikkala kompaniva ham hech ganday tadbir o‘tkazmiasa, ularning
ulushida ham o‘zgarish bo'lmaydi.
Shunday gilib, har bir kompaniva uchun ikkitadan yo‘l bor.

Ularning tuigan vo'llariga mos keluvchi 4 kompaniyaning yutug'y
(B kompanivaning mag’lubiyati) 6.2-jadvalda keltirtigan.

6.2-jadval
== B | narm tadbir |
A | tushirish yo'g
reklama | -1 3
tadbir yo'q -4 0 r

Har bir tomon uchun gaysi vo'lni tanlash kerak degan masala
ko‘ndalang qo‘vilgan.

Bu masalada ikkita o‘yinchi bor. Birinchi o‘yinchi ~ A kom-
pantyvaning tanlashi mumkin bo‘lgan holatlari (sof strategiyalari)

a, =reklama o‘tkazish;

a, =tadbir go‘llamaslik.
Tkkinchi o'vinchi — B kompamyaning tantashi mumkin bo‘lgan
holatlari (sof strategivalari)

b, =narxni tushirish;

b, = tadbir qo‘llamaslik.

Shunday gilib, to‘lov matritsasi quyidagicha bo‘ladi.

-1 3

[— 4 D]
Matritsada manfiy elementlar ham ishtirok etmogda. Bu son unga
mos strategiyalar tanlanganda binnchi o'vinchi uchun magtiu-

bivat, ikkinchi o‘vinchi uchun yutug bo'lishini ko‘rsatadi.
2-masala. Hatbiy o'vin. T o‘yinchi — polkovnik, II o‘yinchi —
general. Polkoviikda 4 ta polk, generalda 3 ta polk mavjud. Har
birining magsadi ikki qishlogni egallashdan iborat. Qishlogni
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¢gallashi 1 ball bilan baholanadi. Qarama-qarshi tomonlar
gishloglarga butun sondagi polklarni jo‘natishi yoki umuman
jo‘natmasligi mumkin. Qishlogga jo‘natilgan polklarning soni
gaysi tomonda ko‘p bo‘lsa, shu tomon qgishlogni egallagan
bo‘ladi. Yutug qishlogni egalfaganligi va qishlogni egallamagan
tomonning polkiar sonining yig‘indilari bilan baholanadi.

Agar qgishlogdagi polkovnik va general yuborgan polklar soni
teng bo‘isa, hech qaysi tomon yutmaydi va @ bilan baholanadi.
Har bir tomonning yutug‘i har bir gishlogdan baholar vig‘in-
disiga teng. Qarshi tomonlardan birortasining yutug‘i ikkinchi
tomonning mag‘lubivatiga teng.

Polkovnik va generalning magsadlarn qarama-qarshi va birining
yutug‘i ikkinchisining mag‘lubivatiga teng bo‘lgani uchun masalani
nol vig'indili matrifsali o‘yin sifatida ifodalash mumkin,

O*vinchilaming holatlari {a,b} ko‘rinishidagt sof strategiya-
lardan 1borat bo‘ladi, bu yerda a — birinchi gishlogga jo‘natilgan
polkiar sont, b e¢sa ikkinchi gishlogga jo“natiligan polklar soni.

Shunday qilib, polkovnikning strategivalari:

1. 1 gishlogga barcha polkni jo‘natish, va'ni {4,0}.

2. II qishiogga barcha polkn: jo‘natish, yva'mi {0,4}.

3. I qishlogga 3 ta, II gishlogga 1 ta polkni io‘natish, va'ni
{3.1}.

4. 1I gishlogga 3 ta, I qishlogga 1 ta polkni jo‘natish, ya'ni
{1,3}. -

5. Har bir gishlogga 2 tadan polk jo‘natish, va'ni {2,2}.

Generalning strategiyatari:

1. T gishiogqa barcha polkn jo‘natish, va’ni {3,0}.

2. II gishlogga barcha polkni jo‘natish, ya'ni {0,3}.

3. 1 qishlogqga 2 ta, Il gishlogga 1 ta polkni jo‘natish, va'ni
. 12,1}

. 4. II gishlogqa 2 ta, I gishlogga 1 ta polkni jo‘natish, va’ni
{1,2}.

Shunday qilib, polkovnikda 5 ta, generalda 4 ta strategiva mav-
jud. Yutuq goidasiga ko‘ra potkovnikning (I o‘yinchi) yutuglar
matritsasini tuzamiz.

Aytavlik, polkovnik 1-strategiyani, general 2-strategiyani
tanlagandagi polkovnik vutug‘ini hisoblaymiz. Ya’ni I gishlogga
polkovnik barcha 4 polkni jo'natadi. General esa barcha polkni
IT gishlogqa jo‘natadi. Polkovnik I qishlogni egallagant uchun 1
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" bilan baholanadi, II qishlogni egallay olmagani uchun uning IT
gishlogdagi yutug‘i -1 ga teng bo‘ladi. Natijjada ikki gishloq bo‘- -
yicha olingan yvutug 1-1=0 ga teng bo‘ladi. -
| Polkovnik ikkinchi strategivani tanlab, general uchinchi
strategivani  tanlagandagi polkovnik vutug‘ini aniglaymiz. Pol-
kovnik I gishlogaa birorta ham polk jo‘natmaydi, general esa 2 ta
polkni jo‘natadi. Polkovnikning I gishlog bo‘vicha olgan yutug'i —
1 ga teng. 1T gishlogga polkovnik 4 ta polkni, general 1 ta polkni
jo‘natadi. Shuning uchun, I gishlog bo‘yicha polkovnik yutug'i
(qishlogni egallagani uchun 1 ball; generalning I1 gishlogdagi
polklar soni | ga teng bo‘lgani uchun 1 ball) 2 ga teng bo‘ladi
Ikki gishlog bo‘yvicha polkovnik vutug‘i 2+1=3 bo‘ladi. Qolgan
strategivalar bo‘vicha shu tarzda hisoblashlarni amalga oshirsak,
- polkovnikning yutug matritsasini hosil gilamiz. -
40 (N
: 0 4
CA=[ 1 -1
-1 1
-2 -2

ot 3 Td e RO

L e [ e B )

A

O‘yinning yechimi. O‘yinni vechish —~ quylclagl savollarga
javob berishdir.
1. Har bir o‘yinchi o‘zining yutug‘ini maksimallashtirish uchun ;

Qaysi sirategivani tanlashi lozim?
2. Agar o‘vinchilar bu strategivalarni tanlasa, o‘yinchilarga
tegadigan to‘lovlar ganday bo'ladi?

O‘yinlarning ayrimlari sof opiimal strategivalarda yechtllshl
- mumkin.

6.2. Sof optimal strategiyalarda yechiladigan o‘yinlar

Bu mavzu sof optimal strategivalarni topishga bag ishlangan.
~ Bu yerda o'yinning quyi va yugori baholarini topish keltiriladi.

Bozordagi ragobat masalasi sof optimal strategiyalarda
vechiladigan o‘yinga misol bo‘la oladi. Agar A kempaniva q, ni

B kompaniya &, ni tanlasa, A kompaniyaning bozor ulusht eng
yugori (3 ga teng) bo'lar edi. Lekin «aglli» B kompaniya b, ni
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tanlamaydi. Buning sababi B kompaniva uchun 5 ni tanlashi
ma’qulroq. Agar A kompaniya o, ni tanlasa, B ning bozor ulu-
shi 1 ga, agar A kompaniya 4, ni tanlasa, B ning bozor ulushi 4
ga teng bo‘ladi. Shularni bilgan holda B kompaniva b, ni, A
kompaniya ¢sa «, ni tanlavdi.

Umuman sof optimal strategivalar quyidagi mulohazalar
yordamida topiladi.

1. Ikkala o‘yinchi ham o‘zining har bir tanlashi mumkin
bo‘lgan holatiga mos keluvchi eng yomon to‘lovni
aniglaydi.

2. Eng yomon to‘loviarning eng yaxshisiga mos keluvchi
holatni tanlaydi.

¢ A kompaniya uchun.

1-gadam. Har bir satrning minimumini topadi. Topilgan natija-
larni jadvalning o*ng tomonidagi yangi ustunga yozadi.
2-qadam. Eng vaxshi strategiva sifatida 1-gadamda topilgan mi-
nimumlarning maksimumiga mos kKeluvchi satrni tanlaydi.

+ B kompaniva uchun.

I-qadam. Har bir ustunning maksimumini topadi. Topiflgan na-
tyalarni jadvalning quyi tomonidagi yangi satrga vozadi.
2-qadam. Eng vaxshi strategiva sifatida [-gadamda topilgan
maksimumlarning minimumga mos keluvchi ustunim tanlaydi
(6.3-jadval).

6.3-jadval

~ 5

A \H by b A kompaniya llEhllll

— eng yomon natljja
oy -1 K -1

. {9 -4 0 -4 ]

B kompaniya -1 3

uchun eng vomon '-

yo‘qotish

Shunday gilib, A kompaniva o‘zining minimum yutuglarini
maksimaltlashtirishga harakat qiladi (maximin), shu vagtning
o‘zida B kompaniva o‘zining maksimum yo‘qotishlarini mini-
mallashtirishga harakat giladi (minimax).
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.- Bozordagi ragobat masalasining yechimi - >
Ikkinchi o‘vinchi — B kompanivaning tanlashi mumkin bo‘lgan
holatiart (sof strategiyalari)

1. A kompaniya o strategiyani, B kompaniya b strategiyani

. tanlashi kerak («, =reklama o‘tkazish, », =nargni tushirish).

2. Agar o‘vinchilar yuqoridagi strategiyvalarni tanlasa, o‘yin-

ning bahosi —1 ga teng bo‘ladi.

O‘vin doimiy takrorlanib turadi, deb hisoblaymiz. Shu sa-
babli o‘yinchilar o'z strategivalarini o‘zgartirib turish imkoniya-
tiga ega. Lekin agar biror o‘yinchi o'z strategivasini vugorida-
gidan boshqa strategivaga o‘zgartirsa, uning bozor ulushi yaxshi-
lanmaydi. Boshgacha aytganda o‘yinchi sof optlmal strategiya-
dan chetlansa, u «jazelanadi». |

‘Umuman o°yin kxx o‘lchamlj

11 alz et alﬂ
Ay Gy .o Ay,
L ey - |

matritsa yordamida beriladi. I o‘vinchi satrlarni tanlayvdi, ya’ni
uning sof strategivalari satrlar. I o‘yvinchining k ta sof strategiyasi
bor.

II o‘vinchi ustunlami tanlaydi, ya'ni uning sof strategivalari
ustunlar. T o‘yinchining # ta sof strategiyasi bor.

Ushbu v=ma~cmina son o'yinning quyi bahosi deyiladi.

Yugorida keltirilgan masalada v=-1.
Ushbu ¥ =minmasa, Son o'yirumng yugori bahosi deyiladi.

Yugorida keltirilgan masalada v =-1.
Agar v=v=v bo‘lsa, u holda bu son matritsali o ‘inning

bahosi, o'yinchilarning bu songa mos keluvchi strategivalari esa
vlarning sof optimal sirategivalari deb vuritiladi.
Masalan, «,, =v bo‘lsa, {, —1 o’yinchining sof optimal stra-
tegivasl, j, — 11 o‘vinchining sof optimal straiegivasi bo‘ladi.
175



O‘yinning bahosi matritsaning #, -satrda eng kichik va j,-ustun-
da eng katta bo‘lgan a,, eclementiga teng bo'ladi, ya'ni

a, Sa,,. =4, i=l. .k, j=L..»

munosabatlar bajariladi.
O‘yinchilarning sof optimal strategivalari bir nechta bo‘lishi
ham mumkin. Bunga quyidagi matritsali o‘yin misol bo‘la oladi.

-1 2
5
0
5

- G =
S S T O

Matritsali o‘yinda v=v tenglk bajarilmasligi ham mumkin. Bu
holda matritsali o‘vinning sof strategivalarda bahosi bo‘lmaydi.

6.3. Hukmron strategiyalar

Bu mavzuda hukmron strategiva haqgida tushuncha keltivilib,
uning vordamida o%in maritsasini soddalashtirish  mumbkinligi
bayon gilinadi. Bu, o'z navbatidu, matriisali o yin yvechimini topish
Jarayonini osonlashtiradi.,

Agar o'yvinlar matritsasining J-satr elementlari uning j-
satrining mos elementlaridan kichik bo‘imasa, I o*vinchining i-
sof strategivasi uning j-sof strategivasi ustidan hukmron deviladi.
Bunda i-sof strategiyani fobe strategiva deb ham vyuritamiz.

Quyida keltirilgan o'yinda I ofyinchining «, strategivasi
uning g, sirategiyasi ustidan bukmron; o strategivasi esa 4, va
a, strategivalari ustidan hukmron. | |

b b b b,
a 3 3 3 4
a, 2 3 2 1
la, 2 2 2 0]

7 Agar o‘yinlar matritsasining i-ustun elementlari uning j-
_l_lstunining mos ¢lementiaridan katta bo‘lmasa, Il o‘yinchining
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i-sof strategivasi uning j-sof strategivasi wustidan hukmron de-
vitadi. Bunda j-sof strategivani tobe strategiva deb ham vyurita-
miz.

Yuqoridagi misolda I-o'yvinchining 5 strategivasi nning &,
va b, strategiyalart ustidan lrwekmron, lekin &, strategiyasi ustidan
hukmron emas.

Qandaydir o‘vinchining i-strategivasi uning /j-strategivasi
ustidan hukmiron bo‘lsin. U holda uning /-strategivani tanlagan-
dagi yutug'i j-strategivani tanlagandagt yutug‘idan kam bo‘lmay-
di. Shu sababli bunday hcellarda j-strategivani o'chirib tashlash
mumkin. Shu vo'l bilan o‘vinlar matntsasmmg tartit kamayti-
riladi.

Yuqoridagi matritsadan b, va b, ustunlami tashlab yuborib
b

4

e

-

4
1
0

-
4
| R LS R Y

F

matritsani, e, va o, satrlarni tashlab yuborib esa

b b 5
a 3 47 |a 3
jadvallarni hosil gilamiz. So‘nggi jadval », ustunni tashiab

yuborishdan hosil gilindi.

6.4. Aralash sirategiyalar

Agar matritsali o'vinda sof strategiva maviud bo‘lmasa, bun-
day o‘vinlarning yechimi aralash strategivada qidirviladi. Bu mav-
zuda aralash strategiyalarni topishning razariy asoslari kelfiriladi.

Endi mafritsali o‘yvinning vuqori va quyvi baholari teng
bo’ lmagan hollarni garaymiz. Shu maqqadda qujndﬁgl matntsah
o'yinni ko'rib chiganiz.

5 3
3 7
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Bu matritsali o‘vin uchun v=3 va v=5. O'yinning yugori va
quyi baholari teng emasligi sababli sof optimal strategivalarda bu
o‘vinning bahost vo'q. Umuman v <7 bo‘lgan holda I o'yinchi
kamida v ga teng wutugni ta'minlaydi, H ofyinchi esa I
o‘yinchining vutug‘i ¥ dan oshmasligini ta’minlaydi. Qolgan v —
v miqdorni o‘vinchilar o‘rtasida ganday tagsimlash kerak?

Agar birinchi o‘vinchi fagat bitta sof strategiyasini tanlay-
versa, bu yning uchun yaxshi yol hisoblanmaydi. Masalan, u
fagat ikkinchi satrni tantayversa, u holda ikkinchi o‘yinchi faqat
birinchi ustunni tanlab turaveradi. Bu holda birinchi o‘yinchi-
ming yutug'i har bir o‘vin uchun 3 ga teng bo‘lib qolaveradi.

Agar birinchi o‘yinchi ayrim hollarda birinchi satini, ayrim
hollarda ikkinchi satrni tanlasa, uning yutng'i ganday o‘zgaradi?
Aytaylik, birinchi o‘yinchi birinchi satrni 0,5 ehtimollik bilan,
ikkinchi satrni ham 0,5 ehtimollik bilan tanlasin.

Agar bunda ikkinchi o'vinchi fagat birinchi ustunmi tanlasa,
birinchi o‘yvinchining o‘rtacha yutug’i 0,5-5+0,5-3=4 ga teng
bo‘ladi.

Agar ikkinchi o‘yinchi fagat ikkinchi ustunni tanlasa, bi-

rinchi o‘vinchining o‘rtacha yutug'i ,5-340,5-7=5 ga teng.

Ikkinchi o‘yinchining magsadi birinchi o‘yinchining yutng'i-
ni kamaytirishdan iborat bo‘lgani uchun u birinchi ustunni tan-
laydi. Shunday qilib, birinchi o‘vinchi o‘zining sof strategiya-
larini aralashtirtb tanlasa, uning yutug‘i ortishint ko‘ramiz.

Biz vugorida birinchi o‘vinchi o‘zining sof strategivalarini
0,5 ehtimollik bilan tanlasin deb oldik. U o‘zining o‘rtacha
yutug‘ini maksimallashtirish uchun satrlarni ganday ehtimollik
bilan tanlashi kerak? +

Ushbu
A ay oy 4y
A= dy dy a,,
_aihl amz amu_

matritsa bilan berilgan o‘vinni ko‘rib chigamiz.
I ofvinchining » ta sof strategivasi bn‘lgam sababli uning
aralash strategivasi
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220, p,20. ., p, 20, p+p,+.+p,=1 i (6.1)
shartlarni qanoatlantiruvchi » ta sondan tuzilgan
P=(p,psn y)

vektor sifatida aniglanadi.
oy IT o‘vinchining » ta sof strategivasi bu‘lgam sababh uning
“aralash strategiyasi

020, ¢,20, ., ¢,20, ¢, +q, + . +q,=1 (6.2)
shartlarmi ganoatlantiruvehi » ta sondan tuzilgan

Q=0g, ¢, .,

vektor sifatida aniglanadi.

Har bir sof strategiva aralash strategivaning xususity holi
hisoblanadi. Masalan, 1 o‘vinchining i-sof strategiyasini i-ele-
menti 1 ga, golgan elementlari 0 ga teng bo‘lgan |

P=(0...0,1,0,..,0)

aralash strategiva sifatida aniglash mumkin.

O‘vinchilarning har biri aralash strategiyasini boshgasidan -
mahfiy ravishda go‘llaydi deb hisoblaymiz.

Agar o'vinchilar P=(p, p,, ..p,} V& Q=(4, 4, ..q,) aralash
strategivalammi tanlasa, sof strategivalardan tuzilgan ¢, /)y holat
p.q, chtimollik bilan yuz beruvchi tasodifiy migdorga aylanadi.
(,5) holatda I o‘yinchi 4, ga teng yutug olgani sababli (,0)
aralash strategiyalar holatida I o‘vinchi yutug‘ining matematik
kutilmasi

E{Aa P:*Q) :ZZ'&H’:F{{?E

el =l

ga teng bo‘ladi. Bu son (P.¢) aralash strategivalar hﬂl"atida I o'vin-
chining o ‘rfacha yumg i dcyﬂadl
Agar P'=ip". p. .. p.") va 0°=(’. ¢, g, strataggalar
uchun ixtiyoriy P=(p,. p,.... p,.) V& @=(g,.¢,....q,) larda

E(A,P.O0"YsE(A P .O"YSEAP,O)
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munosabatlar o‘rinli bo‘lsa, u holda P° va Q" strategivalar
o‘vinchilaming optimal aralash strategivalari deviladi.
Bu esa

maxmin E(4. P,0) = E(4.P*,0°) = minmax E(4. P.{)

ekanini bildiradi. v = E(4.P°.0% son o Yinnning bahosi deyiladi.
Ofvinchilarning opltimal aralash strategivalari va o‘yinning
bahosidan tuzilgan (P°,Q°.v) uchlik o ‘vinning yechimi deyiladi.
Bu verda quyidagi savollarning tug‘ilishi tabiiy:
1. Qandayv matritsali o‘vinlar aralash strategivalarda yechimga
cga? :
2. Agar matritsali o‘yin vechimga ega bo‘lsa, uni qanday topish
mumkin?
Bu savollarga quyidagi teoremalar javob beradi.

Matritsali o‘yinlar nazariyasining asosiy teoremasi

1-teorema (J.fon Neyman). Ixtivoriy matritsali o'vin uchun
m;txmﬂirn E(4.P.() va ménm}ng{A,P,Q}

migdoriar mavjud va ular teng:
111§x1n3n E(4,P.Q) = ménm)gx E(A4.P,0).
. Bundan tashqari, aralash strategivalarda hech bo Imagandd -
bitta (P°,Q") holat 1opilib,
. B(4.PLO% = mgxn}ginE(A,P,Q) = 111&11 maxB(4, P,0)
bo ladi. -

Optimal aralash strategiyalarning asosiy xossalari

2-teorema. P’'=(p’. p,". .2,y va Q" =", q,...q,") optimal
aralash strategiyalar va v o‘vinning bahosi bo lsin. U holda
1) Agar I ovinchi i-strategivani tanlaganda IT o ‘yinchi Q°
strategivani tanlasa, I o yinchining yurgazishi o ‘vin
. bahosiga feng,

vani Yaq =v i=12,..m; (6.3)
feml
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2y Agar I o'vinchi k-strategivani taniaganda I o yinchi P°
strategivani tanlasa, I o%yinchining vutugi o‘yvin baho-
8iga feng,

va'ni Ya,p=v k=1,2,.,n; (6.4)

Matritsali o‘vinlar yechimlarini tuzish usullari shu tenglik-
larga asoslangan.
To‘lov matritsasi

[ }" (6.5)

Ty g (P

Ko'Tinisnaa bo'lgan 2x2 matritsali oyinnk aralash strategiyasini
topishni ko‘rib chigamiz. -

. 6.5. 2x2 matritsali o‘yinni aralash strategiyasini
 topishning apalitik usuli

Bu mavzuda 2x2 matritsali o'yinning sof strategivasi mavjud
bo Imaganda uni aralash strategivalari topishning analitik usubi
bilan tanishamiz,

(6.5) matritsali o‘yinning sof strategivasi mavjud bo‘lmasin.
(6.1)-(6.4) formulalarga ko‘ra quyidagi tenglamalar sistemasini .
keltirish mumkin.

a4+ ay P, = v
Py Ty Py =V (6.6)
-_ pFp =1 -
bu sistemalarni yechib, optimal strategiya: va: o‘ymbahﬁslm o
topamiz. |
P’ = {Phpz} ) _.QG Z{Qh‘h}s

Bu verda
Ay ~ dy) [
P = y Pa=l=-py
) =Gy ~ Gy tay T
an ~ %




O‘yin bahosini quyidagi tengliklarning biri orgali aniglash
mumkin.

vi=pay (01— pag, v= Py 1= ppay, ;’ .~
V=g, +(-q)a,, v=qa, +(1-g)a,,.

6.6. 2x2 matritsali o‘yinni aralash strategivasiny
topishning grafik usuli

Bu mavzuda 2x2 matritsali o‘yindagi aralash strategiyalarni
topishning grafik usull o‘rganiladi.

2x2 matritsall o*vinning geometrik talginint keltirish mum-
kin. Buning uchun I o‘vinchi P=(p.1-p) aralash strategiyani
(p=p), I ovinchi esa I-sof strategiyani tanlaganda, (6.6) ga
kora I-o‘vinchining oladigan yutug‘i

yl :Pall ‘5‘(1“}7)“31 (67)
II o‘yinchi esa 2-sof strategivani tanlaganda

.szpa12+(1_!’)ﬂzg (68}

ga teng bo‘ladi. Shuning uchun (p.y) tekislikning 0<p<1 orali-
g‘ida (6.7) va (6.8) to‘g‘ri chiziglarning grafigi chiziladi. Bu gra-
fiklarning kesishish nugtasi o‘vin vechimini beradi.
Misol. To‘lov matritsasi
15 3
o

ko‘rinishida bo'lgan matritsali o‘vinning grafik usulda aralash
strategiyasini topamiz.
(6.7) va (6.8} chiziglar ko‘rinishy quyidagicha bo‘ladi.

yo=15p+21-py=—05p +2 (6.9)
Y. =3p+(d-p)=2p+1 (6.10)

Bu chiziglarning grafiklari 6.1-rasmda ko‘rsatilgan. Grafikning
p=0 chizig‘ida to‘lov matrtsasining ikkinchi satr elementlari,
p=1 chizig‘ida esa 1-satr elementlari joylashganligiga ¢’tibor be-
ring. __ g
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To'g'ri chiziglarning kesishish nugtasi N ning abssissasi p,
ni, ordinatasi ¢sa o‘vin bahosini beradi. Demak, I o‘yinchining
optimal strategivasi p’=0,6, p’=1-0,6=0,4 bo‘lib, o‘yin bahosi
v =18 ga teng bho‘ladi.

II o‘yvinchining optimal strategiyasini aniglash uchun (6.6)
sistemaning o‘ng qismidagi sistemadan foydalanamiz.

3

¢l 02 w9 05 0s  } ] az 62 06 68 i
P g
6.1-rasm . 6.2.rasm

Agar g, =q.q,=1—q belgilashiar kiritsak, sistema quyidagi ko‘ri-
nishga ega bo‘ladi: C o
¥ =L3g+31-q)=-13p+3 (6.11)
Va=2g+l—-g=qg+] (6.12)

Bu chiziqlarning grafigi 6.2-rasmda keltirilgan. Chiziglar ke-
sishish nugtasining abssissasi ¢ = 0,8, ordinatasi o‘vin bahosiga
teng v=18. Demak, II o‘vinchining optimal strategivasi
0° =(0,8,0,2) bo‘ladi.

6.7. 2xn va mx2 matritsali o‘yinlarni yechishning -
- grafik usuli

O'yin maltritsasining strukiurasi 2xn va mx2 ko ‘vinishni tagozo
qilsa, bunday o vinlarni grafik usulda yechish imkonivati tug iladi.
Bu mavzu shu imkoniyatei ochishga bag ‘ishlangan.
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I o‘yvinchining vutuglar matritsasi 2xn

all alZ d]n‘
4= [ J
a.?] a!! azn
matritsa bilan berilgan bo‘lsin. Aytaylik, I o‘yinchi P=(p.1-p)

aralash strategivani tanlagan. Avvalgi bandda keltirilgan 2-teore-
maga ko‘ra o‘vinning bahosi va p ning optimal p° givmatini topish

vEmin(e, p’ +a,(1- p")y=maxmin(a, p +a, (- p))
tenglamani yechishga teng kuchli. |

min(a,p+a,(l-p) (6.13)
funksivaning maksimumini uning grafigi yordamida topish
oson. Buning uchun quyidagicha vo‘l tutiladi. I o‘yvinchi

P=(p,1-p) aralash strategivani, II o‘vinchi esa k-sof strate-
giyasi;li tanla_ganda I ofyvinchining oladigan o‘rtacha yutug'i

y,=a,p+a, (l - P‘} D k= 1.525---.-,”

ga teng. Shu sababli H o°yinchining har bir sof strategiyasiga bir
to‘g‘ri chizig mos keladi. Shuning uchun tekislikda dastlab

6.3-rasm 6.4-rasm
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So‘ngra har bir p, 0< p<1 uchun Vv, larning qivmatlar ketma-
ket taggosianib, ularning eng kichigi belgilanadi (6.4-rasm). Na-
tijada (6.13) funksivaning grafigini hosil gilamiz (6.5-rasm). Bu
sinig chizig barcha to‘g*i chiziglarni past tomondan o‘raydi.

6.5~rasm 6.6-rasm

Uni quyi grafik deb ataymiz (6.6-rasm). Quyi grafikning eng
yugori (p°,v) nugtasi vordamida I o‘yinchining »P°=(p’.1-p")
optimal strategivasi va o‘yvinning bahosi (v) aniglanadi.

Misol. Ushbu 2x6

6 4 3 1 -1 0
(&2 -1 10 3 4]
matritsali o‘yinga e’tibor garatamiz.

1. O‘yinning optimal sof strategiyalari bor yoki yo'qligini
tekshiramiz, O'yinning guyi bahosi -1 ga, yugorn bahosi .
esa 1 ga tengligi sababli uning optimal sof strategivalari
yo‘q. O'vinning yechimini aralash strategiyalarda qidirish =

kerak.
2. I o‘vinchining o vtacha yutuglarini hisoblaymiz. Ushbu

p|l 6 431 -10
l-p-2 -1 1 0 5 4

jadvaldan: -
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y=6p-2l-p), y,=4p-(1-p)

yy=3p+l-p),  y,=p

yo==p+3l-p}, yv,=40-p)
funksiyvalarni hosil qllamiz

O'vin grafigini };asayrmz (6.7-rasm). Gratlkdan ko r1n,1b tunb-n
diki, barcha to‘g‘ri chiziglar

F;
SN s
r
kz
y 3 &=
2
k=
i k=g
<
@ 64 06 ﬁ“xg
; .
=f |
-2 )
. P '
. 6. 7-rasm 6.8-rasm

past tomondan 1, 4 va 5- to‘gri chiziglarning kesmalari ABCD
sinig chiziq bilan o‘ralgan. ABCD sinig chizigning eng yugori
nugtasi C nuqgtadir. Bu nugta 4 va 5- to‘g‘ri chizigning kesishish
nugtasidan topiladi. Ya'ni

Fa= P }’¢.='P‘|‘S(]—P)
 to'g'ri chiziglar kesishgan nugtada votadi. Bu tengliklar o‘ng
qismlarini tenglashtirib

d£¢;*' ! P“=§,V=—'}
o 7 7

ekanint topamiz. Shuning uchun o‘yinning bahosi:va I o‘vinchi-
ning optimal aralash strategiyasi quyidagicha

P”:[é,g} y=2,
77) T

Endi I o‘yinchi uchun
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Q" =(4/, 5. 47, 44, 45> 95 )
optimal aralash strategivani topamiz. Buning uchun
=04, =04, =0.4.=¢.9, =1-¢, 9, =0

deb olamiz. Shu bilan biz quyi grafikning eng yugori nugtasini
aniglavotgan 4 va S-funksivalarga mos keluvchi Il o'vinchining
4 va 5-sof strategivasini ajratdik. Endi I o‘yinchi sof strategiva-
larini tanlaganda hosil bo‘ladigan o‘rtacha yutuglarning birorta-
sini (gaysi biri ekanining ahamiyati yvo‘q) o'yinning bahosiga
tenglab, ¢ ning optimal giyvimatini topamiz:

5 5
Q“fl*?)—-g, }(J—fl)-;-

Har ikkala holda ham 4° :g ¢kanini aniglaymiz. Shunday qilib;

berilgan o‘yvinring to‘la yechimi

Pﬂ:(é}?_}, Qﬂ __:(GIEO?O‘E:E:G); v:..ﬁ_‘
77 77 7

Umuman, masalaning yvechimini topishda quyidagi hotlar
kuzatilisln mumkin.
A. Quyi grafik fagal 1 fa (p°,v) eng yugori nugiaga ega. |
{)yagar p"=0 bo‘lsa, o‘yvin sof optimal strategivalarda yechimga
ega. Bunda P =(p°.1-p°)=(01) I o‘yinchining sof optimal
strategivasi. II o‘vinchining sof optimal strategivasi a) (0,v)
nuqgtadan o‘tuvchi; b) quyi grafikning biror gismini tashkil
etuvchi to‘g‘ri chizigga mos kelgan sof strategiya bo‘ladi.
2)agar p" =1 bo‘lsa, bu holda ham o‘vin sof optimal strategiya-
larda vechimga ega. Bunda P°={p°.1- p*}={1, 0) I o'vinchining
sof’ optimal strategivasi. 11 o‘vinchining sof optimal strate-
givasi a) (1, ¥} nugtadan o‘tuvchi; b) quyi grafikning biror
gismini tashkil etuvchi to‘g‘ri chizigga mos kelgan sof stra-
tegiva bo'ladi.
3}agar 0<p® <1 bo‘lsa, u holda quyi grafikning eng yuqor nug-
tasida kamida 2 ta to‘g‘ri chizig kesishadi. Ulardan birining
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(aytayiik k-sining) burchak koefTitsiventi musbat, ikkinchi-
sining (aytaylik, /-sining) burchak koetlitsiventi manﬁy bo* la- |
di. Ushbu ‘

al.i:g_l_al.!{:l —f?'):ﬂuﬁ%an{l—q) by
tenglamani yvechib va

g,&=q! q::]-_Q‘3 qf:'D’ j#k:!

deb olib II ofvinchining optimal aralash strategivasini topamiz.
B. Quyvi grafikning eng yuqgori giyvmatlari kesmani tashkil
etadi. Il o‘vinchining bu kesma orqali o‘tuvchi to‘g‘ri chizigga
mos kelgan k%-sof strategivasi uning uchun optimal bo'ladi.
Endi mx2 Ko‘rinishdagi o‘vinni ko‘ramiz. Bu o‘vinning
baholash mairitsasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi.

@ Ay
doy  dan
a b,

Bunday o‘yinlarning tahlili 2xn ko‘rinishdagi o‘yinga
o‘xshab ketadi. Q={q,7-q} 11 o'vinchining aralash strategiyasi
bo‘lsin. Agar I o‘vinchi sof i-strategivani (= j', ...,1) tanlagan-
da, II o‘vinchining o‘rtacha yutug'i

V=a,g +a,l-g), i=12, . m

ga teng bo‘ladi. Bu munosabat g ga nisbatan to'g; 11 -clizigny. 110~
dalavdi.

max(a, ¢ +a,(1-g9))
- ler=im
funksivaning grafigi I o‘vinchining sof strategivalaridan tashkil
topgan to‘g'ri chiziglarni yugoridan ofrovchi sinig chizigdan
iborat bo‘ladi (6.8-rasm).
Sinig chizig quyi nugtasining abssissasi ¢° Il o‘vinchining

optimal strategivasini, v° ordinatasi esa o‘yin bahosini beradi.
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I o‘yinchining optimal strategiyasini aniglash qoidasi 2xn
o‘vinda II o‘vinchining strategiyasini topish kabi bo‘ladi.
Misol keltiramiz. 3x2 ovinning bahosi quyidagicha bo'lsin.

3 -1
-1 3
1 O

Avvalo, o‘vinda sof strategiva bor-yo‘qligini aniglaymiz. Bu
- o'vinning quyi chegarasi 0, yugori chegarasi esa 3 ga teng
bo‘lgani uchun o‘yinning egar nuqgtasi yo‘q.

B o'vinchining aralash strategiyasini aniglaymiz,

Quyidagt

q 1-q
1 -1
-1 3
1 0
(1}: V=3g—(b_gl?
3) V=g |

to‘g’ri chizig tenglamalarini hosil gilamiz. 3
Yugorida zikr gilingan to‘g’ri chiziglarning grafiklarini
qurib, yugoridan chegaralovchi siniq chizigni aniglaymiz (8.9-
rasm). Yugoridan ofralgan siniq chiziglarning quvi chegarasi (1)
va (2) chiziglarning kesishish nugtasidadir.
Quyidagi

v=3g-{1-g)
v=—g+3(1-gq),

sistemani birgaliketa yechsak,

g°=1/2, V' =1

il o'vinchining strategivasi va o‘yin bahosini aniglaymiz.,
I o'yinchining optimal strategivasini topamuz.

Buning uchun |
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 6.9-rasm

pl=p, Py=1-p, p3=0

~deb olib, 1 oyinchining sof strategiyalardagi yutuqlﬁrini tenglab,
3p~-(l-py=-p+3(l-p)

=1/2 ¢kanligini topamiz.

Shund‘ly gilib, o‘yin bahosi va o ymchllammg optimal stra-
tegiyasi

. ov=l, PP={/21/2,05, Q"={1/21/2} .
ga teng bo’ladi.
6.8. Chizigli dasturlash va matritsali o‘yinlar

Bu mavzuda 2xn va mx2 turdagi o vinlarga keltivish imkoniya-
1 bo‘lmaganda tagdirda o'yinning yechimi qanday fopish mum-
kinligi bayon gilinadi. Bunday holatda yana simpleks usul yor-
damga keladi.

Birinchi o‘vinchi uchun yutug funksivasi bu o‘yinchi yutu-
g’ ining matematik katilmasi

E(4,P.0)= ;;a,kpm :
P=(p19 pz* tn pm)’ Q=(qlﬁ qz?"" qﬂ) ) ..
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orqgali ifodalangan edi..
Misol sifatida quyidagi

A

0 -1 1y
L0 -l
110

matritsa bilan Berilgan o‘vinga to‘xtalamiz. Agar o‘vinchilar
P={(p.p,.p,) va Q=\q.q9,.q,) aralash strategivalarni qo‘llasa, u
holda

0 -1 13 {9,
.-E(A:P!Q}={P1:P_2=P3)' 1 0 ""1 . qz
' -1 1 0} g,

bo‘ladi. Bu verdan
E(Aa-PQ) = (pz _'p.a)é:f(_ P +P3)q2 +(pl -pz}qs

ekanini topamiz. Masalan, P=(01,0,4,05) va 0=(0,3,0,3.0.4) bo‘l-

ganda E(4.P.0)=-003 bofladi. Shunday qilib, agar o‘yinchilar

yetarlicha ko'p o‘yvin o‘ynasa va lhar bir o‘vinda yuqoridagi ara-

lash stategivalarmi qo‘llasa, u holda I o‘vinchi har bir o‘yin

uchun 0,03 birlik yutgazishini kutisht mumkin. -
Affin qoidasi. Matritsali o‘yinlarning vechimini gidirishda =

ko*p hollarda guyidagi goida juda foydali hisoblanadi.
FElementiari ushbu

b,=Aa,+w, i=12,..m, j=12,..n (1>0) 5

munosabatlar bilan bogilangan A va B matritsali o'yinlar bir xil
optimal strategivalarga ega, ularning baholari esa

v, =Av +w

tenglikni ganoatiantiradi.
Hagiqatan ham,

E(:B;P:Q): Zzbwpf'?.t =ZZ(M& +w)p59£

1=] k=l i=l &=l

R R il i
=ATY Pt WL P

=l E=zI el k=1

Endi
pptotp, =l gt =l
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ekanidan

E(B’P‘Q} = Aii“ﬂPﬁ‘?k tw= ‘H’E(A:'P:Q) +W

=l k=l

tenglikni hosil qilamiz. Yangi B matritsali o‘vinning optimal
strategivalari w ga bog‘hg emashigi ko‘rinib turibdi. Shu sababli
P* va Q' optumal strategiyalar uchun K

E(B,P°.0") = AE(4,P° 0% +w,
ya'ni v, = iv, +w bo‘ladi. | |
Yangi B matritsali o'vinning bahosini w ni‘fanlash hisobiga
doim musbat bo‘ladigan qilib olish mumkin.
Matritsali o‘yin

'/ﬂ” a4 4, )
@, Ay r
A _Ex*‘:
e sl nopenn
HEVRE e
a a iy a
ml ml mn /

matritsa bilan berilgan bo‘lsin. Agar 1 o‘vinchi o'zining optimal
strategivasini tanlab, 2-o‘vinchi ixtivoriy sof strategiyani tanla-
sa, 1 o'yinchining yutug‘ o‘vin bahosidan kichik bo‘lmaydi. U
holda

anpy tayp, .. taup, 2v,

lglipl + ﬂzzpz + "'+amlpm 2V
“h (6.14)
aln.pl +a2:1p1 T+ aunpm Ev-‘

prp+otp.=l
P1:30.« P;EO,--W PmEU.::‘

shartlarni ganoatlantiruvchi P=(p,, pz,_._,'-’f;u), vektorni topish ma--
salasi kelib chigadi. | -
Shuningdek, II o‘yinchi
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b
allql + ali?l + + alﬂqn i: V’
ll:rlqu + az:@z + ot aZaagn g V«'

| (6.15)

an.rl?l + am!'?i + +amq" ﬂ V,
QI +{?2 ++qu :1

4,20, 9.20,..., 4,20

shartlarni ganoatlantiruvchi Q =(g,.9,...¢,) vektorni topishi kerak.

A matritsaning barcha elementlariga biror w sonini go‘shish
hisobiga uning clementlarini musbat gilib olishimiz mumkin.
Shu sababli cldindan matritsali o‘vinning bahosi musbat; v>0
deb hisoblaymiz. (6.13) va (6.14) munosabatlammg har birini v
ga bo'lamiz va,

deb belgilaymiz. Bundéi? |
P -—Zp.

Zy = "Z‘h

{,']a-—‘ﬁi""

ekanini sezish qiyin emas. Shu sababli vutugni maksimal-
laghtirishi kerak bo‘lgan I o'yinchi ¥ x vig'indini minimal-
lashtirishi kerak. Shuningdek, II o‘yinchi ¥y, vig‘indini mak-
simallashtirishi kerak. Endi (6.13) va (0.14) munosabatlarni
ularga ekvivalent chizigli dasturlash masalalari shaklida ifodalash
mumkin.
¢ Dastlabki masala
Ushbu |

X tx, t..tx,

yig'indiga minimum giymat beruvchi va qumﬂ;ag_li

ax Hax o Fa,x, =z

al‘lxl + ﬂ2212 +o.F ﬂml rm — 1

a,% +a,x, +.+a,x, 2l
x, 20
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munosabatlarni gancatlantiruvehi X =(x,x,...x, } vektor topilsin

o Ikkivoglama masala
Ushbu |
Wty oty

vig'indiga maksimum giymat beruvchi va quyidagi.

ﬂll_]'}l + a]ly'l + + {:I]"J/'H 'ﬂ_: ]
ﬂzlyl + a?.l.]':ll ot az.'tyu i 1

.......................................

munosabatlarni ganoatlantiruvehi ¥ =(y,,y,...y,) vektor topilsin.
Har bir matritsali o‘yin vechimga ega bo‘lgani uchun yugo-
ridagi chizigli dasturlash masalalari yechimga ega va

Min 3 %, =Max »_ v, = !
t ¥ v

bo'ladi. Agar yugoridagi chizigli dasturlash masalalandan birt
simpleks usul bilan vechilsa, boshgasining vechimini ham
so‘nggi simpleks jadval vordamida topish mumkin. Uning

komponentlari z,—¢, satrning gqoldiq o'zgaruvchilariga mos

keluvehi elementlardan iborat bo‘ladi.
7 _Mfmf. Ushbu

(15 -5 15
A=|5 35 35
10 10 35

matritsali o‘vinning optimal strategivalarini va bahosini toping.
Yechish.
(@} 4 matrtsaning 1-ustuni uning 3-ustunidan hukmron
bo‘lgani uchun 3-ustunni tashlab yuborishimiz mumkin. Nati-
jada yutuglar matritsast

15 =5
S A4=[5 35
10 10

ko‘rinishga keladi.
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(b) 4, matritsaning barcha elementlariga ixtiyorly sonni,
masalan, 15 ni go‘shib, unga optimal strategivalari bir xil bo"-

ladigan
30 10

A, =|20 50
25 25,

matnlsall o*vinni hosil gilamiz. .
(c) 4, optimal sof strategiyalari yo‘q.
(d) optimal aralash strategiyalarni topish uchun o‘zaro ikki-
yoqlama masalalarni tuzamiz.
1. Dastlabki masala.
X, + %, + X, —+ INin
30x, + 20x, +25x, 21
10x, +50x, + 25x, 21
¥, 20, x 20, x, 20

y, +y, - max
30y, +10y, <1
20y, + 50y, <1
25y, +25p, <1
w20, y,20,y, 20

Bu masalalarning optimal yechimiari:

3 1
X, =—, X, x, =0,
130 65
L2 _ 1
BWEes T

va bunda v =26. U holda x= (“5-'5 I}J }’_G,é) vektorlar 4,
matritsali o‘yin uchun optimal aralash strategiyvalar va v =26
ning bahosi. Ui matritsa elementlari yordamida ham topishi-

miz mumkin:
E(Az!‘r‘y)zzzagpf‘i{j =
+30.2. 24002 1500, E-ff ces0. 2. g
.25 55 55 55 .
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Shuning uchun berilgath masalaning yechimi —

oot do]

— oyvinchilarning optimal strategiyalari, »=26-15=11 esa o‘yin-
ning bahosi bo‘ladi.

6.9. Statistik o‘yinlar

Marrirs:a!f o vinlardan fargli o‘larog, shunday holatlar bo ia-
diki, unda ikkinchi o‘vinchi tabiat hisoblanadi. Bu mavzuda shu
turdagi o Yinlarning optimal variantlarini topish keltiriladi.

6.9.1. Boshlang‘ich tushunchalar .

Boshgarish jaravonida echtimoliy variantlardan eng opti-
malini topish holatlari uchraydi. Bunday masalalar maxsus
turdagi matritsali o‘vinlar orgali ifodalanadi. Bu o‘vinlarda 1
o‘yvinchi II c¢‘yinchi bilan mulogotda bo‘lmay, balki *“tashaqi
muhit” (II o‘vinchi) bilan mmulogotda bo‘ladi. Tashgi ntult
o'yvinchining vutishi vokit yutgazishi bilan ishi vo'g. Ofvin-
chining (I o'vinchi) o‘ziga magbul bo‘lgan variantni tanlash
jarayonida tashgi muhit bir necha holatlarda bo‘lishi mumkin.
O‘vinchi garor gabul qilish jarayonida tashqi muhit xarakteriga
mos neanigliklarga duch keladi.

Tashqi muhitning noaniq holatida kechadigan o'yinlar
statistik o‘yinlar voki “tabiat bilam o‘yin” deb yusitiladi.

Umumiy holda statistik o ymda to‘lov matritsasi 6.4-jadval
- ko‘rinishida bo‘ladi. -

6.4-jadval
Fy ] |5 & Fy,
]
E] €11 E17 €1 Cin
Eg €19 €97 € 9
E[ = | e = Cin
En Cmi m2 Ll Cmj C .
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Bu jadvalda £ .E,,..E, ofyinchining variantlari, F.F,,...F, lar
tashgi muhit holatlarini ifodalaydi, e, esa tashgi muhit F;. ho-
latda bo‘lganda o‘yinchi E, strategiyani tanlagan vaziyatda gayd
gilinadigan o‘yinchi yutug'idir. |

Masala. Yangi mahsulot ishlab chigarish uchun firma katta,
o‘rtacha voki kichik zavod qurishi mumkin. Yangi mahsulotga
bo‘ladigan talab eoldindan noma’lum. Agar talab yugori bo‘lsa,
katta zavod ko‘p foyda keltiradi, agar talab kichik bo‘lsa, kichik
zavod foydali bo‘lib, katta zavod zarar keltiradi. Masalan, kichik
zavod gurilib, talab ham kichik bo‘lsa, firma 20 mln. so‘m fovda
oladi. 6.5-jadvaldagilardan fovdalanib, firma ¢anday zavod
qurishi kerakligini aniglash talab gilinadi.

6.5-jadval
kichik talab o‘rtacha katta talab
talab
kichik zaved 20 20 ' 20
o‘rtacha | 40 o0
zavod
~ Kkatta zavod 30 60 120

Bu verda variantlar E;_{kichik zavod qurish}, E>_{o‘rtacha za-
vod qurish}, Ea_{katta zavod qurish}. Tashgi holatlar F;_{kichik
talab}, F>_{o‘rtacha talab}, F;_{katta talab}. Qarorning natijasi
¢, deganda E, variantga va F, tashgi holatga mos keluvchi igfi-
sodiy samara (foyda) ni tavsiflovchi baho tushuniladi. |

Qaror qabul gilisk mezomi. Bunday ofyinlarda o‘yinning
vechimi deyilganda o‘vinchining biror strategivani tanlashini
tushunamiz. Strategivami tanlash jarayoni garor gabul qilish
mezoni vordamida amalga oshiriladi. Eng magbul variantni
topish uchun baholash (imagsad) funksiyasini kiritish lozim.

Har bir £, variantni €, migdor bilan baholaymiz. Biz eng

katta e, ga mos keluvchi variantni gidiramiz. Bunda €; baho

yutug, foyda, ishonchlilik kabi migdorlarni xarakterlaydi. Unga
garama-qgarshi xarajat, yo'gotish kabi baholi holatiarni ham
bahoni minimallashtirish vo‘li bilan tadqig qﬂlSl‘.l mumkm
Shunday q111h optimal variantni tanlash

E, ={E,|E, €E e, =maxe,}. (6.15)
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mezonga ko‘ra amalga oshiriladi (£={£ E,. .E, }). Bu qoida
quyidagicha o‘qiladi: optimal vanantlar to‘plami £, barcha
variantlar to‘plami £ ga tegishli va ¢, bahosi eng katta bo‘lgan
E, variantlardan tuzilgan. {6.15) mezon bo‘vicha optimal va-

| riant, umuman olganda, bir givmatli chigmavdi, chunki maxe,
bir necha variantlarda enshilishi mumkin.
Baholovchi funksiyalar

- Baholovchi {magsad) funksiyani kiritib, eng foydali variantni
topishimiz mumkin. Bunda garorlar matritsasi [e, || bir ustunga
keltirlladi. Har bir £ variantga gandaydir €, natijja voziladi
(6.6-jadval).

6.6-)adval
E| €l
EQ Loy
Ej Cir
Em Emr

Optimal variantni tanlash tartibi (6.15) mezon bi::‘yicha olib bo-

riladi. Lekin €, ga ganday ma’no berish karak degan muammeo
paydo bo‘ladi. Masalan, -

€, —mll‘le +maxe
4

deb olsak, eng vaxshi natija

maxe, = 1n?x(m}ne!.f + m.?xeﬂ.)

bo‘ladi. Optimal variantni (6.15} mezonga muvofig olib borishi-
miz mumkin.

6.9.2. Statistik o‘yinlarning klassik mezomnlari
1. Optimistik pozitsiya:

maxe, = m?x(mjz_lxeg}
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Qaror gabul giluvchi eng katta foyda kelishiga ¢’tibor ¢aratadi.
Bu holda garor gabul giluvchining pozitsivasi optimistik pozi-
tsiva deyiladi.

id 2. Neyiralitet poZitsivasi.

l H
maxe, = ma}{(-—z € ).
¥ ' i ¥ v :

J_

3. Pessimistik pozitsiya-minimaks (MM) mdront: -

maxe, :m?}:(ngneg} '- i
Qaror gabul giluvchi har bir variant uchun eng yvomon natijani
oladi. So‘ngra bu natijalarning eng yaxshisini tanlaydi. Mini-
maks mezonida o‘ta ehtivotkorlikka mos keluvchi baho funk-
sivasi qo‘llaniladi. Bu holda garor gabul giluvchining pozitsiyvasi
pessimistik pozitsiya deyiladi.

MM mezoni bo‘vicha garor qabul gilish goidasini quyida-
gicha talgin qilish mumkin: Qarorlar matritsasi [fe, [ har bir

satrming eng kichik €, clementlaridan tuzilgan yangi ustun bilan

to‘ldiriladi. Bu ustunning eng katta ¢, clementi joylashgan satr-

fardagi variantlar tanlanadi.

Misol. Variantlar: E;={biror tashkilot aksiyalarini sotib
olish}; E,={puini muemalaga chigarish}, E;={puini uyda sag-
lash}; Tashqi holailar Fi={hech qanday inflatsiya yo’q},
F,={inflatsiya darajasi 30%}, Fs={inflatsiva darajasi 100%}
bo‘lsin (6.7-jadval).

6.7 -jadval

| Ty F, F, mine; | maxmine;;
E; | 3 9 6 3
E, | R 5 1 3 3
E, | 9 6 6 %

Javob: Eq={E3} — pulni muomalaga chiqarish.
Bu mezon bo‘yicha optimal vanant tanlanganda garor gabul
qgiluvchi o‘zi ko‘zlagan natijadan yomoniga duch kelmavdi,
va'ni bu mezon bo‘vicha variant tanlanganda risk bo‘lmaydi.
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Qaysi F; holat ro‘y bermasin, unga mos keluvchi natija
Z g = maxe, dan kichik bo‘lishi mumkin emas. Shuning uchun

ham, MM mezoni asosiy mezonlardan hisoblanadi. Lekin risk-
ning vo‘gligi, umuman olganda, turli vo‘qotishlarga olib kelishi
mumkin.
Bu mezon bo‘vicha garor gabul gilinayotgan holat quyida-
gilar bilan tavsiflanadi.
e F, tashqi holatlarning yuzaga kelishi hagida hech narsa
ma’lum emas;
e garor bir marta gabul qilinadi;
¢ riskka vo‘l go‘vilmasligi kerak. |
4 Bayes-Laplas (BL} mezoni. ¢, orqali ¥, tashgi holatning
yuzaga kelish ehtimolini belgllaymlz U holda BL mezoni qu-

yldaglcha aruqlanadl |
| ‘ Ly = maxe, ,

€ = Zev g,
£=1

\EEE' !EIU €ip = mahze g_,r @ t--tq, =

BL. mezoni bo‘vicha garor gabul gilish goidasini quyida-
gicha talgin gilish mumkin: Qarorlar matritsasi le, )| har b
safrdagi giymatlarning matematik kutilmalari €, dan tuzilgan
vangi ustun bilan to‘ldiriladi. Satrlarda eng katta €, giymat
joylashgan variantlar tanlanadi.

Misol. 6.8-jadvaldagl ma’lumotlarni BL mezoni bo‘yicha
hisoblaymiz.

6.8-jadval
Fi F, b E:quj : maxe,
E; 18 4 -5 ' 3
E, 2 9 6 - 17/3
E; 8 7 11 25/3 25/3
i . Ed :9 . 6 -6 ST 3 -
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Bu mezon bo‘yicha garor gabul qlhnayﬂtgan hﬂlﬁt
quyidagilar bilan tavsifianadi.
‘e tashqgi holatlarning yuzaga kelish ehtimollari ma’luhpiva
vaqtga bog‘lig emas;
o qaror cheksiz ko‘p marta gabul gilinadi:
e garor gabul qilishlar soni oz bo‘lganda riskka vo‘l
- go‘yiladi.

$.9.3. Hosilaviy mezonlar

Gurvist mezoni (HW-mezon). Gurvmt mezohi quyidagi bahn
funksivasi orqali aniglanadi. -

Luyg = max e,

e, =c-mine, +{El —c}-mjm éy | (6 16)
F

D .ﬁif?.}rerda 0<es<l. Optunal variant quyidagicha tanlanadi.,

E,={E,|E,cE.¢,= mf’ux[c -m}ne& +(1- c_}-tn?xeg]}

Gurvist mezont bo‘yicha garor gabul qilish qoidasini
quyidagicha talgin qilish mumkin: Qarorlar matritsasi [le, | har
bir satrdagi giyvmatlarning ¢ng katta va eng kichik givmatlarning
o‘rtachalari ¢, (6.16) dan tuzilgan vangi ustun bilan to‘ldiriladi.
Satrlarda eng katta e, giymat joylashgan variantlar tanlanadi.

c=1 da Gurvist mezoni MM mezoniga, ¢=0 da esa
maksimaks mezoniga aylanadi. Ko‘pincha «o‘rtacha nugtayi
nazars sifatida ¢=0.5 deb olinadi. ¢ soni optimizm va pessi-
mizm orasidagi munosabaini ifodalovchi ko‘rsatkich sifatida tal- .
gin ¢ilinadi.

Bu mezon bo‘vicha garor gabul giinayotgan holat quyvida-
gilar bilan tavsiflanadi.

» tashqgi holat r larning yuzaga kchshi haqida hech narsa

ma’lum emas;
e ¢aror 0z marta gabul gilinadi;
s garor gabul gilishda riskka vo‘l go yllach
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Misol. Fabrika to‘rt xil mahsulot ishiab chigarad.
E;. ibirinchi mahsulot}, E,_¢ikkinchi mahsuloty, E;_¢uchinchi
mahsulot:, F4_ito‘rtinchi mahsulot;. Foyda mahsulot turiga
mos keluvchi £, talab holatiga bog’liq. Foydalar matritsasi 6.9-

jadvalda keltirilgan.

6.9-jadval
Fj F; F; F, ¢, | Enw
E, ¢ 10 6 4 4 7.2
E, 8 11 5 3 8.6
E, | 5 4 10 & 7.2
E, 6 7 8 12 | 102 | E,
bunda ¢=03.

| Huja-Lemon mezoni. Bu mezon BL va MM mezonlan aso-

siga qurilgan. Bu mezon bo'vicha tashg muhit ro‘y berishi ehti-
mollarining anighilik darajasini belgilovchi parametr beriladi. Bu
parametrning givmatlari {0,1] oralig’ida joylashadi. Agar tashaqi
muhit ro‘y berishning ehtimollar vugori bo'lsa, BL mezonning
mavgevl vugori bo‘ladi.

€ = ["’ieif@’f + (1 =¥ Dljl]lffij,- )
’ F]

=1

ZHL - lllﬂXE?w
]

Bu verda 0<v<1. Baholash matritsasi €, ustun bilan to‘ldiriladi.
Bu yerda u tashgi muhit holatlarining ro‘y berish ehtimolining
aniglilik darajasi. Bu mezon bo‘vicha strategivani tanlash maxe,

bo‘yvicha amalga oshiriladi.

Bu mezonni quyidagi holatlarga ishlatish mumkin.

1. Tashgi muhit holatlarining ro‘y berish ehtimollari kop
bo‘lmagan tajribadan olingan bo‘lib, u o‘zgarishi mumkin.

2. Nazariy jihatdan gabul gilingan garor juda ko‘p marta
takrorlanganda yaxshi natija beradi.

3. Qabul gilingan garor juda kam marta takrorlanganda risk-
dan holi emas.
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Sevif (S) mezoni. Bu mezon quyidagicha aniglanadi.
L. = m:in(m?x(mlaxeﬂ. -e,)) :._

— 7 — Ch
aé’ III;E[KL;.;. eg.

Elementlari a, lardan iborat matritsa risk matritsasi deyila-
di. a@; ni tashqi F; holat bo‘lganda, optimal variant o‘rniga
undan yomon variantni tanlash tushuniladi. Ya'ni optimal vari-
antni tanlamagandagi mag‘lubivat deb garash mumkin. Riskni
minimallashtirishga harakat qilinadi.

Demak, bu mezon bo'yicha optimal stratcgiyam aniglash
uchun risk matritsasini aniglaymiz.

ai’f = Tll.:-.lx Ey’ - eij

Risk matritsasi ¢, =maxa, ustun bilan to‘ldiriladi-; mine,
i

shartni ganoatlantiruvchi strategiva optimal bo‘ladi.

Bu mezonni ishlatish MM mezoni kabidir. o |

S mezoniga ko‘ra strategivani tanfash quyidagicha kechadti:
legfl matritsaning har bir elementi shu ustundagi eng katta
elementdan ayrilib, risk matritsasi [[a;;]| hosil gilinadi. Bu matritsa
uning satr clementlarining eng kattalari bilan to‘ldiriladi =~ ;.
Shu ustundagi eng kichik element joviashgan strategiva optimal
hisoblanadi.

Geyermeyer mezoni. Bu mezon bo‘yicha garor gabul gilish
quyidagicha. .

Zs;= maxe,

e, = m}m €,q,

Optimal yechimni aniglash quyidagicha yoziladi:
| E,={E,1 £, EFeG—maxmmeyg‘, va e, <0}
. Ko'p xo‘jalik masalalarida narx-navo va xarajatlar

ko‘riladi. Shuning uchun e, <0 sharti odatda bajariladi. Agar Ei;,-.
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lar ichida musbatlari ham uchrasa, barcha elementiarni manfiy
qilishga matritsa elementlarini e; —a almashtirish yordamida

erishiladi, bu verda a >0 bo'lib, biror yo‘l bilan aniglanadi.
Ko ‘paytma mezoni. Bu mezon quyidagicha aniglanadi
(ei;j > E’)
Ly = mxneﬂ'
g

Bu mezon eng katta yutugga asoslangan. -

i Strategivani aniglash quyidagicha amalga oshiriladi:

Matritsa vangi ustun bifan to‘ldiriladi. Bu ustun elementlari
maftritsa satrlarining ko‘payvtmasiga teng. Shu ustun elementlari
ichida eng katta qiymat beruvchi satr optimal strategiva hi-
soblanadi.

Bu mezonni quyidagi holatlarda ishiatish mumkin.

Tashgi muhitning ro‘y berish ehtimollari ma’lum emas. Har bir
tashgi muhit ro*y berishini e’tibordan chetlashtirmaslik lozim.
Bu mezonga ko‘ra qaror kam marta gabul gilinadi. Mezonda
- riskka yo‘l qo‘vyiladi.

Agar berilgan matritsada e, >0 sharti bajarilmasa, ¢, +a

matritsa tuziladi. Bu verda a > [mme |. Albatta, natija a ning giy-

matiga bog‘liq bo‘ladi. Amaliyotda @ =mine,|+1 deb olinadi.

Bu mezonga ko‘ra tashgi muhit ro‘y berish ehtimollari va
qaror gabul qilishning takrorlanishlari ham inobatga olinmaydi.

Statistik o‘yinga olib keladigan bir igtisodiy masala ko‘rib
chigamiz.

Masalg. Qishlog xo'jalik fermasi karam yetishtiradi. Ferma
karamni kuzdan bahorgacha saglash va sotish bilan shug‘ullanadi.
Ferma karamni saqglash va sotish jarayonida uchta rejaga ega:

E,— karam kuzda terib olingandan so‘ng barchasini sotish;

— karamning ma’lum qismini saglab, uni kuzgi va gishki

davrda sotuvga chiqgarish;

E,— hosilning barchasini saglab, sotishmi bahorda amalga
oshirish. |

Fermaning karamni vetishtirish, saqtash va sotishdagi xara-
jatlarl strategivalarni tanlashga garab mos fﬂV]bhdﬁ 20, 3{) va 40
ming pul birligiga teng.-
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Bozorda karamga nisbatan quyidagi holatlar ro‘y berishi
mumking: |

F,~ karamning bozorga tushish jarayoni tekis bo‘lib, karam-
ning narxi turg‘un boladi;

F,— kuzgi davrda bozorda karam qish va bahorga garagan-
da mo‘l bo‘ladi. Natijada davrga garab karam narxi o‘zgarib tu-
radi. Qish boshlanishi bilan karam narxi kuzdagiga nisbatan ko*-
tarilib, bu narx bahorgacha turg‘un saglanadi;

F,— kuzda bozordagi karam migdori qish va bahordagi
davrga garaganda vetarlicha yugori. Karammning bozorga tushishi
kamayib boradi. Natijada karam narxidagi turg‘unlik yo‘qoladi.

Fermaning bozordagi holatga qarab rejadagi strategivalarda
oladigan daromadi 6.10-jadvalda keltiriigan.

6.10-jadval
" Ferma |  Daromad (ming pul birligida)
strategivasi
£ £, S
E, 30 25 22
E, 30 40 33
E, 30) 40 60

Masalada quyidagilarni aniglash kerak:
1. Agar bozor holatlarining ro‘y berish ehtimollari 0,3, 0,6
va 0,1 bo‘lsa, gaysi strategiya ferma uchun eng ma’qul?
2. Bozor holatining chtimollari ma’lum emas. Quyidag:
talablarni amalga oshirish uchun ferma gaysi strategiyani
tanlagani ma’qul?
a) minimal kafolatlangan yutug bo‘lishi uchun;
h) garor gabul gilishda riskni hisobga olish; |
¢) pessimistlik koeffitsiventi 9,3 ga teng bo‘lganda;
‘3. Bozor holatining ro‘y berish ehtimollari yetarli aniqlikka
~ ega emas, bu ma’'lumotning aniglilik darajasini ko‘rsa-
tuvchi parametrning givmati 0,7 ga teng (Sevij mezoni).
Masala yechimining iqtisodiy talginini keitiring.

4 = 4l 209



Yechish.

1. Ovinning yutug matritsasini tuzamiz. Buning uchun da-
romaddan xarajatlarni ayiritb, foydani aniglaymiz. Yutug matri-
tsasi 6.11-jadval ko‘rinishida bo‘ladi.

6. 11-jadval
E | F | R
E |10 1 5 | 2
E [0 W0 | 3
E, | -10 0 20
2. BL mezoniga ko‘ra (6.12-jadval)
e, = 1003 + 50,6 + 20,1 = 6,2
e =003+ 100,6 + 30,1 = 6.3
0= -10:0,3 + 00,6 + 20-0,1 = -1
| 6.12-jadval
‘Fi Fz Fs E‘Ir
P 03] 06 | 01
£ 10 5 2 6.2
Z |0 | 10 | 3 |63
E, [-10] 0 | 20 | -

Ly = maxe, =e,, = 6,3.

Bu mezon 'bm‘yich.a tashgi holatning berilgan ehtimollik~-
larida fermaning eng optimal strategivast E, bo‘ladi.
¢ 3. MM, neytralitet va Gurvis mezonlari bo‘yicha optimal

strategivani aniglaymiz (6.13-jadval).

¢.13-jadval

E F ﬂz £ €, €, €,
(MM | (nevtralitet) | (G) |

E [10] 5] 2 2 5.67 7.6

E, | 0 ]to] 3 0 4,33 7

E, [-10] 020 <101 3,33 {1
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~ MM mezonl bo‘yvicha optimal strategiva £, bo‘ladi
(Z1ae =2).

Neytralitet mezoni bo‘yicha ham optimal strategiya £ bo‘-
ladi (z, =567). Gurvis mezonl bo‘yicha aniglangan optimal
strategiya £, bo'ladi (z, =11).

4. Sevij mezoni bo‘vicha optimal strategivani aniglaymiz.
Buning uchun, avvalo, risk matritsasini aniglaymiz (6.14-
jadval). T

6.14-jadval
R E R e,

E, 0 5] 18] 18]

E, 10 0 17| 7

| £, 200 10] 20] 20

~ Bu mezon bo‘yicha optimal strategiya E, bo'ladi (Z, =17).
4. Huja-Lemon mezoni bo‘yvicha optimal strategivani
amiglaymiz (6.15-jadval).

© 6.15-jadval
R 5 £ ‘ €,

(¢, 1 03] 06 |01

E | 10] 3 2 14,94

E, | 0] 10 | 3 (44

E, [-16] 0 | 20 |-37

"Huja-Lemon mezoni bo‘yvicha optimal strategiya E bodladi
(Zy =4.97). | S

6. Olingan natijalarmi igtisodiy talgin gilamiz.

Agar fermaga bozor holatining ehtimolliklari ma’lum bo‘lsa,
eng magbul strategiva karammning bir gismini kvzda sotish va
golgan gismini gishda sotish uchun saglashdir (foyda 6,3 miln.
pul birligiga teng). Agar bozoming holatlari to‘g‘risidagi ma’lu-
mot ma’lum bo‘lmasdan, foydani vo‘gotish riskini minimal-
lashtirishda ham bu strategiva eng optimal ho‘ladi.
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Bozor holatining ehtimolliklari ma’lum bo‘lmaganda, ferma
uchun foydani maksimallaghtirishdan ko‘ra kafolatlangan yutug-
ga erishish asosiy deb hisoblansa, eng magbul qaror barcha ka-
ramni bahorda sotish magsadga muvofiq. Agar ferma bozor
holati to‘grisida ma’lumotga ega bolib, lekin bu ma’lumotning
aniqlilik darajasi yetarli bo‘lmasa ham, bu strategiva eng magbul
bo‘lib golaveradi.

Agar bozor holati to‘g‘risidagi ma’lumotga ega bo‘lmay,
foydani yo*gotish riski ferma uchun asosiy omil hisoblanma-
ganda ferma karam hosilini bahorgacha saglab, so‘ng sotishga
go‘vish eng optimal bo‘ladi.

Tayanch iboralar R

Matritsali o‘vinlar, to‘lov matritsasi, o‘vinning quyi va yugori
baholari, sof strategiva, aralash strategiva, fon Neyman teore-
masi, hukmdorlik qoidasi, 2x2, 2xn, mx2 matritsali o‘yinlar,
affin goidasi, matritsali o‘yinlar va simpleks usul, statistik o‘vin-
lar, statistik o‘yinlarda klassik mezonlar, hosilaviy mezonlar.

Savollar

. Qanday o‘yinlar matritsali o‘yinlar turkuomiga kiradi?

Matritsali o‘vinda o‘yvinning yuqort va quyi baholari

nimani anglatadi?

Qanday o‘vinlar sof strategivali o‘yvinlar hisocblanadi?

Aralash strategivali o‘yin deb ganday o‘vinga ayiiladi?

2x2 o‘yinda aralash strategiyalar ganday topiladi?

O‘yvin matritsasini soddalashtirishda hukmronlik qoidasi

nima?

7. 2xm va nx2 o‘vinlarni grafik usulda vechish uslubi gan-
day?

8. Affin goidagi ganday ma’noni Kasb etadi?

9. Matritsali o‘vinlarmi chizigli dasturlash masalasiga keltirish
jarayont ganday hal gilinadi?

10. Qanday o‘yinlar statistik o‘yinlar deyiladi?

11. Qarorlar gabul qgilishdagi maksimalist, minirax, neytra-
litet va Bayes-Laplas mezonlari ganday tatbiq gilinadi?

12. Qaror gabul qilishning hosilaviv mezonlaridan qaysilarini

bilasiz?

B e

R b
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Mashqlar

6.1. A o‘vinchi {1,3,4} to‘plamdan, B o‘yinchi esa {1,2,5} to‘p-
lamdan sonlar tanlavdi. Agar tanlangan sonlar yig‘indisi juft
bu‘lsa, A ning vutug‘i shu songa teng, toq bo‘lsa, B ning
. yutug‘i shu songa teng bo‘ladi. A o‘yinchining yutuglar matri-
tsasini tuzing.

-6 2. Harbiv mashglarda ikkita 4 va B tomon bo‘lib, 4 lar 6 ta

- rotadan, B lar esa 4 ta rotadan tuzilgan. B lar bir gishlogni hi-
" moya gilmoadalar va bu gishlogga A lar ikki yo‘nalishdangina
kela olishi mumkin. B larning komandiri ixtiyoriv rotani
ixtivoriy bir yo‘nalishning himoyasiga vuborishi mumkin. Agar
A lar biror yvo‘nalishda B larga nisbatan 3 marta ko'p yoki
undan ortiq kuch yig‘sa, ular 8 larni yutib chiqadi. Agar B lar
biror yo‘nalishni himoya qilmasalar ham, 4 lar yutib chigadi.
" A tomonning vutuglar matritsasini tuzing (Izoh. 4 larning
yutug‘ini 1, mag‘lubivatini -1 bilan belgilang. Strategiyalarni
(1-5) ko‘rinishda kiriting (1-yo‘nalishga 1 ta, 2-yo‘nalishga 5
ta)).

6.3. Quyidagi mairitsali o‘vinlarning quyi va yugori baholarini
- aniglang. Sof strateg1yalarda yechimga ega bo‘lsa, yechimni
toping.

) ERSEAE

;
2 2 6 1 1
5
3

[ PR S B
[ A T
o R -
S O T S I
da ey B2 OB

6.4. Quyida I o‘vinchining vutug matritsasi berilgan. Matritsani
soddalashtirib, analitik usulda veching.

1) 2 2} (5 6 2 3)
~1 3 4 4] [
-1 | 4 5 1)

6.5. Quyidagi matritsali o‘vinlarni grafik usulda veching
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(1 -1 2y o 2) {4 3
Pt O P
| 5
-1 6

6.6. Quyidagi jadvallarda 1-o‘yinchining vyutugq matritsalari
berilgan. Har bir ofvinchining strategivalarini mlqlaydigan
- matematik model tuzing.

2y {5 6 2y 3) {7 3 8
31 4 172 3
4 53 0127

6.7. Quyida 1-o‘yinchining vutuq matritsasi berilgan, masalani
chizigli dasturlash masalasiga keltirib, simpleks usulda

e

'ycching.
1) (2 -3 4 2} (-1 -1 -1 3) (4 3 42
-3 4 -5 -1 -1 3 346 5
| 4 -5 6 -1 2 -1 2515
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VII bob. BIMATRITSALI O‘YINLAR

7.1. Bimatritsali o‘yinlar tushunchasi

Matrissali o Yinlarda ovin holati yagona matrifsa orgali ifo-
dalangan bo‘lsa, bimatritsali o vinlarda har bir o‘yvinchining to'lov
matritsasi mavjud bo‘ladi. Bu mavzuda shu turdagi o'yinlar kel-
tiriladi. |

Yugorida garalgan matritsali o'yinlarda o‘yinchilarning
magsadlari to‘la qarama-garshi edt. Lekin o‘yvinchilarming mag-
sadlari garama-garshi bo‘lmagan holattar hayotda ko‘p uch-
raydi.

O‘zaro muholif bo'lgan A va B o‘vinchilar quvidagi imko-
nivatlarga ega bo‘lsin, _

A o‘vinchi 4, ..., 4, strategiyalarning ixtiyoriy birini tan-
lashi mumkin; |

B o'vinchi B,,..., B, strategiyalarning ixtiyoriy birini tanlashi
mumbkin bo‘lsin.

Har safar ularning birgalikda tanlagan strategivalar aniq ba-
holangan bo'lsin: agar A o Zining i -sirategivasi A, ni, B esa k -

strategivasi B, ni tanlagan bo‘lsa, u holda A ning yutug i biror a,

songa, B ning yutug'i esq biror b, songa leng.
Boshgacha aytganda, har safar har bir o*yinchi yutug oladi.
A va B ning barcha strategiyalarini ketma-~ket garab chigib
ularning yutuglarini ifodalovchi 2 ta jadval tuzishimiz mumkin:
Birinchi o‘vinchining yutuglarini ifodalovchi

7.1-jadval
B 1 L3 . Bﬂ
A, @) ay a,
Ar afl a;.t l:"-"‘1'11
Am aml a.wir &m
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7.1-jadval va H o‘vinchining yutuglarim ifodalovchi

7.2-jadval
| B, .. B, .. B,
Al bll ‘bli E']"
A‘e’ { bii b!!r bm
Am i bm br.u-k b.m
7.2-jadval. Odatda bu jadvallar matritsa shaklida beriladi.
(a, % @, #-a,) (b, b, 2 ob,Y
I Y - |
" A=|a, ay a, |, B=|b .7 b b,
\ i Qg - Dy J ' _'E?ml bm# bm.ru’

Bunda A 1 o°vinchining yutuglari matritsasi, B esa 11 o‘yinchi-
ning yutuglari matritsasi. A o‘vinchi o‘zining A strategiyasini, B
esa o‘zining B, strategivasini tanlasa, A o‘yinchi «,, B esa &,
ga teng vutug oladi. Shunday qilib, o‘vinchilarning magsadlari
turlicha (lekin garamsa-qarshi bo‘lishi shart emas) bo‘lganda 2 ta
to‘lov matritsasli hosil bo‘ladi bilttasi A ning to‘lov mafritsasi,
boshgasi B ning to‘lov matritsasi. Shu sababli bunday o‘yinlarga
bimatritsali o'yinlar deb nom berilishi tabiiy.

Avval ko‘rib chigilgan matritsali ofyinlarni ham bimatritsali
o‘vinlar sifatida garash mumkin. Bunda B ning to‘lovlar mat-
ritsasi A ning to‘loviar matritsasiga qarama-gaishi bo‘ladi:

voki

mi M ﬂrul iy

Umuman olganda, bimatritsali o‘yin nol yig'indili o‘vin
emas. Bimatritsali o‘vinlar sinfi matritsali o‘vinlar sinfiga
nisbatan ancha keng sinfni tashkil etadi.
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Masala. Kichik A firma (A o‘vinchi) boshga virik B firma
(B o‘vinchi) tomonidan egallangan ikkita bozorning biriga o‘z
mahsulotlarini olib kelish taraddudida turibdi. Buning uchun
bozorlarning birida reklama harakatlarini boshlab yuborishi
mumkin. Har ikkala bozorda ham hukmrenlik giluvchi B firma
bunga to’sginlik qiladi (albatta, gonun doirasida). Agar biror bo-
zorda B chora ko‘rmasa, A uni egallab oladi, aks holda A bo-
zorni go‘ldan boy beradi.

Aniglik uchun A ga 1-bozorga kirib olish 2-bozorga Kkirib
olishga nisbatan manfaatlirog boflsin, deb olaylik. Masalan, A
firmaning 1-bozordar g‘alaba qilishi unga 2-bozordagi g‘alabaga
nisbatan ikki marta ko'p yutug olib keladi. Shu bilan birga 1-bo-
zordagi mag‘lubiyati uni to‘la xonavayron gqilib, B ni ragibdan
xalos etadi. Tabiivki 1-bozorni egallash uchun ham ko‘p kuch
sarflash kerak deyish mumkin. -

Endi 2-bozorga kelsak, A mag‘lubivatga vchraganda uning
talafoti uncha katta emas. Shu bilan birga, uning galabasi ham
unga ko‘p yutug keltirmaydi.

Shunday gilib, A firmaning ikkita strategivasi bor:

A — birinchi bozoimi tantash, 4,— ikkinchi bozomi tanlash.

B ning strategivalari ham huddi shunday:

B — birinchi bozorni tanlash, B,— ikkinchi bozorni tanlash.

To‘lov muatritsalarini qurish uchun o‘vinchilarning har juft
strategivasiga mos keluvchi migdorlar hisoblanishi kerak. Biz
ularni shartli birliklarda keltiramiz: =

-10 2 5 -2
] == . B:
S R N B

Keltirilgan to‘lov matritsalarini ko‘zdan kechiramiz. Agar
har ikkala o‘yvinchi bitta bozorni tanlasa, g'alaba kuchli B firma
tomontda bo‘ladi.

B ning vutuglari (4, B) holatda 5 ga, (4,.B,) holatda | ga
tengligi birinchi bozorning manfaatlirogligini (vaxshi joylashgan,
gavjum) tasdiglaydi. A ning yutuglari ¢4, 8) holatda —10 ga,
~ (4,, B,) holatda —1 ga tengligi unga juda qayg‘uli.

Firmalar o'z e’tiborlarini turli bozorlarga garatgan holatlar:
(4. B,) va (4, B) ga kelsak, bunda A firmani haq1q1y yutuqlar
kutvapti. B ¢sa shu sonlarga teng talafotlar ko‘rvapti. .
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7.2. Aralash strategiyalar

Bu mavzuda bimatritsali o yinlar uchun aralash-strategivd
tiishunchasi keltiriladi.

Matritsali o‘vinlarda agar o‘yinchilarmng fagat.
B

LESE g

A LA LB

| R LT

sof strategivalari bilan chegaralansak, muvozanat holati bo‘lmas-
ligi ham mumkinligini ko‘rdik. Bu qiyinchilik aralash strategiya- |
larni kiritish bilan bartaraf gilingan edi.
Bimatritsali o‘vinlarda ham o‘vinchilarning aralash strate-
givalarini aniglaymiz. Birinchi o‘vinchining aralash strategivasini

p+...+tp =1, pzo..p =20
shartlarni ganoatlantiruvchi 2 =(p,.... p,) vektor sifatida kirita-
miz.
Ushbu |
g +..+q,=1, ¢ = ;,,,,qnzﬂ

shartlarni ganoatlantiruvchi QO =(g,...q,) vektorni II o‘yinchining

aralash strategivasi deb ataymiz. O'vin o‘zgarmas sharoitda da-
vomiy takrorianib turadi deb hisoblaymiz. Matritsali o‘vinlarda
A va B o‘vinchilarning o‘rtacha yutuglari A matntsanmg ele-
mentlari va p, va q,,r ehtimolliklar yurdanuda TR

H, Zaﬁrp gy Hy= _gaitpr"?k' :
tengliklar bilan aniglangan edi. Bimatritsali o‘yinlarda ham A va

B ofvinchilarning tanlagan aralash strategivalarga ularning o‘rta-
cha vutuglari mos keladi va l.ll&r endi

H, Za,qun . Hf%%p,-qr

tcnghklar bllan aniglanadi.



7.3. 2x2-bimatritsali o‘yinlar. Muvozanat holati

Bu mavzuda 2x2 bimatritsali o ‘vinlarning yechimini topish
bayon gilinadi. |

Biz bu bolimda har bir o'yinchining fagar ikkitadan strate-
givasi bor bo'lgan holni, ya'ni m=n=2 holni o'rganamiz. .

- 2x2-bimatritsali o‘yinda o‘yinchilarning to‘lov matritsalari

A — ail ajz . B — (bll b!?}
a, @) U’:a b,,
ko*rinishda bo‘ladi. O'yvinchilarning P=(p,.p,) va 0=(g,. a,)
aralash straicgivalari uchun |

p=p, p,=l-p, §=9, q,=1-q. "

deb olamiz. U holda o‘rta givmatlar

HA(P,Q'),:QUPQ +ﬂ']?p(} "'?)+011(] “‘JP)CI"“-‘S{,_»__.(] _PII _'(f)
H,(2.9)=b,pg +b,p0 ~ g)+ 8,0~ plg + 5,1~ p)i-4)

formulalar vordamida hisoblanadi, bunda
0=p<l, 0=g=].

Agar 0<p<l, 0sqg<1 shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyorly p va
¢ larda bir vagtda o

H,(p.g')<H,{p".q")
va _
Ho{p".q)<Hy(p".q")
tengsizliklar bajarilsa, u holda

@': q")J ”q—:P“ 51, UEQ-E

juftlik muvogzanaili holat deyiladi.

Bu tengsizliklarga quyidagicha ma’'no berish mumkin:
aralash strategiyalardan tuzilgan {p*,¢’) holat mmivozanatli holat
bo‘lishi uchun undan chetlashgan o‘yinchining yutug‘i (boshgasi
chetlashmaganda) kamayishini bildiradi. Shunday qilib, agar
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muvozanatli holat mavjud bo‘lsa, undan chetlanish chetlashuy-
chi o‘vinchining o‘zi uchun foydali bo‘lmaydi.

Bimatritsali o‘yinlarda muvozanatli holat mavjudmi? Bunga
quyidagi tasdiq javod beradi.

1-teorema (J.Nesh). Har qanday bimatritsali o'yin aralash
strategivalarda kamida bitta muvozanatli holatga (muvozanat
nuqtasiga) ega.

Muvozanatli holatni topish uchun quyidagi tasdigdan
foydalanamiz.

2-teorema. Ushbu

_ H(p.q)<H,(pq), H,lp'9)sH(p".¢")
tengsizlikiarning bajarilishi
H,0.0) <1, (7"07), 1 (o' 0)<H, (")
H,(Lg")<H,(p¢"). Hip )sH,(p".q)

tengsizhiklarning bajarilishiga teng kuchli.
Boshqacha aytganda, (p*.¢") jufilik muvozanatli hélat aniq-
lanishin: tekshirish uchun |

H{p.¢")<H,(p".q")

tengsizlikni B o‘yinchining fagat sof stratﬂglyalanda (r=0va
r=1 da), - o A
HB(P*,,Q')EHB([.’J*EQ*) -

tengsizlikni B o‘vinchining fagat sof strategiyalarida (¢=0 va
g =1 da) tekshirish vetarli. 2-teor¢ema muvozanat nugtasini ama-
liv topish imkonini beradi. A va B o‘yinchilarning o‘rtacha
vutuglarini qulay shaklda yozib chigamiz: -

HA(P,Q'): (an —d, —a, ta, )Pq +(au _az:)p +(ﬂ21 _azz)q T4,
H (p-l?)=(b11 —b _b +bzz)pq+(bu ‘_bzz)p'}_(bzi ~b )(]-I-b

QOlingan formulalarning birinchisida avval p =1, so‘ngra p 0
deb olib.

H.q.(ln‘.?) = (an T, —dy T azz)q i, T (azl - azz)q

HA(Dr Q) = (azl - azz)q Ty,
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ckanini hosil gilamiz. Ushbu

Ha(ng)__HA(Lq):(an iy, Ty +ﬂn)}7€ +
+ (an =y )P - (au —i, —a, t az:)q +a,—a,
H, (p}q)-Hﬁ(U,q)‘—‘{a‘n —d, — +a11)P?+(au _'aﬁi%

ayirmatarni garaymiz. Quyidagicha
C=a,~a,-a, +a,, o=d,—a,
belgilashlar kiritib, ular uchun
o H,(p.9)-H,{Lg)=Cpg~op-Cq+a=

=Cqlp -1)~af{p-1)=(p-1)Cq -a)

H,(p.q)-H,0.9)=Cpg-ap=p(Cq-a)
ifodalarni hosil gilamiz. Agar endi (p, ¢) muvozanat nugtasi
bo‘lsa, u holda bu ayirmalar nomanfiv bo‘ladi:
H,(r.q)-H,(Lg)20, H,(p,q)-H,{0.4)20.

Bu yerdan i

(p—lXCq—a)Eﬂ,

' p(Cq --:x)& 0

munosabatlarni hosil gilamiz,
H,(p,¢) ning formulasidan ¢=1 va ¢=0 lar uchun

T ﬁq"iﬁi ﬂ?‘.ﬂﬁ';‘ﬁ . I'IB. (p:]-) = (bu - blz - 'bzl + 'bn )p + (brz - b:i'. )p + b!l 1
HHLD:U) = (blz - bn )P + b:-z
tengliklarni hosil gilamiz. Ushbu
5 H,(r.¢)-H.{(p.}) va H,(p.g)-H.(p.0).
ayirmalar
D=bn_bu_bzl+b223 ﬁ=bzz—bzl
belgitashlardan keyin

H,(p.q)~Hy(p1)=(g-1)NDp-B),
H,{p.q}-Hi{p0)=alDp-8)
ko‘rinishga keladi. Agar (p.¢) muvozanat nuqtaéa PO1sa, ‘U noiga
bu ayirmalar nomanfiy bo“adi:

Hy{p.¢)-Ho(p.)20,  Hy(p.q)-H.(p.0)20.
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Shu sababli |
' _(Q'—~11J3;it:'—;3)3[},T
glDp-p)=0.

A=(“n @1 B-= b, by
ay ay )’ by Do

Shunday qilib,

o1

bimatritsali 0'yinda (p,¢) muvozanat nuqtasi bo‘lishi uchun. "
(p-Nq~a)z0,

plCq-a)=0,
(¢ =t{Dp—B}20,
glDp-B)20,
D<p<l,
g1

tengsizliklarning bajarilishi zarur va vetarli, bunda

C=au =y, ) Ty, Ed, a4,

D=b,—b,-b,+b,, f=b,-b,,

7.4. Muvozanatli holatlarni topishning grafik usull

 Bu mavzu 2x2 bimatritsali o 'yinni grafik usulda yechish jara-
yoniga bag‘ishlangan.
Muvozanatli holatlarni topishning grafik usulini ko 'rib chigamiz.

Shu magsadda bozor ragobati masalasini esga olamiz.
To‘lov matritsalari quyidagicha edi:

21002y Y (5 -2
' A:( &.ﬁ‘-_-Bi .
. -1] [—1 1 J |
Bu magsala uchun C, «, D, g larning giymatlarini topamiz:

C=-10-2-1-1=-14, a=-1-2=-3,

siiod g gars o =Y B=1+l=2.

Natijada
(p~1)-14g~(~3)) 20
p-14¢-(-3))20
LY



va
{g-1)09p-2}=0
giop-2)=0
tengsiziiklar sistemalarini hosii gilamiz. Dastiab brincn tengsiz-
liklar sistemasini ko‘rib chigamiz.

(p 10149 +3)20
pl-14g+3)=0

Quyidagi uchta hol bo‘lishi mumkin: 1.z =1, 2..p=10,
NO0<p<i.

Har bir holni batafsil garab chigamiz.
1. p=1 deb olib,
020, -l4g+320

ekanini hosil gilamiz. Bu yerdan
| ~14g-3<0
va demak,

ekanini topamiz,
2. p=0 deb olib,
—(=l4g+3)2z0, 0z0,. ..
tengsizliklarni bu yerdan esa
14g-320,

L

ya'ni

ekanini topamiz.
3. Nihovat 0< p <1 deb olib,

~14g+320, |
_ldg+3<0 . - .

tengsizliklarni hosil gilamiz. Bu yerdan
—1dg+3=0
ekani, yva’ni
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ekani kelib chigadi.
Olingan natijalami jamlaymiz.

2°.p=0, g=—
p q ]4!
3

2 0< p<l, g=—
SPELITY
Endi olingan natijalarni rasmda tasvirlaymiz. ; o
Tekislikda (p,q) koordinatalar sistemasini kiritamhiz va tridd '
Qgpel, 0gg=l

tengsizliklarga mos keluvchi birlik kvadrat ajratamiz,

= ....__'.".:;-,;:-

i ] RS i i "

T.1-rasm L 7.2-rasm

7.1-rasmda 1°, 2°, 3° shartlarmi ganoatlantiruvchi nugtalarni
belgilab chigamiz. Bu nugtalar 7.2-rasmda galin chizig bilan
chizilgan. Bizga uning bo’yalgan birlik kvadratga tegishli gismi-
gina kerak bo‘ladi.

Endi e’tiborimizni ikkinchi

(g-1) (9r-2)20,
g(9p—2)=0
tengsizliklar sistemasiga garatamiz. Uchta -
Dg=l, 2.q=0, N.0<g<l
hollar bizni quyidagi
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natijalarga olib keladi. Ularni rasmda tasvirlab, zinasimon chiziq
hosil gilamiz (3-rasm).

9

7.3-rasm

Olingan natijalarni bitta rasmda tasvirlaymiz (7.4-rasm). Quril-

gan «Zinaslarning unmmiy nuqtasi bimatritsali o‘yinning muvo-
zanat nuqtasi bo‘ladi. Uning koordinatalari

2 3]
3714

O*vinchilarning unga mos keluvchi aralash strategiyalari esa

27 311
P‘{E’E}‘ Q"{ﬁ’ﬁ}
“bo‘ladi.

Of‘vinchilarning o‘rtacha qiymatlari esa quyidaguarga
teng: o

H (_2_ iJ.__i H (E i]_
19714 77 *9'14

fzoh. Bimatritsali ofyinni ikkita nol vig‘indili matntsah 0 ymga
ajratib ko‘rib chigamiz.

15 — 40

bo‘ladi,
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o A matritsali o yin

Bu o'yinni grafik usul bilan yechib, A o‘yinchining

i

optimal aralash strategivasini va o‘yinning ‘5
4
L1l

Vv —_—

* 7

rxm
14714
optimal aralash strategivasini topamiz.
e B matritsali o ‘yin
25 )
-1 1

Bu o'yinni grafik usul bilan yechib, B o‘yinchining

B3l
3°3

optimal aralash strategiyasini va o‘yinning
. N 1
it

Ty, 25

{E 7]
5]
optimal aralash strategivasini topamiz.
Olingan natijjalarni bimatritsali o‘vinning yechimi bilan tag-

goslab, quyidagi xulosaga kelamiz: agar har bir o‘yinchi o‘zining
vufuglari matritsasidan kelib chiggan holda o'z strategivalarini

bahosini va B o‘yinchjning

bahosini'va A o‘jrinchi;ﬁng
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go‘llasa, u holda uning optimal vuiug’t muvozanat holatdagi
yutug‘iga teng bo‘ladi va o'zining matritsasidan raqib o‘yinchi-
ning optimal aralash strategivasini ham topishi mumkin (lekin
o‘zinikini emas). -

Tayanch iboralar

Bimatrisali o‘yinlar, aralash strategiya,” -"Nfieé}:ff-‘-tefﬁrenlasiﬂ;
muvozanat holat, grafik usul. ' '

Savollar. .

: 1. Qanday o‘yinlar bimatritsali o‘yinlar turkumiga kiradi?

2. Bimatritsali o‘yinlarni muvozanat holatlari qanday
aniglanadj?

‘3. Bimatritsali 2x2 o‘yinlar grafik usulda ganday yechiladi?

~ Mashglar

7.1. Xaridor bozordan olma sotib olish niyatida. Sotuvchi olma-
ni to‘g'ri tortishi (1-strategiva) va noto‘g‘ri tortishi (2-strate-
giva) mumkin. Xaridorda ham ikki strategiva bor: sotuvchiga
tshonish (1-strategiva) va ishonmasdan tekshirish (2-strate-
giva). Sotuvchi va xaridorning har bir holatdagi yutuglarini
aniglang.

a) Sotuvchi to‘g'n tortdi va xaridor unga ishondi. Bunda
sotuvchi va xaridorning yutuglarini 0 bilan baholaymiz.

b) Sotuvchi aldadi xaridor ishondi. U holda sotuvchi vutug'i
— 1 ga teng olamiz (chunki go‘shimcha daromad qildi).
Xaridor vutug‘i esa — 1 (chunki u kam olma oldi).

¢) Sotuvchi to'g'ri tortdi, lekin xaridor ishonmadi. Sotuvchi
vutugis 0. Xaridor yutug'i -1/2 (befoyda vaqgti ketdi va
o‘zini noqulay sezdi)

d) Sotuvchi aldadi, xagdor esa ishondi. Sotuvchi yutug‘i-1
(sotuvchilikdan mahrum bo‘lishi mumkin). Xaridor yutug‘i
X (aldogchini ushladi va go‘shimcha olmaga ega bo‘ldi).

Bimatritsali o‘vinni grafik usulda yeching.

i
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- VIII bob. CHIZIQSIZ DASTURLASH

Biz chiziqli dasturlash bo‘limida magsad funksiyasi va che-
garalami ifodalovchi munosabatlarda chizigli funksivalar bilan
ish ko‘rgan edik. Endi matematik modelda gatnashgan o'zga-
ruvchilar chizigsiz bog‘langandagi hoi bilan tanishamiz. Chizig-
stz ddasturlash masalasiga olib keladigan ba’zi masalalarni ko‘rib
o‘tamiz.

I-misol. Korxona A va B turdagi clektron mahsulot ishiab
chiqaradi. Mahsulot ishlab chigarish uchun platina va pailadiy
ishlatiladi. Har bir A mahsulot uchun 13 g platina va 8 g palla-
diy, B mahsulot uchun esa 8 g platina va 11 g palladiy kerak
bo‘ladi. Korxona zaxirasida 90g platina §8g palladiy mavjud.

A turdagi mahsulot 12 ming pul birligida, B esa 10 ming pul
birligida sotiladi. Har bir mahsuloini ishlab chigarishga Kke-
tadigan xarajat ishlab chigarish ko‘lamiga bog'fig bo‘lib, A mah-
sulot uchun 740, 2x, B uchun esa §+0,2yv ga teng. Bu yerda x A
mahsuiotni ishlab chiqarish ko‘lami, v — B mahsulot hajmi.

Kormxona uchun maksimal foyda keitiradigan rejani aniglash
kerak.

Birlik A mahsulotni sotishdan keladigan foyda 12-¢7+0, 2x)
= 35-0,2x ga teng. B mahsulotdan keladigan foyda esa — 10 -
(8+0,2y)=2-0 2y ga teng. Demak magsad funksivasi (A va B
mahsulotlarni sotishdan keladigan umumiy foyda) quvidagicha
bo‘ladi:

(5-02x)x+(2-02y)y =5x-02x" +2y~0,2y" > max
" Masalaning matematik modelini keltiramiz;

(5-0.20)x+(2-0.2y)y =5x-0,2x" +2y- 0.2y > max
CI3x+06v =90 '
Sx+1iy =88

x,y=0 _ : _
Bu masalada shartlar chizigli bo‘lib, magsad funksiyasi esa chi-
zigsiz bo‘lgani uchun chizigsiz dasturlash masalasini ifodalaydi.
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.. Z-misol. Quyidagi talablarni ganoatlantiruvchi kontevner qu-
rish lozim:

o Konteyner hajmi 6 m°;

o Balandligi 1 m dan 3 m gacha;

« Konteyner asosi kvadrat. |
Konteyner yon tomonlari va asosi uchun ketadigan materialning
har bir kvadrat meiri 6 shartli pul birligiga teng, tominiki esa 4
shartli pul birligiga teng. Konteyner o‘lchamlarini shunday to-
pish kerakki, konteyner qurish uchun ketadigan material mini-
mal bolsin.

Konteyner balandligini x bilan asos tomorlarini (enmi va
bo‘vil) y bilan belgilaymiz. U holda masalaning matematik mo-
deli quyidagicha bo‘ladi:

6x” +24xy+4y" >min
1£x£3 |

:ap” =6

Magsad funksivast konteyner narxini ifodalaydi. Bu masalada
maqsad funksiyasi va konteyner hajmini ifodalovchi chegara
chizigsizdir. |

Avvalo, biz chizigsiz dasturlash masalalarini yechishda muhim
o‘rin tutadigan kvadratik shakl tushunchasi bilan tanishamiz.

8.1. Kvadratik shakliar va ularning qo‘llanilishi

Bu mavzuda lvadratik shakl tushunchasi bayon gilinadi, Bu
mshuncha bizga funksiyva ekstremumlarini fopish jarayonida asgo-
tadi.

Quyidagi ko‘rinishdagi » o‘zgaruvchili x.x,...x, funksiyaga

1t H

F(0)= F( 5050 = ) 4, 5%, =

i=1 =l |
2
Xx, ag XX ta,x; .,

it

2
@, % tapxx, +..+a

2
XX, b, X X O, XN, A X,

kvadratik shakl deyiladi. Bu yerda 9; kvadratik shﬁklmp,g kogfx
fitsiyentlari deviladi. ..
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- o'zgaruvchili x,.x,,....x, kvadratik shakl koeifitsiventlaridan

quyidagicha tumlgan simmetrik matritsa kvadrank shakl
matritsasi deyiladi: -

£ 1 1 1 ™
. 3N 793 5ty
1 ] 1
Ty dyy Ty Ty
— L
A= ‘%“1‘13 y U3 On 7 H3n
La Lla Lg a
V2 Tle 2 2a 1 e o

Kvadratik shakl matritsasining rangiga Avadratik shakining
rangi deyiladi. Kvadratk shaklpni f(¥)=% 4%, matritsa ko‘rini-
shida vozish mumkin (7 =(xq,%,,.x,)).

Agar kvadratik shakl

£
f(x) = aux{l +a22x§ ""---""ﬂ-mxi = Zﬂasxiz o
i=1

ko‘rinishida bo‘lsa, bunday kvadratik shaklga kanonik ko‘rinish-
dagi kvadratik shakl devyiladi.

Teorema. (Lagranj) Har ganday kvadratik shakl uchun
shunday bazis topiladiki, unda kvadratik shakl kanonik ko ‘vinish-
da voziladi.

Agar kanonik ko‘rinishda vozilgan kvadratik shaklning ko-
effitsiventlari £1 ga teng bo'lsa, normal ko'‘rinishdagi kvadratik
shakl deyiladi (nolga teng koeffitsiventlar hisobga olinmaganda).

Agar ixtivoriy ¥#0 uchun f(®>0 (f(x)<0) bo‘lsa, f&)
kvadratik shaklga musbat(manfiy) aniglangan, f(® 320 {f(¥)<0)
bo'lganda esa nomantiy (nomusbat) aniglangan deyiladi.

Misollar. 1. Quyidagi kvadratik shaklni Lagranj usulida, l{anomk
ko‘rinishga keltiring va almashtirishni ko‘rsating. | -

Li{x) = x._ wxl +3x3 + 4 00y + 20,
Yechish. Berilgan kvadratik shakldagi x, had gainashgan barcha
hadlarni ajratib, toliq kvadratgacha to‘Idiramiz:
x4 dxx, = (o +dxx, H4x))—4x] = (x, +2x,)° —dx]

Bu ifodada v, = x, +2x, almashtirish bdlaramlz va uni kvadratik
shaklga go‘yamiz. U holda
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A 2
L=y =5x; +3x;5 4+ 2x,x,

L da x, gatnashgan hadlar uvstida yuqoridagi kabi shakl
almashtirishlarni o‘tkazamiz:

2 2
3 _"'_3)=

23 25

2
—5x} +2x.x, =5 (x} —gxgrﬁ +

1

- - X
=5 (x,—0.2x) + 22
2

Agar y, =x,-02x, deb olsak, kvadratik shaklda aralash ko‘-
paytmalar qatnashmaydi. Shu bilan birga x, =y, deb olsak,
kvadratik shakl kanonik ko‘rinishga keladi

L=yl =3y, +3.2y;

X, %y, %, o'zgaruvchilardan Y1, Y2, Ys o‘zgaruvehilarga o’tish qoi-
dast esa quyidagicha bo‘ladi.

N =X E 20,y =Xy —0.2X5, 1 = X,

2. Quyvidagi kvadratik shaklni kanonik ko‘rinishga keltirﬁ-
digan almashtirishni toping va kvadratik shakini kanonik ko‘ri-
nishga keltiring:

= L2 2 2
LiX)=x7 +2x5 +2x37 +2x,x;4

Yechish. Boshlang‘ich #,.¢,,&, bazisdagi kvadratik shakl matri-
tsasi

4=

o O e
—_— g
b —

- Kvadratik shaklning ortonormallashgan bazisdagi 2..é,.e! kano-
nik ko‘rinishini topish uchun A matritsaning Xos son va Xos

vektorlarini topamiz.
A matritsaning xarakteristik tenglamasi quvidagicha bo‘fadi:
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Bu yerdan

A=2-[@2~2-1]=0 VA b, =12, =3.

Ma’lumki, matritsaning xos vektorlari (4-% E)f =0 tenglamadan
topiladi.
A, - =1 hol uchun

s

0.. 0 0 o,
A-E)f=10 1 1{|a,|=0"
0 1 1){a,

Sistema matritsasining rangi 1 ga teng. Xos vektor sifatida
f=0980), f, =01~ vektorlarni olish mumkin. Bu vektorlar

ortoganaldir. 7, vektori normallashgan. Demak, € = f,. f, vek-
torni normallashtiramiz:

hs = 3 ughun xos vektorni aniglovchi tenglama quyidagiéhadir "

(—-2 0 0)(B,
0 -1 1 [|p,]=0
Lo 1 ) lp,

Matritsa rangi 2 ga teng bo'lgani uchun yagona chizigli bog‘lig
bo‘lmagan vechim maviud, masalan, f,=(0Ll). Bu vektorni
ortonormallashtirsak, z A N |
e! I-’?_-;ll {D‘JE JJEJ
Endi ortoganal almashtirish matritsasini keltirish mumkin:
232 '




(ke
1 0 f]
| 1
T;r-w’ =10 — —=
V2 A2
o L L
V2 2

"Natijadar kvadratik shakl quyidagi kanonik ko*tinishea keladi: "
| L(y)y=y] +y3 +3y%

Xy, X2, X3, 0‘zgaruvchilardan v, y,.y, o'zgaruvehparga: o tish. goi-
dasi esa quyidagicha bo‘iadi.

( _
x 1 1 0 ]
e Lo Ly,
‘2 JE ﬁ L:L‘
Ay 0 1 1 Vs
\ 2 2)

Yoki,

Y =N, % = 'ﬁ-}': +'}"i“3’3=x3 —"%}'2 +%y3 :
Albatta, kvadratik shakini kanonik ko‘rinishga keltirmasdan
turib, uning ganday xarakterda ekanligini aniglash imkdfiyati
bormikin? Bu savolga quyidagi goidalar javob beradi. Rk
1-qoida. (Sifvester mezoni) f(iy kvadratik shaklning musbat
aniglangan bo‘lishi uchun kvadratik shakl matritsasining barcha
bosh minorlari musbat bo ‘lishi zarur va vetarlidir, yani

A > 0,A, >0 A >0,

TR N

Bu verda A.A,,.,A, — kvadratik shaklning barcha bosh minor-
laridir. |
2-qoida. S (%) kvadratik shakining manfiv aniglangan bo lishi
uchun kvadratik shakl matritsasining barcha bosh minorlarining
ishoralari quyidagicha almashlab kelishi zarur va yetarlidir

A <08, >0,A, <0 (1A, 0.
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3-qoida. Agar kvadratik shaklning rangi v < n sharmi ganoat-
lantirib, birinchi v ta bosh minorlari musbar bo 'lib qolganiari nolga
teng bo'lsa, bunday kvadratik shakl nomanfiv aniglangan bo‘ladi.

4-qoida. Agar kvadratile shakining rangi v < n shartni ga-
noatlantirib, birinchi r ta bosh minoviari manfivdan boshlab ishora
almashib kelsa, golganlari nolga teng bo‘lsa, bunday kvadratik
shakl nomusbat aniglangan bo‘ladi.

S-qeida. Agar bosh minoriar ichida manfiviari bo'lib, bosh
minoriar orasida ishora almashlab kelishi maviud bo Imasa, kvad-
ratik shakl aniglanmagan bo‘ladi.

8.2. Shartsiz ekstremum masalasi

Bu mavzuda sharisiz ekstremum masalasining qo ‘vilishi va uni
topish usullari bayon gilinadi. Bu natijalar shartli ekstremum ma-
salarini topishga imkon beradi.

Masalaning qo‘yilishi. Bizga f(x) funksiva berilgan bo‘lsin
(xcR", 7 :R" - R). Shartsiz ekstremum masalasi quyidagicha vozi-

F(x)—>extr

Masalani vechishda fagat absolut (global) ekstremumlar emas.
balki lokal ekstremumlarni ham topish nazarda tutiladi,.

Agar ¢ nuqtaning shunday U, ={x | |x-a|<e} atrofi mavjud
bo'lsaki, uning barcha nugtalari uchun f{x)z fla) ( fix) = ffa} )
o‘rinli bo‘lsa, a nuqta funksivaning lokal minimum (maksimum)
nugtasi deviladi.

Agar fix)> fla) ( Kx) £ fla) ) tengsizlik f{x) funksiya aniglanish
sohasining barcha nuqtalarida o‘rinli bo‘lsa, ¢ nugta funksivaning
global(mutlag) minimum (maksimum) nugtasi deyiladi.

Optimallik shartlari vetarli {tekshirilayotgan nugta optimal-
likm kafolatlaydi) va zaruriy (tekshirilayotgan nugta yechim bo‘-
lishi mumkin) shartlarga bo‘linadi.

Ekstremumning zaruriy shartlari. Ko‘p argumentli funksiyaning
ekstremumga ega bo‘lishining zarurly shartini keltiramiz. Bu
ko‘p argumentli funksiya uchun Ferma teorcmasidir.
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1-teorema. Agar a nugia f(x) funksivaning ekstremum nugtasi
bo'lib, f(x) a nugrada differensiallanuvchi bo ‘Isa,

Y@ _o@_ _d@_,

ax, ox, o,

fx)=0 &

bo ladi.

Ko'p argumentli funksiyaning ekstremumga ega bo'lishining
zaruriy va yetarlt shartini keltirishdan avval matritsaning musbat
(mantiy) aniglanganlik tushunchasini Keltiramiz.

Ko‘p argumentli funksivaning ikkinchi tartibli hosilalaridan
matritsa tuzamiz

o
4:f"‘x):(a§f§}J:(“’*)’ =12
A }

2-teorema. Agar a nuqrd ikki marta differensiallaniivehiv f{x)
Junksiva uchun minimum nugta bo‘lsa,

f(a) =min £(x)

u holda ikkinchi itariibli hosilalardan fashkil topgan matritsa a
nuqtada nomanfiy aniglangan boladi:

W Ah=0

Bu verda " =(.4,. k) — ixtivoriy vektor. | |
Ekstremumning yetarli shartlari. Optifallikni- kafolatbay-
digan shart yetarli shart deyiladi.
3-teorema. Agar a nuqgia vchun
f(@)=0,

o ikkinchi tartbli hosilalardan tuzilgan matritsa "oy musbat
aniglangan bo‘lsa, a nuqgia funksivaning lokal minimum nug-
tasi boladi.

Izoh. Matritsaning bosh minorlarining musbatligi barcha minor-
larning musbatligiga teng kuchli. Nomanfiy shart uchun bu hol
o‘nnli emas. Ya'ni bosh minoriaming nomanfiviigidan matritsa-
ning barcha minorlarining nomanfiyligi kelib chigmaydi. Bosh-
gacha aytganda, matritsaning bosh minorlarining noman-
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fivligidan matritsaning nomanfivligi kelib chigmaydi. Masalan,
0 0
4 =[U _J matritsa uchun barcha minorlar nolga teng

(4, =45, =0) lekin bu matritsa nomanfiy aniglangan emas:
(A~ k)= h‘ <0,
Shunday qilib, shartsiz ekstremum masalasini yvechib qmda*n
quyidagicha:
1) Funksivaning statsionar nuqtalarini topish kerak, ya’ni
quyidagi sistema vechiladi.
Uixy ofx _ _gfx

. ooz =)
o, o, o

2) Statsmnar nugtalarda ikkinchi tartibli hﬂsﬂa,l,ardan iborat
bo‘lgan matritsa tuziladi.

" (a) .
A=f (x}:[g;ai]=(ag). f,ji=12n

a) Matritsaning bosh minorlari hisoblanadi:

4:;‘III al:

n |

Agar A, >0, A, >0,..., A =0 bo'lsa, a nuqta lokal minugym
nuqgta bo‘ladi.

Agar A <0, A, >0, ., (-D"A, >0 bo'lsa, a nugta lokal maksi-
mumn nugta bo‘ladi.

Izoh. 1) Agar #"4r ifoda statsionar @ nuqtada %, va 2,

giymatlariga garab musbat yoki manfiy givmatlarni gabul gilsa,
bu nugtada ekstremum vo‘q.

2) 44k ifodaning nolga tengligi noldan farqgli 4 va # ;

larda o‘rinli bo‘lsa, ekstremum masalasi ochiq goladi.
Misollar.

1-misol. fx) = flx.x,)=x —xx, +x] —2x +x, S5 extr.
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Statsionar nugtalarni topamiz:

2x, -x,=-2=10,
af G = 1 2
o, é‘x - X, +2xq+1={].;

Sistemani yechib, yvagona statsionar nugtani amqlaynuz a'-( 1 0)
Ikkinchi tartibli hosilalardan matriisa tuzamiz

g T T (2 -

F -f:_:xl f‘:xi _l 2
Bu matritsa Silvester mezoniga ko‘ra musbat aniglangan. Yetarl
shartga ko‘ra a=(1,0) nuqta lokal minimum nugta bo‘ladi; =

2-misol. f(x)= (%, 20,) = x +x;] —x ~2nx, —x; > extr.

o & 0 - xf'3~2x[~2x: = (),
o, Ok, dx, — 2 —2x, =0,

Sistemani vyechib, statsionar nugtalarni topamiz M=(11),
N=(1,-1), L=(0,0). Ikkinchi tarttbli hosilalardan matritsa

tuzamiz:
Ao AR _ 12x}-2 -2 :
'f;:-ﬁ -”:;‘1 __2 122\33-2 '

Matritsaning statsionar nuqtadagi giymatlarini hisoblaymiz:

| | 10 -2 2 -2
.4{1,1)=A(-1:1)=(_2 10} A(0.0) = (2 —2}

Birinchi matritsa Sifvester mezoniga ko‘ra mushat aﬁquangénligi
uchun M va N nugtalar funksiyaning lokal mmunum nuqtaldn
bo'ladi.

('i 'j] matritsa Silvester mezoniga ko‘ra musbat yoki manfiy

aniglangan emas. Yetarli kichik 2=0 uchun 7.-#=21">0=£(0,0),
Fhmy =200 -2<0=f00 botladl. Demak, [ nuqta lokal eks-
fremum nudta emas.
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+ 8.3, Shartli ekstremum masalasi (shartlari tengsizlik orgali
berilgan hol)

Bu mavzuda sharlari tengsiziiklar orgali berilgan masalalan
vechish yo llari keltiriladi.
Endi ko'p argumentli funksivaning biror tengsizlik shartidagi
ekstremumlarnini topishni ko‘ramiz. Masala quyidagicha qo‘viladi:
f(xy=>extr., gix)<0, i=l--n

Bu yerda f{x) va gix) E" da aniglangan, uzluksiz va uzluksiz ho-
silalarga ega bo‘lgan funksivalar. Agar shartlarni ifodalovchi so-
ha chegaralangan bo‘lsa, bunday masalalarni vechishni Vever-
strass teoremasi yordamida hal qilish mumkin.

3.1. Veyerstrass teoremasi

Teorema. Agar fix) funksivaning aniglanish sohasi chegara-
langan va yopiq bo'lsa, f(x) funksiva o‘zining global ekstremumiga
statsionar nugtalarda yoki sohaning chegaraviy nugtalarida erishadi,

Demak f{x} funksiyaning chegaralangan vopiq sohadagi eng
katta va eng kichik givmatlarini topish uchun:

1) sohaning ichki nuqtalarda statsionar nugtalarni topish va

funksivani shu nuqtada hisoblash;

2} soha chegarasida funksivani ekstemumga tekshirish;

3} 1} va 2) punktda olingan funksiva giymatlarini o‘zaro
tagqoslab, funksivaning eng katta va eng kichik giymat-
larini aniglash.

Sohaning chegarasi analitik ko‘rinishda tenglamalar siste-
masi ko‘rinishida beriladi. Shuning uchun funksivaning ekstre-
mal xaraktcrini chegarada aniglash uchun shartli ekstremum
masalasini vechish talab etiladi. Ba’zi hollarda Veyerstrass teo-
remasidan foydalanib, shartli ekstremum masalasini osonroq hal
gilish mumkin. |

Fikrimizni m1solda bavon C]llElle

Misol. z=x* - y* funksiyaning x* + y* <1 shartm qannatlan-
tiruvchi eng Katta va eng Kichik givmatini toping. : -
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Misol z=x"-y" funksivaning markazi koordinata boshida
bo‘lgan radiusi birga teng birlik doiradagi eng katta va eng
kichik givmatini topishdan tborat.

~1) Funksivaning statsionar nuqtalarini topamiz. Bumng
uchun quyidagi sistermani yechamiz:

zi=2x=0,
Z, =-2y=0.

Sistemaning yagona vechinii «0.0), va bu nugta joiz schada

jovlashgan, Funksivaning statsionar nuqtadagi giymati z(0,0)=0.
2) Funksivani soha chegarasi — aylanada tekshiramiz. Ya’ni

funksivaning x*+y’ =1 shartni ganoatlantiruvchi ekstremumini

topamiz. Avlana tenglamasidan y= fi-x" aniqlab, chegarada
funksiva z=2x* -1 ko‘rinishga keladi. Natijada masala z=2x* ~1
funksivaning -I<x<1 sohadagi ekstremumini topishga keladi.
Chegaraviy statsionar nugtalar: (0;*1). Sohaning chegarasidagi
nugtalar esa (¥L0) dan iborat. Bu nugtalardagi funksiya
givmatlari: z(:x=-1, z(x1,0) =1 ga {eng.

3} Topilgan beshta nuqgtadagi funksiva giymatlarini taqqos-
laymiz. Funksiya eng katta giymatga (£1,0) nugtada crishadi va
bu qivmat { ga teng. Funksiva eng kichik givmatga ©.+1) nug-
tada erishadi va bu giymat -7 ga teng.

2-masala. f{x)=x/-xxo+x,? funksivaning x|+ [x,|<1 shart-
ni ganoatlantiruvchi eng katta va eng kichik givmatini toping.
Quyidagi sistemadan:

6f(x):2x —x, =1
' axj b , . P ALy
8 (x) = x=0,x,%0

=-x +2x, =0,

.,

Bu nuqgta joiz sohaga tegishli. Joiz soha x +x,=1, -x+x, =1
x,-%, =1 va —-x, -x, =1 chiziglar bilan chegaralangan. Funksiya

juft bo‘lganligi uchun birinchi ikki shartni inobatga olish vetar-
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lidir. x, +x, =1, chizigida 75z, 1-x)=23x"-3x +1 bo‘lib, bu funk-
siva hosilasi x,=~1/2 da noiga aylanadi. U holda x;=1/2 va
chegaraviy (1/2,1/2) nuqtani olamiz. Xuddi shuningdek,.
~x +x, =1 chizigda esa, (-1/2,1/2) nugtaga e¢ga bo‘lamiz.
Funksivaning jufiligidan (-1/2,-1/2) , (1/2,-1/2) augtalar ham
eng katta va eng kichik nugtalar bo‘lishga davogar.
Chiziglarning kesishgan nugtatari (0,1). (0,-1), (1.0) va (-1,0)
nuqfalar ham joiz sohaga tegishli. Topilgan sakkizta
nugtalardagl funksiyaning giymatlarini  topamiz: f(0,0)=0,
F/2 L2y=f-1/2,-1/2)=1/4, fC1/2,1/2)=1(1/2,- 1/2)=3/4,
J(1LO=f-1,00=K0 1)=f(0,-1)=1  Stuanday qihb, funksiyaning
eng kichik givmati koordinatalar boshida, eng katta giymati esa
joiz soha uchlarida erishadi.

3...3.2. Sharili ekstremum masalasini grafik usulda yechish

Agar o‘zgaruvchilar soni lkkiga teng bo‘lganda chiziqgsiz
dasturlash masalasini grafik usulda vyechish imkonivatlari bor.
Bu holda masala z=f(x,x,), magsad funksiyasining
g.(x)=0. i=1---»n shartlarni ganoatiantiruvchi ekstremumini to-
pishdan iborat bo‘ladi.

Shartli chizigsiz dasturlash masalasini grafik uvsulda vechish
tartibi chizigli dasturlash masalasini gratik usulda vechishga
o‘xshab ketadi. Avvalo joiz soha topiladi, vard g,(x)}<0, i=L--n
shartlarni ganoatlantiruvchi soha aniglanadi. Chizigli dasturlash
masalasida joiz soha doim qavariq bo‘ladi. Chizigsiz dasturlash
masalasida esa joiz soha gavarig bo‘lishi shart emas. Bundan
tashqgari, funksivaning shartli ekstremumi soha ichida ham bo*-
lishi mumkin.

Joiz soha aniglangandan so‘ng, magsad funksiyasining sath
chiziglarini tavsiflovchi tenglama tuziladi: fix.x)=C. C ga bar
xil qivmatlar berib, magsad f{unksiyvasining o‘sish {kamayish)
yo‘nalishi aniglanadi. Sath chiziglarini joiz schada kerakli
vo*nalishda harakatlantirib, magsad funksivasining optimal nug-
tasi toptladi. |

Keltirilgan qoidani misollarda bayon gilaymiz.
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I-misol. z=2x" - y funksiyaning quyidagi shartlardagi eng
katta va eng kichik giymatini toping:

[ x—y=<2,
y=4,

x+y—xpz0,%
xz20, y20

Yechish. Joiz soha x-y=2, y =4 to‘g‘ri chiziglar, koordinata
o‘glart va x+y-xy =0 giperbola bilan chegaralangan (8.1-rasm).
Magsad funksiyasining sath chiziglari — 2x* — y=¢ parabolalar
~ oilasidan iborat.

C =0 bo‘lganda parabola koordinata boshidan o‘tadi. C ni
oshirib borganimizda parabola grafigi pastga siliitb boradi. Pa-
rabolani C ning o‘sish tomoniga siljitamiz (va’'ni parabolani
pastga tushiramiz). Biz parabolani joiz sohaning oxirgi nuqgtasi-
ni tark etguncha tushiramiz. Parabola joiz sohani x-y=2
to‘g'ri chizig bilan x+ y—xy=0_ giperbolaning kesishish chizi-
g‘ida tark etadi. Bu chiziglarni birgalikda vechib, magsad funk-
sivasining maksimal qiymatini topamiz. Chiziglaming kesishish
nugtasining koordinatasi (th;ﬁ) ga teng. Shuning uchun
2w =22 +2f —v2=124747 ga teng. O°z-o‘zidan ravshanki,
magsad funksivasi joiz sohadagi eng kichik giyvmatiga (0.4)
nugtada erishadi. Demak, maqsad funksivasining minimal giy-
mati z,,,=-4 ga leng

2-misol. z=1(x-4)" +(y-6)" funksivaning quyidagi shartlardagi
eng katta va eng kichik giymatini toping:

x+yz2l,
2x+3p <12, .
x=0, yv20,

Yechish. Yoiz soha 8.2-rasmda keliirilgan ABCD ko*pbur-
chakdan iborat. Sath chiziglari (x-4)* +(y-6)* = aylanalar to‘p-
lamidan iborat. C ning o'sishi bilan magsad funksiyasining
16 — 40 241



8.1-rasm . 8.2-rasm

givmati ham o‘sib boradi. Magsad funksivasining eng kichik
giyvmati aylana bilan 2x+3y =12 to‘g‘ri ¢hizigning urinish nug-
tasida (£ nugta) bo'ladi. F nuglaning koosdinatasi
E(24/13:36/13) ga teng bo‘lgani (F nugta koordinatasining BC va
ME to‘g'ri chiziglarga perpendikularligidan topiladi) uchun
Zam = ZCE)=196/13 ga teng bo‘ladi. Magsad funksiyasining eng
katta giymati D nuqgtada ekanligt rasmdan ko‘rinib turibd:.

Demak, 2., = z(D)=45,
3-misol. z2=3x+Yy funksivaning quyidagi ahaﬂlardagl cng
katta va  eng kichik givmatini toping:

xy 22, .i
x*+ yt <16,

Joiz soha y=2/x giperbola va y=+16~x' aylana orasida
jovlashgan soha (3-rasm). 8 33-rasmda 3x+y=C magsad funk-
sivasining bir pecha grafigt keliirtlgan.

Magsad funksiyasining joiz sohadagi eng kichik giymati
magsad funksiyasi bilan giperbolaning urinish nugtasi A da
bo‘ladi. Magsad funksivasining joiz sohadagi eng katta giymati
esa magsad funksivasi bilan avlananing urinish nuqtasi B da
bo‘ladi. A nugta koordinatasini topish uchun giperbola va
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8.d-rasm

magsad funksiyasining tenglamalarini sistema gilib yechamiz:
2x=C-3x. Bundan z,, =C=2J6 va 4(v5:v6) ekanligi kelib
chigadi. Xuddi shunindek, -, =€ =410 va Bl6J10/5,2415/5) ekan-
ligini topish mumkin.

8.4. Shartlar tenglamalar orqali berilgan shartli
ekstremum masalasi

Bu mavzuda shartlari tenglamalar orgali berilgan masalalarni
vechimini ftopish bilan shug‘ullanamiz. No‘malumlarni yo‘qotish
usuli va Lagrany usuli bilan tanishamiz.

Shartlar tenglamalar orqali berilgan sharthi ekstremum masa-
lasi quyidagicha bo‘lishini ko‘rgan edik:

fixy=extr, g(x}=0,i=l--m m<n

Bunday ko‘rinishdagi shartli ekstremum masalalarini
yechishning noma’lumlarni vo‘qotish va Lagranj usullari _......
tanishamiz. Noma’'lumiarni yo‘qotish usuli sodda, lekin uning
tatbig‘i chegaralangan.

8.4.1. Noma’lumlarni yo‘qotisk usuli _,

Bu usuldan g,(x}=90. 1=l -m m<ns shartlardan m o‘zga-
ruvchilarat, masalan, X, %;..... %, larni qolgan n—m o‘zgaruv-
chi orgali ifodalash imkoni bo‘lganda foydalaniladi. Ya'ni
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X, :(pi(xmq-l.‘:"‘? x,,)p i= 1_..2_......; m,

- Topilgan ifodalarni z= f(x)= f{x,x%,.....x,) funksivaga
qo‘ysak,
| Z= f((pl (IFJ!'-I-J.’ "'Dxn)b*”?tpm (xm-l-l-‘ ' ”7xu}5 xm+1-’ reea I”)_.,

yoki
N X,

Demak, ‘masala z=F(x,,,,...,x,) funksiva uchun oddiy ekstre-
mum masalasiga aylanadi. Bayon gilingan usulni misol asosida
ko‘rib chigamiz.

I-misol. z=f(x,y) =" +y* funksivani g(x,»)=x+y-1=0 shart-
ni ganoatlantiruvehi ekstremumini topamiz. x+y-1=0 tenghk-
dan y=1-x topib, z=x*+y* funksivaga go‘ysak., bir o‘zgaruv-
Ch_l]_l funksiva hosil bo*ladi:

- Fixy=f(xl-x)=x,+(1~x)° = 2x* = 2x+1,

F(x) tfunksiya parabola va u x=1/2 nuqtada minimumga
erishadi. Demak, z=x?+»* funksivaning x+y-1=0 shartni qa-
mnoatlanttruvehi ekstremum nugtasi (1/2,1/2y bo'lib, bu nugtada
“z=x*+y" funksiva minimumga erishadi va bu giymat
Cz(1/21/2)=1/2 ga teng.
 2-misol.  w=f(xyn=x"+y'+z* funksiyaning g(e.y.m)=
=4x+y* +2: =14 shartni qanoatlantiruvchi ekstremumini topa-
miz. 4x+y* +2z=14 tenglikdan z=7-2x~y*/2 ni topib, mag-
sad funksivasiga qo‘ysak, w(x )= (. v,7-2x—3y* /) =x"+yt ¢+
+(7-2x-y*/2} ikki o*zgaruvchili funksiva hosil gilamiz. Demak,
masala w(x,y} funksivaning shartsiz ekstremumini topishga kel-
di. w(x,v) funksiyaning statsionar nuqgtalarini topamiz. Buning
uchun, birinchi tartibli xususiv hosilajarni topamiz va quyidagi
sistemani yechamiz: - L

~12y+dxy+3° =0;

{ 10x+2) =14

244



Bu sistemaning yechimlan, ya’ni statsionar nugtalar (14/5.0);
(2,2) va (2,-2) dan iborat. Bu nuqtalarning ekstremumligini
aniglash uchun Gess matritsasini tekshiramiz. w(x,)) funksiva-
ning Gess matritsasi quyidagicha bo‘ladi:

10 4y
dy dx+3y'-12

Gess matritsasi (14/5,0) nugtada musbat ham manfiy ham
aniglanmaganligi uchun bu nugta ekstremum nugta emas. (2.2)
va (2,-2) nuqtalarda ¢sa matritsa musbat aniglanganligi bois bu
nugtalarda tunksiva minimumga erishadi. Demak, » = f(x,y.2) ="
=x' +3* +z* funksivaning shartli minimum nugtalari (2,2,1) va
(2.-2,1) ga teng.

8.4.2. Funksiyaning shartli ekstremumini topishning
Lagranj usuli

Sharthi ekstremum masalasi noma’lumlarni o‘rniga  go‘vish
usuli chegaralanganligi yugorida aytidi. Bunday masalalarmi
Lag ranj usuli bilan yechish keng gamrovli usullardan hisoblanadi.

Bizga

fixy—oextr. g(x)=07i=1-
shartli ekstremum masalasi beriigan bo‘lsm Fun]cswamng sharth

ekstremumini topishning birincht tartibli zaruriy shartini keltira-
miz.

Teorema. ¢ pugta shartli ekstremum masalasining lokal eks-
tremum nuqtasi bo'lsin va f(x), g.(x)=0, i =1,...,m funksivalar
a nuqta atrofida ugluksiz differensiallanuvchi bo'lsin. U holda
shunday noldan farghi 2 = (2, A..... A} vektor topiladiki, Langranj
Junksiyasi deb ataluvchi Lix,1) =2, f(x)+ > A.g,(x) funksiva uchun

S P R,
5L|:x, FL)

v i
oL(x, A)
I,

)

=0, j=1..n

=0 i=12..m,

tepgliklar bajariladi.
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Endi funksiva ckstremumga ega bo‘lishining ikkinchi tartibli
Zarurty sharti bilan tanishamiz.

Teorema. a »nugia sharfli ekstremum masalasining lokal
minimum (maksimum) nugtasi bo‘lsin va f(x), g,(x)=0, i=1L---,m
Junksivalar @ nugta atrofida uzluksiz ikki marta differensialla-
nuvchi bo'lsin. @ nugtada g,(x) funksiyaning gradiventlari chizig-
i boglanmagan bosin. U holda %20 <0.i=12..m sharini

jal b
ganoatlantiruvchi ixtivorly h=(h.h,....h,) vektori uchun shunday
noldan farqli A =(4,..,2,) vektor topilib,

A {x, A)

=0, j=1..n
a, !
ok dLx,A) 0, i=12...m,

- 04,
Vg,

’ T 5*

b z(< )0
?;’g‘ﬂx o, |

shartlar bajariladi.

Funksiya sharth ekstremumga ega bo‘lishining yetarlt sharti-
ni keltiramiz. |

Teorema. 7(x), g, (x)=0, i=1--m, ﬁ,mksiya{ar a nugia atrofida
uzluksiz ikki maria differensiallanuvchi va 4 nugtada g funk-
sivaning gradiventlari chizigli bog'lanmagan bo'lsin. a nugia
shartli ekstremum masalasining lokal minimum (maksimum) nug-
tasi bo‘lishi uchun ZM

O

chi ixtivoriy h=(h.h,. h,) vekiori uchun shunday noldan farq!.r
A=(LA,. .A,) vekior rop:!:b

B,=0,i=12, .m Sshartni ganoatlantiruv-

; aL(x,ﬁ,)=0 Felo.n
axJ + FREEE Y
ALix, 1) _ 13 m
a;ld ] ey L]

Va
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M

A > (90

shartlar bajarilishi yetarli.
Shunday qilib, Lagranj usuliga ko‘ra lokal ekstremumliarni to-
pish quyidagicha amalga oshiriladi:

1) Lagranj funksivasi quriladi; "

_— L(x, 1) =a[,_f<x_}+iixg,-(xi --

2y Lagran) funksivasining statsionar nuqtalan aniglanadi:
Ya'ni quyidagt sisterma vechiladi

alix, 1)

!

BL(x,})
A,

=0, j=1.n

=0, i=[.m

Shu bilan birga, quyidagi hollarni alohida g a) i, =1,
(voki ixtivory musbat son) b} 4, =-1 (yoki wxuymny waufily son}.
a) holatda statsionar nugtada minimum bo‘lishi mumkin. 4)
holda statsionar nugta maksimum nugta bo‘lishi mumkin.

%, &g (%) : . .
3) Z—%(iﬁj =0,7=12,...m shartlarni ganoatlantiruvchi nol-

J=i A

dan fargli xtiyorly A=(#.h....h) vektori uchun

tt H

ZZﬁx 3 hjh;r}[] :

i=1 k=1

shartni tekshirish kerak. Agar bu shart bajariisa,

4) a) holda statsionar nugta masalaning lokal minimum
nugtasi bo‘ladi; #) holda statsiopar nuqgta funksivaning lokal
maksimum nugtast bo‘ladi.

5) Agar ekstremumning vetarli sharti bajariimasa,

-hh, 20 shartning bajarilishini tekshirish lozim. Agar bu

n

$3 2L

“k]cx J',l.

shart ba;arﬂmasa statsionar nuqta sharth ekstremum nugta bo‘l-
maydi. - :
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Misol. Xyz funksiyaning xy+syz+xz-12=90 shart bajarilgan- |

dagi lokal maksimum va fokal minimum nugtalarini toping.
Yechish.
a} Lagranj funkstyasini quramiz:

Lix.v,z,y=xvz+ A(xy + )1z +2zx —12)

b) Shartli statsionar nugtalarnl topamiz.

&

—=o] Yz A(y +5) =0, 8.1)
\.ax ; o

/

o,

=) zi= ; .
& } xz+A{x+z) .0, ; (8 2)
( 3L

{".—7=D] I_}"+.;-;(T+_}")=D, (8;3)
- .

a:n} ot yztrz-12=0. (8.4)

1 1 1
e
y oz A7
I 1 | B
——_—= -
Xz A’
111
T x 2

munosabatlarni hosil gilamiz. Bu yerdan x=y =z =-24 ekani

kelib chigadi. U holda (9) tenglikdan 1247 =12, va'ni A==l
ekanini topamiz.
Shunday gilib, ikkita shartli statsionar nuqtani topdik:

1) x=y=z==-2 2=1;2) x=y=z=2, A=-1,
¢} # vektor uchun tenglik yozamiz.

% % %) (y,2
(E R E]varrary

ekanidan x=y=7=-2 nugtada
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[@ & 5_3]=(4,—4,4)
X oy &z ’
XEpsr=2nngiada esa _
% %2 %X,
(atay 83) (.‘%ﬁﬁ)

ckanini topamiz. Har ikkala holda ham # =/ h,.k) vektor uchun
S hoth 4 b =0 (8.5)

tenglikni hosit gilamiz. Endi Lagranj funksivasining ikkinchi tar-
tibli hosilalaridan tuzilgan matritsani topamiz.

DLk 0 z+A v+ A
- (xj .

=lz+A O +
[ &, 0%, ] o

¥+A x+A 0

U holda birinchi statsionar nugta uchun

332k iy =2 =D, =2l
; =l =l {.J"C { :

bo'ladi, . |
(8.5) tenglikdan », = (4 +5,) eKanini topamiz. Shuning uchun-

rr L

h by =207 + 28 + 3k,
E Fbr
v,

J=L k=l

Endi nz0 da . .
: . LY 23
M+mm+@==&+§@ +E%>ﬂ

ckanligidan =~

]

2:? hh =0

o
;..1.%1'54359%

tengsizliklar bajariladi. Shunday qilib, x=-2, y=-2, z=-2 -
shartli Iokal minimum nugta ekan. :
Xuddi shuningdek, x=2, y=2, =2 nuqtaning shartli:mak-
simumligini aniglash giyin emas.
249



Tayanch iboralar

Chizigsiz dasturlash, kvadratik shakl, kvadratikx shakl rangi,
Silvester mezoni, shartsiz ekstremum, lokal va global ekstre-
mum, shartli ekstremum, Veverstrass teoremasi, Gess matritsasi,
grafik usul, o‘zgaruvchilarni yo‘qotish usuli, Lagranj usuli.

Savoliar

1. Chizigsiz dasturlash masalalari ganday ko‘rinishda bo‘ladi?

2. Kvadratik shakl nima?

3. Qanday kvadratik shakilarni musbat aniglangan deyiniz?

4. Silvester mezoni qanday mezon?

5.(lobal va lokal ekstremumlaming fargi nimada?

6. Shartsiz ekstremum masalasi ganday masala va u ganday
vechiladi?

7. Shartsiz ekstremum masalasi bilan kvadratik shakl orasida
ganday bog‘liglik bor?

8.Shartlari tengsizlik orgali berilgan shartli ekstremum ma-
salasimi grafik usulda yechish mumkinmi?

9. Shartlari tengliklar orgali berilgan shartli ekstremum masa-
lasini noma’lumlami vo‘gotish wsulida vechish ganday
amalga oshiriladi?

10. Shartli ekstremum masalasini Lagranj usulida yechish
ganday amalga oshiriladi?

Mashqlar
8.1. Quyidagi kvadratik shakllarning matritsasini tuzing.

2 2 t : z 2
-_- - — — - k - _lj
1) x,” —2x," +x, —6xXx, 2) X, =2x +3x, +dyx, -2y x,

8.2. Kvadratik shaklni kanonik ko‘rinishga keltiruvchi ortoganal
almashtirishlarni toping va kvadratik shaklning kanonik
ko‘rinishini tuzing.

l} xlz +th12 +.xr31 -2xx, —2xx, — 2x,x, 2) 6x12 +5)n:22 +?x32 —4xlx1 f4,ﬁ.‘x= .

8.3. Kvadratik shaklning musbat, manfiy, nomantiy voki -
nomusbat aniglanganligini tekshiring.
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D x4y -2xx, +2xx, B x74x” Hxx, - 20,x, 180
8.4. Quyidagi funksivalarning ekstremum nuqtalarini toping. .
) F=x)+x) ~3xx, 2y f=xlex] #3x XX, XX, o5
8.5. Funksivaning eng Katta va eng kichik qgivmatini toping.

) f=x—x o2y f=xl+xl-12x +16x,
X ={x |x}+x; <16} - Xo={x Ixf +x; <25}

8.6. Korxona ikki xil turdagi mahsulot ishlab chigaradi. Agar
korxona vaqt birligida 1-mahsulotdan x birlik 2-mahsulotdan
y birlik ishlab chiqarilsa, C¢x,3)=2x%+xy+2y¢ xarajat bo‘ladi.
Agar mahsulot narxlari 12 va 18 birliklarga teng bo‘lsa, kor--
xona gancha l-mahsulot va gancha 2-mahsulot ishlab chi-
garganda eng ko‘p foyda ko‘radi?

8.7. Firma mahsulotini uchta bozorda sotadi. Tekshirishlar shu-
ni ko‘rsatdiki, har bir bozorning mahsulotga bo‘lgan talab
funksivalari o‘zgacha: 1-bozorda p;=63-4x, 2-bozorda
pr=105-5 3-bozorda p;=75-6z. x,p va 7 mos ravishda har
bir bozorda sotiladigan mahsulot migdorlari. Agar xarajat
funksivasi C=20+15¢ (g=x+y+z) bo‘lsa, foyda eng yuqori
bo‘lishi uchun mahsulotlarni bozorlarga ganday tagsimlash
lozim?

8.8. Quyidagi chizigsiz dasturlash masalalarini grafik usulda
yeching.

3] f~“~4i+3y->max 2y Sf=x-y-Soanw
x'=-2x+y  -2y234 ' {x—T =1
xz1 x4+ vz3s
yzl <x<ss
 xyzh D<ys5

8.9. Quyidagi funksiyalariing shartli ekstremumlarini topirig!

) =*+y*+z2' —sextr - - 2} 2% —6x-6y~32° > extr
x+yv+z=1 x—-y+z=0 Sx+y-2z=1
x+yv-z=1/2



8.10. Rejaga ko‘ra korxona 180 ta detal tayvorlashi lozim. Bu
detallar ikki texnologiva bo‘yicha tayvorlanadi. 1-usul bilan x
detalni tayyorlash uchun 4x+x? xarajat gilinadi. 2-usul bilan
tayyorlaganda esa Xarajat 8y+y¢ bilan ifodalanadi. Har bir
texnologivadan ganchadan detal ishlab chigarganda ishlab
chigarishning umumiy xarajati eng kam bo‘ladi? -

8.11. Muharrir vangi kitob chigarish va uning reklamasi uchun
$60000 mablag® ajratgan. Tahlillar shuni ko‘rsatdiki, agar x
ming dollar ishlab chigarishga v ming dollar reklamaga sarf
qgilinsa, f{x,v)=20x"% dona kitob sotiladi. Sotish ko‘lamini
maksimallashtirish uchun muharrir mablag'ning qganchasini
ishlab chigarishga va ganchasini reklamaga ajratishi kerak?

8.12. Agar x ming dollar ishchilarga y ming dollar resurslarga
ajratilsa, fabrikaning ishlab chiqarish quvvati f{x,y)=60x1/?y2/3
birlikka teng bo‘ladi. Agar fabrikaning imkonivati $120000
bo‘lsa, ishlab chigarish quvvati yuqori bo‘lishi uchun mablag’
ganday tagsimlanishi lozim?



IX bob. QAVARIQ DASTURLASH

9.1. Qavariq to‘plamlar

Bu mavzuda qavarig fo'plam tushunchasi keltivilib, uning
xossalari bilan tanishamiz.

Bo'sh bo‘lmagan X cR" to‘plam betilgan. Agar to‘plam
o‘zining ixtivoriy %, va Z, nugqtalari bilan birgalikda ularni tu-
tashtiruvchi kesmani ham o'z ichiga olsa, bunday to‘plam qa-
variq to‘plam deviladi. Boshgacha aviganda, gavarig to‘plamda
barcha z.z,eX va ie[0l] lar uchun Az +(i-A), X ofrinii
bo‘ladi. o

£

9. 1-rasm _ 9.9.2-rasm

‘Masalan, 9.1-rasmda keltirilgan ABCDE ko‘pburchak gavarig
bo‘lib, 9.2-rasmda keltirilgan ko‘pburchak esa gavariq emas.

Doira, sektor, kesma, kub, piramida, varim tekislik va hk
shakilar gavariq to‘plamlarni tashkil giladi. Aylana. halga va h.k
to‘plamlar gavariq bo‘lmagan to‘plamga misol bo‘la oladi.

Ta'rifdan fovdalanib, X ={(x,y}|3x+5y <7} to‘plamning
gavarigligini ko‘rsatamiz. To‘plamning ixtivoriy ikkita nugtasini
- olamiz: z, =(x,¥), va z,=(x,,»,). U holda

3x,+5v, 55, 3x, +5y, 5. (91)
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Barcha (x,y).(x,.p,)eX va A<f0]) lar uchun

J-.Zl "|"(I - .1)22 = ?L('Il,yl) + (l - ﬂ‘-’kxz:yg} : )
= (Ax + A~ Ay, Ax, +(1- A2y, ) :

nugta ham shu to‘plamga tegishli ekanini ko' rsatannz Haqgiga-
tan ham, (8.1) tengsizliklardan

3(;‘ij + (I_l)y1)+5(h_ + “_‘q*)yz\'
=A%, +5y) +{1- 3%, +51,) S A-5+(1—-4)-5=5

‘ekanint hosil gilamiz. Demak, berilgan to‘plam gavarig ekan.
Qavariq to‘plamlar quyidagi xossaga cga.
Har ganday qavariq to ‘plamning kesishmasi ham qgavarigdir.
Bu xossaning isbotini ikki to‘plam vchun keltirish vetaglidir.
M va N nugtalar A va B to'plamlaming kesishmasiga tegishli
bo‘lsin. Qavarig to‘plamning ta’rifiga ko‘ra MN kesmaning bar-
cha nugtalari ham A to‘plamga, ham B to‘plamga tegishli bo‘la-
di. Ya’ni A va B to‘plamlarning kesishmasiga tegishli bo‘ladi.
Agar x,,%,,....X, €4 bo'lsa, 4, +A, +--+4 =1va A, 20,i=12,,n
shartlarni qanoatlantiruvehi x==x +», + +x, e 4 bo‘ladi.

9.2. Qavariq funksiyalar

Bu mavzuda qavarig funksivalar tushunchasi beriladi va qa-
varig funksivaning xossalari bilan tanishamiz. |

Ta’rif. Qavariq v to'‘plamda amiglangan f(x) funksiya uchun
ixtivoriy z,,z, e X va A<[0]] larda

JlAzy + (1 -z, ) S Af (2 )+ (- 4) f(z2,) (9.2)

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa bunday funksiyalar pastga qavariq funk-
sivalar deyiladi.
- Agar (9.2) tengsizlikda < belgi o‘miga > belgisi ishiatilsa,
yugoriga qavarig funksiyalar ta’rifi hosil bo‘ladi. Agar (9.2)
tengstzlikda < belgisi < belgisi bilan almashtirilsa, qat’iy pastga
qavariq funksiya ta’rifi kelib chigadi.

Qavarig funksivalarning xossalari

1) Qavariq to‘plamda aniglangan gavarig funksiva to‘plam- -

ning ichki nuqtasida vzluksiz bo‘ladi.
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2} Qavariq to‘plam X da aniglangan qavarig [(x) funksiya
ixtivoriy A uchun

(re X 1/(x)< A

t(;‘plam. gavariq bo‘ladi (agar bunday to‘plam bo‘sh bo‘lmasa).
3) Qavarig X to‘plamda aniglangan gqavarig f{(x) funksiya

uchun - _ '

iy

A <Y ASR)

F=1

teﬁgsiilik o‘rinli bo‘fadi. Bu yerda x e X,i=12..m 3 A =1 :

=]

4y @x),i=12,.,m funksiyalar qavariq bo'lsa, leqg,@'q

funksiya ham gavarig bo‘ladi (A 20},
" 5) Har ganday gat’iy qavarig funksiya bittadan ortiq statsio-
nar nugtaga ega bo‘lmaydi. Shu bilan birga, bu nugta funksiya-
ning lokal va mutlag minimumlariga mos keladi.

6) Ikki marta differensiallanuvchi funksivaning qavariq bo‘-
lishi uchun funksivaning Gess matrisasining nomanfiy aniglan-
gan bo‘lishi zarur va vetarlidir.

9.3. Shartli minimum masalasi

Bu mavzuda shartli minimum masalasini berilishi va uni
ganday topish usuli bayon gilinadi. Sharili minimumni fopishning
Kun-Takker shartlari keltiritadi.

Bizga uzluksiz hosilalarga ega bo‘lgan gavarig

| fO= vy, 9.3)
funksiya berilgan bo‘lsin. Quyidagi tengsizliklar vérdamida
2,00 =g.x.%,,..x)s0. G=12..m) {(9.4)

aniglangan qavarig A to‘plamni garaylik. Bu yerda g£,(x) gava-
rig va uzluksiz birinchi tartibli hosilalarga ega funksivalar. Shu
bilan birga A to‘plamning ichki nugtalari mavjud deb olamiz.
Ya'ni gix)<€ (¢=12,..,m) shartlarni ganoatlantiruvchi nuqta
maviud.
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(9.4) shartlarni ganoatlantiruvchi (9.3) funksiya minimum
givmatga erishadigan x  nuqtani topish masalasi gavarig
dasturlash masalasi deyiladi:

f(xy=minf(x) Y (9.5

Qavariq dasturlash masalasida lokal minimum nugta mutlagq
minimum bilan mos keladi.

Hagiqatan ham, ffx) funksiya x{V nugtada lokal minimumga
erishsin, va'ni x} <4 nugta atrofida f/x¥)<f(x) o‘rinli bo‘ladi.
Faraz gilavlik, biror A 3 x2 nugta uchun fx?2)<fx?) bo‘lsin.
x=(1-)xD+pd2 (<1< I) kesmani qaraylik.

A to‘plamning gavarigligidan kesmianing barcha nugtalari A
to‘plamda yotadi. Kesmada xV atrofida joylashgan x(®=(i-
1o)X +tpd? nugta mavjud. f{x) funksiyaning gavagrigligidan

JOEP)< (1t D) +gf (e D)=fx D)+l f(x)-
SO < D).

Bu esa fix{(¥)<f{x) shartiga zid. Shuning uchun ixtiyoriy-
xe A uchun fix(P)<f(x) o'rinlidir. |
QQavariq dasturlash masalasini vechish uchun Lagranj

funksiyasi deb ataluvchi

Lix, )= f()+ A, (O +.. + 1,2, (%)

funksiyani quramiz. Bu yerda 4,...., 4, sonlar Lagranj
ko‘paytuvchilari, 1 =¢2,,..A_) vektor esa Lagranj ko' paytuvcllilarif
vektori deb yuritiladi.

Teorema (Kun-Takkar). f(x) va £,(x} (j=12,..m) funk-
sivalar A sohada differensiallashuvchi bolib, A sohaning ichki
nugtasi maviud bo ‘Isin. U holda x™ nugta (9.4) shartlarini ganoat-
lantiruvchi f(x) funksivaga minimum nugta bo lishi uchun shunday
A" vektori mavjud bo‘lishi kerakki, unda (x°, A')vekiori uchun
quyidagi shartlarning bajarilishi zarur va yetarlidir:

E s

b)lj 20, (j=12,..m),
C)ﬂ.jgj(_x)zﬁ, (f=12,.,m)
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Qavarig dasturlash masalasini  ((9.4),(9.5)) vechishning
umumiy sxemasi quyidagicha:
1. Masala qavarig dasturlash masalasi ekanligini aniglash
. lozim. Buning uchun barcha funksivalarning qavarig-
Iigini tekshirish va masala minimum masalasi bo‘lishli
lozim.
2. A to‘plamning ichki nuqgtalari mavjudligini aniglash kerak.
3. Teorema shartlaridan x” va A" aniglash lozim.
4. x" nuqgtaning A to‘plamga tegishliligini aniglash kerak va
unga mos A" noemanfivligini tekshirish lozim
Misol. x*~xp+y =2x+y—min, x +y* <1, 4A=R?, qavariq
dasturlash masalasini qaraymiz. Bunda

Ay B

fx)y=x"—xy+y' -2x+y, g(x)=x"+p" 1.
Jtx) funksiya uchun Gess matritsasi mushat aniqlangan bo‘lgani
uchun u qgavariq funksiyadir va g{x)=x%+y?-I funksiyaning ham
qavarigligini tekshirish giyin emas. A to‘plam birlik doiradan
iborat bo‘lgani uchun uning ichki nugtalari mavjud. Masalani
yechish uchun Lagranj funksivasini tuzamiz.

L{x.y,A)= (xi ~xp+y° -2x+y]+ ll(xz +y* - ])
Lagranj funksivasidan xususiy hosilalar olamiz.

L (xA)=2x-v=2424x=0, . - (9.6)
L,=(-x+2r+1)+21,p=0 N

tengliklarni, teoremaning c) shartidan esa -

Aoyt -1)=0 | (9.8)
ekanini b) shartidan esa , A, 20 ¢kanini hosil gilamiz. . .
- Agar 4, =0 bo'lsa, u holda (9.6), (9.7) tcnghkjardan Quylda-
gilarni hosil gilamiz.

{zx_yzz .
Sx=1 y=0,"
—x+2y=-1

Topilgan nuqta niasalaning yvechimi bo‘ladi.
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Masalaning yechimi topilgani uchun boshga hollarni garab
chiqish shart emas.

Misol. rfio= 2x] +dx) ~2x,x, - 4(\@ -~ Dx, -2 \E}x: —» mun,
X +x; 4, x-x,20, X +x,21, xz0 gavarig dasturlash
-1 3-45 .

T ] nuqtalarning

misolning yechimi bo‘lishini tekshiring.

Yechish. Magsad tunksivasi va g,(x)=x] +x2 -4, g,(x)=x"-x,,
g, (0 =-x —x,+1, g,(x)=-x, funksivalar gavarigligini tekshirish
givin emas. Lagranj funksivasining ko‘rinishi quyidagichia bo‘-
ladi:

L(x) = 2x2 +4x2 = 2xx, — 445 = Dx, = 2~ 5w, + 4, (2 + 1% ~d) +
+4, (xlz —xy) + A (F % —x,)—Ayx, .

TeqQremaning a) shaﬂidzm

masalasi uchun x’ = (0,2) va x"z(

ek, | L =dx 2%, —4(Y5 - 2)+ 4, 2% + 4,25 -4, - 4, (9.9)
" L, = =2%, +8%, = 5(2- 5} 4, 2%, — Ay = Ay, (9.10)
¢) shartidan .
- A (x4 xl - 4)=0, €9.11)
A, (el —x,)=0, (9.12)
Ay(—x, —x, +DH =0, o (9.13)
A, =0, 0 (9.14)
tenglamalarga kelamiz.

x"={02) nugta koordinatalari (9.11)-(9.14) tenglamalarning
yechimi bo‘lishidan A, =04, =01, =04, #0 kelib chigadi. (9.9)-
(9.10) tenglamalardan A =(- =54/ - 6)/4, A, =4- 445 kelib chi-
gadi. Bu esa teoremaning b) shartiga zid. Demak, x' =(02)
nugta yechim bo‘la olmaydi.

Xuddi shuningdek, x“’=(£_1 3_‘6] nugta uchun (9.9)-

2 2

(9.14) tenglamalardan A, =0,4, =LA, =24, =0 kelib ch1q£u:11 va
masalaning vechim ekanligini ko*rsatadi.
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Tayanch iboralar

Qavariq to‘plam, gavarig funksiya, gavariq dasturlash, shartli
minimum masalasi, Langranj funksivasi, egar nugta, Kun-
Takker shartlari.

B g
Savollar **

Qanday to‘plamlar gavariq devyiladi?

Qanday funksiyalarga qavariq funksivalar deymiz?
Qavariq funksivaning qanday xossalarini bilasiz?

Qavariq dasturlash masalasi deb ganday masalaga ayti-
fadi? |
Qavarig dasturlash masalasi ganday vechiladi?
Kun-Takker shartlari nimadan iborat?

B b=

>

Mashgqlar
9.1. Quyidagi to‘plamilarming gavarigligini ko‘rsating.

1) {2x1+x:£3 | 2) {x,+2x._,_£1 3) {xl+x2£1

x, +5x, 27 x, —2x, <0 x' =1

9.2. Quyidagi funksiyalarning gavarigligini ta’rif bo‘yicha
ko‘rsating. -

) flx)=x* 2 2 flry)=stert 3 Flay)=[d+ ]

9.3, Quyidagi funksiyalarmi qgavarigligini Silvester mezonidan
foydalanib tekshiring.

D fx)=x 0 x4 05 2) flx)=5x"+5x," +4x,]
+4x x, +2x,x,

9.4. Quyidagi masalalarni minimumega veching. -

1) x*+3'-2x=-2p+7—min 2} x*—xv+y* +2x > min..
x+vE5 xz2, ¥+y =<1, x20,
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- X bob. DINAMIK DASTURLASH
10.1. Masalaning go‘yilishi. Bellman tenglamasi

Bu mavzuda dinamik dasturlash tushunchasi bayon gilinib,
Bellman tenglamasi keltiriladi. Dinamik dasturlash masalalariga
keltiriladigan masalalar Bellman tenglamalari orgali ifodalanadi.

Chizigh va chizigsiz dasturlash masalalarida igtisodiy jara-
vonlar statik xarakterga ega edi. Ya'ni ularda kechadigan jara-
vonlar vaqtga bog'liQ emas. Jarayonning optimal yechimi bir
bosgichda qaralar edi. Bunday jarayonlar bir bosgichli jarayonlar
deyiladi.

Dinamik =xarakterdagi igtisodiy jarayonlar ko‘p bosqichli
jarayonlar bo’lib unda umumiy jaravonning optimalligi har bir
bosgichning optimalligiga erishilib, umumiy optimallik anigla-
nadi.

Dinamik dasturlashh wsuli bilan vechiladigan masalalarga,
masalan, resursiarni kerxonalarga optimal tagsimlash, resurslami
bir necha yil davomida ishlatish, dastgohlarni almashtirish va
trk. kiradi. Dinamik dasturlash masalasining go‘vilishini ko‘rib
chiqamiz. Biror igtisodiy boshgaruv jarayonini biror n bosgichga
ajratish mumkin bo‘lsin. Boshgarish jarayonida obyekt sg holai-
dan s, holatga o‘tsin. k-qadamdagi holatni s; deb, boshgaruvni
esa ug orqali belgilaymiz. Demak, uj.us,....u, boshgaruv igtiso-
diy holatni s3 dan s, holatga olib keladi. Boshqaruvni 10.1-
rasmdagi zanjir orqgali tasavvur qilish mumkin;

i Uz L] Uy Up+ i,
CHOSEE OEOERRC

£ - 10.1-rasm

Bunday jarayonning samaradorligi = maqgsad funksiyasi
boshlang‘ich holatga va -boshgaruv parametriariga bog'liq bo‘-
ladi: . - -
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2=F(s0,u)

Bu yerda u=(ujuy.. ,u,).

Dinamik dasturlash usulini qﬂ‘ﬂashda quyidagi shartlar
o‘rinli deb garaladi.

1. Jarayonning sy holati fagat oldingi holati s;.; va k-
bosqichdagi boshgarv u, gagina bogliq bo‘ladi, va’ni

S HlSe-pti), k=12, .n (10.2)
2. Magsad funksivasi additivlik xususiyatiga ega, va’ni;
z=§; fil(Sk- 1) (10.3)

Dinamik dasturlash masalasi quyidagicha go‘viladi: u bosh-
qaruvni shupday amalga oshirish kerakki, unda magsad funksiya-
sining giymati 7 eng katta (kichik} bo Isin.

3. Bellman tenglamasi. Masalalarni dinamik dastur usulida
yechish ikki gismdan iborat. Birinchi gism feskari quviash usuli
voki shartli ekstremum qismi deyiladi. Ikkinchi gism to‘g%i
gquvlash usuli bo'lib, unda shartsiz ekstremum masalasi yechiladi.

4, Birinchi gism. Fikrimizni masalaning n-gadamiga gara-
taylik. S,_; n-qadam boshidagi holat bo‘lsin, #, n-bosqgichdagi
boshgaruv bo‘lsin, f,(s,.5,u,) n-gqadamdagi maqgsad funksiyasi.
Optimallik shartiga ko‘ra u, shunday tanlash loziki s,_; holatning
har ganday givmatida ham magsad funksiyasi maksimumga
(minimumga) erishsin. zp (85-1) orgali n-gadamdagi magsad
funksivasining optimal qivmatini  belgilaymiz. Bu magsad
funksivasining n-gadamdagi shartli optlmal qivmati deyiladi.
Ravshanki, |

z.(s, )= max(mm) f{s,.,.%,) : (}(},5),

Maksimallashtirish (minimallashtirish) barcha mumkin bo‘l-
gan boshgaruvlar ichidan olinadi. n-gadamdagi optimal boshga-
v 4, (8,.3) orgali belgilaymiz.

(10.5) tenglamadan fovdalanib, mumkin bo‘lgan barcha s, ;
holatlar uchun z,(s,.7) va (5, funksiyalami aniglaymiz.
0mrg1 ikkr gadamdagi magsad funksiyasining giymati

.f;;_l (S ” —] ) + Zn (Sn ]) | (106)
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ga teng bo‘ladi. Demak, s,.» holat uchun u,.; boshgaruvni
shunday aniglash lozimki unda (10.6) funksiva maksimumga
- (minimumga) erishsin. n-1 qadamdagi optimal boshqaruvni u,,.
7 (5,-2) orqgali belgilaymiz. z,.;°(s,.2) oxirgi ikki gadamdagi
magsad funksiyasining shartli optimal giymati bo‘ladi.
e (87.2) = WX, 15,5000, ) 42,51} (10.7)
Shuni ta’kidiash lozimki, figurali qavs ichidagi ifoda fagat
Sp-2 VA U,y largagina bog‘lig. Haqigatan ham, s, ; ni (10.2) ga
ko‘ra aniglash mumkin

Sn—l = wn—] (‘TM—E L) H H=] )

VA Z, (8,-7) ifodada s, ; o‘rniga go‘vish mumkin. Pirovar-
dida, (10.7) ga binocan maksimallashtirish (minimallashtirish)
natijasida g, ;" (5y-2) va t, 1 (s,.2) qivmatlarni aniglavmiz.
 Zk (Sp-p) orqali magsad tunksivasining A-gadamdan oxirgi
gadamgacha bo‘lgan shartli optimal giymatini belgilasak, quyi-
dagi rekurent formulaga kelamiz
2, (8,,) = max(min){fk (st ) + Z.;H(Sk)} (10.8)

. ihav }
i
. k=n-In-2,. 2,1

(10.8) formuladagi maksimumga (muinimumga) olib keluvchi
optimal boshqgaruvni ug fsx. ;) orgali belgilaymiz. (10.8) bo‘yicha
optimallikni topish jarayonida s; o‘rniga (10.2) formuladan
olingan s, =, (s,..4,) ifodani qo‘yish kerak. |

(10.8) tenglamalarga Bellman tenglamalari deviladi. Shunday
gilib hisoblashning birinchi gismi tugallanadi. Natijada biz ikki
ketma-ketlikka ega bo‘lamiz: magsad funksivasining sharthi
ckstremumilari

zrr (SH—] }5 z.rr-—! (Su—'l)?”'? z! (S] }) z[ (SI'_'I) »

va optimal boshganviar
U8 )t (500, (51)

fkkfncf}f é:’sm. Bu gismda birinchi gadamdan boshlab shart-
siz optimal vechim izianadi. z;°¢(ss) n dadamdagi magsad funk--
sivasining ekstremumi bo‘lgani uchun
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m'n: zl (?{!) (109)

(10.2) tenglik va shairtli optimal yechimlardan fnydalamb
ketma-ket optimal vechim va optimal holatlarni topamiz. -

ty =, (8,),8, =@ (8,1, )i #;,5,, Uy, 85, S, ),

w=17"n

Dinamik dasturlash wsuli bilan vechiladigan masalalarning
ba’zilari bilan tanishamiz.

10.2. Resurslarni optimal tagsimlash

Bu mavzuda dinamik dasturlash masalalaridan biri bo‘lgan
resursiarni optimal tagsimlash masalasi vid misollar keltiriladi.

1-masala. 60 min. migdordagi shartli pul birligi to‘rtta (X1,
K2, K3, K4) korxonalarga tagsimlamishi kerak. Korxonaga tag-
simlanadigan pul migdorlari 20 min.ga karrali bo‘lishi kerak.
Pul miqdorlaridan keladigan foyda jadval ko‘rinishda berilgan
(10.1-jadval)

10.1-jadval
[ Ajratilgan | Korxona fuydaﬂ {mln. p.b.) {(x)
mablag’ (mln. K1 K2 | K3 K4
pb) g | |
0 01 0 {) {)
20 9 10 6 12
40 16 | 18 12 17
60 22 | 20 25 20

- Pul migdorlarini shunday tagsimlash lozimki, to‘rtta korxo-
nadan keladigan umumiy foyda maksimal bo‘lsin.

Bu masaiada gadam sifatida korxonalarga ajratiladigan mab-
lag‘ni tushunamiz: 1-gadam K1 korxonaga ajratiladigan mab-
lagt, 2-gadam — K2 korxonaga ajratiladigan mablag® va h.k
(gadamlar soni 4 ga teng n=4). Bu masalada holat sifatida
mablag'nt tagsimliash tushumiladi. Boshlang'ich holat s¢=60 ga
teng. Har bosgichdagi boshgaruv vy (k=17, 2, 3, 4) mablag'ni
tagsimlashdan iborat. Magsad funksivasi korxonalarning olgan
foydasi 10.1-jadvalda berilgan.
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Har bir gadamdagi holat s; (tagsimlashga lozim bo‘lgan
mablag®) gadam boshidagi s.; mablag® va shu gadamdagi
yechim 1y ga bog'liq: s;=s;_ -t

Masala additivlik xossasiga ega: umumiy samaradorlik har
bir gadamdagi korxona foydalarining vig‘indisiga teng.

Yechish. Shartli optimallashtirish.

4d-qadam (K4 korxonaga mablag® ajratish). 4-gadam boshida
mumkin bo‘ladigan barcha s; holatlarni aniglaymiz, va'ni Kl,
K2, K3 korxonalarga ajratishdan qolgan mablag‘ni aniglaymiz.
Bu mablag® 0 ga (agar bacha mablag® K1, K2, K3 korxonalarga
targatib bo‘lingan bo‘lsa), 20 min. pb.ga (agar KI, K2, K3
korxonalarga 40 min. p.b. targatilgan bo‘lsa), 40 min. p.b. ga
(agar K1, K2, K3 korxonalarning barchasiga 20 min. p.b.
tarqatilgan bo‘lsa) yoki 60 min. p.b. ga teng (agar KI, K2, K3
korxonalarga mablag® ajratilmagan bo‘lsa) bo‘ladi.

Har bir mumkin bo‘lgan holatlarga mos kelgan shartli opti-
mal yechim aniglanadi. K4 korxona oxirgi korxona bo‘lgani
uchun golgan mablag‘ning barchasi K4 korxonaga tagsimlanadi.
10.2-jadvzalda s holatlari, unga mos kelgan optimal yechlm Hy
va samaradorlik mezom — K4 korxonaning foydasi z," kelti-
rilgan.

- 10.2 -jadval
il uy z4 =fils3,uy
S U 0 0 ;_L\
= 20 20 i2
= 40 40 17
. b0 60 20

Shuni nazarda tutish lozimki, 4-qadamda K4 korxonaga
qancha ablag ajratilganiigi ko* rsatllmagan Buning 110]1 h&m
yo‘q s3 anig nechaga tengligi ma’lum emas.

3-gadam. Barcha hisoblash ishlari 10.3-jadvalda keltmlgan

10.3-jadval
52 u; I h(su3)] s Zy 73 | U3 | z3
0 0 0 0 0 0 0 )
20 0 ) 20 12 12 0 12
| 0 | 6 o 0 i 6 { 4 |




0 | 0 40 17 17

40 20 6 20 12 18 20 18
40 12 0 0 12
0 0 60 20 20
20 6 40 17 23

60 40 12 20 12 24 60 25
60 25 0 0 25

Jadvaldagi belgilashlarga izoh beramiz. s, — K3 va K4
korxonalarga ajratilishi mumkin bo‘lgan mablag® miqdori; u; —
K3 korxonaga ajratilishi mumkin bo‘igan mablag®; f5(s,,u2 K3
korxonaning foydasi; s; — K4 korxonaga ajratiladigan mablag’;
z¢ — K4 korxonaning s; migdorda ajratilgan mablag‘dan kelgan
fovda; 73 — K3 va K4 korxonalarning umumiy toydasi (/3 va 74
ustunlar vig'indisi); u3" — s, holatdagi shartli optimal yechim;
z3 — K3 va K4 korxanalarning shartli optimal samaradorligi.

3-gqadamdagi hisoblash tartibi quyidagicha. 3-gadam boshi-
dagi barcha s, holatlar aniglanadi, va’ni K3 va K4 korxonalar-
 ga ajratishi mumkin bo‘lgan mablag‘lar aniglanadi. Bu mablag’
0 min. p.b. ga, 20 min. p.b. ga, 40 min. p.b. ga yoki 60 min.
p.b. ga teng bo’lishi mumkin. Har holat uchun shartli optimal
yechim aniglanadi. K3 korxonaga shunday mablag® ajratish
lozimki, K3 va K4 korxonalardan olinadigan umumiy foyda eng
yugori bo‘lsin.

Faraz giiavlik, K3 va K4 korxonalarga ajratilgan mablag’ 20
min. p.b. ga teng (55=20). Bu mablag'ni K4 korxonaga ajratish
mumkin {u holda K3 korxonaga mablag® ajratilmavdi, u;=0) voki
K3 korxonaga ajratiladi (u;=20). Agar us=0 bo'lsa, K3 foyda
olmaydi va s3=20 bo‘lth, mablag’ K4 ga tagsimlanadi va uning
fovdasi z,/=12 mln. p.b. ga teng bo‘ladi. K3 va K4 korxonalaming
umumiy foydasi z:=0+12=]12 min. pb. ga teng bo‘ladi. Agar
120 bo'lsa, K3 6 min. p.b. ga teng foyda oladi. Unda uchinchi
gadam oxiridagi holat s7=0 bo‘ladi va K4 foyda olmaydi z,"=¢ K3
va K4 korxonalaming vmumiy fovdasi z;=6+0=6 miln. p.b. ga teng
bo‘ladi. Shunday gilib, K3 va K4 korxonalarga 20 mln. p.b. mig-
dorida mablag’ ajratilsa, K3 korxonaga mablag® ajratmaslik lozim
bo‘ladi. Mablag‘'ni K4 ga ajratish magsadga muvofig bo‘lib, undagi
foyda eng vuqori bo‘ladi. Boshqacha aytganda, s,=20 holatida
shartli optimal vechim u3"=0, z3"=12 bo‘ladi.
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Xuddi shunday mulohazalar yuritib, s,=40 bolganda u3 =20,
73 =18 ekanligini topish giyin emas (10.3-jadvalga qarang).

Xuddi shu vo‘l bilan s,=60 bo‘lganda u;"=60, z:"=25 ekan-
ligiga ishonch hosil gilish mmmkin.

2-gadam. 10.4-jadvalda 2-gadamga tegishli bo'lgan hiscb-
lashlarning jadvali keltirilgan.

10.4-jadval
$1 ' 11y H{s1,05} 89 Z3 2 ngm ZQ*
0 0 0 0 0 0 0 0
20 0 G 20 12 12 0 12
20 10 0 0 10
0 0 40 18 18
40 20 10 20 12 22 20 22
40 18 0 0 18
0 0 60 25 25
20 10 40 18 28
60 40 18 20 12 30 40 30
b0 20 0 0 20

Jadvaldagi belgilashlarga izoh beraylik. 5;~-K2, K3 va K4
korxonalarga ajratilishi mumkin bo‘lgan mablag’ miqdori; u>-K2
korxonaga ajratilishi mumkin bo‘lgan mablag‘; fispuy) K2
korxenaning fovdasi; s>K3 va K4 korxonaga ajratiladigan mab-
lag’; z3 -K3 va K4 korxonalarga s, migdorda ajratilgan mab-
lag‘dan kelgan umumiy fovda(l0.3-jadvaldan aniglanadi); zo-
K2, K3 va K4 korxonalarming umumiy foydasi (f2 va 73~ ustun-
lar vig‘indisi); u,"-s; holatdagi shartli optimal yechim; z,-K2,
K3 va K4 korxonalaming shartli optimal samaradorligi.

2-gadamdagi hisoblash tartibi quyidagicha. 2-gadam boshi-
dagi barcha sy holatlar aniglanadi, ya'ni K2, K3 va K4 korxona-
larga ajratishi mumkin bo‘lgan mablag‘lar aniglanadi. Bu mab-
lag* K1 korxonaga ajratilgan mablag‘ga bog‘lig ravishda 0 min.
p.b. ga, 20 min. p.b. ga, 40 min. p.b. ga yoki 60 mln. p.h. ga
teng bo‘lishi mumkin. Har holat uchun shartli optimal yvechim
aniglanadi. K2 korxonaga shunday mablag® ajratish lozimki, K2,
K3 va K4 knrmnalardan Dlmad}gan umumiy foyda eng yuqnn
bo‘lishi lozim.
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Faraz qilaylik, K2, K3 va K4 korxonalarga ajratilgan mab-
lag® 20 min. p.b.ga teng bo‘lsin (s;=20. K2 korxonaga (¢ yoki
20 min.p.b.ajratish mumkin ( uy~0 yoki u,=20). Agar uw,=0
bo‘lsa, K2 fovda olmaydi va s,=20 bo‘lib, mablag® K3 va K4 ga
tagsimlanadi va bu mablag® korxonalarga optimai tagsimlangan-
da 3-jadvalga ko‘ra uning fovdasi 7;"=12 min. p.b. ga teng bo‘-
ladi. K2, K3 va K4 korxonaning umumiy foydasi z,=0+12=12
min. p.b. ga teng bo‘ladi. Agar #,=20 bo‘lsa, K2 18 mln. p.b. ga
teng fovda oladi. Unda 2-gadam oxiridagi holat s,=0 bo‘ladi va
K3 va K4 foyda olmaydi z; =0. K2, K3 va K4 korxonalarning
umumiy foydasi z,=10+0=710 min. p.b. ga ieng bo‘ladi. Shun-
day gilib, K2, K3 va K4 korxonalarga 20 mln.p.b. miqdorida
mablag® ajratilsa, K2 korxonaga mablag’ ajratmaslik lozim bo‘la-
di, mablag'ni K3 va K4 ga ajratish maqsadga muvofig bo‘lib,
undagi foyda eng yugori bo‘ladi. Boshgacha qilib aytganda,
$;=20 holatida shartli optimal vechim u, =0, 7,"=12 bo'ladi.

Xuddi shunday mulohazalar yuritib, $,=40 bo‘iganda u,"=20,
Z5'=22 ekanligini, s,=60 bo'lganda u,"=40, 7,"=30 ekanligini
topish giyin emas (10.4-jadvalga garang).

1-gadam. (K1,K2,K3 va K4 korxonalarga mablag® ajratish).

Barcha hisoblashlar 10.5-jadvalda keltirilgan.

10.5-jadval
Sg uy | Filspuy) | 8y Zy Z | #gt
0 0 60 30 30
20 9 40 22 3
60 40 16 20 12 28 20 3i
60 22 {} 0 22

Bu gadamda boshlang'ich holat anig s;=60.

Demak, agar K1 ga 20 min. p.b. ajratilsa to‘rtta korxona-
ning umumiy foydasi eng yugori bo‘lib, bu foyda 31 min. p.b.
ga teng bo‘ladi.

Shartsiz  optimallashtivish. Endi  topilgan ma'lumotlardan
toydalanib, 1-gadamdan boshlab korxonalarga optimal tagsim-
{anadigan mablag‘larni aniqlaymiz. Birinchi korxonaga u; =20
min. p.b. ajratiladi. K2, K3 va K4 korxonalar uchun 40 min,
p.b. goladi s;=40. 4-jadvalga ko‘ra ikkinchi korxonaga u»"=20
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min. p.b. ajratiladi. K3 va K4 korxonalarga 20 min. p.b. goladi.
10.3-jadvalga asosan uchinchi korxonaga mablag® ajratilmavdi;
u; =0. To‘rtinchi korxonaga 20 min. p.b. goladi (s;=20). Shu-
ning uchun u«,"=20.

Shunday ¢ilib, masalaning optimal yechimi guyidagicha. Bi-
rinchi korxonaga 20 mln. p.b., ikkinchi korxonaga 20 min. p. b.,
uchinchi korxonaga mablag’ ajratmaslik va nihoyat to‘rtinchi
korxonaga 20 min. p.b. airatish loziim. Mablag‘lar shunday ajra-
tilganda umumiy foyda eng yugorn bo‘lib u 31 min. p.b ga teng,
va korxonalardan keladigan foydalar K1 dan 9 min.p.b., K2 dan
10 min.p.b., K3 dan 0 min.p.b. va K4 dan 12 min. p.b. ga teng.

2-masala. Firmaning ikki (K1, K2) korxonasi bor. Koirxo-
nalarning ishlab chigaradigan mahsulotlari mavsumiy xarakterga
ega bo'lgani uchun olinadigan foyda ham mavsumga garab
o‘zgarib turadi. 10.6-jadvalda [irma korxonalarining kvartallar-
dagi fovdalari ko'rsatilgan.

10.6-jadval
Korxonalar Fovda %
1-kvartal | 2-kvartal | 3-kvartal | 4-kvartal
K1 80 50 50 70
K2 40 120 20 40

Har bir kvartal oxirida firma daromadining 20%1 aksivalarga
beriladi, 80%i esa korxonalar orasida qayta tagsimlanadi,

Yil boshida ishlab chigarishga 5 miln. p.b. ajratilgan. Mab-
lag'ni korxonalarga shunday tagsimiash kerakki, yil davomida
aksivadorlarga beriladigan mablag® eng yugori bo‘lsin.

Bu masalani dinamik dasturlash usuli bilan vechish jara-
yonida gadam sifatida kvartaini olamiz: birinchi kvartal birinchi
gadam, ikkinchi kvartal ikkinchi gadam va h.k. Boshlang‘ich
holat sp=35. k-gadamdagi holatni s;_; bilan belgilaymiz. #; k-
gadamda Klga ajratilgan mablag®, K2 ga ajratilgan mablag® s;_;-
up, k=1234 ga teng. Magsad funksivasi har kvartal oxirida
aksivadorlarga beriladigan mablag’. Mablag‘ni shunday tagsim-
lash lozimki, aksiyadorlarga tagsimlanadigan mablag® eng yuqori
bo‘lsin.

Yechish. Shartli optimallashtirish.
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- 4-qadam. 3-kvartal oxirida sy muqdordagi mablag® taqgsim-
lanadigan bo‘lsin. Korxonalarga tagsimlanadigan mablag® miq-
dorlari mos ravishda uy va s34 bo‘lsin. U holda 4-kvartal oxi-
rida korxonalardan keladigan daromad 1,7 ugt1,4 (s3-u14) bo'-
ladi. Bu mablag‘ning 20% aksiyvadorlarga to‘lanadi. Shuning
uchun 4-kvartal oxirida aksivadorlarga to‘lanadigan mablag
guyidagicha hisoblanadi -

20017 ugt 1,405 -u))=0,06u 470,285 3.

 Ravshanki, aksivadorlarga fo‘lanadigan mablag’ eng yuqori
bo‘lishi uchun barcha mablag'ni K1 korxonaga ajratish lozim:
iy =53  Aksivadortarga  to‘lanadigan  optimal  mablag®
74 =0,00653+0,2853=0, 3453 ga teng bo‘ladi.

3-qadam (3 va 4-kvartallarda mablag'ni tagsimlash). 2-kvar-
tal oxirida korxonalar orasida s, miqdordagi mablag® tagsimla-
nadigan bo*lsin. Korxonalarga tagsimlanadigan mablag® miqdor-
lari mos ravishda u#; va s,-u3 bo'lsin. U holda 3-kvartal oxirida
korxonalardan keladigan daromad 1,5 u3+1,8 (s2-u3) boladi. Bu
mablag‘ning 20% aksiyadoriarga to‘lanadi. Shuning uchun 3 va
4-kvartallar uchun aksiyadorlarga to‘lanadigan mablag® quyida-
gicha aniqlanadi:

25=0,2(1,5u3+1,8(s -u3))+24 .

§3=0,8(1 5u3+1 8(s;-u3)) bo'lgani uchun z,=0,34s; ckanligini
inobatga olsak, 74 =0, 49s,-0,08u; kelib chigadi. Demak,

23=0,2(1, 5u3+t1 8(s5~13)) 0,495 -0,08u ;=0,855-0, Idu 3

hosil bo‘ladi. z3 maksimal bo‘lishi uchun uy eng kichik bo‘lishi
kerak. Shunday qilib, uchinchi kvartaldagi shartli optimal yechim
shundan iboratki, K1 korxonaga mablag® ajratmaslik kerak: #;"=0
Uchinchi va to‘rtinchi gadamdagi shartli optimal samaradorlik
73 =0,855 bo‘ladi.

2-gadam (2-4 kvartallarda mablag‘ni tagsimlash). 1-kvartal
oxirida korxonalar orasida s; migdordagi mablag® taqsimlanadi-
gan bo‘lsin. Korxonalarga tagsimianadigan mablag® migdoriari
mos ravishda #y va sp-u; bo'isin. U holda 2-kvartal oxirida kor-
xonalardan keladigan daromad 1,5 wu,+2,2 (s;-u3) boladi. Bu
mablag‘ning 20% aksivadorlarga to‘lanadi. Shuning uchun 2-4-
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kvartallar uchun aksivadorlarga to‘lanadigan mablag® quyida-
gicha aniglanadi:

22=0,2(1, 5u;+2,2(s j-u ) V73 =0,2(1, 5u3+2,2(s -1 3)) +0,855.

§o=0,8(1, 5u>+2, 2(s ;) bo'lganligi uchun z;=1,94s;-0,62u; bo‘-
ladi. z, (aksivadorlarga to‘lanadigan mablag®) maksimal bo‘lishi
uchun u, eng kichik bolishi kerak. Shunday qilib, ikkinci kvar-
taldagi shartli optimal vechim shundan iboratki, K1 korxonaga
mablag® ajratmaslik kerak: u 5 =) 2-4 gadamdagi shartli optimal
samaradorik: z,"=1,94s; bo‘ladi

1-gadam (1-4 kvartallarda mablag'ni tagsimlash). 1-kvartal
boshida korxonalar orasida s;=35 migdordagi mablag® tagsim-
lanadi. Korxonalarga tagsimlanadigan mablag® miqdorlari mos
ravishda u; va sg-u; bo‘lsin. U holda 1-kvartal oxirida korxona-
lardan keladigan daromad 1,8 u;+171.4 (sg-uy) bo'ladi. Bu mab-
lag‘ning 20% aksivadorlarga to‘lanadi. Shuning uchun i-4-kvar-
tallar uchun aksivadorlarga to‘lanadigan mablag® quyidagicha
aniqlanadi:

C o z=0,2(1, 8u i+ 1L 4(sg-u3)) 25 =0,2(1, 5u,+2, 2(s ;-1 5)) +1,94s,.

s=0,8(1,8u;+1,4(sp-up) bo‘lganligt uchun z,=2 455,40, 7u;
bo‘ladi. Yil davomida aksivadorlarga to‘lanadigan mablag® (z;)
eng vugoeri bo‘lishi uchun u; mumkin gadar eng yugori bo‘lishi
kerak, va'ni u; =sy bo'ladi. s,=5 min. p.b. ga teng bo‘lgani
uchun 1-kvartalda I-korxonaga 5 min.p.b. ajratiladi.

Shu bilan hisoblashning birinchi gismi tugallanadi.

Ikkinchi qism (shartsiz optimallashtirish sikli).

1-gadam. Birinchi kvartal uchun optimal yechim topildi:
u; =5 (barcha mablag* birinchi korxonaga ajratiladi). |

1-kvartal oxirida K1 ning daromadi 1,8x5=9 miln. p.b. ga
teng bo‘ladi. 1-kvartalda aksiyadorlarga to‘lanadigan mabiag‘ni
aniglaymiz: 0,2x9==1,8 min. p.b.. 2-kvartal boshida korxonalarea
ajratiladigan mablag’ migdor $;=0,8x9=7,2 miln. p.b. ga teng
bo‘ladi.

2-qadam (2-kvartalda mablag‘ni tagsimlash). Masalani
shartli optimallashtirish qgismida shu narsa aniglandiki barcha
mablag‘mi K2 ga ajratish magsadga muvofigligi ko‘rsatilgan edi:
112*:{}.
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2-kvartal oxirida K2 ning daromadi 2,2x7,2=15,84 min. p.b.
ga teng bo‘ladi. 2-kvartalda aksiyadorlarga ajratiladigan mablag’
migdori 0,2x15,84=3,17 min. p.b. ga teng bo‘ladi. 3-kvartal bo-
shidagi tagsimlanadigan mablag® migdori 5;=0,8x15,84=12,67
min. p.b. ga teng bo‘ladi.

3-gadam (3-kvartalda mablag‘ni tagsimlash). Masalani shartli
optimallashtirish gismida shu narsa aniglandiki, barcha mablag‘ni
K2 ga ajratish magsadga muvofigligi ko‘rsatilgan edi: u;"=0.

3-kvartal oxirida K2 ning daromadi 1,8x12,67=22 .81 min. p.b.
ga teng bo‘ladi. 3-kvartalda aksivadorlarga ajratiladigan mablag’
miqdori 0,2x22,81=4,56 min. p.b. ga teng bo'ladi. 4-kvartal bo-
shidagi tdqmmlanddigan mablag’ [I‘ﬂ(](i(}]'l s7~0,8x22,81=18,25 min.
p.b. ga teng bo‘ladi.

4-qadam (4-kvartalda mablag‘ni tagsimlash). Masalani
shartli optimallashtirish qismida shu narsa aniglandiki, barcha
mablag‘'ni K1 ga ajratish maqgsadga muvofigligi ko‘rsatilgan edi:
u4*=18,25.

4-kvartal oxirida K1 ning daromadi 1,7x18,25=31,03 min.
p.b. ga teng bo‘ladi. 4-kvartalda aksivadorlarga ajratiladigan mab-
lag* migdori 0.2x31,03=6,21 miln. p.b. ga teng bo‘ladi.

Shunday qﬁlb nﬂsalamng yechimi quyidagicha. lhkvartalda
I-korxonaga 5 min. p.b., 2-kvartalda 2-korxonaga 7,2 min. p.b.,
3-kvartalda 2-k0r}{0naga 12,67 min. p.b., 4-kvartalda I-komxo-
naga 18,25 min. p.b. ajratiladi. Kvartaliar bo'vicha aksiyvador-
larga ajratiladigan mablag® migdorlari mos ravishda 1.8; 3,17;
4 56 va 6,21 min. p.b. ga teng. Yil davomida aksiyadorlarga be-
riladigan mablag® 15,74 min. p.b. ga teng.

3.masala. Yuqorida keltirilgan masalalarda magsad funk-
siyasining qiymatiari jadval ko‘rinishida keltirilgan edi. Endi
funksitya analitik ko‘rinishda berilgan holni kKo‘raylik. Ikki ishlab
chigarish tarmoglarining faolivati n yilga rejalashtirilmogqda.
Boshlang‘ich mablag® s, 1-tarmogqa vil boshida x miqdorda aj-
ratilgan mablag® vil oxirida f;(x) foyda keltirib, ¢ X} <x migdorda
gaytadi. 2-tarmoq uchun mos ravishda fox) va gxx} (gAx)<x) ga
teng. Yil oxirida barcha gaytgan mablag® |-, 2- tarmoglar orasida
gayta tagsimlanadi. Yangi mablag® kirtilmaydi va fovda tag-
simlanmaydi.

s¢ migdordagi mablag‘ni # yilga shunday tagsimlash kerakki
ikki tarmoqgning n yilda keladigan umumiy fovdasi eng yuqori
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bo‘lsin. Masalaning a) dinamik dastuilash modelini qurishni va
b) masalani s;~10000, n=4, fi{(x)=0,6x, qix)=0,7x, fAx)=0 5x,
gAx)=0,8x bo‘lganda yechishni ko‘raylik.

Yechish. a) Masalani gadamlarga bo*lamiz. Har gadam bir
vilga teng deb olamiz. %-yil boshidagi mablag’ migdorini s, ;
(k=1,2,.. ,n) bilan belgilaymiz. u; 1-tarmoqqa ajratilgan mablag’
bo‘lsa, si. ;i 2-tarmoqga ajratilgan mablag* bo'ladi. k-vil oxi-
ridagi holat tenglamasi

‘ Sk=q (U T ASi-1-14) (10.9)

ko'rinishda bo‘lib, k-yil oxiridagi gaytgan mablagni ifodalaydi.
k-vil oxiridagi 2 tarmogdan keladigan foyda

S T ASpe- 1) (10.10)

ko‘rinishda bo‘ladi. n yil davomidagi umumiy foyda
= ; {11 T oSk p-up)}

ko‘rinishda ifodalanadi.
Z (57 orqali k-yildan n-yillardagi optimal 1oycam
belgilaymiz. U holda z,,,=2;"(so) bo‘ladi. o
Bellman tenglamalari quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi: |

Zn ($p-1) _{,_Taf{ {f H(un) F2ASy- 1-ttn)} | (10.11)
T (Sp- 0= 02X {fup) HoSe- 1-un) F2pers (50 (10.12)
(k=n-1n-2,..,1). -

b) Bellman tenglamalaridan foydalanib, konkret masalaning
yechishni ko‘ramiz.
- (10.9) holat tenglamasi berilganlarga ko‘ra quyidagicha
bo‘ladi:
8= Tup Y0, 8(sp. y~up ) =0, 85 1-0, Ty (10 f3)

k—qadamdagl magsad funksiyasi (10.16) ko‘rinishi quyldaglcha
bo'ladi: .

Masalaning magsad funksiyasi *
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S Z=S 10,55 17+0,Iuy) (10.14)

ko'rinishda bo‘ladi.
Bellman tenglamalarining korinishi:
Z4i'(s3)= E}Eﬂx 10,551-+0, 1uy)} {10.15)
7 (Sk-1)= X {0, lugt0, sy +2+1 (8} (10.16)

I-gism (shartli oprimallashiirish)
4-qadam. (10.15) tenglamadan fovdalanamiz. 7=0,3s;4+0, luy
chiziqli funksiya {0;s3] oraliqda eng katta qivmatga 4=y
bo‘lganda erishadi. Shuning uchun z4°(s3)=0,653, x4 =53 bo* Iadl
3-gadam. (10.16) tenglama

23 (5= W3X {0, Jus+0,55,+0, 653/

ko‘rinishga keladi. |
(10.13) holat tenglamasidan kelib chigadigan .S’;'=0 &s‘z- -
0, 15 itodani oxirgi tenglamaga qo‘ysak, .

25"(s2)= X {0, 1u3+0, 557+0,6(0, 852-0, Ius}

yoki
25" (s )= {0,04u5+0,985}

tenglamaga kelamiz. Bu funksiya maksimumga u,=s; bo‘lganda
erishadi, va’ni 73 (s)=1,02s,, u; =s, bo‘ladi.

2-gadam. Holat tenglamasidan §,=0,8s;-0, 1i; kelib chigadi.
(10.16) tenglama k=72 uchun

22 (5 )= max {I 3165; 0, 002.!:;}

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu f‘unks1ya makmmumga =0 bo‘lganda
erishadi. Shuning uchun z,%(s2)=1,316s;, 1, "=0bo'ladi. -

1-qadam. Holat tanglamasidan §7=0,859-0, 1u; ekanligi ¢’ti-
borga olib, (10.16) tenglamani £=7 uchun yozsak, _.

21" (50)= 13X (1, 5528654-0,0316u3)

tenglamaga ega b{)‘lamlz Bundan 77 (Sp)= I , 352850, u; =0 ekan-
ligini topish givin emas.
Shunday gilib, masalaning sharthi optimallik gismi tugallanadi.
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Ikkinchi qism (shartsiz optimallashtirish  sikl). so=10000
bo‘lgani uchun z;°(sg)=1,5528sp, dan z,,=15528 ga teng bo‘-
ladi va #;=0, (barcha mablag’ 2-tarmoqga ajratiladi). Birinchi
vil oxiridagi holat s;"=0 8J0000-0 Ix0=8000 bo‘ladi. Shartli
optimallashtirishning 2-qadamidagi xulosaga ko‘ra, u,"=0 bo‘la-
di. Barcha mablag® 2-tarmoqqga ajratiladi.

2-vil oxiridagi holat s,"=0 880000, K=6400 bo‘ladi. Shartli
optimallashtirishning 3-qadamidagi xulosaga ko‘ra, u3 =6400
bo'ladi. Barcha mablag® 1-tarmoqga ajratiladi.

3-vyil oxiridagi holat s;"=0,856400-0, Ix6400=4480 bo'ladi.
Shartli  optimallashtirishning 4-gadamidagi  xulosaga ko‘ra,
15 =4480bo’ladi. Barcha mablag’ 1-tarmoqqa ajratiladi.

Shunday qilib, 4 vil davomidagi tarmoglardan keladigan
optimal foyda 15528 p.b. ga teng, shu bilan birga 1-tagrmoqqga
yillar bo‘yvicha mos ravishda 0; 0; 6400 va 4480 p.b. migdorda
mablag® aratiladi. Bu ko‘rsatkich 2-tarmoq uchun esa mos ra-
vishda 10000; 8000; 0; va 0 p.b. ga teng.

10.3. Yuklarni eltishning optimal marshrutini aniqlash

Bu maviuda dinamik dasturlash masalalarida  biri bo ‘!gan
optimal marshrutni aniglash bilan fanishamiz.

Dinamik dasturlashni eng optimal masofani aniglashda
uchun ham qo‘llash mumkin. Bunday masalalarning vechimi
transport masajasi uchun boshlang‘ich ma’lumotni beradi.

Transpnrt tarmog'l 10 ta tugundan iborat bo‘lib, ularning
ba’zilari o‘zaro bog‘langan bo‘lsin. 10.2-rasmda yﬂ‘llar tarmog'i
va birlik tovarni eltishdagi xarajat keltirilgan.

10.2-rasm )
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Magsad eng kam transport xarajatlariga olib keladigan mar-
shrutni aniglashdan iborat. Albatta masalani barcha marshrutlarni
hisoblash yordamida amalga oshirsa ham bo‘ladi. Agar tarmoqgdagi
tugun nugtalar ko'p bo'lganda bu usul samarali bo‘lmaydi.

- Masalani dinamik dasturlash usuli bilan yechish uchun ma-
salani bosgichlarga bo‘lamiz: 1-tugun nugta birinchi, 2,3,4 tu-
gun nugtalar ikkinchi, 5,6 —uchunchi, 7,8,9 —to‘rtinchi.

Quyidagi belgilashiar kiritamiz.

k — bosqich ragami (k=1,2,3,4)

1 — tovarni jo‘natadigan tugun nugta (i=1,2,....9);

j — tovarni gabul giladigan tugun nuqta (j=2,3,4... 10);

c; — i-dan j-ga o‘tishdagi xarajat.

F;C( i) — k-bosgichda i-tugundan oxirgi tugungacha tovarni
eltishdagi minimal xarajat.

K — qadamdagi i-tugun ragami tizim helatini ifodalaydi.
k+1 bosgichdagi j tugun nuqgta ragami k-bosgichning boshgaruv
o‘zgaruvchisi bo‘ladi.

4-bosqichda Bellman funksiyasi to‘rtinchi bosgichdagi tugun
nugtalardan 10-tugun nuqtaga tovarni eltishdagi xarajat bo‘ladi:
Fyi)=c; ;0. Keyingi bosqgichlar uchun Bellman tenglamasi qu-
yidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

Fi(y=min feg+Fei() (10.17)

(10.17) ni minimumga olib keluvchi j=f~ ragam 7 dan oxirgi
tugunga keluvchi optimal tugunni bildiradi. Fy(1) funksiyaning
giymatl 1-tugundan 10-tugunga o‘tishdagi mintmal xarajatni
ifodalaydi.

10.2-rasmda keltirilgan masalani yechamiz.

1-bosqich. Shartli optimallashtirish.

4-qadam. k=4, Fyi)=c; 1.

4-gadamda 10 tugunga tovarlar 7,8 va 9 tugmllardan kchshl
mumkin (10.7-jadval). -

| l[LT-jadva]

7 10 F0) T |
7 9 g 10
3 7 7 10
9 Il i 10
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3-gadam. £=3. Beliman tenglamasi 3- -gadamda qumdaglcha
bn‘ladl -

._ Fj(l)“-mm {CU+F4O)} |
3-qadamdagl hisoblash ishlari 10.8-jadvalda berilgan.

10.8-jadval
i 7 3 9 | Fay) 71
5 (640 |8+7 | — i5 | 7:%
6 = | 547 [4+11] 12 g |

-qaclam k=2 Fxi)= min (¢ +Fy()}. 2-gadamdagi higeblashy;,
1shlarl 10.9-jadvalda be:nlg*m

1@:9-}3‘1\@!
{ 5 6 F(i) i
By
2 4 +1i5 — 19 3
3 — 3 +12 15 6
4 - 9 +12 21 6

1-qadam. k=1. Fy(i)=min {cU+F2(1)} Hisoblash ishiari 10.10-

fidbalda aks etgan.
10.10-jadval

l;\ 12 T3 l'Fl(i} P

1 |74+ 19]5+15]6+21] 20 3

2-bosqich. Shartsiz optimallashtirish.

Shunday qilib, I-tugundan [0-tugungacha bo‘igan eng kam
xarajat Fa1)=20 ga teng. Bunday natijaga 1 tugundan 3-tugunga
o‘tishda erishiladi. 10.9~jadvaldagi natijaga ko‘ra, 3-tugundan 6-
tugunga, so‘ng 8-tugunga (10.8-jadval) va nihoyat 10-tugunga
o‘tiladi. Shunday gilib, optimal yvo’l { - 3 - 6 - 8 - 10
bo‘ladi (10.3-rasmda optimal yo‘l ajratib ko‘rsatilgan).
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10.3-rasm

10.4. Optimal yuklash masalasi

Transport vositalarini optimal yuklash masalasi ham dinamik
dasturlash masalalori turkwmiga kiradi, Bu mavzu shu turdagi
masalalarga bag’ishiangan.

» Biror samolyot {(avtoulov, kema va h.k.) ga yuklarni optimal
yuklash masalasini ko‘raylik. Samolyotning maksimal og‘irik-
dagi yuklami ko‘tarishi chegaralangan. Har bir ortilgan yvuk mu-
ayyan foyda keltiradi. Yuklarni samelyotga shunday joylashtirish
lozimki, unda umumiy foyda eng yugori bo‘lsin.

Quyidagi belgilashlarni kiritamiz. Samolyotning maksimal
yuk ko‘tara olishi W bo‘lsin. Samolvotga n-turdagi tovarlarni
jovlash lozim. m; — i-nav tovar soni, r; — i-nav tovarning bir-
hgidan keladigan foyda, w; — uning og‘irligi bo‘lsin. Natijada
biz butun sonli chizigli dasturlash masalasiga kelamiz.

wantwanyto twum,. W
mj,ma,....m, =0 va butun

shartlarni qaneoatlantiruvchi z=rm+ramo+.. +rym, funksivaga
maksimal givmat beradigan m;m;,....m, larm topish kerak.
Bu masalani dinamik dasturlash usuli bilan yvechishni ko‘ramiz.
Har bir i-bosgich i-nav tovarga mos qo‘viladi. i-bosqichdagi
variantlar tovarlar soni my; bilan bog'lanadi. i-nav tovarni
yuklashdan keladigan foyda s, bo‘ladi. my 0 dan [W/w,] gacha
o‘zgaradi (bu verda [...] belgi sonning butun gismi).
i-bosqgichdagi x; holat i, i+],..,n bosgichlarda yuklangan
tovarlarning umumiy og‘irligi. Barcha bosgichlarni o‘zaro bog'-
lovchi omil yuk miqdorlarining chegaralanganidir.
x; holatdagi i, i+, ...,n bosgichlardagi umumiy maksimal foyda

fitx;} bo'lsin. Bellman tenglamasini keltiramiz.
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- JO=max{im ik ), 74,2, 1.

Bu yerda maksimum m=0,12.. /W] x=012.. W lar bo‘vicha
olinadi.

Belgilashga ko‘ra x-x;+; i-bosgichda wuklangan tovar og'idigiga teng,
ya'nt X-24./~wi; yoki X4 =x-wym; demak, yugoridagi formula quyidagi
ko'rinishga keladi.

Jo=maxtematfi x-wimd}, i=1,2,.. n

Bu yerda ham maksimum m=0,1,2,...,[W/w/; x=0,1.2, W lar
bo‘vicha olinadi.

Misol. 4 tonna yuk ko‘tara oladigan samofyotga uch turdagi tovardar
yuklanadi. Ulaming tavsiflad 10.11-jadvalda keltirilgan. Yugori foyda olish
uchun samolyotni ganday tovarlar bilan yuklash kerak?

10.11-iadval
Tovar moami | w {tonna) r; (ining dollar)
1 2 n
2 3 47
3 1 14

1-gqadam. 3-turdagi birik yukning ogfidigi 1 tonna bo‘lgani uchun bu
turdagi yuklardan oshigi bilan {4/1]=4 bidik yuklash mumkin, Ya’'ni x;
mng givimatlagt 0, 1, 2, 3, 4 bo'lishi mumkin. #5 ning giymati w#ns. X3
sharini ganoatlantirishi k;:rak OQuyidagl tenglamalar 3-gadamning asosty

tenglamalaridir,
Saxg=max{Idmsy),  maximz={4/1]=4

I-qadamga tegishli bolgan barcha hisoblashlar 10.12-advalda
keltirilgan

10.12-jadval
14m; Optimal vechim

Xy (=0 | my=1|m=2 | ms=3| m=4 | L) My .
0 0 - - - - 0 0 '
| 0 14 - - - 14 1
2 i} 14 28 - - 28 2
3. 1.6 | 14 | 28 | 42 - 42 3
4 0 14 28 42 | 56 56 4
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2-qad&in. 2-qadamdagi hisoblash formulalari:

Sox=max{47ms¥fx(xz-3m2)},

Hisoblash natijalari 10.13-jadvalda berilgan.

maxfmy)={4/3]=1.

10.13-jadval

4 i W x - 3m ) Optimal yechim
X2 m>=0 m,=1 FAx) my
0 G+0=0 - 0 0
i 0+14=14 - 14 0
2 0+28=28 - 28 0
3 0+42=42 47+0=47 47 1
4 0+56=56 | 47+14=61 61 1

| 3-qadam. 3-gadamedagi hisoblash formulalari:

Fixp=max{3Im tfox;-2m )},
Hisoblash natijalari 10.14-jadvalda berilgan,

maxi{m )={4/2]=2.

10.14-jadval

3my+6H(x-2my) Optimal yechim
Xt fﬂj:{} m;zf m;=2 f;(x;) fﬂf
0 (0+0=0 - - 0 U]
1 ¢+i4=14 - - 14 0
2 (0+28=28 | 31+0=3] - i 31 1
3 0+47=47 | 31+14=45 - L 47 0
4 | 0+61=61 | 31+28=39 [ 624+0=62 ; 62 2

2-bosqich. Shartsiz optimallashtirish. 7-jadvalga ko‘ra opti-
mal yechim m; =2 bo‘ladi. Birinchi turdagi vuklardan 2 birligi
yuklanadi. U helda |

Xo=x;-2m; =4-2%2=(

mz =0bo‘lib, umumiy foyda 62000 dollardan iborat.
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bo‘ladi. 10.13-jadvalga ko‘ra x,=0 da m,; =(¢ bo‘ladi. Bundan
x7=x,-3m; =0-2*0=0. 5-jadvalga ko‘ra x3;=0 da m3;"=0 ekanligi
kelib chigadi. Shunday gilib. optimal vechim m; =2, my =0 va




10.5. Dastgohlarni yangilask masalasi

Korxonadagi dastgohlarni oz vagtida almashtivish masalasi
ham dinamik dasturlash masalaridan biridir. Bu yerda shu itarz-
dagi masalalarning yechish bilan shug ‘ullanamiz,

Eskirgan dastgohlarm (avtoulov, dastgoh, televizor va b.) oz
vaqtida vangilash asosiy iqtisodiy masalalardan biridir. Dastgoh-
larning eskirishi natijasida ularning ta’mir va foydalanishdagi xa-
rajatlari yugori bo‘lib 1shlab chigarish samaradorligi kamayib ke-
tadi. Asosiy masala eskirgan dastgohlarni optimal almashtirish-
dan iborat. Optimallik mezonlariga dastgohlarni ishlatilishda
maksimal daromad yoki ularning ishlatilishidagi minimal xarajat
tushuniladi.

Faraz qilavlik, dastgohlarni # vil davrida ishlatish ko‘zda tu-
tilgan bo‘lsin. Dastgohlarming eskirishi ogibatida ulardan keladi-
gan daromad r(t} (r — dastgohning voshi) kamayib boradi. Har bir
yvangi yil boshida eskirgan dastgohlarni s(?) narxda sotib vangisini
p pul birligidagi narxga sotib olish imkoniyati bor bo‘lsin. Dast-
gohning voshi deb uning yillar hisobidagi foydalanish davriga
aytiladi. Foydalanish boshida dastgohning voshi 7, ga teng. » vil
mobaynida umumiy daromad eng yuqgorni bo‘lishi uchun dastgohni
almashtirishning optimal rejasi gandav bo‘lishi kerak?

Masalani yechishdagi boshlang‘ich ma’lumotlar: #1), s(t}, p
va tg bo‘ladi. Demak, bizga quyidagi 10.15-jadval ma’lum.

18, 15-jadval
t 0 1 n,
T 1{() (1) r{n)
S s(0) s(1) ' s(n)

Dastgohlarmi almashtirishning optimal strategivasini topish-
ning dinamik modelini qurishda har vilni gadamga mos qo‘ya-
miz. Dinamik jarayon n gadamdan 1horat bo‘ladi.

Jarayvonni ifodalovchi sistemaning k-gadamdagi holati dast-
gohning voshiga teng: t. k-qadamda t ga quyidagi chegaralar
go‘viladi. o | | |

lststotk-1 (10.18)
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(10.18) tengsizlik shuni ko‘rsatadiki, agar dastgohni almash-
tirish k-7 vilda amalga oshirilgan bo‘lsa, uning yoshi 1 dan kichik
bo‘'lmavdi va k-1 yil davomidagi fovdalanish va dastgohning
foydalanishdan oldingt voshi ty yig‘indisidan katta bo‘lmaydi.

- k-gadamdagi boshqaruvni itedalovchi ofzgaruvchi mantiqiy
' o‘zgaruvchidan iborat:

x(1)=S (agar dastgoh saglansa), xk(t)=A (agar dastgoh
almashtirilsa).

Agar t dastgohning yoshi ¢ bo‘lsa, Fi(t) Belhnan funksiyasi
k, k+1, ..., n villardagi dastgohning makmm.al daromadini bil-
diradi. anhqaruv mazmuniga garab sistema vangi holatga o‘ta-
di. Masalan, k-qadamda dastgoh saglansa, uning yoshi 7+17 ga
teng, sistema holati 7+7 bo‘ladi. Dastgoh almashtirilganda esa
sistemaning k+7 gadam boshida holati =1 yilga teng bo‘ladi.

Har bir vil boshida dastgoh saqglansa, bu yil uchun daromad
F(1) bo‘ladi. k+1- yil boshidan n vil oxirigacha bo‘igan maksimal
daromad Feyp(r+1) bo‘ladi. Agar k-vil boshida dastgoh al-
mashtirilsa, eskisi s(#) narxda sotilib, vangisi p narxda xarid
gilinadi va uning k-vildagi daromadi #0} bo‘ladi. Keyingi vil-
ning boshigacha dastgohning voshi 1 vilga teng bo‘ladi va k+J
vildan n-vilga gadar davr mobaynidagi mumkin bo‘lgan mak-
simal daromad Fr+1) ga teng bo‘ladi. Shunday qilib, Bellman
tenglamasi

r(O)+F,, (2 +]) () -
= p+r+F, 1) (4

Fi(v) funksivani (10.19) formula bo‘yicha hisoblash
I<t<tgtk-1 shartni ganoatlantiruvchi ¢ lar uchun amalga
oshiriladi. |

Oxirgi gadam uchun (10.19) formula quyidagicha bo‘ladi:
P (:5)
sO-p+r @ (D)

F.®, F,. (), F,_o1),.., Fi(t) funksivaning giymatlari barcha
villardagi mumkin bo‘lgan daromadni beradi. Shartsiz optimal-
lashtirish bosqichida qajm yﬂda dastgohni almashtmsh lozimli-
gini aniglavmiz.

F.(f) :max{ (10.19)

F= max{ (10.20)
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Misol. Agar yangi dastgoh narxi p=13 birlik bo‘lib, 10.16-
jadvaldagi ma’lumotlarga ko‘ra 6 vil mobaynidagi dastgohdan
foydalanishning optimal strategivasini aniglang (foydalamsh
boshidagi dastgohming yoshi 1 vil: 1,=1).

10.16-jadval
t 0 | 1 2 3 04156
r(t) 8 7 7 176 76 5[5
s(t) 12 10 8 B8 | 71 61| 4

Yechish.

1-bosgich. Shartli optimatlashtirish.

6-gadam. Bu hol uchun sistemaning holatlari r=1,2,...,6 bo‘lﬂdl
(11) —funksional tenglama quyidagi ko* I'lIll‘Shdd b{)‘ladl

()= ma*;{ ro) ()
s = p+r{0) ()

Bu formulaga ko‘ra hisoblashlarni amalga oshuamé'z’ -

' Fﬁ(l}:mah{? 1348 =7 (5)
F ) = 7 7 -
6l _}—ma?ﬂ{ 21348 =7 {)
F.(3) =mh{6g =6 (5) .

F.d)= max{ﬁ =6 (5)
7-13+8 ’
f ('5}=ma;r-;{5 =5 (%
' 0-13+8 ' i
Fl0y= max{ 1-1348 =5 (&)

5-qadam. Bu gadamdagi sistemaning holatlari r=17,2,...,5 bo‘ladi.
Hisoblash formmlasining ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi; S

[ Fty+ Fy(r+1) 8

< _

s -p+r@+F (D (4 -
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Bu formulaga ko‘ra hisoblashlarni amalga oshiramiz:

F.(ly=max) —14 ()
e [T R E T R
7+6
FL(2) = mas ~13 (S
%) ma‘{8"13+3+7 +)
646
) = ma =12 (§)
£ nm{g-13+3+?" 126
G+5
P59 ma‘{{?~13+3+? ¢
. 545 3 |
Fﬁ(b)_mﬂl{6—13+8+'}' =B -
4-gadam. Bu gadamdagi hisoblashlar (r=1,2 3,4):
) + Fo( +1) ($)
F (6 = :
__ W mﬂ{s{r}— PP+ F(D) (A
F(l)=max) 0 =20 (5)
SDEma avges T
F@emed T2 =19 (5)
+(2) = max 8-13+8+14 ©
6+11
)= =17 (S yoki A
EG ma}{{8—13+3+14 (5 yolt 4)
: &+10
!_ ) =16 (S yoli A
Fu max{?—13+3+14 © (& yold A)
3-gadam.
1+ Fo(t+1 S
szlm{rt} A+ ()
s{ty-p+r(0)y+F (1) (4)
7+19 .
Fly=ma =26 (S)
) mﬂ{mm13+8+20 >
T+17
F.(2)=ma =24 (S
{2 1nax{8—13+8+20 | )
6+16 "
F,(3) = max =234
() m{3_13+3+ze- TR
2-gadam. : |
r()+ F(#+1) (8D

F,O= mﬂx{r(ﬂ -p +r{0)+ﬁf1} (4
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F)= mﬂx{lgtfj+ 8426 =31 (5 yoki 4)
7+23 .
._F1(2)=max{8-13+8+26 =30 6)
1-qadam.
F= j FO+F(AD ()
PO -p e+ £Q  (4)
7+30 .
ﬂm:m&x{lomtﬂmm =306)

Fi(t) funksivasining qiymatlari 10.17-jadvalda keltirilgan (¢ —
ishlatilish yili, + — dastgohning voshi).

10.17-jadval
t=1 | t=2 | t=3 | t=4 | t=5 ] =6
=1 | 37
=3 | 31 | 30 _
=3 | 26 | 24 | 2B |

= [ 20 119 17
=5 | 14 [ 13 [ 12 [ 11| 10
=6 | 7 | 7 1 6 | 6157175

10.17-jadvalda dastgohni almashtirishga mos kelgan givimat
ajratib ko‘rsatilgan.
2-bosqgich. Shartsiz optimallashtirish.

Shartsiz optimallashtirish 1-gadamdan (k=1) boshlanadi. 1
va 6-villar mobaynidagl eng katta daromad Fy1)=37 birlikka
teng. Bu giymatga 1-vili dastgoh almashtirilmaganda erishiladi.
Ikkinchi vil boshida dastgohning voshi bir birlikka oshadi:
fy=t;t1=2 ga teng bo'ladi. k=2 da optimal varant xx2)=S
bo‘ladi, va'ni 2 va 6- villar mobaynidagi maksimal daromad
dastgohni saglaganda amalga oshadi. 3-yil boshida dastgohning
yoshi birga ko‘payadi: #;=f,+71=3. Optimal boshgaruv xy3)=A4
bo‘lib, golgan yillar uchun eng vugori daromad olish uchun
dastgohni almashtirish lozim bo‘ladi. 4-yil boshida (k=4) dast-
gohning voshi 1,=1 bo‘ladi. Optimal boshqaruv x4 1)=S bo ladl "
Kewvingi villar uchun natijalar quyidagicha bo‘ladi: :
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Shunday ailib, 6 vil mobaynida dastgohni bir marta 3- -vi

k=S, ts=lghi=2 o xi(2)=S
k=6, 1;=t;+I1=3, = x43)=5.
it 3

bashida almashtirish magsadga muvofiq.

Tayanch iboralar

Dinamik dasturlash, Bellman tenglamasi, mablag‘ni optimal

tagsimlash, optimal marshrutni aniglash, eptimal yuklash masa-
lasi, dastgohlarni vangilash.

nalbadia

0 =1 O

Savollar

Qanday masalalar dinamik dasturlash masalalari turkumi-
ga kiradi? .
Bellman tenglamasi qarniday tenglama?

Mablag‘ni optimal tagsimlash ganday hal qilinadi?
Dinamik dasturlash vordamida optimal marshrutni anig-
lash qanday hal gilinadi?

Optimal vuklash masalasi ganday masala‘?

Optimal yuklash masalasi ganday yechiladi?

Dasgohlarni almashtirish ganday go‘yiladi?

Dastgohliarni almashtirish masalasini vechish jarayoni qan-
day hal qilinadi? |

Mashglar

10.1. Uch korxonaga $35 min. mablag ajratilgan. Knrxonalarga
ajratiladigan mablag‘lar $1 mln. ga karrali. Korxonalarga ajra-
tilgan mablag’lardan keladigan daromad 10.18-jadvalda be-

rilgan,
. 10.18-jadval
x(mln.dollar) Kl K2 K3
0 0 R 0 ’
1 2.2 2 2.8
2 ] L 32 5.4
3 4.1 ] 4,8 6.4 |
4 3.2 \ 6.2 6.6
i 5 5.9 g 6,4 6,9




Mablag® korxonalar orasida qanday tagsimlanganda umumiy da-
romad eng yugori bo‘ladi?

10.2.7 ta paxta terish mashinasini 5 ta paxta terish xo‘jaligiga
targatish lozim. Har bir xo‘jalikning paxta terish mashinalari
bilan ta’minlanganda paxta terish mavsumiga tayvorgarlik da-
rajasi f;(u} funksiva orgali berilgan (v — paxta terish mashi-
nalar soni} va 10.19-jadvalda keltirilgan.

10.19-jadval

fi(w) | How) | f(u) | f(v) [ G(v) |
0,74 | 0,851 0,50 1 0,88 | (3,70
3,81 [ 0,90 ] 0,92 10,91 10,76
0,85 1 0,93 10931092 0,80
6,90 | 0,94 ) 094 | 0,93 )0.85
0,92 | 0,95 0,95 | 094 | 0,88
093 1096 | 0,96 ! 095 0,91
0,94 10,97 10.96 | 0.95 10,93
0,95 | 0,97 | 0,96 | 0,95 | 0,94

1o s [ L | | el

Paxta terish mavsumidagi umumiy tayyorgarlik eng vugori bo‘li-
shi uchun paxta terish mashinalarini gaysi xo'jaliklarga tarqga-
tish kerak?

10.3. Ikki ishlab chiqgarish tarmog‘iga 1400 p.b. ajratilgan.To‘rt
vil davomida daromad eng yuqori bo‘lishi uchun bu mablag'-

ni tarmoglar orasida ganday tagsimlash lozim? i-tarmogaa
= yil boshida x migdorda ajratilgan mablag® vil oxirida frix)=3x

« daromad keltirib ¢g;x)=05x miqdorda gaytadi. 2-tarmeqgq

" uchun mos ravishda fox}=4x va gax)=03x ga teng. Yil oxi-
rida barcha qaytgan mablag’ [, 2-tanmoqlar orasida qayta

- “tagsimlanadi. Yangi mablag’ Kiritilmaydi va foyda tagsimian-
mavdi.

10 4. To‘rning tugun nugtalari orasidagi masofalar berilgan:
For— 9 Fgg—fﬂ Foz=14, !’M—S F15—25 F‘gﬁ'—? r3qm7 I‘45—6
CFg7=5, tse=I4, : r5e=9, re;=12, f‘?g—ﬁ re0=10, rgo=7. 0 va 9-
© tugun nugtalar oraSIdagl eng qlsqa masofa va marshrulm

aniglang. -
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XI bob. TRANSPORT VA CHIZIQSIZ DASTURLASH
-~ MASALALARINY KOMPYUTERDA YECHISH

11.1. Tramsport masalalari

Biz IV bobda chizighi va butun sonli chizigh dasturlash masa-
lalarini kompyuter yordamida yechishning ba’zi vositalarini bayon
gilean edik. IV bobda bayon qilingan hisoblush paketlarining
aksariyati transport masalalayini yechishni ham o'z ichiga oladi.

LINGO paketidan foydalanib, transport masalasini yechish-
ni ko‘rib chigamiz.

Masalan, (5.1)-(5.4) misolni LINGO paketida yechish
uchun LINGO paketi ishga tushirilgandan so'ng, uning
darchasiga matematik modelini kiritamiz.

' ,min;&*xll+3*x12+5*x13+6*xz1+2“x22+

2 +10 3 1+a ¥y 32+ T FRGIFE e L+
_ ErRA2+0 X 43 ; '
Pwll+xl24nid=40;

P wZl4xi2+n13=50;

1

I X3 1HNIZANEI=E0;
P wE14x42 +x43=30;
E K11+HZ LI 1 +x%1=60:
P oM1ZewEEHnIdeRdz=00;
PN i3 eI Al +x43=40;

;e
;

| Masalaning  vechimini  aniglash uchun  menyudag

¢ LINGO>solve bo‘limini faollashtirib, yoki %! tugmacha bo-

jlgandan so‘ng yangi darcha ochilib, darchada masalaning
vechimi qayd gilinadi. -

) Keltirilgan natijalardan quyidagilarni aniglash mumkin: bi-

" rinchi ombordan 1-do'konga 20 birlik, 3-do‘konga 20 birlik; ik-
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kinchi ombordan 1-do‘konga 10 birlik, 2-do‘konga 20 birlik va 3-
do‘konga 20 birlik; uchinchi ombordan 2-do‘konga 60 biriik;
to‘rtinchi ombordan 1-do‘konga 30 birlik mahsulot jo‘natilganda
transport xarajatlari mintmal bo‘lib, u 780 pul birligiga leng
bo‘ladi.

chal cptimal splutiorn found. _
Ohjective valus: . . 7R, 2000

Total solver iterations:
L]

Vari=shle i Value Reduced Cost i

¥1i 20. 005800 0.000000 -
¥12 * 0,00000G 3.000000
: ¥13 20. 00000 0. 006000
E X2t 10.GODDD 0. 000800
3 w2z ~ 20.0O00D 0. D000
: X23 z0. 00000 0. 00000
' X351 ' g.0oeD00 2 .008880
: R332 © . 60.00000 0. 008000
: X33 . 0.008000 1.008000
: X4t - 30.00000 0.008090
¥4z 0. GO08000 2 . 008000
%43 6. 000000 3.000000
Row Flack or Jurplu= Bual Price
1 760, G000 -1.000000
2 0. GLRsoo0 -1.000000
3 0.000000 -3,000800
4 . B.004000 -£.000000
- 0. CcoBo00 -5. 000800
& g. Gooono -3 Conaoo
7 0.000000 1.008800
3 0.Coo000 -.-1.000800

Transport masalalarini PER, TORA, LP88, LINDO,
Lp_solve, LP-Optimizer, SoPlex, SPLP paketlaridan foydalaib
vechish imkoniyati ham bor.

11.2. Chizigsiz dasturlash masalalari

Chizigsiz dasturlash masalalarini kompyuterda vyechishning
vetarll algoritmlari ishiab chigilgan. Internet tizimidan foydalanib,
hisoblash paketiarini olish imkonivati ko'p. Biz bu yerda chiZigsiz

288



dasturiash masalalarini paketlar yordamida yechish imkoniyatiuri
bilan tanishamiz.

Chizigsiz dasturlash masalalarini  vechishni  algoritmlari
quyidagi saytlarda maviud: AMPL (btip://www.ampl.om/
TRYAMPL), BARON (http: //archimedes.scs. uiuc.edn/cgi/
run.pl), NEOS (http://www-neos.mcs.anl.gov), UniCalc (http:
J/www rriai.org.ma/UniCale/calculate.html) WNLIB  (http://
www.willnaylor.com /wnlib.html), TPORT (hitp://www-124.
ibm.com/developerworks/opensource /coin/Ipopt), GALAHAD
(http://galahad.rl.ac.uk/galahad-www).

MATLAB (http://www.mathworks.com/) tizimida ishlaydi-
gan quyidagi dastur ta’minotlari chizigsiz dasturiash masalalarini
vechishga qarattlgan: Optimization Toolbox (htip://www.
- mathworks.com/products/optimization), TOMLAB (hitp://
tomlab biz), MCS (http://www.mat.univie ac.at/“neum/
software /mcs). |

Matematika (htip://www.mathematica.com) tizinmida esa
MathOptimizer (http: / Swww, wolfram.com/products/applica-

tions/mathoptimizer) va Global Optimization (http://www.wol-
fram.com/producis/applications/globalopt) paketlari bor.

Chizigsiz dasturlash masalalarini LINGO paketida vechish.
- LINGO paketidan foydalanib, f=x?+y?+xp-3x-6y funksivanig
minimum nugtasini topishni ko‘ramiz. LINGO paketi ishga
tushirilgandan so‘ng misol quyidagicha Kiritiladi.

chasini bosish orgali) go‘shimcha darchada quyidagi ma’lumot
aks etadi. |
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Local optimal énlutian féﬁﬁ&.

OhjEerive value:
Extended aolvar steps:
Total =olver itRrstiohs:

=9.005000
]
&2

Varishle Valua Bedused Cost
p:4 0., Q00000 0. D000
¥ 3. 0000c) a.0gG0o0n

Pow glack or Furplus Tual Price
L =2.000000 =-1.0800040

Bundan funksiya x=0, y=3 nuqtada minimumsga erishishini

ko‘rsatadi.

Endi f=xp?+x%-3x?-3y¢ funksiyaning I< x+y, x+y< 16
shartlarni ganoatlantiravehi maksimumini topishni ko‘ramiz.
LINGO paketiga misolmi quyidagicha kiritamiz:

end

m T T e

Rl
R R ; i ) E e
LR g e B E b Lo o Tk g
L=y -
x+ya=16;

“®  tugmachanj,bosib, msolning yechimini yangi darchada

- olamiz:

Locml optipa]  solution Yound.
Obiegrilve valuet

Extendard =olvey steps:

Total solver ilterations:

P N Variable

644 . 3070
5
&8

) Valus Reduced fos=t

X 8. 000000 0. 000a00
¥ B, GO0OSC 0.0G05600
Row Slack or Surplus Dual Price
1 40, 8000 1. 50000

2 1500000 {.000000

3 T @.eo0ang 144, G000

| Demak, funksiva x=8, y=& nugtada mixﬂfnumga erishadi - va

.' uning maksimal givmati 640 ga teng bo‘ladi.
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Chizigsiz  dasturlash masalalarini Mapleda vechish. Endi
Maple tizimida chiziqsiz dasturlash masalalari ganday yechili-
shiga to‘xtalamiz.

Ko‘p argumentli funksivalarning lokal va shartli ekstre-
mumlarini topish uchun extrema (f,{cond},{x,y,...},’s’) buy-
rug‘idan foydalaniladi. Bu yerda f ekstremumi aniglanishi lozim
bo‘lgan funksiya, cond shartli ekstremumni masalasining teng-
liklar orqgali ifodalangan shartlari, {x,y,...} funksiyaning barcha
argumentlarl. s funksiva e¢kstremum nugtalarini  ifodalovchi
o‘zgaruvchi. Agar shart keltirlmasa lokal ekstremum aniglanadi.

Afsuski, extrema buyrugi barcha kritik nugtalarni beradi.
Ya'ni ekstremumga erishmaydigan nugtalar ham gayd qgilinadi.
Qaysi kritik nuqta ekstremumligini giymatni funksivaga go‘yib
aniglash mumkin, masalan, subs buyrug‘i vordamida.

Funksivaning eng Kkatta va eng kichik giymatini topish
uchun maximize(f,{x1,... ,xn} range), va minimize(f,{x1,...,xm},
range) buyruglaridan foydalaniladi. Funksivadan keyinda joy-
lashgan figurali gavs ichida funksiyaning barcha argumentlar,.
so‘ng argumentlarning o‘zgarish chegarasi keltiriladi.

Misol.  fix,v)=2x%+#-x2-2v? funksiyaning ekstemumlarini
topishni ko‘rib chigamiz. Maple paketi ishga tushgandan so‘ng
quyidagi buyruglar ketma-keiligi terilib, “enter” bosilganda
ekranda quyidagi natijalar gayd gilinadi.

T Y A e P
A 20 e A S A
oclramatl 03, eyl te ) s

N
.
g

R I -t - ' : A
P y= Y = ) rw ) e -1, wirs), (v o L 1 . =l xa—} ivs = :
(vmdy=iy, (x=0pm Uodx e Oym 13, Dm0 am o) v d 5 ) s Lagg), s -Lx sk =la=7),

-1
fwe g =]

o

Ravshanki, £,..=0, fxiz=-9/8 bo‘laci. Shu bilan birga, max
(0,0) nugtadadir, Qolgan kritik nuqgtalami tekshirish kerak.
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Funksiya ikki argument bo‘yicha ham juft bo‘lgantigi uchun
faqat birinchi chorakda joylashgan nuqgtalarni tekshirish kifova.
Subs buyrug‘idan foydalanib, quyidagi natyalarni olish mumkin: -

> subs({x=1/2,y=1],D;

i
E
> subs([x=1/2,y=0],0);;
B
)
> subs([x=0,y=1],0);
-1

Shunday qilib, funksivaning lokal ekstremumlari:

1 {1 K4
= 90y=0, o= +—2li= t—Fl|=—2
f]uax f( : ) : J{;nm f(+ 2 ] "f[ 2 ] 3

- Misol {(x,y)=x2+2xy-4x+8y funksiyaning x=0, x=1, y=0 va
y=2 chiziglar bilan chegaralangan to‘rtburchakdagi eng kichik
va eng katta givmatini toping. Maple paketida quyidagi buyrug-
lar yvordamida natijaga kelamiz:

> restart: readlib(maximize):readlib{minimize):
> fi=x"24+2¥x*y-4*x+8%y:
> maximize(f,{x,y},{x=0..1,y=0..2});
17
> minimize(f, {x,y},{x=0..1,y=0..2});
-4
- Shunday qilib, inf fix,y)=-4, sup f{x,y) =17 bo‘ladi. -
Misol. fix,y)=xy+yz funksiyaning x<é+yd=2 y-tg=2, x>0
y>0,z>0 shartlarni  ganoatlantiravehi sharth ekbtremumlaruu
aniglang.
Maplda guyidagi buyruglar ketma-ketligini teramiz:
> restart: readlib(extrema): f:=x*y+y*z:
> assume(x>0);assume(y>0);assume(z>0);
> extrema(f,{x"2+y"2=2,y+z=2},{x,y,2},'5);
Bu buyruglar ishga tushirilganda kevingi satrda quyidagi natija
chigadi:
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3 ., |
{mu ERﬂotOf(_Z“ +4 Z+ 1, tabel = L1+ % O),
3 ; 1
ma:{[; RootOff 7-+4 Z+ 1 label= L)+ > 2)}

convert buyrug‘idan foydalanib soddalashtiramiz:
convert(%,radical);

et 2l 3]

>convert(s,radical);
IR I £ - £

Qaysi nugta ekstremumligini aniglash uchun shu nuqtalardagi
funksiya givmatlarini topamiz:
> subs(s[11,0);

0
> subs(s{2].D; |
) 2
+ subs(s[3],f):convert(%,radical):simplify(%);
| 5,343

Shunday gilib, funksiya quyidagi shartli ekstremumlarga ¢
Jnax=N(1,1,1)=2 va fuin=f(-1,1,1)=0; uchinchi kritik nuqta e
nuqtadu*

Tayanch iboralar

PER, TORA., LP83, LINDO, LINGO, Lp solve, LP-
Optimizer, SoPlex, SPLP, Maple paketiari

Savollar

- 1.'Transport masalalarini PER va TORA da yechish mumkin-
ni?
2. Chizigsiz dasturfash masalalarini LINGO paketida yechish
| mumbkinmi?
¢ 3.Chizigsiz dasturlash masalasini Maplsda yeuhlsll qanday
© amalga oshiriladi?
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- Mashglar

11.1. To'rtta qurilish obyektlariga har kuni D{=75, D,=80,

- D3=60 va D4=85 shartli birlikdagi gfishtlar kerak bo‘ladi.
Qurilish obyvektlariga gfishtlar uchta giisht zavodidan keladi.
Zavodlarning kunlik glisht tayvorlash imkoniyatlari mos
ravishda §;=100, S,=150 va S;=50 shartli birliklarga teng.
Zavodlardan obyekilarga shartli birlikdagi gfishtni eltishdagi
transport xarajatlari jadvalda keltiriigan.

D, D, Dy Dy
S, | 6 7 3 5
S, | 1 R :
TS, 8 L 00 | 20 i

Transport xarajatlarini minimallashtirishning optimal rejasini
aniglovchi matematik modelini quring va kompyuter paket-
laridan foydalanib veching.

15.2. Uchta avtomobil zavodi 4 ta iste’molchiga aviomobil vet-
kazib beradi. Zavodlar mos ravishda 90, 30 va 40 ta avtomobil

-+ ishlab chigarish imkoniyatiga ega. Iste’molchilarning talabi

-+ mos ravishda 70, 30, 20 va 40 dona aviomobilga teng. Bir do-
na avtomobilni eltishdagi transport xarajati jadvalda keltiril-
gan.

Iste’ molchilar

Zavodl
ar 1 2 3 4
1 18 20 14 10
I1 10 20 40 30
fII 16 22 10 20

Avtomobillarni yetkazishning optimal rejasini topishni kom-
pyuterda yeching.

11.3. A, B va C omborlarda mos ravishda 100, 150 va 250 ton-
na urug® bor. Bu umg'larni 4 ta punkitga jo‘natish kerak.
Punkt talablari mos ravishda 50 t, 100 ¢, 200 t va 150 t ga
teng. A ombordan 1 t wug‘nt punktlarga jo‘natishdagi trans-
port xarajatlari mos ravishda 80, 30, 20 va 20 pul birligiga, B
ombordan esa 40, 10, 60 va 70 ga, C ombordan ¢sa 10, 90,
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- 40 va 30 ga teng. Transport xarajatlarini minimallashtiruvchi

+; optimal rejani kompyuter paketlaridan foydalanib aniglang.
- :11.4. Kunlik ishlab chigarish quvvatl 10, 8 va 6 min. gallon
benzinga teng bo‘lgan uchta neftni gavta ishlash zavodi uchta
benzin omborini ta’minlaydi. Benzin omborlarining talabi
‘mos ravishda 6, 11 va 7 min. galionga teng. Benzin ombor-
larga quvur orgali yvetkaziladi. 100 gallonhi benzin migdorini
quvur bo'ylab jo*natish 5 pul birligiga teng. 1-zavod 3-ombor
bitan quvur orgali bog‘lanmmagan. Zavodlardan omborlargacha
masofa jadvalda aks etgan.

Benzin omborlari

Zavodlar i 5 3

1 1060 150 -

2 420 180 60
3 200 280 120

Transport xarajatlarini minimallashtiruvehi rejani kompyuter
paketlaridan foydalanib aniglang.

11.5. Korxonada 4 turdagi dastgohlar bo‘lib, ularning har biri 5
turdagi amallarmi bajaradi. Har bir turdagi dastgohlarning
maksimal ishlash vagtlari mos ravishda 270, 350, 190 va 350
soatga teng. Har bir amallar mos ravishda 350, 291, 184, 184,
248 va 248 soatda bajarilishi lozim. Dastgohlarni gancha vaqt
gaysi amallarga bog‘laganda uvmumiy samaradorlik eng yugori
bo‘ladi?

Har dastgoh turlarining amallarni bajarishdagi unumdﬂrhk jﬂd-
valda keltirilgan.

Dastgoh turlari T Aﬂlgllar e :

T i 6 5__ 8 —~—~—"4 5
I 3 4 7 G 1 g 6 1
—1 T O T B

Masalani kompyuter paketlaridan foydalanib yeching.

11.6. Harbiv o‘vin. l-oyinchi polkovnik, 2- o‘yinchi general.

Polkovnikda 4 ta polk, generaida 3 ta polk mavjud. Har biri-
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ning magsadi ikki qishlogni egallashi kerak. Qishlogni egalla-

shi 1 bilan baholanadi. Qarama-garshi tomenlar gishloglarga

butun sondagi polklarni jo‘natishi voki umuman jo‘natmasligi

mumkin. Biror gishlogga jo‘natilgan polklarning soni gaysi

tomonda ko‘p boflsa, shu tomon gishlogni egallagan bo‘ladi.

Yutug gishlogni egallaganligi va gishlogni egallamagan to-
~ monning polklar sonining vig‘indilari bilan baholanadi.

Agar qishlogdagi polkovnik va general yuborgan polklar som
teng bo‘lsa, hech gaysi tomon yutmaydi va 0 bilan bahola-
nadi. Har bir tomonning vutug‘i har bir gishlogdan baholar
vig‘indisiga teng. Qarshi tomonlar birortasining yutug‘i ikkin-
chi tomonning mag‘lubiyatiga teng. Masalaning matematik
modelini tuzib, kompyuterda yeching.

11.7. Korxona uch turdagi mahsulot ishiab chigaradi (A;,A; va
Az). Bu mahsulotlarga bolgan talab holatlari By, B; va B;.
Quyidagi jadvalda korxonaning i-mahsulotni ishlab chlqansh~
- da j-talabga garab oladigan foydasi keltirilgan. -

B B, B, |
A S 6 g
A, 9 4 2
Ag 7 5 A 4 -

Tashqgi holat talabi ganday bo‘lganda ham mahsulot isnlab chi-
qarishning optimal variantini aniglang.

11.8. f=-x/ —x} -3x7 +3xx, +2x, funksivaning ekstremum nugta-
larini kompyuter paketlaridan foydalanib hisoblang.

12.9. Firma mahsulotini uchta bozorda sotadi. Tekshirishiar
shuni ko‘rsatdiki, har bir bozorning mahsulotga bo‘igan talab
funksiyvalari o‘zgacha: I-bozorda p;=63-4x, 2-bozorda

- p,=105-5y; 3-bozorda p3=75-6z. x,y va 7 mos ravishda har bir
bozorda sotiladigan mahsulot miqdorlari. Agar xarajat funk-
siyasi C=20+15¢ (q=x+y+z} bo'lsa, foyda eng yugori bo'‘lishi
uchun mahsulotlarni bozorlarga ganday tagsimlash lozim?
Masalani kompyuter paketidan fovdalanib yeching.

12.10. Quyidagi funksiyalarning shartli ekstremumlarini kom-

: pyutetr paketlaridan foydalanib toping.
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D) 3x?+2x+ 20 +4yz >extr 2} X¥Z o extr;
2 +2y' =19 x+2yz=11 x+y+z=5 xv+yz-xz=38

12 11. Tadbirkor yangi mahsulotni $150 dan sotish niyatida.
Agar ishlab chigarishga x ming dollar, reklamaga v ming dol-
lar sarf qilinsa, 320v/¢( y+2)+16ﬂx/(x+4) ta mahsulot sotilishi
tahlil qgilingan. Mahsulot birligini ishlab chiqarish $50 ga
avlanadi. Tadbirkor ishlab chigarish va reklama uchun $8000
sarf gilmogqchi. Tadbirkor yugori foyda olishi uchun mablagni
ganday tagsimiash kerak? Masalant kempyuter paketlaridan
foydalanib veching.
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