S

<
<
-
-
.

f'n
.

F oy
T ne




O‘ZBEKISTON RESPUBLIKASI
OLIY VA O‘'RTA MAXSUS TA’LIM VAZIRLIGI

TOSHKENT MOLIYA INSTITUTIT

IQTISODIY
MATEMATIKA

O‘zbekiston Respublikasi Oliy v o'rta maxsis ta’lim vazirligi
tomonidan o‘quy go‘Hanma sifatida tavsiya etilgan

TOSHKENT — 2[!1_8



UOK: 330.4(075.8)
KBK 65:050ya7 27 /

I-98 Iqtisodiy matematiks. ~T.: «Fan va temulogiya»u, 2018,
352 bet.
ISBN 978-9943—11-855-3

- O‘quy go‘llanma matematikaning iqtisodni chuqurroq o' rganishda zarur
bo‘iadigan: dinamik, chizigli va chizigsiz programmalashtirish, korrelatsion va
dispersion tahlil, o*yinlar nazariyasi kabi bo*limlarni gamrab olgan.

Qo‘llanma “Igtisodivot” ta’lim schasidagi barcha yo*nalishlarga mo‘l-
jallangan bo*lib, davlat ta’lim standartlari asosida yozilgan.

ETE

B yuebHOM 1n0coOHE cOmepiHTCA, PAZACTH MATEMATHKH, TAK HAZH-
BacMLie LOHHAMHUYECKWE, JIMHCHHBIE M HENHHEHHLEC OpOTPAMMHPOBAHML!
KOPPEIMALIONHBIC H AKCIEPUNOHHBIE AHATH3H; TEOPHH HIP, KoTophie Oyner
HeoOXO0AUMO B M3YUeHHEe SKOHOMHEH.

INocobune npegnaszmaueno Gaxasmappam BceX HaOpablieHHlt obnactv
obpazopanna «FKOHOMHMKA» M HAIHCAHO B COOTBEICTBMM ¢ TpeboBaHHAMH

TOCYASPCTBEHAOTO 00paz0BaTeNbHOTO CTAHAAPTA.
k4

In the textbook is kept the sections mathematicians of the dynamic, finear
and nonlinear programming; analysis of variance and correlation; the game
theory, which will be necessary in study of the economy.

The textbook is intended for bachelors of all areas of the ficld of
echucation “Economics’ and written i accordance with the requirements of the
state educational standard.

UO*K: 330.4(075.8)
KBK 65.050ya”
_ Muallifiar:
A.R.Xashimov, N.K.Ochilova, M.LAxmedov, A.LSotvoldiyev

Taqrizchilar: O.K.Abdallayev — O'2MU, “Differensial tenglamalar va
matematik fizika kafedrasi, dotsent, f-m.f.n;
A.A.Adizov — Toshkent moliya instituti, “Qliy va amahy
matematika” kafedrasi, dotsent, f.-m.f.n.
ISBN 973-9943-11-855-3

. © «Fan va texnologiya» nashriyoti, 2018.



KIRISH

Hozirgi zamon jamiyati ishlab chigarish unumdorligini
oshirishga talabning ortishi, xo‘jalik va korxonalarni boshgarishni
rejalashtirishga bo‘lgan talabning yuqoriligi bilan xarakterlanadi.
Bunday sharoitda jamiyat igtisodiy hayotini ilmiy boshqarishgina
ishlab chigarishdagi yuqori sur’atni saglab qoladi. Buning uchun
igtisodiy fantarni, matematika va matematikaning zamonaviy
vutuglarini keng go‘llagan holda o‘rganish kerak bo‘ladi. Buni
amalga oshirish uchun esa matematik programmalashtirish, o'yinlar
nazariyasi, korrelatsion va regression tahlil kabi bo‘limiaming
rivojlantirish zaruriyatini tug‘dirib ekstremal masalalarning optimal
yechimini qurishni talab qifadi.

Fkstremal masalalarni vechish uch bosqichdan iborat:

1) iqtisodiy-matematik modelni qurish;

2) modelning optimal yechimini topish;

3) modelning amaliy ahamiyatini aniqlash.

Bu masalalar btlan A.N.Tolstoy, B.Egervari, L.V.Kantorovich,
M.K.Gavurin, R .Bellman kabi matematiklar shug‘ullanishgan bo‘lib,
ularning ishlaridan hozirgi zamon iqgtisodiyotida keng qo‘llanil-
moqda. Shu sababli, vetuk iqtisodchilarni tayyorlashda matematik
usullardan fovdalanishni o‘qitish bo‘lajak iqgtisodchilarni o'z
fucliyatida achraydigan igtisodiy masalalarni hal gilishda to‘g'ci va
asosli garorlar qabul gilishlarida muhim ahamiyatga egadir.

Amaliy va nazariy igtisodiyot masalalari turli-tuman bo‘lib,
bunda statisik ma’lumotlarni tahlil gilish usullari, igtisodiy jara-
yonning rivojlanish holatini baholash va prognoz qilish masalalari
dolzarb hisoblanadi.

lgtisodiy jaravonltarning noanigqlik va tavakkalchilik bilan
hog'ligligi hamda stoxastik xarakterdaligi bu jarayonlarni tadgiq
etishda ehtimollar nazariyasi va matematik statistike usullacing
qo‘llashni taqozo etadi. Igtisodiy jarayphlardi modeluﬁhnrﬁll,b‘i]ﬂvg'[‘ ’
birga bu jarayonlarning yechimini op 1y




qo‘llashni talab etadi. Yuqoridagi talablarga javob berish uchun
ho'lajak iqtisodchilarga o‘zida oliy matematika fanining ehtimollar
nazariyasi va matematik statistika hamda matematik programmalash-
tirish kabi predmetlarni mujassamiashtirgan igtisodiy matematika
kursini o* qitish zarurligi kelib chigadi.

«Igtisodiy matematika» fanini o’qitishdan magsad talabalarning
nazariy va amaliy igtisodiy masalalarni hat qilishda ishlatiladigan
matematik apparatning asoslart bilan tanishtirish, mantiqily fikr
yuritish gobiliyatini oshirish, ilmiy adabiyotlarni mustaqgil o‘rganish-
ga odatlantirish, amaliy iqtisodiy masalalarni matematik usullar bilan
yechish va tahlii qilish hamda igtisodiy jarayonlaming matematik
modelini tuzib, ufarni matematik usullar yordamida optimal yechimi-
ni topishda ko'nikmalar hosil gilishdan iborat. «Iqtisodiy matema-
tika» fanining vazifast statistik ma’ lamotlarni tahlil gilishni, igtisodiy
ko rsatkichlar orasidagi bog'lanishiarni aniglash va baholashni, iqti-
sodiy jarayonlarniy prognozlashni hamda matematik modellashtirish
usullarini qo‘llab, imiy asosiangan iqtisodiy qaroriar qabul gilishni
biladigan, xo'jaliklar faoliyatini boshqaruvida va boshqa iqtisodiy
muammolam: hal gilishda matematik usullarini go‘ilab optimal
yechimnlar qabul gilishga qodir bo‘lgan mutaxassislami tayyorlashdan
iborat.

Bizning go‘llanmamizda o‘rganiladigan ba’zi masalalaming
tarixi bilan tanishib chigamiz. Transport masalasi 1941-yilda Xich-
kok tomonidan, simpleks usuli 1949-yilda Dansig tomonidan, chizig-
siz masalalar uchun optimallik sharti 1951-yilda Kun va Takker
tomonidan e’lon gilingan.



[ BOB. EHTIMOLLAR NAZARIYASI]
1.1. Elementar hodisalar fazosi. Ektimollikning ta’riflari

Ehtimollar nazariyasi hozirgi zamon maternatikasining muhim
tarmoqlaridan  biridie. Ehtimollar nazariyasi fanining paydo
bo‘lishiga gimor o'yinlarining matematik modellarini va nazariyasint
yaratish yo‘lidagi izlanishlar turtki bo‘ldi. Bu fanning dastlabki
tushunchalart shakllangan davr XVI-XVII asrlar bo‘lib, Kardano,
Gyuygens, Paskal, Ferma kabi olimlarning nomlari bilan bog‘ligdir.

Ehtimollar nazariyasining kevingi rivojlanish davri Yakob
Bernulli (16541705} nomi bilan bog‘liq. U isbotlagan va keyinchalik
“Katta sonlar gonunt” nomini olgan teorema oldingi to‘plangan
faktlarning birinchi nazariy asoslanishi edi. Ehtimollar nazariva-
sining keyingt yutuglari Muavr, Laplas, Puasson kabi olimlarning
nomlart bilan bog*lig.

XIX asming ikkinchi yarmidan boshlab chtimollar naza-
rivasining rivojlanishiga V.Ya.Bunyskovskiy, P.[L.Chebishev,
A.AMarkov, A.M.Lyapunov kabi rus olimlari o‘z ilmiy izlanishlari
bilan katta hissa qo‘shdilar. Fanning mustagil fan bo‘lib uyg‘un-
lashishida va keyingi rivojida S.N.Bernshteyn, V.I.Romanovskiy,
AN.Kolmogorov, A.Ya.Xinchin, B.V.Gnedenko, N.V.Smimov va
boshqgalarning xizmatlar: katta bo‘ldi. .

Ehtimollar nazariyasi va matematik statistika fanining O‘zbe-
kistonda o‘z o‘rnini topishida va rivojlanishida V.I.Romanovskiy,
S.X.Sirojiddinov va T.A.Sarimsoqov kabi olimlarning hissalari
behisobdir. Hozirgi kunda ularning shogirdlari tomonidan ehtimollar
nazarivasi va matematik statistika fani bo‘yicha ham nazariy, ham
amaliy tadgiqotlar davom ettirilmoqda.

Ehtimollar nazariyasining dastlabki tushunchalari — tajriba,
hodisa, elementar hodisa, ehtimollik, nisbiy chastota kabi tushun-
chalar bo®lib, ularni bayon gilishga o*tamiz.

Tajriba hodisani ro‘yobga keltiruvchi shartlar majmui § ning
bajarilishini ta’minlashdan iboratdir.
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Tajribaning har qanday natijasi hodisadir. Kuzatilayotgan
hodisalarni 3 turga ajratish mnmkin: muqarrar, mumkin bo‘lmagan
va tasodifiy.

Ma’lum S shartlar majmui asosida, albatta, ro'y beradigan
hodisaga mugarrar hodisa deb ataladi va £ bilan belgilanadi.
Masalan, “-10" temperaturada (normal atmosfera bosimi ostida) suv
muz holatda bo*ladi” hodisasi muqarrar hodisadir.

5 shartiar majmuida hech qachon ro'y bermaydigan hodisa
mumKin bo‘imagan hodisa deb ataladi va @ belgi bilan belgilanadi.
Masalan, “~10° temperaturada (normal atmosfera bosimi ostida) suv
suyuq holatda bo‘ladi” hodisasi mumkin bo‘imagan hodisadir.

Ma’lum bir 5 shartlar asosida ro‘y beradigan yoki ro‘y bermay-
digan hodisa fasedifiy hodisa deb ataladi va lotin alfavitining katta
4,B,C,.. harflari bilan belgilanadi. Masalan, “10° temperaturada
yomg‘ir yog*adi” hodisasi tasodifiy hodisadir.

1-misol. Tajriba o‘yin kubigi (shashgoltosh) bir marta tashlash
bo‘Isin. Bu holda: o={tushgan ochko 6 dan katta emas} — muqarrar
hodisa; @={tushgan ochko ¢ ga teng} — mumkin bo‘lmagan hodisa;
A= {tushgan ochko juft son} — tasodifiy hodisadir.

Ehtimollikni talgin etish uchun quyida beriladigan oddiy
misollardan boshlaymiz, By misollar yordamida ehtimollik tushun-
¢hasi mohiyatini ochib beruvchi uning muhim ta’riflarini keltirib
o‘tamiz. -

Faraz qilaylik, tanga bir marta tashlandi va “ragam” tomoni
bilan tushdi. Bunday natija kuzatish deyiladi hamda kuzatishni
amaiga oshirish jarayoni esa fajriba deb ataladi, Probirka, mikroskop
va boshqa laboratoriva jihozlarini esga soluvchi fizika fanlaridan
fargli ravishda biz ifodalagan tajriba mohiyati ancha chuqurrog
ma’no kasb etadi. Statistik tajribalarga internet foydalanuvchilarning
gaysi Web brauzerni ma’qul ko‘rishlarini va siyosiy saylovlarda
saylovchilarning fikrlarini gayd etib borish, iflostangan daryodagi
kistorod eritmasi migdorini aniglash, test topshiruvchining bezovta-
lanishint kuzatish, gaydnomalardagi yo‘l qo°yilgan xatolikiar migdo-
rini hisoblash hamda hasharotlarga qarshi yangi vositalar yordamida
yo‘q qilingan hasharotlar ulushi kabilar kiradi. Statistik tajribaning
xususiyati shundan iboratki, natijasi noma’lum bo‘lgan kuzatishni
amalga oshirishdir.

6



Tajriba kuzatishm amalga oshirish jarayoni hisoblanib, yagona
natijaga olib keladi.

Shashqoltoshni tashiashdan va uning ochko tomoni bilan
tushishidan iborat soddaroq tajribani ko‘rib chigamiz. Tajribaning
oltita natijasi quyidagicha bo‘ladi:

1. “Bir” ochko tushishi. 2. “Ikki” ochko tushishi.
3. “Uch” ochko tushishi. 4, “To‘n” ochko tushishi.
3. “Besh” ochko tushishi. 6. “Olti” ochko tushishi.

Shuni yodda tutish lozimki, agar tajriba bir marta
o‘tkazilayotgan bo‘lsa, yuqoridagi oltita natijadan fagat bittasi ro‘y
berishi mumkin hamda natijani anigj oldindan bilish mumkin emas.

Demak, tajribada tasodifiy hodisaning ro‘y berishini oldindan
aytib bo‘lmaydi. Tajribaning har ganday natijasi elementar hodisa
deb ataladi va & bilan belgilanadi. Tajriba natijasida ro‘y berishi
mumkin bo‘lgan barcha hodisalar to‘plami elementar hodisalar
Jazosi deb ataladi va (1 bilan belgilanadi.

2-misol. Ikkifa tanga tashlandi va ulaming tushgan tomonlari
aniglandi. Tajribaning barcha elementar hodisalarini ko'rib chiqing.

Yechish: Hatfto ahamiyatsizdek ko‘ringan tajribaning ham
elementar hodisalar to‘ plamini tuzayotganda e’tiborliroq bo‘lishimiz
kerak. Bir qarashda uchta natijadan bittasini kutishimiz mumkin:
tanganing ikkita “ragam”; ikkita “gerb”; yoki bitta “ragam” va bitta
“gerb” tomonlari bilan tushishini. Tanganing bitta “ragam” va bifta
“gerb” tomoni bilan tushishi yana ikkita natijaga: birinchi tanganing
“ragam”, ikkinchi tanganing “gerb” va birinchi tanganing “gerb”,
ikkinchi tanganing “ragam” tomonlari bilan tushishiga

i-(anga




Diagrammaning yugori gismi tangani birinchi tashlashda ikkita.
natija (“ragam” yoki “gerb”) ga bo‘linadi. Ikkinchi tangani tashiashda
ham sinov natijalari ikki gismga ajraladi. Shunday qilib, tangalar
tashlangandan so‘ng to‘rtta elementar hodisa ro‘y beradi.

1. Tanganing RR tomoni bilan tushishi.

2. Tanganing RG tomoni bilan tushishi.

3. Tanganing G& tomoni bilan tushishi.

4, Tanganing GG tomoni bilan tushighi.

Bu yerda, R birinchi tangani tashlashda “ragam” tomoni bilap
tushishi, G esa ikKinchi tangani tashlashda “gerb” tomoni bilan
tushishidir.

3-misoel. Agar tanga uch marta tashlansa, u holda

o, =(ggg), @, = (Ler)o, = (gm), @, = (r17)
a; = {rrg), o = (rggl.@, ={rgr), o, = {(grg)
Elementar hodisalar farosi sakkizta elemenidan iborat,

4-misol. Tajriba shashqoltoshni ikki marta tashiashdan iborat

bo‘lsin. Bu holda o, =(i5) bo‘lib, 1 birinchi va j ikkinchi tashlashda

tushgan ochkoni bildiradi: 0 = {w,}.i.j=1.6. Elementar hodisalar soni:

n=36.

5-misol. Tajriba nuqtani [a,5] kesmaga tashlashdan iborat
bo‘lsin. Bunda Q=(a,5]. Kesmadagi barcha nuqtalardan iborat bo‘lib
elementar hodisalar soni cheksizdir.

Shunday qilib, ehtimollar nazariyasi fanining predmeti:
ommaviy bir jinsli tasodifiy hodisalar ro‘y berishining ehtimollik
gonuniyatlatrini o‘rganishdir.

Yuqorida aytilganidek, tajribaning aatijasi hodisadir. Masalan,
mergan nishonga o'g uzmogda, bunda o‘gning uzilishi — tajriba
bo‘lsa, o°gning nishonga tegishi esa hodisa bo*ladi.

Ertaga Toshkent shahrida nechta yo'l transport hodisasi ro‘y
beradi? Tez yordam punktlariga nechta bemor qo‘ng‘iroq giladi?
Murakkab texnik gurilmaai sozlash uchun gqancha vaqt talab qilinadi?
Bu kabi savollarning bir xil o‘xshashligi bor, bu savollarga anig javob
berib bo‘lmaydi. Chunki bu vogealarga ta’sir etuvchi faktorlar to‘lig
aniglanmagan. Haqiqatan ham, birgina yo‘l transport hodisasini ro‘y
berishi bir nechta faktorlarga bog‘lig: ob-havo, yo‘lning holati,
yo'lning  yoritilganlik  darajasi, haydovchi va piyodalarning
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psixologik holatlari, avtomebillaming yo*1dagi joylashuvi va hokazo.
Barcha shu kabi holatlarda bizni gizigtirgan hodisalar tasodifiydir.

Biz yuqorida hodisalami uch turga bo‘igan edik. O‘z navbatida
tasodifiy hodisalarni ham bir necha turlarga ajratiladi.

Bitta tajribada biror tayin hodisaning ro‘y berishi tajribaning
qoigan hodisalarining ro‘y berishini yo‘qqga chigarsa, bunday hodisa-
larga birgalikda bo‘lmagan hodisalar deb aytiladi.

6-misol. Tanga tashlenadi. “Gerb” tomon tushishi “ragam”
tomon tushishini yo‘qqa chigaradi va aksincha. “Gerb” tushishi va
“ragam’” tushishi hodisalari birgalikda bo‘/magan hodisalardir

7-misol. Q'yin kubigi tashlanadi. Bunds Q={s},{i=186) to'p-

lamda 6 ta elementar hodisa bo‘lib, ular bll‘ga]lkdﬁ bo‘lmagan
hodisalardir.

2-5-misollardagi elementar hodisalar ham birgalikda bo'imagan
hodisalardir.

Agar tajriba natijasida bir nechta hodisalardan bittasi va faqat
bittasining ro‘y berishi muqarrar hodisa bo‘lsa, u holda bu hodisaga
yagona mutitkin bo‘igan hodisalar deyiladi.

Agar bir nechta hodisalardan hech qaysi birining ro‘y berish
imkoniyati boshqalariga nisbatan kattaroq deyishga asos bo‘lmasa,
ular teng imkonivatli hodisalar deyiladi. Yuqoridagi 6-misolda
“gerb” tushishi va “raqam™ tushishi hodisalari teng imkoniyatli
hodisalardir. Bu tasdiq 2-7-misollardagi har bir elementar hodisa
uchun ham o‘rinli.

Ehtimol tushunchasi ehtimoliar nazariyasining asosiy tushun-
chalaridan biri bo'lib, uning bir nechta ta’rifi mavjud.

Umumiy qilib aytganda, ehtimol — tasodifiy hodisaning ro‘y .

berish imkoniyatini miqdoriy jihatdan xarakterlovchi sondir. Quyida
ehtimolning klassik ta’rifini keltiramiz.

Dastlab quyidagi misolni ko'rib chigamiz. Qutida 10 ta: 41
gizil, 4 ta ko'k, 2 ta oq shar bo‘lsin. Qutidan tasodifiy tarzda shar
olinganda uning rangli bo‘lish tinkoniyati oq bo'lishiga qaraganda
ko‘progligi aniq. Bu imkoniyatni son bilan ifodalaymiz va unj
hodisaning ro‘y berish ehtimoli deb ataymiz. Shunday qilib,
bodisaning ro‘y berish imkoniyatini xarakteriovchi son hodisaning
‘ro‘y berish ehtimoli deb ataladi. Bu misolda qutidan tasodifiy
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ravishda shar olinganda uning rangh be'lish ehtimolini topamiz.
Olingan sharning rangli (hozir ham, keyinchalik ham rangli shar deb
0q shardan boshga rangdagi sharlarni tushunamiz) bo‘lishini A
hodisa sifatida garaymiz. Tajribaning har bir natijasini o, elementar
hodisa deb garaymiz. Bizning misolda 10 ta elementar hodisa
mavjud: a2, — oq shar olindi; @, @, — gizil shar olindi;
o, 0,0, 0,, — KOk shar olindi. Ko‘rinib turibdiki, @, hodisalar teng
imkoniyatlidir. Bizni qizigtirayotgan hodisaning ro'y berishiga olib
keladigan elementar hodisalarni bu hodisaning ro'y berishiga
qulayiik tug‘diruvchi hodisalar deb ataymiz. Bizning misolimizda 4
hodisaning ro‘y berishiga qulaylik tug‘diruvchi hodisalar 8 ta:
By, Wy Dy, g, G0y 1Dy Ghg, B -

Shunday qilib, 4 hodisaga qulaylik tug‘diruvchi hodisalardan
gaysi biri bo‘lishidan gat’i nazar bittasi ro'y bersa 4 hodisa ro‘y
beradi: bizning misolimizda agar o,,0,,0,,9,,@,,0,,@,.0,, hodisalardan
hech bo‘Imaganda biri ro'y bersa, 4 hodisa ro’y beradi.

Ehtimolning klassik ta’rifi. 4 hodisaning ro'y berish ehtimoli
deb, hodisa ro‘y berishiga qulaylik tug’diruvchi elementar hodisalar
sonining, teng imkoniyatli yagona mumkin bo‘lgan elementar
hodisalarning umumiy soniga nisbatiga aytiladi va

pay=" | (.1)
n

formula bilan aniglanadi. Bu yerda, »— 4 hodisa ro‘y berishiga qu-
taylik tug‘diruvchi elementar hodisalar soni; # —elementar hodisalar-
ning umumiy soni,

Ehtimelning klassik ta’rifidan bevosita uning quyidagi xossalari
kelib chigadi.

{. Mugarrar hodisaning ro‘y berish ehtimcli birga teng.
Haqiqatan ham, bu holda m=r demak, . P(4)=" =2 =1,

. n on

2. Mumkin bo‘Imagan hodisaning ro‘y berish ehtimoli nolga

teng. Bu holda m=0 va P(ﬁ)z%:%::o.

3. Tasodifiy hodisaning ro‘y berish ehtimoli nol va bir orasida

R ~ yotuvchi sondir, ya’'m 0< P(4)<1. Haqigatan ham, bu holda 0 <m<n.

i0



Shuning uchun 0<i:1<1 demak, 0<P(f)<1. Bendan tashqari

m=0= P(4)=0, m=n=>P(4A)=1 bo‘lgani uchun istalgan hodisaning
ehtimoli quyidagi munosabatni qanoatlantiradi:
0 P(A) <1 (1.2)

Elementar hodisalaming ro‘y berish ehtimollari ularning
hodisadagi ulushlari hisoblansada, elementar hodisalar to‘plamidan
iborat hodisaning ehtimolini aniqlashda muhim o‘rin egallaydi.

8-misol. Tajriba shashgoltosh tashlashdan iborat bo'lsin. Agar
shashqoltoshni tashlaganimizda juft ochko tushsa, 1 p.b. yuiiladi, aks
holda esa 1 p.b. yo'qotiladi. A=(1 p.b yutib olish) — hodisasining
ehtimolini toping (p.b.-pul birligi).

Yechish: Eslatib o*tamiz, ushbu tajribaning elementar hodisa-
lar fazosiga oltita elementar hodisa kiradi: Q={123,4,5,6}, n=6.
Shashgoltosh simmetrik bo‘lgani uchun efementar hodisalar fazosiga

kiruvchi elementar hodisalarni har birining ro‘y berish ehtimoli % ga

teng. Tajriba natijasida juft ochko tushishi “ikki” ochko, “to‘rt” och-
ko, “olti” ochkolarning tushishidan iborat ¢lementar hodisalaridan
birining co'y berishini bildiradi. Bu elementar hodisalar to‘plami

hodisa deb atalads. Uni 4 orgali beigilaymiz va »=3. U holda
: 31
AD=5=>

Ehtimolning klassik ta’rifidan foydalanib amaliy va nazariy
masalalar vechishda kombinatsiyalar sonini aniglash muhim
ahamiyatga ega bo‘lganligi sababli kombinatorikaning ba’zi bir
formulalari ustida to‘xtab o‘tamiz.

Berilgan » ta turli elementning # ta elementiaridan tuzilgan yoki
tartibi bilan, yoki elementi bilan farq giladigan kombinatsiyalarga
o‘rinlashiirish deyiladi va mumkin bo‘lgan barcha o‘rinlashtirishlar
soni

Af =nn~1n—23- .- (n-& - 1) (L.3)
formula bilan topiiadi.

Agar o‘rinlashtirishda % =n»r bo‘lsa, o‘riniashtirishlar seni o‘rin
almashtirishiar (fagat tartibi bilan farq qiladigan kombinatsiyalar)
soniga teng bo‘ladi va bu son
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P =nl=n{n-1)n-2)-..-1 (1.4)

formula bilan aniglanadi.
Agar o‘rinlashtirishda kombinatsiyalar hech bo‘lmaganda bitta

. elementi bilan farq qgilsa, ularni » ta elementni & tadan guruhlash
~ deyiladi va ularning sont

ot = n!

" kY n—k)

formula bilan aniqlanadi. Bu yerda 01=1 deb qabul qilingan.

(1.5)

Eslatma. Agar 2-ta’rifda keltiriligan » ta elementni & tadan
o‘rinlashtirishda tanlashiar qaytariladigan bo‘lsa, va’ni » ta turli
elementdan bittalab ofingan element fiksirlangandan so‘ng yana
o‘rniga qaytarib gqo‘yilib bu jarayon takrorlansa, taniab olishlar soni

N=n'
formula bilan aniglanadi.

9-misol. 1, 2, 3, 4 raqamlaridan foydalanib, har bir ragam bir
marta gamashadigan nechta to‘rt xonali son tuzish mumkin.

Yechish: Barcha tuzilishi mumkin bo‘igan sonlar p, =24 ga
teng.

10-misol. 25 ta xodimdan boshlig va uning o‘rinbosarini necha
xil usulda saytash mumkin.

Yechish: Misoling shartiga binoan mumkir bo‘lgan barcha
saylashlar soni (1.3) formulaga ko‘ra topiladi. 4 =25-24=600,

11-misol. 25 ta talabadan 3 kishilik delegatsiyani necha xil

usulda tuzish mumkin?
| Yechish: Misolning mazmuniga ko‘ra, bu holda (1.5) formulani
qo‘llaymiz.
, 25! 23.24.25
Cys = =
3228 1-2.3

Ehtimolning statistik ta’rifi. Ehtimolning yuqorida keltirilgan
klassik ta’rifi cheklangan bo‘lib, bu ta’rifni har qanday turdagi
masalalarga qo‘llab bo‘lmaydi. Jumladan, elementar hodisalar soni
cheksiz voki elementar hodisalar teng imkoniyatli bo‘lmagan
tajribalarda ehtimolni hisoblash uchun klassik ta’rifdan foydalanish
mumkin emas, elementar hodisalaming teng imkoniyatliligini

= 2300,
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asoslash esa amaliyotda anchagina giyin masaladir. Odatda, teng
imkoniyatli hodisalar ro'y beradigan tajribalarda simmetriya
saglangan deb faraz qilinadi. Masalan, o'yin kubigining shakli
muntazam ko‘pyoq bo‘lib, u bir jinsli materialdan tayyorlangan deb
hisoblanadi, tangada ham shu holaini kuzatish mumkin. Ammo
amaliyotda simmetriyaga asoslangan holatlar kamdan-kam uchraydi.

Shu sababli, ebtimollarni hisoblashda ehtimolning klassik ta’rifi
bilan bir qatorda boshga ta’riflardan ham foydalaniladi, jurniadan,
statistik ta’rifdan. Ehtimolning statistik ta’rifini keltirishdan oldin
nisbiy chastota tushunchasini kiritamiz, chunki bu tushuncha statistik
ta’rifda muhim ahamiyatga egadir.

Nisbiy chastota ham ehtimol kabi ehtimollar nazariyasining
asosiy tushunchalaridan biri hisoblanadi.

Ta’rif. Kuzatilayotgan 4 hodisa yuz bergan tajribalar sonining
jami soniga nisbati 4 hodisaning msbry chastotas1 deb ataladi va

W(4) = ;

formula bilan aniglanadi, bu yerda k - 4 hodisa yuz bergan tajribalar
| soni, n— jami tajribalar soni,

Hedisa chtimoli va nisbiy chastotasi ta’riflarini tagqosliab
quyidagi xulosani chiqarish mumkin: ¢htimol tajribagacha, nisbiy
chastota esa tajribadan so* ng hisoblangan giymatdir.

12-misol. Noyabr oyining 6, 7, 11, 12, 17, 21 24-kuniarida
yomg*ir yoggan bo‘lsa, noyabr oyi uchun yomg‘ir yog‘ish nisbiy
chastotasi W)= .

Bir xil sharoitda o‘tkazilgan ko‘p sondagi tajribalar seriyasi
shuni ko‘rsatadiki, nisbiy chastota turg‘unlik xossasiga egadir. Bu
Xossaning ma’nesi quyidagicha: turli tajribalarda (bir xi] sharoitda va
bitta hodisa ustida) topilgan nisbiy chastota qiymatlarining bir-
biridan farqi kam (tajriba soni gancha katta bo®Isa, farq shuncha kam)
bo‘ladi va bu nisbiy chastotalar biror son atrofida tebranadi. Mana
shu son hodisaning ro‘y berish ehtimoli bo*ladi. Shunday qilib, nisbiy
chastotani ehtimolning taqribiy qiymati sifatida gabul gilish mumkin.
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13-misol. Bizning eramizdan 2000 yiilar oldin Xitoyda o*g‘il
bola tug®ilishlar sonining jami tug‘ilgan bolalar soniga nisbati deyarli
0,5 ga tengligi hisoblangan.

i4-misol. Fransuz olimni Laplas London, Peterburg va Fran-
siyada to‘plangan statistik ma’lumotiarga asoslanib, ofg‘il bola
tug‘ilishlar sonining jami tug‘ilgan bolalar soniga nisbati taxminan

% ga tengligini ko‘rsatgan. Bu son ko‘p yillar mobaynida o°zgarmay

qolishini tasdiglagan,

15-misol. Byuffon (XVIII ast) tangani 4040 marta tashlaganda
2048 marta “gerb” tomon tushib nisbiy chastota 0,5069 ga, Pirson
(XIX asr) tangani 24000 marta tashlaganda 12012 martasida “gerb”
tomoni tushgan va nisbiy chastota 0,5005 ga teng bo‘lgan.

Ehtimolni statistik aniglashda hodisa ehtimoli sifatida shu
hodisa nisbiy chastotasi yoki unga yaqinreq sonni olinadi.

Umuman, agar tajribalar somi yetarlicha ko‘p bo‘lib, shu
tajribalarda qaralayotgan 4 hodisaning roy berish nisbiy chasiotasi -
W(A4) biror o' zgarmas pe [0;1] son atrofida turg‘un ravishda tebransa,
shu p sonni 4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli deb gabul gilamiz.
Bunday usulda aniglangan ehtimol hodisaning statistik ehtimoli
deyiladi.

Klassik ta’rif uchun keltirilgan xossalar statistik ehtimol uchun
ham saqlanib golishini osongina tekshirib ko‘rish mumkin.

Geometrik ehtimollik. Yuqorida aytilganidek, tajriba natija-
sida ro‘y berishi mumkin bo‘lgan elementar hodisalar soni cheksiz
bo‘isa, bu holda ehtimolning klassik ta’rifidan foydalanish mumkin
emas. Masalan, ¢ kesma I kesmaning bir gqismi bo‘lsin. £ kesmaga
tasodifiy tarzda nuqta go‘yilsin. Bunda qo‘yilgan nugta L kesmaning
ixtiyotriy nugtasida bo‘lishi mumkin, nugtaning ¢ kesmaga tushish
ehtimoly uning uzunligiga proporsional bo‘ladi va / ning L kesmada
qanday holatda joylashganligiga bog‘liq bolmaydi deb faraz qilinsa,
nuqtaning / kesmaga tushish ehtimolini ehtimolning klassik ta’rifi
bilan aniglash mumkin emas, bunday holatlardagi ehtimolning
klassik ta’rifi kamchiliklatini yo‘qotish uchun geometrik ehtimollik
tushunchasi kiritiladi.

Yugoridagi misolda nugtaning 7 kesmaga tushish ehtimoli
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P= Huzunlipi)
* Luzunligi)
tenglik bilan aniglanadi.
16-misol. Tasodifiy tarzda tashlangan nuqgta muntazam ABC
uchburchakning 4 uchidan chigqan mediananing ixtiyoriy nuqtasiga
tushadi. Bu nuqtaning A0 (Q — ABC uchburchak medianalarining
kesishish nuqtasi ) kesmaga tushish ehtimoli topilsin.
Yechish: Ma’lumki, uchburchak medianalari kesishish nugtasi-
da uchburchak uchidan boshlab hisoblanganda 2:1 nisbatda bo*linadi.

Shu sababli, 40 = %md (m, — 4 uchdan chiggan mediana uzunligt). U

2
Ida p=—.
holda p 3

Biror tekislikda yassi & soha berilgan bo‘lib, bu soha vyassi g
sohani o‘z ichiga olsin. (7 sohaga tavakkaliga tashiangan nuqgtaning g
sohaga tushish ehtimolini topish talab etilsin. Bu yerda © elementar
hodisalar fazosi G ning barcha nuqtalaridan iborat. Shuning uchun,
bu holda ham klassik ta'rifdan foydalana olmaymiz. Tashlangan
nuqtaning g sohaga tushish ehtimoli uning yuziga proporsional
bo‘lib, g soha ( sohaning gayerida joylashganligiga bog‘lig
bo*imasin. Bu shartlarda garalayotgan hodisaning ehtimoli

p = S |
G{yuzi)
formula yordamida aniqlanadi. Bunday wusuldagi ehtimollikga
geomeirik ehtimollik deyiladi.

17-misol. Radiusi & bo‘lgan doira ichiga tavakkaliga nuqta
tashlangan. Tashlangan nuqta doiraga ichki chizilgan:

a) kvadrat ichiga;

b) muntazam uchburchak ichiga tushish ehtimollarini toping.

Nugtaning vassi figuraga tushish ehtimoli bu figuraning yuziga

proporsional bo‘lib, uning doiraning gayerida joylashishiga esa
bog‘liq emas deb faraz gilinadi,

Yechish:
kvadratning — yuzi  2R* 2
ay P=—r m=Soses
doiraning — ywzi rR° =«
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uchburchak — yuzi _ 3\3R® 343
doira— yuzi ~ 4mR T
Yugoridagi keltirilgan hollar geometrik ehtimotlar vchun
xususiy hollar edi. Agar sohaning o‘lchovini mes deb belgilasak, u
holda nugtaning G sohaning gismi bo‘lgan g sohaga tushish ehtimoli
_ mes(g)

mes((3)

by P=

formula bilan hisoblanadi.

Tasodifiy hodisalar bo“ysunadigan gonuniyatlarni bilish shu ho-
disalar rivojining ganday kechishini avvaldan ko‘ra bilishga imkon
beradi.

Ehtimollar nazariyasi fanining usullari hozirgi davrda amaliyot-
ning turlt sohalarida, jumladan iqtisodiyvot sohasida ham keng va
samarali qo‘ilanilmoqda. Tasodifiylik bilan bog‘liq bo‘lgan masala-
lar igtisodiy jarayonlarni tadgiq etishda, bu jarayonlarning kechishini
bashorat qilishda hamda ma’qul iqtisodiy yechimiar qabul qilishda
qo‘ lianiladi.

Ehtimollar nazariyasi va matematik statistika usullari makro -
va mikro-iqtisodiyotni rejalashtirish va tashkil etishda, turli texnolo-
gik jarayonlarni tahlil etishda, mahsulot sifatini nazorat gilishda,
ommaviy xizmat ko‘rsatish jarayonini tahlil gilishda va boshaa ko'p-
lab sohalarda o'z tatbiglarini topmoqda.

1.2. Ehmollarni go*shish va kopaytirish qoidalari

Hodisalar ustida amallar. Hodisa ko‘p hoilarda ikki yoki
undan ortiq hodisalar to‘plami sifatida ham qaraladi. Bunday
hodisalar murakkab hodisalar deb atalib, biz bu mavzuda ularnt
ta’riflashga o‘tamiz. |

Ikkita 4 va B hodisalaming yig ‘indisi (birlashmasi) deb, 4 yoki
B hodisaning, yoki tkkala hodisaning ham ro‘y berishidan iborat
bo*lgan hodisaga aytiladi va 4w B ko‘rinishda belgilanadi.

Shunday qilib, 4u 5 hodisa 4 yoki B, yoki ikkala hodisaning
ro‘y berishini ifodalaydigan barcha elementar hodisalardan iboratdir.
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A va B hodisalarning ko‘paytmasi (kesishmasi) deb, bu
hedisalarning bir paytda ro‘y berlshldan iborat hodisaga aytiladi va
Am B ko‘rinishda belgilanadi.

Shunday qilib, 4~ B hodisa A va B hodisalarning bir paytda
ro'y berishini ifodalaydigan barcha elementar hodisalardan iborat.

Biz bundan keyingi belgilaslarimizda 4wB o‘rniga 4+ 8
belgini, 4~ B o‘rniga esa 4B belgini ishlatamiz.

Hodisalar yigindisi va ko‘paytmasi Venn diagrammasi orgals
quyidagicha tasvirlanadi

< G

Yuqorida keltirilgan 4w B, 4nR murakkab heodisalarnt ko'p
hollarda 4 va B hodisalar ustida bajarilgan amaliar deb ham garaladi.
Bu amallar yordamida biz hodisalarni  klassifikatsiyaiashimiz
mumkin:

a) Agar A hodisaning ro‘y berishi B hodisa ro‘y berishini
yo'‘qqa chigarsa va shu bilan birgalikda B hodisaning ro‘y berishi 4
hodisa ro‘y berishini yo‘qqa chigarsa, u holda bu hodisalar birgalikda
bo Imagan hodisalar deyiladi. Aks holda esa bu hodisalar birgalikda
deyiladi;

b) Agar 4 hodisaning ro‘y berishi B hodisa ro‘y berishiga
bogtig bo*lmasa va shu bilan birgalikda B hodisaning ro‘y berishi 4
hodisa ro‘y berishiga bog'lig bo‘lmasa, u holda bu hodisalar erxdi
hodisalar deyiladi. Aks holda esa bu hodisalar erksiz deyiladi.

Ko‘p holiarda 4+ B hodisani 4 va B hodisalarning hech
bo‘Imaganda bittasining o'y berishi, 4B hodisani esa 4 va B
hodisalaming bir paytda ro‘y berishi deb. hamqaraladj._

Ehtimolarni qo‘shish va ¥ i
murakkab hodisalarning ro‘y beriy
qoidalari bilan tanishib chigamiz.
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1-qgoida. Agar 4, B hodisalar birgalilkda bo‘lmasa, uholda 4+ 8
hodisaning ro'y berish ehtimoli quyidagicha hisoblanadi:
P(A+ B)=P{A)}+ P(B).

P(A+ B) ehtimolik 4, B hodisalardan hech bo‘lmaganda bittasining
ro'y berish ehtimoli deb ham ataladi.

1-misol. Qutida 6 ta qizil, 8 ta ko‘k va 6 ta oq shar bor. Qutidan
tasodifiy ravishda olingan shaming rangli bo‘lish ehtimoli tuplism
{Oq shar rangsiz shar deb garaladi).

Yechish: 4 hodisa-qutidan olingan sharning qizil bo‘lishi; 2
hodisa — qutidan olingan sharning ko‘k bo‘lishi bo‘lsin, u holda:

P(4)= % P(B)= % A v B hodisalar birgatikda bo* Imaganligi sababli

P(4+F) ehtimolni topish uchun I-goidani go‘llash mumkin:
3 2 7

P(AVB)= P(A}-i—P{B}—-]E 3- 0

2-goida. Agar 4, B erkli (bog*ligmas) hodisalar bo‘lsa, v holda
AB— hodisaning ro‘y berish ehtimoli 4 va B hodisalar
chtimollarining ko‘paytmasiga teng: P(4B)= P(A)F(B).

2-misol. I mergan otgan o‘qning nishonga tegish chtimoli
P(4)=0,8, Il mergan uchun bu ehtimollik P(B)=0,7 bo‘lsin. Agar ayiq
o‘lishi uchun unga ikkita o‘gning tegishi shart bo‘lsa, u holda ikkala
mergan o'q uzgandan 50°ng, ayigning o‘lish ehtimoli topilsin.

Yechish: Bu yerda 4 va B hodisalar o‘zaro erkli hodisalar
ekanligi hamda masalaning yechimi 4B hodisaning ro‘y berish
ehtimolini topishdan iborat ekanligi masala shartidan ko‘rinib turibdi.
Shu sababli masala yechimini topishda 2-goidadan foydalanamiz. U
holda P(4B)= P(A)P(B)=90,8-0,7=0,56.

3-qoida. Agar 4, 3 hodisalar birgalikda bo‘lsa, u holda 4+ B
hodisaning ro‘y berish ehtimoli quyidagicha hisoblanadi:
P(A+ B)y=P(A)+ P(B)— P(AB).

3-misol. I mergan otgan o‘gning nishonga tegish ehtimoli
P(4) =08, Il mergan uchun bu ehtimollik p(p)=0.7 bo'lsin. Agar
gquyon o‘lishi uchun unga bitta o‘gning tegishi yetarli bo‘lsa, u holda
ikkala mergan o°q uzgandan so‘ng, gquyonning o‘lish ehtimoli
topilsin.
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Yechish: Bu yerda 4 va B hodisalar o‘zaro erkli, ammo
birgalikda hodisalar ekanligi hamda masalaning yechimi A3
hedisaning ro‘y berish ehtimolini topishdan iborat ekanligi masala
shartidan ko‘rinib turibdi. Shu sababli, masala yechimini topishda 3-
goidadan foydalanamiz. U holda

P(ABY= P(A) + P(B) - P(A)P(B)=0,8 + 0,7 - 0,8.0,7 = 0,94.

Shartli ehtimollik. Tasodifiy hodisa tushunchasi ma’lam bir $
shartlar asosida ro‘y berishi yoki ro‘y bermasligi mumkin bo‘igan
hodisa deb amiqlagan edi. Agar hodisaning ro‘y berish ehtimolini
hiscblashda faqat § shartlarning bajariiishi hisobga olinib, boshqa
qo‘shimcha shartlar talab gilinmasa, u holda bu ehtimol sharssiz
ehtimol deb ataladi; agar hodisaning ro‘y berish ehtimolim
hisoblashda $ shartlardan bo‘shqa qo‘shimcha shartlar talab qilinsa,
u holda bu chtimol shartli ehtimoi deb ataladi. Agar 4 va B hodisalar
erksiz hodisalar bo‘lsa, u holda bu hodisalarning bir payida ro‘y
berish ehtimolini hisoblash uchun shartli ehtimollik tusbunchasini
kiritishi kerak bo‘ladi. Chunki, bu hodisalar bir-biriga bog‘lig bo*lib,
birinchi hodisa ikkinchi hodisa ra‘y berish sharti bilan amalga oshadi
voki aksincha. Faraz gilamiz, 4 hodisa B hodisa bilan birgalikda va
undan so‘ng ro‘y bersin. U holda 4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli
P,(4) ko'rinishda yozilib, u B shart asosida 4 hodisaning ro‘y berish
‘ehtimoli deb o'qiladi va P,(4) esa shartli ehtimollik deb ataladi.

4-misol. Quitida 4 ta 0q. 3 ta qora shar bor. Qutidan gaytarib
solinmaslik sharti bilan ikkita shar olindi. Agar birinchi olingan shar
(A~hodisa) qora bo‘lsa, u holda ikkinchi olingan sharning (B-
hodisa) oq bolish ehtimolini toping: F,(B)=?

Yechish: Birinchi tajribadan so‘ng qutida 6 ta shar (4 ta oq va 2

ta gora) qoladi. Shy sababli P,(8) =§.

4-goida. Agar 4, B erksiz (bog‘liq) hodisalar bo‘lsa, u holda
48— hodisaming ro‘y berish ehtimoli quyidagicha hisoblanadi:
P(4B)= P(AE, (B)= P(B)F(4).
Yuqoridagi qoidalami ikkitadan ko'p chekli sondagi hodisalar uchun
ham umurmnlashtirish mumkin. Buning uchun quyidagi tushunchalarni
kiritib olamiz.
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A, A4,,... 4, hodisalar to*plamini garaymiz.

" 1-ta’rif. Agar A.A4,..4 hodisalaming ixtiyoriy ikkitasi |
birgalikda bo‘lmasa, v holda bu hodisalar jufi-jufti bilan birgalikda
bo‘Imagan hodisalar deb ataladi.

i

2-ta’rif. Agar 4,4,,..4, hodisalarming ixtivoriy ikkitasi o‘zaro
 erkli bo'lsa, u holda bu hodisalar jufi-jufti bilan etkli deyiladi. ,

3-ta’rif. Agar 4,4,....4, hodisalar juft-jufti bilan erkli hamdai
har bir hodisa va boshga hodisalarning mumkin bo‘lgan
ko‘paytmalari erkli bo‘lsa, u holda 4,4, 4, hodisalar birgalikda
erkli hodisalar deyiladi.

1-natija. Juft-jufti birgalikda bo‘lmagan chekli su:}n(;halgi1
A,A4,,..A hodisalardan hech bo‘lmaganda birining ro‘y berish
ehtimoli shu hodisalar ehtimollarining vig‘indisiga teng;
PA+4,+..+A)=P(4)+P(4)+..+tP(4)

2-natija. Agar 4,4,,..4, birgalikda erkli hodisalar bo‘lsa, u
holda 4d,..4, ko‘paytmaning ro'y berish chtimoli mos hodisalar
ehtimollarining ko*paytmasiga teng:

P(A4,. . A)=P(4)P(4,)}-...- P(4,) B

I 3-natija. Umumiy holda 4.4,,..,4, hodisalarning birgalikda

ro‘y berish ehtimoli uchun quyidagi formula o*rinli:
A4, A )= P(‘%)P)g (4} P.ﬁ,;,___,g_, (An) -

i
-

Shartti ehtimol tushunchasidan foydalanib, erkli hodisalarni
boshgacha ta’riflash ham mumkin.

4-ta’rif. Agar 4 va B hodisalar uchun P,(8)=P(B), P(A)=P(A)
bo‘lsa, u holda 4 va B erkli hodisalar deyiladi.
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5-ta'rif. 4 hodisaga qarama-qarshi hodisa deb, 4 hodisaning
ro‘y bermasligidan iborat bo‘lgan hodisaga aytiladi va A kabi
belgilanadi.

Qarama-qarshi 4 va 4 hodisalar uchun
| A+A=C, A-A=D
munosabatli o‘rinli ekanligidan,
P(A)+ P(4) =]
tenglik kelib chigishini tushunish giyin emas. Odatda, garama-garshi
hodisalardan birining ehtimoli p bilan belgilansa, ikkinchisining
ehtimoli ¢ bilan belgilanadi. Shunday gilib, p+4=1.

S-misol. 4 hodisa kubik bir marta tashlanganda “6” ochko
tushishini bildirsin. U holda 4 hodisa “6” ochko tushmasligint, ya’ni
golgan 1,2,3.4,5 ochkolardan birortasining tushishini bildiradi.

3-goida A4,A4,,..4 —~ hodisalar uchun quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi (Bul formulasi)

P[UA,}-.- 2 P(A)Y- 2 P(AA)+ ) PUAAAY+. + (-1 P(A44,..4)

ey i Juok

Eslatma. Agar A4,4,,..4, hodisalar birgalikda bog'ligmas
bo‘lsa, u holda ularga garama-qarshi bo‘igan 4, 4,...4, hodisalar
ham birgalikda bog’ligmas bo‘ladi.

6-misol. 1 va II to‘plardan o‘q otishda nishonga tekkizish
ehtimollari mos ravishda p =08 va p,=0,9. Bir yo'la otishda
to‘plardan kamida birining nishonga tekkizish ehtimolini toping.

Yechish: 1 hodisa - I to‘pdan otilgan o°gning nishonga tegishi;
B hodisa — 1[I to‘pdan otilgan o‘qning nishonga tegishi bo‘lsin.
Toplardan otilgan o‘qlarning nishonga tegishi bir-biriga bog'liqmas.
Shuning uchun 4 va » hodisalar erkli hodisalardir. Demak, 3-qoidani
qo‘llash mumkin: '

P(Ar By= P(A)}P(B)=10,8-0,9=9,72,
P(AwBY=P(A)+P(B)- P(An B)=0,8+0,9-0,72 = 0,98,
Birgalikda erkli bo‘lgan 4, 4,,.., 4, — hodisalardan hech bo‘lmaganda

bittasining ro‘y berish ehtimoli
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=1~ 4,..q,
formula bilan aniqlanadi. Bu yerda ¢, = P(4), i=Ln

Hodisalar to'la guruhi

6-ta’rif. Apgar tajriba natijasida 4,4,,..4 — hodisalar
to‘plamidan hech bo‘lmaganda bitiasi ro‘y bersa va ular juft-jufti
bilan birgaiikda bo‘lmasa, u holda bu hodisalar to‘plami to‘la guruh
tashkil etadi deyiladi.

Ta’rifga binoan, agar 4,4,,...4, hodisalar to‘la guruh tashkil

etsa, v holda
A+t +4, =80, 44, =0, (i=+ )}

munosabatlar orinlidir.

7-misol. Ikkita talaba biror sport normativini topshirmogda. Bu
sinovda: A4, -fagat bitta talabaning normativni topshirishi; 4, - ikkala
talabaning ham normativni topshirishi; 4, —talabalarning ikkalasi
ham normativni topshira olmasligi bo‘lsa, bu hodisalar to‘plami to‘la
guruh tashkil etadi.

To‘la guruh tashkil etuvchi 4,.4,....,4 — hodisalar uchun xos
bo‘lgan quyidagi teoremani keltiramiz.

Teorema. To'la guruh tashkil etuvchi 4,4,,.,4 — hodisalar
ehtimollarining yig“indisi birga teng: P(4)+ P{Ad)+..+ P(4,)=1.

Isbot: Ta’rifga asosan to‘la guruh tashkil etuvchi hodisalardan
hech bo‘hmaganda birining ro‘y berishi mugarrardir: muqarrar
hodisaning ehtimoli esa birga teng bo‘lgani uchun

PlA+4,+.+4)=1.

Ta’rifga asosan to‘la guruhda istalgan ikkita hodisa birgalikda
emas, shuning uchun go*shish goidasiga ko‘ra:

P(A + 4+t A )= P(A) + P(4) +...+ P(4,)=1

Hodisalar to‘la gurubi tushunchasi yordamida qarama-qarshi

hodisalarnt guyidagicha ta’riflash ham mumkin. |

7-ta’rif. Agar ikkita hodisa to‘la guruh tashkil etsa, u holda bu
hodisalar qarama-qarsht hodisalar deb ataladi.
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Yuqoridagi teoremaga asosan, garama-garshi hodisalar
ehtimollarining yig‘indisi birga teng:
P(A)+ P(A)=1
Shuni ta’kidlab o‘tamizki, ba’zan 4 hodisaning ehtimolini topishda
avval 4 hodisaning ehtimolini hisoblash, keyin esa izlanayotgan
ehtimolni quyidagi formula orqali topish qulay bo‘ladi:
P{A)y=1- P(A).
8-misol. Qutida 20 ta detal bo‘lib. ulardan 12 tasi standart.
Tavakkaliga olingan 5 ta detal orasida kamida 1 standart detal bo‘lishi
ehtimolini toping,
Yechish: 4-olingan detallar ichida kamida bittasi standart va
4 — olingan detallar orasida bitta ham standart detal yo‘q hodisalari

garama-qarshi hodisalardir.
B="-G - p(d=1-S
P(d)=" & P(d)=1- P(A)=1 o
Endi go‘shish va ko‘paytirish teoremalarining natijalari sifatida
to‘la ehtimollik va Bayes formulalarini keltiramiz.

To‘la ehtimollik va Bayes formulalari. 4 hodisa to‘la guruh
tashkil etuvchi 8,3, .., 8 — hodisalardan bittasining amalga oshish
shartida ro‘y berishi mumkin bo‘lsin. g5, .,8 — hodisalardan har
birining ro*y berish ehtimollari va £, (4), (i=1n) ~ shartli ehtimotliklar
ma’lum bo‘isin. U holda, 4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli quyidagi
to‘la ehtimol formulasi bo‘yicha topiladi;

P(dy= P{B)P, (A)+ P(B,}P, (A} + ..t P(BYP, (4)-
| Isbot: Shartga asosan, 4 hodisa ro'y berisht uchun birgalikda
bo‘lmagan AB,,...48, hodisalardan bittasining ro‘y berishi zarur va
yetarli, ya’ni
A=AB + AB, + ..+ 4B, .

Shartga asosan {4B } (i=Lw hodisalar to‘plami birgalikda
bo‘lmaganligi va P(B Ay= P(B)}P, (4) (i=1n) bo'lgani uchun

P(4)=P(AB, + AB, +..4 AB )= P(AB)}+ P(AB,}+ ...+ P(AB) =

= P(B)Fy (A)+ P(B )y (A +..+ P(B)E, (A).



To'la ehtimol formulasi shartlarida 4 hodisaning ro‘y berishida
8.8,...,B, — hodisalardan qaysi birining amalga oshishi oldindan
ma’lum bo‘lmaganligi sabali 5,.5,,...58, — hodisalar gipetezalar deb
ataladi.

Faraz qilamiz, tajriba otkazilgan bo‘lib, uning natijaside A
hodisa ro‘y bergan bo‘lsin. 8,5,,...2 gipotezalarning ehtimollari
qanday o‘zgarganligini (4 hodisa ro‘y berganligi sababli) aniglash
masalasini garaymiz. Boshgacha aytganda

Pi(B), BBy, B (B}
shartli ehtimollamni izlaymiz.

Ko‘rsatilgan ehtimollardan birini masalan, P(B) ni topamiz.
Ko paytirish qoidasiga ko‘ra:

PANB)=P(AF,(B)=P(B)F(4).
Bundan ¢sa, '
_P(B)F (A)
PA(BI}"""_T(A'.}__* |
Bu munosabatdagi P(4) ehtimolni uning to‘la ehtimol formulasidagi
ifodasi bilan almashtirib, quyidagini hosil gilamiz:
(B P(Bl}PB.(A}= RP(HJPJ:.(A)
P S re, ()

QQolgan gipotezalarning shartli ehtimollari ham shunga o‘xshash
keltirib chigariladi. Shunday qilib, ixtiyoriy B, gipoteza uchun

PABQ:M—, (£=12,..n)

Y P(B, ()

i=l

formulalar o*rindi.

Bu formulalar Bayes formulalari deb ataladi (Tom Bayes
(1702-1761)-ingliz matematigi). Bayes formulalari tajriba natijasida
Ahodisaro‘y berganligi ma’lum bo‘lgandan so°ng B, gipotezalarning
chtimollarini qayta baholash imkonini beradi.

To'la ehtimol formulasi va Bayes formulalarining qo‘llanishiga
doir quyidagi misolni garaymiz.

9-misol. Talabalarning saralash sport musobagasida gatnashishi
uchun kursning 1 guruhidan 4 ta, Il guruhidan 6 ta, III gurvhidan 5 ta
- talaba ajratilgan. I, Il va III guruh talabalarining institut terma
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kommdamga kirish ehtimollari mos ravishda 0,9; 0,7; va 0,8 ga teng
Quyidagilarni toping:

a) tavakkaliga tanlangan talabaning termxa komandaga tushish
ebtimolini; |

b) tavakkaliga tanlangan talaba terma komandaga kirgan bo*lsa,
uning I, II, {1l gurvhdan bo‘lish ehtimollarini.

Yechish: Tanlangan talabaning terma komandaga kirishi 4
hodisa bo‘lsin. U hoida talaba tanlash hodisasini quyidagi ¢lementar
hodisalarga ajratish mumkin:

B — tanlangan talabaning I guruhdan bo‘lishi;

B, - tanlangan tafabaning II guruhdan bo‘lishi;

B, - tanlangan talabaning {1l gurahdan bo‘lishi.

Masala shartiga ko‘ra B,3,,8 — hodisalar to‘la guruh tashkil
etadi, chunki talaba tanlashda boshqa elementar hodisa bo‘lishi
mumkin emas hamda ular birgalikda bo‘lmaydi. U holda:

4 6 5
P(Bl}—ﬁr P(Bz)_'l_sa P(st— 15
P,L{A}=ﬁ,9; P (Ay=0,T, F(4)=038,

a) tavakkaliga tanlangan talabaning terma komandaga kirish
chtimolim t0‘la ehtimollik formulasiga asosan topamiz: '
P(A)=P(B)Fy(A)+ P(B,)F, (d) + P(B)F, (A) =

=209+ S0+l 08=2,
15 15 15 75
b} Bayes formulasiga asosan.

4
PBIE(D 157 18-

T B R
75
) ( } 5 -0, 7
, - PEIPH 5% 2
N ﬁ‘wi? POA 22 Ty
‘ 75
5
PBIR(A 0.7 99
Fy(By}= P(4) -52 "E'

73
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Miseldan ko‘rinib turibdiki, gipotezalaming ro‘y berish ehtimotlari
Ahodisa ro‘y bergandan so‘ng o‘zgaradi.

1.3, Erkli sinoviar ketma-ketligi. Bernulli sxemasi

Ma’lumki, hodisani kuzatish uchun o‘tkaziladigan tajribalar bir
necha marta takrorlanishi mumkin. U holda bu tsjribalar ketma-
ketligida har bir tajribaning natijasi undan oldingi tajribalar natijasiga
bog*liq bo*lishi yoki bog‘lig bo‘Imasligi mumkin. Masalan, qutida »
ta gora, m ta oq shar bor, Tajriba qutidan bitta shar olinishi, 4 hodisa
esa olingan sharning oq chiqishi bo‘lsin. Buni ikki usulda amaliga
oshirish mumkin:

a) har bir tajribada olingan shar tajribadan so‘ng yana qgaytarib
qutiga solinadi;

b) har bir tajribada olingan shar tajribadan so‘ng gaytarib qutiga
solinmaydi.

Har birini alohida ko‘rib chigamiz:

a} Agar har bir tajribada olingan shar tajribadan so‘ng yana
qaytarib qufiga solinsa, har bir tajribada 4 hodisaning ro‘y berish

m
n+m

b} Agar har bir tajribada olingan shar tajribadan so‘ng qgaytarib
qutiga solinmasa, har bir tajribada p(4) ehtimolning giymatini
hisobiash uchun oldingi tajriba natijasini e'tiborga olishga majbur-
miz. Hagiqatan ham, birinchi tajribada p(4)=—"- bo‘ladi, ikkinchi

n4m

ehtimoli: p(4)=

tajribada p(4)= f“l 1 (birinchi tajriba natijasi 4 hodisa bo‘lsa) voki
n4nt-

Py =-——2__ (birinchi tajriba natijasi 7 hodisa bo‘lsa) va hokazo,

n+m-1
ya’ni ikkinchi tajribadan boshiab har bir tajribaning natijasi oldingi
tajribalar natijasiga bog‘liq.
Bu misolning a) holatdagi tajribalar ketma-ketligini erkli
sinoviar ketma-ketligi deb ataymiz. L

1-ta’rif. Agar o‘tkazilayotgan tajribalar ketma-ketligida har bir ’
tajribaning natijasi (ikkinchi tajribadan boshlab) oldingi tajribalar
natijasiga bog‘lig bo‘Imasa, u holda bu tajribalar ketma-ketligi erkli
sinovlar ketma-ketligi deb ataladi.
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Biz quyida bir nechta alohida sodda hodisalardan tborat boigan
murakkab hodisa tushunchasidan foydalanamiz.

Erkli sinovlar ketma-ketligining har bir tajribasida 4 hodisaning
ro‘y berish ehtimoli yo har xil, yoki bir xil bo‘lishi mumkin. Biz
soddalik uchun bu ketma-ketlikining har bir tajribasida 4 hodisa bir
xil ehtimolga ega deb faraz gilamiz.

Faraz gilaylik, » ta erkli sinash o‘tkazilayotgan bo‘lib, ularning
har birida 4 hodisa ro®y berishi yoki ro’y bermasligi mumkin bo‘lsin
va har bir sinashda 4 heodisaning ehtimoli bir xil, chunonchi » ga
teig deb hisoblaymiz, u holda ro‘y bermaslik ehtimoli ¢=1- p.
Masalan, e'yin sogqasini tashlashdan iborat tajriba o‘tkazilmoqda,
Har bir tashlashda u yoki bu sonda ochkolar chigish ehtimolligi
oldingi tashlashlarda qanday ochko chigqanligiga bog‘ligmasligi
ravshan, binobarin biz 4 hodisa sifatida 3 ochkoning chigishini
qarasak, bu yerda erkli sinovlar ketma-ketligige ega bo‘lamiz va

1 5 '

P= 6 g= E

nta sinashda 4 hodisaning & marta ro‘y berish, yoki »~ & marta
ro‘y bermasligidan iborat P(k) — ehtimolini hisoblaymiz. Buning
uchun ketma-ket o‘tkazilgan » ta tajribani bitta murakkab tajriba deb
garasak, bu tajribaning natijasi 4,4,...4, ko‘rinishda bo‘lib, uning har
bir4 (=17 hadi yoki 4, voki 4 bilan ifodatanadi. Bunday hodisalar
soni 2" ta bo‘ladi. Haqigatan ham, 4,4,,..4, hodisalar ichida:

1) 4,4,..4, hodisaning 4 = A4 (:=in) shartni ganoatiantiradigan
kombinatsiyasi bitta; |

2) A,4,..4 hodisaning 1, 4,.4 ko‘rinishdagi kombinatsiyalari
soni »n ta; k) 4.4..4 hodisaning 4d.444.4 Korinishdagi

' r Rk

kembinatsivalari soni ¢ ta; nj 4,4,,..4 hodisaning 4 -4 ¢=in
shartni qanoatlantiradigan kombinatsiyasi bitta,

Shunday qilib, c?,c,..,c: ketma-ketlikni hosil gitamiz, u holda
gruppalash xossasiga asosan, C° +C 4+, +C7 =27,

Agar n ta tajribada 4 hodisaning rosa kmarta ro‘y berishini B
hodisa deb qarasak,
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B=(AA AA A}ui i-gAA. AA)U UAA. AA.A A (1.6)

Hk

bo‘lib, u ¢ ta haddan 1borat bo‘lach. Tajribalar ketma-ketiigi erkli

bo‘Iganligi sababli ko*paytirish teoremasiga ko‘ra (1.6) ifodadagi har
bir hadning ehtimolligi p*¢** bilan aniglanadi, u holda (1.6)

yig‘indidagi har bir had birgalikda emasligini e’tiborga olsak:

P(B)=Ctptg*? . {1.7}
Boshlang‘ich belgilashlarga qaytlb, ‘
R)=Cip'q™ | (1.8)

Bernulli (binomial) formulasi (sxemasi) ni hosil gilamiz.
binomial formula deb atalishiga sabab u
(P+gY =Cop*g" +Cp" g+ + Cip*g™™ + ...+ C) p*q"

Nyuton binomining umumiy hadini ifodalaydi.

1-misol. Har bir detalning standart bo‘lish ehtimoli P=08
bo*Isa, tavakkaliga olingan 5 ta detaldan 2 tasining standart bo‘lish
ehtimolini toping.

Yechish: Bu yerda n=5,m=2p=08 va ¢=90,2. Bermull
formulasiga asosan.

5!

P()=C}-0,8". 1}23=.3_...2_ -0,00512=0,0512.

2-misol. Tanga 10 marta tashlandi. “Gerb”ning 3 marta tushlsh
ehtimoli ganchaga teng?
Yechish: Bu hodisaning har bit tajribadagi ro‘y berish ehtimoli

| 1Y (1Y 10t 115
'5 ga teng, Bundans ﬂn(a)“‘_clao (E) [E] _ﬁ”ifﬁ'_ 28"
A hodisaning o‘tkazilayotgan »ta erkii sinovda kamida & marta
va ko‘pi bilan & marta ro‘y berish ehtimoli
_ P sksk)=F(k)+ Lk + D+ + Flk) (1.9)
formula bilan hisoblanadi.

2-ta’rif. Agar »ta erkli sinovda hodisaning &, marta ro°y berish
chtimoli sinovning boshqa mumkin bo‘igan natijalari ehtimollari
ichida eng kattasi bo‘lsa, ya’ni
P (k)= max { £, (k)] (1.10}
bo‘isa, u holda &, soni eng ehtimolli son deb ataladi.
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Eng ehtimolli son quyidagi qo‘sh tengsizlik bilan aniqlanacii: o
np—-q<k,<m+p . (1L.1D)
Eng echtimolli sonni aniqlash uchun hamma ehtimollami
hisoblab chigmasdan, balki sinovlar soni # ni va har bir sinovda 4
hodisaning ro‘y berish ehtimolini bilish kifoya ekan, Haqlqatan ham,
eng ehtimoll: sonning ta’rifidan
Rikyz Rk -1,  Blk)=F ik +1)
Bu tengsizliklarga mos ravishda P(k), Pk ~D, Pk +1)
laming giymatlarini qo‘yib quyidagilarga ega bo‘lamiz.
nl k-1 qn —Ro+l
gty
iy o — k! (ks ~Din -k, +1)°

.—'n!__..r . ™k P*‘ lq!-*nd H  r—ky-]
ku!(ﬂ-ku)!‘p ! E(»ir +Dn— .taul)!p" 7
Bu tengsizliklarni 4, ga nisbatan yechamiz va quyidagilarga ega

bo*lamiz:

ky<np+p k,2np-gq

Oxirgi ikki tengsizlikni birlashtirib, eng ehtimolli sonni

aniglovchi tengsizlikka ega bo*lamiz:
ap-psk, <nptp
Bu tengsizlikni aniglovchi intervalning uzunligini
np+p-(rp-gq}=pt+g=1

va hodisa » ta sinov natijasida butun son marta ro*y berishini hisobga
olsak, eng ehtimolli son &, quyidagi shartlami ganoatlantiradi:

a) agar np—yg son kasr bo‘lsa, u holda bitta eng ehtimolli k, son
mavjud bo‘ladi;

b) agar np - ¢ butun son bo‘lsa, u holda &, va & +1 eng ehtimolli
sonlar mavjud bo*ladi;

c) agar s butun son bo‘lsa, u holda eng ehtimolli son &, =»p
bo'ladi,

3-misol. Tanga 6 marta tashianadi. Gerbli tomon tushishlarining
cng chtimolli sonini toping.
1

Yechish: Berilgan masalaning shartlariga asosan, n=6, ¢ = p=s-
U holda, “gerb” tushishining eng ehtimolli soni %, ni quyidagicha

topamiz: &, =mp=3,
Demak, eng ehtimolli son 3 ekan.
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Shunday qilib, eng ehtimolli sonni aniqlash jarayonida biz »p
sonning Bernulli sxemasida maxsus ahamiyatga ega ekanligiga
ishonch hosil qilish imkoniga ega bo‘ldik. Bu shundan iborat
bo‘ldiki, n» songa eng vaqin bo‘lgan ilkkita butun sonlardan biri
(ba’zan ikkalasi, ba’zan o‘zi) eng ehtimolli son bo‘ldi.

I-estatma. »p son yugoridagiga nisbatan ham muhimrog
bo‘lgan talginga ega. Chunonchi, np ni ma’lum ma’noda » ta
tajribalardagi muvaffaqiyatlarning o°‘rtacha soni deb garash mumkin.

4-misol. Ma’lum korxonada yarogsizlikka yo‘l qo*yish ehtimoli
0,05 ga teng. 100 ta mahsulot orasidagi yarogsiz mahsulotlarning
o‘rtacha soni nimaga teng?

Yechish: Izlanayotgan son np = 106.9,05 =5 ga teng bo‘ladi.

2-eslatma. Binomial formulasini keltirib chiqarishda erkli
sinoviar ketma-ketligining har bir sinashida 4 hodisaning ehtimoli
bir xil, p pa teng deb hisoblangan edi. Endi esa bu ehtimollamni
turlicha bo‘lsin deb faraz qilamiz, ya’ni p(4)=p, pA)=g, u holda
(1.8) formula quyidagi ko‘rinishnt oladi: -

P, AY= D0y BeGrsre Gy * PiF2Pye-Prsiisr Gy + GGt PrsurPo (112} |

{1.12) formulaning o‘ng tomonini hosil gilish uchun
g.(2)=] [(4, + pz) (1.13}

ko‘paytmani qarab z* ning koeffitsiyentlarini olish kifoya, bu yerda
z ixtiyoriy parametr bo‘lib, p(z) funksiya p,(*) ehtimollamni hosil
giluvchi funksiya deb ataladi.

3-eslatma. Binomial sxemaning (Bermulli sxemasining)
umumlashmasi bo‘lgan peolinomial sxemani ko‘rib chigamiz. Agar
Bemnulli sxemasida har bir tajribada fagat 2 ta hodisa 4 va 4 garalgan
bo‘lsa, pelinomial sxemada har bir tajribada to'la gruppa hosil |
qgiluvchi & ta hodisa qaraladi.
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Tajriba shundan iborat bo‘ladiki, » ta erkli sinov o‘tkaziladi va
ularning har birida to‘la gruppa hosil qiladigan & ta 4,4,,..4,
hodisaning fagat bittasi ro‘y berishi mumkin, bunda bu hodisalaming
ehtimolliktari ma’lum: |

pr=p(4), P, = P} PLA). |
n tajribada 4 hodisa m marta, 4, hodisa m, marta,...,4, hodisa m
marta (bu yerda m, +m, +m, +..+m, =n) ro'y berish ehtimoli

1
p,(na,mz,...,mx)=mpr-p;ﬁ...p:= (1.14)

Xususiy holda, & =2 bo‘iganda Bernuili formulasi kelib chiqadi.

- Agar » ning katta giymatlarida p (k) ehtimoliarni hisoblashda
Bernulli formulasidan foydalansak juda katta sonlar ustida arifmetik
amallarni bajarishimizga to‘g'ri keladi. Masalan, biror korxonada
varogsiz mahsulot chigarish ehtimoli 0,25 ga teng bo‘Isin. Tayyor
mahsulotdan 300 tasi tekshirilsin. Tekshirtlgan mahsulotlar orasida
25 tasining yaroqsiz bo‘lish ehtimoli topilsin. Bu holda har bir
mahsulotning tekshirilishini bitta tajriba sifatida qarab, har birida 4
hodisaning (tekshirilgan bitta mahsulotning yaroqsiz deb topilishi)
ro’y berish ehtimoli 0,25 ga teng bo‘lgan 500 ta erkli tajriba
o'tkazilyapti deb hisoblashimiz mumkin, u holda Bernulli
formulasiga asosan:

| Prsal25) = Cp (8, 25)7 - (0,75)*",
bu yerda
_ 476 477-...-499-500
®o 12325

Bu misoldan ko‘rinib turibdiki, n ning katta giymatlarida p (%)
ehtimollarni hisoblashni osonlashtirish uchun boshga asimptotik for-
mulalardan foydalanish zaruriyati tug‘iladi. Bu formulalar ehtimoltar
nazariyasida iimit teoremalari deb ataluvchu teoremalarda keltiriladi.
1-va 2-teoremalar p ning giymati 0 va 1 ga yagin bo‘lmagan hollarda

keltiriladi (rip 210).

I-teorema (Muavr-Laplasning lokal teoremasi). Agar har bir
tajribada 4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli p(6< p<1) o‘zgarmas
bo‘lsa, u holda » ta erkli tajribada A4 h_odisaning & marta ro‘y berish

n




—Hp
hpq

ehtimoli p, (k) uchun, & ning L« C, (C=const) shartni ganoat-

lantiruvchi barcha giymatlarida
p,(k}=71——¢(x)[1+0(%)1 (L.15)

.12
tenglik bajariladi, bu yerda x_7= .;a(x)=—e 7,

Bu feoremani Muavr 1730-yilda p=% uchun, so‘ngra Laplas

1783-yilda p<(0;1) uchun isbotiagan. Biz esa bu teorema xulosasini
isbotsiz gabul gilamiz.

Maxsus jadvallarda (x) funksiyaning fagat x argumentining
musbat qiymatlariga mos giymatlari keltirifgan. Chunki, ¢(x)
funksiya juft, ya’'ni ¢{—x)=e(x).
| Shunday gilib, » ta erkli sinashda 4 hodisaning rosa & marta
ro‘y berish ehtimoli tagriban quyidagiga teng:

p, (k)= ﬁqu{x} .
n ning katta qiymatlarida (1.16) ning anigligi oshib boradi.
S5-misol. Agar har bir tajribada 4 hodisaning ro‘y berish
ehtimoli 0,2 ga teng bo‘lsa, 400 ta tajribada 4 hodisa 80 marta ro‘y

(1.16)

berish ehtimolini toping.

Yechish: n=200, k=80, p=0.2, ¢=0.8.

1 _k—np B0-400-0,2
80) ={.

Pinl 4002, nss‘a{) g 8
jadvaldan ¢(0)=0,3989. .

’ 0,3989

P ral),

6-misol. Merganning o‘qni nishonga tekkizish ehtimoli:
p =0,75. Mergan otgan 10 ta o‘qdan & tasining nishonga tegish
chtimolini toping.

Yechish: n=10,k=8,p=0,75, ¢ = 0,25
(1.16) formulasidan foydalansak:
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i
J10-0,75.0,25

Py(8) = @(x)=0,7301-p(x),

_k-np_ 8-10.0,75
,jnpq 00,7505 o3
jadvaldan: p0,36)=0,378¢. U holda: p,(8)=90,7301-0,3739 ~0,273.
Endi bu masalani Bernulli formulasidan foydalanib yechimini
topamiz va boshqa natijaga: p,(8)=0,282 ga kelamiz. Javoblar
orasidagi katta farqni # ning qiymati kichikligt bilan tushuntiriladi.
Ma’lumki, har bir tajribada 4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli
p o‘zgarmas bo‘lsa, u holda n (kichik # larda) ta erkh fajribada 4
hodisaning kamida & marta va ko‘pi bilan %, marta ro‘y berish
ehtimoli Bernulli formulasiga asosan
.ﬂ,.(ﬁ:&ﬁﬂ(hﬁkﬂkz)=§C:P*QH'
n ning katta giymatlarda esa p,(k.k) chtimolni hisoblash uchum
quyidag teoremadan foydalanamiz.

2-teorema {(Muavr- Laplasning integral teoremasi). Agar har |
bir tajribada 4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli (0 < p <1) 0‘Zgarmas
bo‘lsa, u holda » ta erkli tajribada 4 hodisaning kamida k, marta va
ko‘pi bilan &, marta ro‘y berish ehtimoli p, (k&) uchun 7—>w da
& F

Palkob) = fe T = 00) - () (L.17)

£

munosabat & va &, (-c<x' <x”<x) ga nisbatan tekis bajariladl bu

yerda
L, =S, o0y p=e T,

Laplas fimksiyasi deb ataluvchi tb(x)f; j e zdy integralning

giymatlari uchun maxsus jadval tuzilgan. Jadvalda integralning
0<x<5 kesmaga mos bo‘lgan giymatlari berilgan, chunki »>35 lar

uchun o(x)=0,5 deb olish tavsiva efiladi. ¢(x) funksiya toq, ya’ni
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®(-x)=-®(x) bo‘lgani uchun jadvalda x<0 chunki funksiva
qiymatiari berilmagan.

7-misol. Detalni texnik nazorat bo‘limi (TNB) tekshirmagan
bo‘lish ehtimoli p = 0,2 . Tasodifan olingan 400 ta detaldan kamida 70
ta ko‘pi bilan 100 ta detalni TNB tekshirmagan bo‘lish ehtimolini

toping.
Yechish: p=0,2, g=0,8, n=400, k =70, k&, =100, u holda
70— 400- 0,2 100 - 400- 0,2
= =125, %"= =275
J400.0,2. 0,8 b J400-0,2-0,8 %

(1.16) formuiaga asosan, p,,(70,100)=d(2,5)—M(-1,25)=D(2,5}+ (1, 25).
Jadvaldan @(2,5)=0,4938; ©(1,25)=10.3944. U holda

Proo(70,100) = 0,4935+0,3944 = ¢,8882.
Faraz qilaylik, 4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli o‘zgarmas p ga
(0 < p<1) teng bolgan n ta erkli sinash o‘tkazilayotgan bo‘lsin. 'f-;

nisbiy chastotaning o‘zgarmas p ehtimoldan chetlanishini absolyut
qgiymati bo‘yicha oldindan berilgan £>0 sondan katta bo‘lmaslik,

ya’ni I%— plﬁs tengsizlik bajarilishining ro‘y berish ehtimoli:

ol[E-»

bo'lgan —ex

< s] ni baholaymiz. Yuqgoridagi tengsizlikni unga teng kuchli

<& tengsizlik bilan almashtiramiz. Uni [~

g

ko‘paytuvchiga  ko‘paytirsalc —s\/zsk_’m s.gJE. Agar
S pg Jnpg Pq

¥ = -—Jg, ¥ =5 |- belgilashlami kiritib, Muavr-Laplasning integral

k~np
n

L :m 3
teoremasidan foydalansak:
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il
:‘:; 2
:&'—-—gxla
-]

Endi boshlang*ich tengsizlikka gaytamiz: , .
p{‘Lp < £) % 2005, 140) (1.18)
n rq .

Xulosa qilib aytganda,

M
tengsizlik bajarilishining ro‘y berish ehtimoli tagriban Laplas
funksiyasining x=¢ & nuqtadagi ikkilangan qiymatiga teng ekan.

Muavr-Laplasning Iokal teoremasi p ehtimol p = % ning atrofi-

da bo‘lganda p (k) a1 hisoblash uchun yaxshi natija beradi, lekin p
bir yoki nolga yaqin giymatlarni gabui giisa, bu formuia ma’lum bir
xatoliklarga olib keladi. Shuning uchun p bir yoki nolga yaqin
giyvmatlarni gabul gilganda p (k) ni hisoblash uchun boshga asimpto-
tik formula topish zarurati tugiladi.

Biz pning nolga yagin giymatlarini ko‘rish bilan chegaralana-
miz (ap<10), chunki p birga yagin giymatlami gabul gilsa p ni ¢
bilan almashtirish mumkin, ya’ni p ning o‘rniga q ni ishlatish mum-
kin, chunki p—+1=>4—0. '

p.(t) ehtimolning p, (k) =C*p* (- p)"™*, (1-p=4q) lfDdﬁSllll furmal
ravishda ikkita »,g o‘zgaruvchilarning funksiyasi deb garash mum-
kin. Faraz qilamiz, & fiksirlangan, nva p esa o*zgaradi, ya’ni nva p
lar mos ravishda cheksizlikka va nolga shunday intiladiki, natijada
A = np miqdor chegaralangan bo‘lib qolaveradi: 2 =np = const.

Bemulli formulasiga asosan, -

()= min—¥n 22! {n—(k- 1)}#.(1 ),H
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Bu yerda mp=Ai=> p=i:- almashtirish bajaramiz. U holda

206 = n(mi}(m—2)...(::—(.!:—1})[5]“(1_&]""‘
k! n n

r juda katta sonligini ¢’tiborga olib p (k) o‘rniga lim p, (k) ni topamiz.
Shu sababli, p (k) ehtimolning taqribiy giymati topiladi, chunki »
juda katta son bo‘lgani bilan chekli, bizda esa n—<0. Shuni ta’kidlash
kﬁl‘ﬁkki, n>x=p->0, chunk; rq):cbmh
Shunday qilib,
k
. p,,(k}-'-"l m{n~Dn- 2} An-(k- 1}){2) ( )

n

SRl T

k H —<x &
- -’I—Iim(l - .’1] ﬁm(f - .’1) = %e‘i.

n M=p0 n

Bundan ¢sa quyidagi teoremaning o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi. =

3-teorema (Puassonping limit teoremasi). Agar n ta erkli
sinovlar ketma-ketligida 4 hodisaning & marta ro‘y berishida, &
fiksirlangan, n va p esa o‘zgaruvchan bo‘lib, » va p lar mos ravishda
cheksizlikka va nolga shunday intilsaki, 1= rp migdor chegaralangan
bo'lib golaversa: 2 =np=const, ya’ni furli sondagt tajribalar ketma-
ketligida (rrturlicha bo‘lganda ham} ham 4 hodisa ro‘y berishining
o‘rtacha soni #p o' Zgarmay qolaversa, p (k) ehtimollik uchun

i

p"(k)ﬁ-%-e (1.19)
munosabat o°rinli bo*ladi.

8-misol. Qo‘shma korxona iste’molchiga 5000 sifatli mahsulot
jo‘naidi. Mahsulotning yo‘lda shikastlanish ehtimoli 0,001 ga teng
bo‘lsa, yo‘ida ikki yoki undan ortiq mahsulotning shikastlanish
ehtimolini toping.

Yechish: Shikastlangan mahsulotlar sonini & desak, izlana-
yotgan ehtimol pg. (k2 2) bo‘lib, u quyidagiga teng bo‘ladi:
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PaoolE 2 2)= Py (2)+ Lo (3} + -1 + Piony (SOOCH [ D550 (0} + Pigo (D] -

Bizning holda sinashlar soni katta va hedisa ro‘y berish ehtimoli 0 ga
yvagin bo'lganligi uchun Puasson t{eoremasidan foydalanamiz.

A=np=5000.0,001=5 ekanligini ¢’tiborga olsak:
Q -% 1 -5
5-e

. 2 =
Pane® == P ="

U holda: pey(m=2)=1-¢" 5S¢ =1-6¢” =0,9596.

5S¢,

1.4, Tasodifiy migdorlar va ularning tagsimot funksiyalari

Tasodifiy miqdor tushunchasi ehtimollar nazariyasi fanining
asosiy tushunchalaridan biri hisoblanadi. Tasedifty miqdorning gqabul
gilishi mumkin bo‘lgan qiymatlari bilan biz oldindan tanishmiz.
Masalan, tajriba o‘yin soqqasi tashianishidan iborat bo‘lsin. Bunda,
Q={w}(=16) to‘plamda 6 ta elementar hodisa bo‘ladi. Ochkolar
soni tasodifiy miqdor bo‘lsa, 1, 2, 3, 4, 5, 6 sonlari esa uning qabul
qilishi mumkin bo‘igan giymatlari bo‘ladi.

1-ta’rif. Tasodifiy miqdor deb, tajriba natijasida mumkin
bo‘lgan, oldindan noma’lum va tasodifiy sabablarga bog‘liq bo‘igan
qiymatlardan bittasi va fagat bittasini tayin ehtimol bilan gabul
qiladigan kattalikka aytiladi.

Tasodifiy migdorlar odatda lotin alfavitining bosh harflan
X, ¥, z,..bilan, ularning gabul gilishi mumkin bo‘lgan giymatlari esa
mos ravishda alfavitning kichik harflari x,y,z bilan belgilanadi.
Masalan, X -tasodifly migdorming gabul qilishi mumkin bo‘lgan
qiymatlari quyidagicha yoziladi: X:x.x,,....x,,...

Tasodifiy miqdorlar ikki turga ajratib o‘rganiladi:

a) diskret tasodifiy migdoriar; b) uzluksiz tasodifiy migdorlar.

Bu ikki tushuncha haqida ma’lumot berishdan oldin to*plam va
. uning elementlari haqida ba’zi bir ma’lumotlarni berib o‘tamiz.
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2-ta’rif. Agar to‘plam elementlarining sonini biror bir son bilan |
ifodalash mumkin bo‘lsa, u holda bu to‘plam chekli to‘plam deb
ataladi.

3-ta’rif. Agar to‘plam elementlarining soni cheksiz bo‘lib uning
elementlarini natural sonlar to‘plami bilan o‘zaro bir giymatl
akslantirish mumkin bo‘lsa, u holda bu to‘plam sanoqli to‘plam deb |
ataladi.

4-ta’rif. Agar to‘plam elementlarining sonini cheksiz bo‘lib
uning elementlari va [¢;1] kesmadagi hagiqiy sonlar orasida o°zaro bir
qivmatli moslik mavijud bo‘isa, u holda bu to‘plam kontinium guvvaili
to ‘plam deb ataladi.

Diskret tasodifiy miqdorlaming mumkin bo‘lgan giymatlari
ayrim va ajralgan bo‘lib, uning mumkin bo‘lgan giymatlarining soni
chekli yoki sanogli bo‘ladi.

1-misol. X tasodifiy miqdor 100 ta buyumdan iborat guruhdagi
yarogsiz buyumiar soni. Bu migdoming mumkin bo‘lgan qiymatiari:
X = 0,2 = Ly X, =100 )

Diskret tasodifiy miqdorni tavsiflash uchun, eng avvalo, uning
barcha mumkin bo‘lgan giymatlarini ko‘rsatish lozim. Ammo, X
tasodifiy miqdorning fagat mumkin bo*lgan giymatlarini bilish uning
xususiyatlarini ta’riflashga yetarli emas, chunki tasodifiy miqdor
o‘zining har bir giymatini har xil ehtimollik bilan gabul gilishi
mumkin. Shu sababli, diskret tasodifiy migdomi to‘liq aniglash
uchun x,,x,,... giymatlardan tashqari {x =x},{X =x,},.. hodisalaming
ehtimollarini ham, ya’ni p=p(X=x) p,=pX=2x),.. lamni ham
ko‘rsatish lozim.

Disket tasodifiy miqdorning mumkin bo‘lgan giymatiari va
uiaming chtimollari orasidagi moslikni tasodifiy migdoming
tagsimot gonuni deb ataladi.

Diskret tasodifiy migdor taqsimot qonunini ifodalash usullari va
shakltari turticha bo‘lishi mumkin.

. X diskret tasodifiy miqdor tagsimoet gqonuni berilishining eng
sodda shakli jadval bo‘lib, bunda barcha mumkin bo‘lgan qiymatlar
va ularga mos chtimoiliklar ko’rsatilgan bo‘ladi:
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Xixx, ..x,

PPy Py oD
X, XX, Qiymatlar odatda ortib borish yokl kamaylb borish tartibida
yoziladi.
Bundan tashqari (x= x,} hndisalarmng ixtiyoriy ikkitasi
birgalikdamasligi va {x ={x}} hodisalar to‘plami to‘la gruppa tashkil

etganligi sababli
Attt pote=D p=1
i

“tenglik har doim o'rinli bo‘ladi. Ba’zan diskret tasodifiy migdoming
tagsimot gonuni grafik usulda-taqsimot ko‘pburchagi yordamida ham
beriladi.

Tagsimot ko‘pburchagini hostl gilish uchun, abssissalar o‘qida
tasodifiy migdotning murnkin bo*lgan qiymatlari, ordinatalar o‘qgida
esa ularga mos ehtimollar qo‘yiladi, keyin esa (x,p) (x,p,)..
nuqtalarni kesmalar bilan tutashtiriladi. Tagsimot qonuni formula
(analitik) usulida ham beriladi,

2-misel. Tanga 5 marta tashlandi. “Gerb” tomonning tushish
soni X tasodifiy miqdor bo'lsin. X tasodifiy migdoring mumkin
bo‘lgan giymatlari 0, 1, 2, 3, 4, 5 sonlardan iborat bo‘ladi. Tasodifiy
migdorning bu qgiymatlarni qabul gqilish ehtimollari Bemulli
formulasi yordamida hisoblanadi.

(1Y (1Y 10 |
Masalan, p(X=3)=C;.| = -| - | =— va hokazo. U holda

2/ \2) 32
A:0 1 2 3 45
I 5 1610 5 1

(RN T ———

P 32 32 32 32 32 32

ko‘rinishdagi jadvalni hosil qilamiz.

Diskret tasodifiy migdoriarning berilish usullarini uzfuksiz taso-
difiy migdorlar uchun go‘llab bo‘lmaydi. Chunki uziuksiz tasodifiy
miqdoriaming gabul qilishi mumkin bo‘lgan qiymatlar ro*yxatini
tuzish mumkin emas. Shu sababli, uzluksiz tasodifiy migdorlarni
ta’riflash uchun tagsimot funksiyasi tushunchasi kiritiladi.
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5-ta’rif. x tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi deb, uning
x (x-ixtivoriy haqiqiy son) dan kichik qiymatlarni qabul qilish
ehtimolini aniglovchi -
F(x)=p(X <x) {1.20)

funksiyaga aytiladi.

Ba’zan r(x)- funksiyani infegral tagsimot funksiyasi deb ham
ataladi. _

Endi tagsimot funksiyasidan foydalanib wziuksiz va diskret
tasodifty migdorlaming gat’iy ta’rifini beramiz.

6-ta’rif. Agar tasodifty migdoming F(x)-tagsimot funksiyasi i
uzluksiz bo‘lsa, bu tasedifiy migdor uzluksiz tasodifiy migdor

deyiladi. _

Diskret tasodifly miqdoming #(x)— tagsimot funksiyasi chekli
yoki sanogli sondagi I tur uzulishlarga ega bo‘ldi.

Tasodifiy migdorlarning tagsimot funksiyalari guyidagi
xossalarga ega.

t-xossa. Tagsimot funksiyaning giymatlari [0;1] kesmaga
tegishli:

. 0= F{x)=1

Isbot: Bu xossaning isboti tagsimot funksiyani ehtimol sifatida
ta’riflanishdan, ya’'ni F(x)= p(X <x) ekanligidan kelib chiqadi.

2-xossa. Tagsimot funksiyasi kamaymaydigan funksiyadir,
ya'ni x, <x, = F(x )< F(x,).

Isbot: Faraz gilamiz x, <x, bo‘lsin, u holda (X <x,) oraligni
quyidagicha yozib olish mumkin (X <x)=(X <x)+(x X <x,).
(X <x).{x, <X <x) tasodifiy hodisalar birgalikda emasligidan
quyidagi tenglikni yozish mumkin

X <x)=p(X <x)+p(x, 5 X -czxz)
Endi taqsimot funksiyaning ta’rifidan foydalansak
Fix)—F(x)=plx, s X <x;) (1'21)
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tenglikni hosil gilamiz. Ehtimolning nomanfiyligidan kerakli natijani
olamiz .
2-xossadan quyidagi natijalarni keltirib chigarish mumkin.

1-natija. X tasodifiy miqdorning {a;#) intervalda yotuvchi
giymatlarni gabul gilish ehtimoli quyidagicha aniglanadi.
plasX <by=F(h)—F(a) (1.22)

Buning isboti {1.2) formulada x =a, x, =b almashtirishdan kelib
chigadi.

2-natija. X uziuksiz tasodifty migdorning belgilangan bitta
aniq giymatni gabyl gilishi ehtimoli nolga teng, ya’ni p{X =x,}=0.

Buning isboti (1.22) formulada x =x, x, =x,+ Ax almashtirish
so‘ngra Ax—0 limitni hisoblashdan kelib chigadi. Shu sababli,
uzluksiz tasodifiy migdorning bitta qiymatni qabul gilish ehtimolini
hisoblashning ahamiyati yo‘q va shunga ko‘ra quyidagi munosabatlar
o‘rintidir:

plas X sb)=pla<X sb)y=plas X <b)=F(b)- F(a)

3-xossa. Agar tasodifty migdorning mumkin bolgan giymatlari
{a:b) intervalga tegishli bo‘lsa, u holda
lim F(x)=0, lim F(x)=1 (1.23)

L—d—

munosabatlar o*rinli bo‘ladi.

3-natija. Agar tasodifiy miqdorning mumkin bo* Igan qiymatlari
butun Ox o‘qda joylashgan bo‘lsa, u holda quyidagi munosabatlar
o‘rinli:

lim F(x)=0, lim F(x}=1 (1.24)

3-misol. X tasodifiy miqdor
D! Xs ""'I:

1 1
Fi(x)={—-x+—, -1<x53,
(x) 4: 2 X

1, x>3,
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tagsimot funksiya bilan berilgan bo‘lsin. Sinash natijasida X
tasodifty miqdor (0;2) intervalga tegishli giymatlarni qabul gilish
ehtimolimi toping.

cche Ty W TSN 6 30 N 4 I |
Yechish: p{0< X <2)=F()- F(0) 42+4 (4 D+4] 5
4-misol. X diskret tasodifiy migdor quyidagi
A:I 4 &8

pm3 01 0,6
tagsimot gqonuni bilan berilgan bo*lsin. Uning taqsimot funksiyasini
toping.
0, agar xs1,
0,3, agar 1<xx4,
0,4, ggar 4<xx<8,
L, agar x>8§.
Yuqorida uzluksiz tasodifiy miqdorlarni tagsimot funksiyalari
vordamida aniqlagan edik. Agar tasodifiy migdoming taqsimot
funksiyasi differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda tasodifiy migdorning
zichlik (differcnsial) funksivasi twshunchasini kiritishimiz kerak
bo‘ladi.

Yechish: F(x)=

7-ta’rif. Tasodifiy migdoming zichlik (differensial) funksivasi
deb, tagsimot funksiyasidan olingan birinchi tartibli hosilaga aytiladi

'va quyidagicha aniqlanadi:

F(x)= f{x) {1.25)

Uzinksiz tasodifty migdorlar uchun zichlik funksiyasi muhim
ahamiyatga ega bo‘lib, bu funksiya yordamida uzluksiz tasodifiy
iniqdorlarning barcha xarakteristikalarini aniqlash mumkin. Bu verda
ularning ba’zilarini keltirib o*tamiz,

i

1-teorema. x uzluksiz tasodifiy migoming (x5} intervaiga

tegishli giymatlami qabul qilishi ehtimoli zichlik funksiyasidan a dan

b gacha olingan aniq integral bilan aniqlanadi: |
]

pla<X <b)=| f(x)ax (1.26)
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Isbot: Ma’lumki, 1-natijaga asosan
plas X <b)=F{b)~ Fla).
Agar bu yerda Nyuton-Leybnits formulasi va zichlik funksiyasining
ta'rifi (1.25) ifodadan foydalansak, quyidagini hosil gilamiz

] ]
pla< X <b)=F(by- Fla)= | F(x)dx = | f(x)dds.

Bundan tashgari, x¥ tasodifiy miqdorning f(x) zichlik funksiyasini
ma’lum bo‘isa, uning F(x) tagsimot funksiyasini topish uchun quyi-
dagi anigmas integraldan foydalaniladi:

Fix)= | fOd (1.27)

Tasedifiy miqdorning zichlik funksiyasi quyidagi xossalarga
cga.

1-x0s88a. f(x) — funksiya nomanfiy funksiyadir, ya'ni f(x)20.

Isbot: Bu xossa 7(x) differensial funksiya kamaymaydigan r(x)
taqsimot funksiyaning hosilasi ekantigidan kelib chigadi.

2-xossa. Agar tasodifiy migdor sonlar o‘qida aniglangan bo‘isa,
quyidagi tenglik o*tinli bo‘ladi

T roow=1 (1.28)

Ishot: Nyuton-Leybnits formulasi va zichlik funksivasining
ta’rifiga asosan,;

Tf(‘}“&=§\.'ﬂ*""‘i-"‘?—£ﬁf'(x)=t~o=1.

1-eslatama. Agar X tasodifiy miqdorning qabul gilishi mumkin
bo‘igan qiymatlari (a;5) oraligdan iborat bo‘lsa, u holda yuqgoridagi
formula -

[ fxydx =1 | (1.29)

ko‘rinishini oladi.




Bu formula geometrik nuqtayi nazardan Ox o‘q, f(x) funksiya,
x=a va x=4 to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli
trapetsiyaning yuzi 1 ga tengligini bildiradi.

2-estatama. Zichlik funksiyasi fagat uzluksiz tasodlﬁy
miqdorlar uchun mavjud.

S.misol. X uzluksiz tasodifiy miqdoming zichlik funksiyasi
berilgan:

0, agar x<0,

f(x)=1 cCOSX, ngar a -::x:;-{;-,

i
0, agar x:-—;.
F(x) tagsimot funksiyani toping. |
Yechish: F(x)= i f()dr=0 formuladan foydalanamiz. Agar

x<0 bo'lsa, F(x)=0.Demak, F(x)= jf(r)dt=ﬂ. Agar o-cxs% bo‘isa,

T

u holda F(x)= j f(r)dr+icosfd!=5inx. Agar x> bo‘lsa, u holda
— ]

F(x)= _i' FOdt +j'cos:dt+j' F(di=1. Demak, izlanayotgan taqsimot
- - 0 1

‘2
funksiyasi quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:
0, agar x=0,
F{x)=qsinx, agar 0<x £-;-r'-,

L agar x}-g-

6-misol. X uzluksiz tasodifiy miqdor quyidagi zichlik
funksiyaga ega:




0, agar x<0,

Jx)=1 -__-i-sinx, agar chﬂg-,

0, ogar x:»é;r—

x tasodifiy migdoming (ig;i;.] intervalga tegishli qiymatni gabul
qilish ehtimolini toping,
[
Yechish: pla<X <b)=[f(x}tx formuladan foydalanamiz. U

-

hoida p[-’g—«:x <ij—)= f(x),h=_9_,

| W i, |

1.5, Tasodifiy migdorlarning sonli xarakteristikalari

Ma’lumki, x tasodifty miqdoming tagsimot gqonuni X
miqdomi to‘liq tavsiflab beradi. Ammo ko‘pincha tagsimot qonuni
noma’lum bo‘lib, uni aniglash katta givinchiliklar tug‘diradi va biz
kam ma’lumot bilan chegaralanishimizga to‘g’ri ketadi. Ba’zida esa
tasodifiy migdorni xarakterlovchi sonlarni qo‘llash foydalidir. Bu
sonlar tasodifiy migdorning sonli xarakteristikalari deb ataladi va
ularning vazifasi tasodifiy migdoming eng muhim xususiyatlarini
qisqa shaklda ifodalashdir.

Tasodifiy migdoming muhim sonli xarakieristikalaridan biri
matematik kutilma deb ataladi. Juda ko‘p masalalarming yechimini
matematik kutilmani bilish orgali hal etish mumkin. Masalan,
vilovatlarni taqgoslovchi ko‘esatkichlardan birt ularda yetishtirilgan
hosilning o‘rtachasi, ya’ni matematik kutilmasidir,

I-ta’rif. x diskret tasodifiy miqdor gabul qilishi mumkin
bo‘lgan givmatlarining mos ehtimollariga ko‘paytmalari yig‘indisiga
uning matematik kutilmasi deb avtiladi.

X diskret tasodifiy miqdorning tagsimot qonuni:
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Xix % x,
Pin by by
bcnlgan bo‘Isin. U holda uning Af{X) — matcmatik kunimnm

MX)=xp +x,p,+..45,p,= E-m | (1.30)

~ tenglik bilan aniglanadi.
X tasodifiy migdorning mumkin bo‘lgan qiymatlari soni
cheskiz bo'lib, u

Aix x, .. %,
PP Dz e By
tagsimotga ega bo‘lsa, u holda uning matematik kutilmasi
M(X)=%p +%,0 +.t X, P 4= D %P, (1.31)

=1
formula bilan aniglanadi. Bunda oxirgi qator absolyut yaginlashadi
deb faraz qilinadi. Aks holda, bu tasodifiy migdor matematik
kutilmaga ega bo*Imaydi.

1-misoL Tagsimot gonuni
X:12345 6
i 111

ko‘rinishda bo‘lgan tasodifiy miqdorning matematik kutilmasini
toping.
Yechish: (1.31) formuladan foydalanamiz;
1 1 1 1 i 1
M(X)—]‘E+2E+3E+4g+5 E+6-ﬁ'=3,5
2-misol. Puasson qonuni bo‘yicha tagsimlangan x diskret
tasodifiy migdorning matematik kutilmasini toping.
Yechish: Puasson gonuni quyldagt jadval bilan aniqlanadi:
- X0 1 3 we K
113-‘1 ASe A Ale—.-l
20 31 7

p: et Ae?
u holda
@ A& _ _ @ .»1*-1
Mix}=Y k—e?= et
@)=k “ -

Shunday qilib, Puasson tagsimotini xarakterlovchi parametr
A- X tasodifiy miqgdoming matematik kutilmasini bildirar ckan.

= le%e¢* = 1.
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3-misol. Agar 4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli p bo‘lsa, bitta
tajribada 4 hodisa ro‘y berish sonlarining matematik kutilmasini
toping.

Yechish: Biita tajribada 4 hodisaning ro‘y berishi sonlarini ¥
tasodifiy migdor desak, u fagat ikkita giymat gabul gilishi mumkin:
x =1 {4 hodisa ro‘y berdi), bunda p(X =x)=p;x,=0 { 4 hodisa ro‘y
bermadi), bunda (X =x,)=¢. U holda: M(x)=p.

x tasodifiy migdor ustida » marta sinov o‘tkazilib, uning
natijalari quyidagicha bolsin:

Xix x, ..x
n:oHon .., _

Yugqoridagi satr x miqdoming kuzatilgan giymatlarini, pastki
satr esa bu gilymatlaming chastotalarind bildiradi, ya'ni x (i=Lk)
+ qivmatni x miqdor », marta gabul gilgan.

X orgali kuzatilgan barcha qiymatlarning o‘rta arifimetigini
belgilaylik, u holda
R U Rt L Y
"

yoki
E=.1c,ﬁ-+3r2 ﬁ-+...-~!-J|:"r&=.:‘:LFF;+J.'2FI?2 Font 5, P,
M n n

Bu yerda W,,#,,..W, - mos ravishda x,,x,,...x, qiymatlarning nisbiy
chastotalari.

Demak, X=M(X), ya'ni x tasodifiy miqdorning matematik
kutilmasi uning kuzatadigan giymatlari o‘rta arifmetigiga tagriban
teng. - *

Matematik kutilma quyidagi xossalarga ega.
1-xo0ssa. O‘zgarmas migdorning matematik kutilmasi o‘zgar-
masning o‘ziga teng:
M{C)=C.

Isbot. C o‘zgarmas migdorni yagona ¢ giymatni 1 ga teng
ehtimol bilan qabul giladigan tasodifiy miqdor deb qarash mumkin.
Shuning uchun, M(C)=C-1=C.
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1-eslatma. x diskret tasodifiy miqdoming o‘zgﬁmms 5_5

kattalikka ko‘paytmasini quyidagicha aniglaymiz:
Xx,%,..%, = CXCx,0x,,...0x,.

2-x08sa. O*zgarmas ko‘paytuvchini matematik kutilma belgisi
ostidan chiqarish mumkin:
M{CX}=CM(X).
Isbot: X diskret tasodifiy migdorning tagsimot qonuni
Xix x.x,
PR P P,
ko‘rinishda bo‘lsin. U holda [-eslatmaga asosan,
X:Cx Cx, .. Cx,
PP P Py Pa
Bundan cx tasodiflty migdoming matematik kutilmasini hisoblaymiz
M{CX)=Crp, +Crpy +..+Cx, p, =CM{X).
3-xossa. Chekli sondagi tasodifiy migdorler yig'indisining
matematik kutilmasi ularning matematik kutilmalari yig‘indisiga
eng:
) MUX,+ X, 4ot X )= M)+ M)+t M(X,)
4-xossa. Chekli sondagi bog'ligmas tasodifiy miqdoriar
ko*paytmasining matematik kutiltmast ular matematik kutilmalarning
ko' paytmasiga teng:
M{X X, XY= M(XOM(X,). M(X ).
3-xossadan va 3-misoldan foydalanib quyidagi teoremani isbotlash
mumkin,

I-teorema. n ta bog‘ligmas tajribalarda 4 hodisa ro'y
berishining matematik kutilmasi: M(X)=np.

-Matematik kutilmalarining tengligi tasodifiy miqdorlarnitig
qabul giladigan giymatlari bir xil deb xulosa chigarishga imkon

bermaydi. Masalan,
A:~05 0 05 Y:-5} 0 50

p: 03 0,403 p: 0,304 03
tasodifiy miqdoriarda M(X)= M (r), ammo ularning mumkin bo‘lgan
qivmatlari turlichadir. Shu sababli tasodifiy migdorning tarqogligini
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anigtovehi ikkinchi sonli xarakteristika — dispermya mshunchasml
kiritamiz.

Dispersiya tushunchasini kiritishdan oldin tasodifiy migdoming
matematik kutilmasidan chetlanishi tushunchasini kirtib olamiz.

2-ta’rif. Tasodifiy miqdor va uning matematik kutilmasi
orasidagi fargni uning chetiamshl deb ataymiz va X-MX)
ko‘rinishda belgilaymiz.

Tasodifiy migdor chetlanishining muhim xossasini ko‘rsatuvchi
quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

2-teorema. Tasodifiy miqdor chetlanishining matematik ktil-
masi nolga teng:
M{X - M(X))=0.

Amaliyotda tasodifiy miqdoming mumkin bo‘lgan qiymatlarini
uning o‘rtachasi atrofidagi joylashish targogligini baholash zarurati
tez-tez uchrab turadi. Masalan, merganlik darajasini baholashda. Shu
sababli, dispersiya tushunchasi kiritiladi, chunki tasodifiy miqdor
chetlanishi qiymatlar targogligini baholay olmasligi 2-teoremadan
ko‘rinib turibdi.

3-ta’rif. X tasodifiy miqdoming D(x)- dispersiyasi deb, uning
chetlanishi kvadratining matematik kutilmasiga aytiladi:
D(X)=M(X - M(X)}} (1.32)

Diskret tasodifiy migdor uchun bu fermula ushbu ko‘rinishni oladi:
DIX)Y=3 (%~ M(X)p, (1.33)
= ]

d-ta’rif. x tasodifiy migdorning o(x)- o‘rtacha kvadratik
chetlanishi deb, dispersiyadan olingan arifmetik kvadrat ildizga

aytiladi:
o(X)=JD(X) (1.34)
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Dispersiyaning o‘lchamligi tasodifiy migqdor o‘lchamining
kvadratiga tengdir. O‘rtacha kvadratik chetlanishniki esa tasodifiy
miqdor o‘lchami bilan bir xil bo‘ladi.

Agar x biror bir gimmatbaho qog*ozning daromadliligi bo‘lsa,
M(X) uning o‘rtacha daromadliligini, D(X) esa riskini ifodalaydi.

4-misol. Agar 4 hodisaning ro‘y berish ebtimeli p ga teng
bo‘lsa, u holda 4 hodisaning bitta sinovda ro‘y berish sonining
matematik kutilmasi, dispersiyasi va o‘rtacha kvadratik chetlanishini
toping.

Yechish: Bu tasodifiy migdoming tagsimot gonuni quyidagicha
bo‘ladi:

X:0 1
Pqg p
UJ holda,
M(X)=0-g+1-p=p,
DXy=(O-py q+(-pY -p=qp’ +pg = pg(p+9)=py
o(X)=pq

Dispersiyani hisoblash uchun quyidagi formuladan fo}*dnlamsh

tavsiya ettladi:
| DX} =M(X*y— (M(X)Y
Tasodifiy migdor dispersivasi quyidagi xossalarga ega.
1-xossa. O‘zgarmas miqdorning dispersiyasi nolga teng:
D(C)=0.

" Ishot: ¢ o‘zgarmas migdorni € giymatini 1 ehtimol bilan gabul

qiladi deb garash mumkin. U holda
M{Cy=C va D({C)=(C~C)-1=0.

2-xossa. O‘zgarmas ko paytuvchi dispersiya belgisidan kvadrati
bilan chiqariladi:

DXCX)=C2DiX).

3-xossa. Chekii sondagi o‘zaro bog'ligmas tasodifiy migdoriar
yig‘indisining dispersiyasi ular dispersiyalarining yig‘indisiga teng:

DX, + X, +..+ X, )=D{X,)+ D(X,) +..+ D(X,)

Natija. Bog‘ligmas ikkita tasodifiy miqdorlar ayirmasining
dispersiyasi ular dispersiyalarining yig*indisiga teng:
D(Xl —X2)=.D(X|)+D(X3}
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Ushbu natija ikkitadan ortig tasodifiy migdorlar uchun o‘rinli
¢kanligini ishotlash qryin emas. :
5-migol. Quyidagi tagsimot gommi bilan berilgan X diskret
tasodifiy migdoming matematik kutilmasi, dispersiyasi va o‘rtacha
kvadrat chetlanishini hisoblang.
X:=-2 1 3 6

p: 0,4 0,2 01 0,3
Yechish:
M{X)=-2-0,4+1-0,2+3-0,1+6-0,3=1,5,
DX)y=MX -M(X)Y =(-2-15Y-0,4+(1-15°-0,2+
(3157 -0,1+(6~1,57-0,3=11,25
a(X)=/D(X}y=J11,25 ~3,36

Biz  dispersiyani  ta’rif  bo‘yicha  hisobladik.  Endi
D(X)=M(X*)- M*(X) formula bo‘yicha hisoblaylik. Buning uchun
dastlab X’ tasodifiy migdorning taqsimot gonunini tuzib olamiz.

X':4 1 9 36

p.64 02 0103

DIX)y=M(X?) - M (X)=13,5-2,25=1125.

Diskret tasodifiy migdorfar kabi uzluksiz tasodifiy migdoriarda
ham matematik kutilina va dispersiya tushunchalari katta ahamiyatga
ega. Uzluksiz tasodifiy miqdorlar uchun bu tushunchalar quyidagicha
kiritiladi.

5-ta’rif. Mumkin bo‘lgan giymatlari (o,5) intervalga tegishli
bo‘lgan ¥ uzluksiz tasodifiy migdorning matematik kutilmasi deb,

MO0 =[sftape (135
tenglik bilan aniglanuvchi kattalikka aytiladi.

Agar x uzluksiz tasodifiy migdorning qabul gilishi mumkin
bo‘lgan giymatlar Ox o‘qqa tegishli bo'lsa, u heida matematik
kutilma formulasi (1.35) quyidagi ko‘rinishni oladi

M(X)= | of (3 (1.36)
Bu holatda bu xosmas integral absolyut yaginlashuvchi, ya’ni

] |




[ el

integralning giymati mavjud deb faraz qilinadi.

.. Agar tasodifiy miqdoming qabul qgilishi mumkin bo‘lgan
qiymatlari (#;b) intervalga tegishli bo‘lsa, u holda uning dispersiyasi
uchun

. »
D(X)=fa-MEY f()de (1.37)

formula o*rinli bo‘ladi.
Agar tasodifiy miqdoming gabul qilishi mumkin bo‘lgan
giymatlari Ox 0°‘qqa tegishli bo*Isa, u holda uning dispersiyasi uchun

D(Xy= [ (r— M) () (1.38)

formula o‘rinli bo‘ladi.

Uzluksiz tasodifiy miqdorning dispersiyasini hisoblash uchun
{1.37) va {1.38) formuladan foydalanish noqulay hisoblanadi, shu
sababli dispersiyani - hisoblash uchun (1.37) formulaning qulay
ko*rinishini keltirib chigaramiz,

b ] »
D(X) =[x MOOY f(x)ebe= £ f (x)abe = 2] xM(X) 2ok +

& - ] [
+f M (X)f ()b = MUX®) ~ 2M(X ) 3 (x)ebe + LX) ) =

— WP - M)
formulaga ham bu ko‘rinishdagi formulani Keltirib chigarish
mumkin. Shunday qilib, ko*‘p hollarda dispersiyant hiscblash uchun
D(Xy=M(X*)-M*(X) (1.39)
formuladan foydalamladl,

Uzluksiz tasodifiy miqdorlarning matematik kutilmasi va
dispersiyasi uchun ham diskret tasodifiy miqdorlarning matematik
kutilmasi va dispersiyalarining xossalari o‘rinli bo‘ladi.

6-misol. Ushbu

0, agar x<9,
Flx)y=<x, agar 0<x=l,
, agar x>1
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tagsimot funksiyasi bilan berilgan X tasodifiy mlqdommg matematik
kutilmasi va dispersiyasini toping.
Yechish: Ma'lumki

0, agar x<0,
f@=F{)={, agar 0£x<l,
0, ogar =x21

(1.35) formuladan foydalanib X tasodifiy mlqdormng mateﬁmnk
kutitmasini topamiz:

M(X)= jx Idr—?zL—; -

(1 .39) formuladan fuydalamb X tasodifiy mlqdommg dlsperslyasml

topamiz:
Ol 1
D(X) II ek - (2] ?[—E—E.

Endi tasodifiy miqdorlar orasidagi bog‘lanish darajasihi aniqlashga
yordam beruvchi ba’zi bir tushunchalarni kiritamiz. -

6-ta’rif. ¥ va v tasodifiy miqdoriaming korrelatsiya momenti
{voki kovariatsiyasi) deb, quyidagi songa aytiladi:
K, =M[(X - M(X)YY - M(TY)].

x vay tasodifiy migdorlar diskret bo‘lsa, v holda bu formula
quyidagi ko‘rinishini oladi:

K, ¥ (5 = MYy, -~ ME ),
¥ .

bunda p, =P(X=x;Y=y,).
Korrelatsiya momenti ifodasini matematik kutilma xossalari

asosida quyidagicha almashtirilish mumkin:
MI(X - MCXONY - M(T)]=MIXY - XM(¥)- YM(X)+M{X}M(n]-
= M(XY)~ MUOMY)~ MY)YM(X)+ M{AOMY) = M(XY) - M{X)M(Y)

3-teorema. Agar ikkita tasodifiy migdor ofzaro bog‘lig bo‘lma-
sa, u holda ulaming korrelatsiya momenti noiga teng bo‘ladi.
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7-ta’rif. ¥ va v tasodifiy miqdorlarning korrelatsiya koeffit-
siyenti deb, '
K

L

F o=
¥
.0,

tenglik bilan aniqlanadigan kattalikka aytiladi.

Korrelatsiya momenti uchun quyidagi
| Ko} /.,
tengsizlik o‘rinki bo‘lishini ko‘rsatish mumkin, chunki | |<1.

Agar x va y tasodifiy migdorlar bog‘ligmas bo‘lsa, u holda
ularning korrelatsiva koeffitsiyenti nolga tengligini ko‘rsatish giyin
€Imnas.
Quyidagi teorecma tasodifiy migdorlar orasida bog‘lanishni

tavsiflashda korrelatsiya koeffitsiyentining ahamiyatini yana ham
batafsil oydinlashtirib beradi.

4-teorema. ¥ tasodifiy migdor X tascdifty miqdorning chiziqli"
Afunksiyasi, ya’ni ¥=aX +# bo‘lsin, u holda agar 4>0 bo'lsa, r =1,

agar a<90 bo'lsa, r =-1 bo‘ladi. I

|
Isbot: :
K, = M[(X - M{XOXY - M(¥D)]= M[(X - M(X){aX + b- M(Y)}=
M(X - M(X)XaX +b—aM(X) - b)) = aM[(X — M(X))] =aD(X)=as?
o} =D(Y)=d’"D(X)=d"g}, o,=ldo,,
K ao? [, a>0,
{—i, a<0.

1.6. Amalda ko*p nchraydigan tagsimot qonunlari. Katta sonlar
gonuni, Markaziy limit teoremasi

Tasodifiy miqdorlarning amalda ko‘p uchraydigan tagsimot
gonunlari bilan tanishib chigamiz,

1. Diskret tasodifiy miqdorlar uchun tagsimot qonunlari.

a) Binomial taqsimot qonuni. 4 hodisa ustida » ta erkli tajriba
o‘tkazilyotgan bo‘isin. Ularning har birida 4 hodisa bir xil o*zgarmas
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g ehtimollik bilan yuz bersin. n ta tajribada 4 hodisaning yuz
berishlar sonidan iborat X tasodifiy migdorni qaraymiz. Bu tasodifiy

miqgdorga mos jadval
X:0 ] 2 n-1 "
p:pn(u) Pn{l) Pn(z) wans pn(ﬂhl) Pn("} rd

ko'rinishda bo'lib, bunda p, (k) =C! p*¢™*, (k=0,1,2,..,7).

Bu iadvaldagi p (k) (k=0,n) ehtimollik binomial formuladan
foydalanib hisoblanganligi sababli yuqoridagi jadval bilan
xarakterlanadigan taqsimot qonuni binomial tagsimot qonuni deb
ataladi. Bu verda shuni ta’kidlash kerakki o*(X)=npg, M(X)=np.

1-misol. Do‘konga kirgan har bir xaridorning xarid qgilish ehti-
moli 0,25 ga teng bo‘lsa, dokondagi 4 ta xaridoring xarid gilgan-
farni X tasodifiy migdor deb qarab uning taqsimot gonunini tuzing.

Yechish: X tasodifiv migdorning gabui gilishi mumkin bo*lgan
qiymatlari: 0,1,2,3.4. p (k) ehtimollarni Bernulli formulasi yordamida
hisoblaymiz:

0 4 1 3
p,,(ﬁ)=Cf-[i—] (-Zi) -, p4(1)=ci-[;}] GJ -,
AR A ,(1]’(1‘-_1.2_
PAD=C [4] [4] e PO=Cl3 4]-2561

o Y és} 1
pH=Cy (4] [4) 256"

01mgan ma’ lumatlami jadvalga _l,oylashtmb
A: 0 }

g8l 108 54 12 1.

P 356 236 236 256 256
tagsimot gonunini hosil gilamiz.

b) Puasson tagsimot qomuni. » ta erkli tajriba o‘tkazilyotgan
bo‘Isin. Ularning har birida 4 hodisa bir xil p ehtimol bilan yuz
bersin. # ta tajribada 4 hodisaning yuz berishlar sonidan iborat x

tasodifiy migdorni garaymiz. Agar x tasodifiy migdorga mos jadval
X:0 1t 2.k.

PPy Pae Pie

35



ko‘rinishda bo‘lib, x tasodifiy miqdoming mumkin bo‘lgan
{%} (k=01,2,.) giymatlarining ehtimollari
£
PB)=p, =%E_J‘ (k=0,12,....),A = np=const
formula bilan hisoblansa, ¥ tasodifiy miqdor Puasson qonuni

bo‘yicha tagsimiangan deyiladi. Bu yerda M(X)=1, o*(X}=1q.

1-eslatma. Puasson tagsimot qonunida ,'iﬂi 2 =1.
i=h

2-misol. Qo‘shma korxona iste’molchiga 3000 ta sifatli
mahsulot jo‘natdi. Mahsulotning yo‘lda shikastlanish ehtimoli 0,001
ga teng bo‘lsa, yo‘lda shikastlangan mahsulotlar sonini x fasodifiy
miqdor deb garab uning tagsimot gqonunini tuzing.
Yechish: Shartga asosan, 2=3,¥%:0,,2,.,3000. U hoida X
tasodifiy migdorning tagsimot gonunini:
X: 0 I an- 3000
P:Pon®  Pun(l) o P (3000)

d) Geometrik tagsimot qomunmi. Erkli tajribalar o’tkazilyotgan
bolsin. Ularning har birida 4 hodisa bir xil p ehtimol bilan yuz
bersin. 4 hodisa yuz berishi bilan tajriba to‘xtatiladi. x tasodifiy
migdor 4 hodisaning birinchi ro‘y berishigacha bo‘lgan tajribalar
soni bolsin. Agar (k-1)-tajribagacha 4 hodisa ro‘'y bermasdan -
tajribada ro‘y bersa, bu murakkab hodisaning ehtimoli

pX=R=¢"p {1.40}
forrmula bilan aniglanadi. (1.40) formulada £=12,... deb qarab
: X:t 2 3 .. k..

p:p pqg €p.. 47 p..
jadvalni hosil gilamiz. Bu tagsimot qonuni geometrik tagsimot
gonuni deb ataladi.

2-eslatma. Geometrik tagsimot gonunida limz p=1. ]
. S
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3-misol. ¥ kubikni tashlashda birinchi marta “6” ochko
tushguncha o‘tkaziladigan tajribalar soni bo‘lsin. Ravshanki, bu

holda x diskret tasodifiy miqdor bo‘lib, p=§ parametrli geometrik

taqsimot qonuniga bo‘ysinadi. Ya’ni
Al 2 3 k

N [z]’._l. (z]“._l_
£ 5 5% \)s —lg) 50

¢) Gipergeometrik tagsimot qonuni. Ma’lumki, ¥ ta detal-
ning ichida i+ ta standart detal bo‘lganda tasodifiy ravishda olingan
r ta detalning orasida % ta standart detal bo‘lishining ehtimoli

p, (k)= C&g:"" formula yordamida topiladi.
N

M AN = M(N ~ M)
Bu yerda M(X = cHX)= NN D

4-misol. Qutida 7 ta shar bo‘lib, ularning 4 tasi qora. Tasodifiy
ravishda 3 ta shar olingan. Agar x tasodifly migdor olingan shariar
orasidagi oq sharlar sonidan iborat bo‘isa, uning tagsimot qonunint
tuzing.

Yechish: ¥ tasodifiy migdorning gabul qilidigan giymatlari: 0,
1, 2, 3. Bu giymatlarni qabul qilish ehtimollarini hisoblaymiz:

i S g | Ci-Cl 18

0 =_§.._..5_=_, s 2
c:. c‘ 12 o C’° 1
PO="e Ty AOTTE

U holda quyidagi tagsimot gonuni hosil bo‘ladi:

A:0 1 2 3
4 18 12 1

—— e — ——

P 35 35 35 35

2. Uzluksiz tasodifiy migdorlar uchun taqsimot gqenuniari.
Endi uzluksiz tasodifiy migdorlar uchun amalda ko‘p uchraydigan
ba’zi tagsimot va zichlik funksiyalami hamda bu funksiyalarning
xossalarini ko‘rib chigamiz.
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a) Tekis taqsimot qonuai. Agar uzluksiz tasodifiy miqdorning
zichlik funksiyasi

0, oagar x<a,

Fx)= bl , agar asx<b, (1.41)

0, agar x25b
ko‘rinishda bo'lsa, bu tasodifiy miqdor (a;4) Drahqda tekis taqsimot
qonuniga bo‘ysinadi deyiladi.

F(x)= ] f(ndr formuladan foydalanib, bu tasodifiy miqdoming
tagsimot funksiyasini topamiz:
) Agar x<a bo‘{sa, u holda F(x)= j"f(:}dmt).

2) Agar a<x<b bo‘lsa, F(x}= _ff(:}dt—j&ﬂq—_fb_a:b-:.
3) Agar x5 bolsa, u holda

Fxy= | F@dt=] 10+ | e | =04 272 401,

Demak,
[0, agar x<a
Fx)={Z"2 aoar a<x<b, (1.42)
b-a _
l, agar x2b

Qdatda, (1.41) zichlik funksiyasi bilan berilgan uzluksiz
tasodifiy migdorni (4;4) oraliqda tekis tagsimlangan tasodifiy migdor
deyiladi. (a;6) oraligda tekis tagstmlangan tasodifiy migdorning

a+ b

matematik kutilmasi uchun M{¥)- , dispersiyasi uchun esa

D(X)—“’lz“] tenglik orinli bo‘ladi. [ab] oraligda tekis

tagsimlangan uzluksiz tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasining
grafigi sxematik holda quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi.
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AE(X)

| —

X

{a,b] oraliqda tekis tagsimlangan uzluksiz tasodifiy miqdorning
zichlik funksiyasining grafigi sxematik holda quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi.

AF(x)

-
x

b) Normal tagsimot qonuni. Agar uziuksiz tasodifiy migdor-
ning zichlik funksiyasi |

(r-ay

- (1.43)

|
fix}y= oy
ko‘rinishda bo‘lsa, bu tasodifiy migdor normal tagsimot gonuniga
bo‘ysinadi deyiladi va u N{z,o) ko‘rinishda belgilanadi. Bu zichlik
funksiva grafigining sxematik chizmasi quyidagi ko‘rinishga ega:




Bu egri chizig normal egri chiziq (Gauss egri chizig‘i) deb aytiladi.
_.[I‘iﬂ:

Diffrensial hisoblash metodlaridan foydalanib f{x)=_lﬁ;e 22
fed

funksiyani tekshirsak u quyidagi xossalarga ega bo‘ladi.

1. Funksiya butun sonlar o‘gida aniglangan.

2. x ning barcha qiymatlarida funksiya grafigi 0x o'gidan
yugorida yotadi.

3. Ox o'q funksiya grafigining gorizontal asimptotasi
hisoblanadi. |
1

4. x=a nuqtada funksiya maksimumga erishadi va —
(v
qiymatni qabul giladi.

5. x=a chiziqga nisbatan funksiya grafigi simmetrik joylashgan,

6. [a - or,;ngz;} va [a +0, o I = J nuqtalar funksiya grafigining

burilish nuqtalari hisoblanadi.

(1.43) formuladan ko‘rinib turibdiki, normal tagsimot qonuniga
bo‘ysinuvehi wzluksiz tasodifiy migdoming zichlik funksiyasi ikki: a
va o (o-sigma) parametrlar bilan aniglanadi. Demak, normal
tagsimof qonuniga bo‘ysinuvchi uzluksiz tasodifiy migdoming
zichlik funksiyasini aniglash uchun shu ikkita parametrning
giymatlarini bilish kifoya ekan. Bu parametrlarning ehtimoliy
ma’nosi quyidagichadir: ¢ parametr normal tagsimot qonuniga
bo‘ysinuvchi tasodifiy migdoming matematik kutilmasiga, o uning
o‘rtacha kvadratik chetlanishiga teng.

Darhaqiqat, (1.43) formula bilan aniglanuvehi tasodifiy
miqdormning anigtanish sohasi (—=;=) bo‘lganligi sababli

M(X)= | 3 o) =

1 = (H}a
xe ¥ g

o2
Bu integralni hisoblash uchun yangi z=—— o‘zgaruvchi
o
kiritamiz. Bundan x=oz+a=> de=odr, 1t holda

M(X)=—J1§jaze 2dz+:/%.[e ’a&:ﬂ+%wﬁ;=a



Shunday gilib, A (X)=0, ya'ni normal tagsimotning matematik
kutilmasi a parametrga teng. Xuddi shunga o‘xshash, XX)=o*
ekanligini ko*rsatish mumkin (Buni mustaqil bajarib ko*ring).

3-eslatma. Umumiy normal taqsimot gonuni deb, a va o |
parametrlarning giymatlari ixtiyoriy bo‘lgan normal tagsimot
qonuniga aytiladi,

Standart normal tagsimot qonuni deb, =0 va o =1 parametrli
normal tagsimot qonuniga aytiladi. Har ganday umumiy normal
tagsimot gonunini standart tagqsimot qonuniga keltirish mumkin.
Muasalan, x tasodifiy migdor a va o parametrli normal tagsimot
Xx—da

gonuniga bo‘ysinuvchi tasodifiy migdor bo‘lsa, u holda z= ~
almashtirish bilan uni standart taqsimot qonuniga bo‘ysundirish
mumkin bo‘ladi, chunki M(Z)-0,e(Z)=1. Standart tagsimotaing
zichlik funksivasi

oz) = J;_J;e;i (1.44)
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu funksiyaning giymatlar jadvali ehtimollar
nazariyasiga oid ko*plab adabiyotlarda keltirilgan.

4-eslatma. Umumiy normal tagsimot funksiyasi deb,

1 X ey
F(x)= fe = ay (1.45)
el o .
funksiyaga, normalangan tagsimot funksiyasi deb esa, '
s /A
R (0= J;T, e a (1.46)

Tunksiyaga aytiladi.

F(x} va F(x) funksiyalar orasida quyidagi munosabat mavjud

Fx)= F.{
tuzilgan bo‘lib, uning grafigi quyidagicha shaklga ega:

(xr—a)

]. F,(x) funksiyaning qiymatlari uchun maxsus jadval
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L%

nF{x)

p.-.----—.-_'u

x 2 .
£ (x) funksiya va d>(x)=_Jl__-2; j ¢ 7z Laplas funksiyasi orasida

quyidagicha munosabat (mustaqil keltirib chiqariladi) mavjud
Fy(x) 20,5+ ®(x).

d Ko*rsatkichli tagsimot gonupi. Agar uzluksiz tasodifiy

miqdoming zichlik fanksiyasi
0, agar x50,

f*= Ae ™, agar x>0
Lo'rinishda bo‘lsa, bu tasodifiy migdor ko‘rsatkichlt tagsimot
onuniga bo‘ysunadi deyiladi (bu yerda 2>9 o‘zgarmas musbat son).

Ko*reatkichli tagsimot gonumiga bo‘ysunuvchi tasodifiy miq-
dorning tagsimot funksiyasini topamiz:

F(x)= If(r)dr=0+j.le“”dr=1_e"‘”. |
Demak, . o
A agar  X= Q,
_ F{I) - {1_{3:, agar x> 0.

Ko‘rsatkichli taqsimotning matematik kutilishi, dispersiya va
o‘rtacha kvadratik chetlanishiari (mustagil hisoblanadi) mos ravishda
quyidagicha bo‘ladi: -

=1 L L
M(X)"l'l D(X) ;‘lj! O-(X-)“,'l
Ma’lumki, tajriba natijasida tasodifiy
miqdor mumkin po‘lgan qiymatlaming qaysi birini qabul qilishini
oldindan aytib bo’ Imaydi, chunki bu juda ko‘p tasodifiy faktorlarga
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bog'liq, bu faktorlarning esa hammasini hisobga olib bo‘lmaydi.
Ammo bir tomondan shuni ham ta’kidlash kerakki, keng qamrovli
shartlar ostida ko‘p sondagi tasodifty miqdorfar o‘rta arifmetigi
deyarli tasodifiylik xarakterini yo‘qotadi.

Amaliyot uchun juda ko’p tasodifiy sabablarning birgalikdagi
ta’siri tasodifga deyarli bog'liq bo'Imaydigan natijaga olib keladigan
shartlarni bilish juda muhimdir, chunki bu hodisalaming qanday
rivojlanishini oldindan ko‘ra bilishga imkon beradi. Bunday shartlar
umumiy nomi “Katta sonlar gonuni® deb ataluvchi teoremalarda
keltiriladi. Bular gatoriga Chebishev va Bernulli teoremalari mansub
bo‘lib, Chebishev teoremasi katta sonlar gonunining eng umurniy,
Bernulli teoremasi esa sodda holi hisoblanadi.

Dastlab quyidagi ta’rifni keltiramiz.

1-ta’rif. Agar X, X,,... X, tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi mos |
ravishda M(X,), M{X,}, .., M(X,)} matematik kutilishlarga ega bo*lib,
ixtiyoriy £>0 son uchun p—« da
[{Xl +X1: Wt X, MX)+ M(X;)-I‘-...-I- M{X"}E":E)_’I (1.47)
munosabat bajarilsa, berilgan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi katta
sonlar gonuniga bo‘ysunadi deytladi.

Katta sonlar gonuniga oid teoremalarni isbotlashda Chebishev
tengsizligidan foydalaniladi. Biz bu teocremani isbotsiz keltiramiz.
Chebishev tengsizligi Ixtiyoriy £>0 son uchun

p(lX—M(X)Izs)s 2 yoki pfl - M£X>I<s)>1— . (1.48)

Amaliyotda Chebl,shev tengsizligining ahamiyati ch. <langan
bo‘lib, u ba’zan trivial baho beradi. Chebishey tengsizligining nazariy
ahamiyati juda kattadir.

1-teorema (Chebishey tcoremasi). Agar X, X,,... X, birgalikda
erkli tasodifiy migdorlar ketma-ketligi bo‘lib, ularning dispersivalari
yuqoridan tekis chegaralangan (ya'ni D(X,)<C,i=12,.) bo‘lsa, u
holda musbat £ son har gancha kichik bo‘lganda ham
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] X+ X v+ X, MX)+M(X;)+..+ M(X,) ]_
HP[I ~ . — <g|=1 (1.49)
munosabat bajariladi. "“_ .

Shunday qilib, Chebishev teoremasi quyidagicha da’vo giladi:
agar dispersiyalaﬂ tekis chegaralangan ko'p sondagi tasodifiy
miqdorlar garalayotgan bo‘lsa, u helda bu tasedifiy miqdoriar
arifinetik o‘rtacha giymatining ulaming matematik kutilmalari
arifimetik o‘rtacha giymatidan chetlanishining absolyut giymati
istalgan musbat kichik sondan ham kichik bo‘lishidan iborat bodisani
deyarli muqarrar deb hisoblash mumkin. .

Isbot: Chebishev tengsizligini

ff:X‘ + X 4.+

n
tasodifiy migdorga nisbatan qo‘llaymiz:

#{jx —M{f)]-cs}zi—%ﬁ o (1.50)

Matematik kutilima va dispersiyaning xossalaridan foydalanib va
shartlariga ko‘ra quyidagilamni hosil gilamiz.
M{TY")=M[1§&)=%§M{X,L
L= #=l
— 1 1 & nC O
X=D =) X |l=nn X< —=—,
P (ﬂg 'J HIED( VT

Bu ifodalarni (1.50) tengsizlikka go'yib:

3 DX,)
1< 1. ; ol
pﬂ-ZX,“;éM{X,)IcS]?.!— drfls" zl—mz .

n =l 7

hamda ixtiveriy hodisaning chtimoli 1 dan katta emasligini hisobga
olib,

teorema

C 'IZ" 1

n =l
tengsizlikni hosil qilamiz. Bu munosabatdan #—cc da teorema
tasdig‘ikalib chiqadi:

p{ LS, - LS arx) «:e]sl.
- L S n

"=l
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Chebishev teoremasida biz tasodifiy miqdorlarning matematik
kutitmatari har xi! deb faraz qilgan edik. Amaliyotda esa tasodifiy
miqdorlar ko‘pincha bir xil e=M(X,) matematik Kkutilmaga va
D(X,)=c* dispersivaga ega bo‘ladi. U holda:

.M{*X_)=M( Zx )*mzlu(xy.—m a.

Iy =1

Qaralayotgan xususiy holda, Chebishev teoremasi quyidagicha
ifadalanadi.

2-teorema. Agar X,,X,,.., X, tasodifiy miqdorlar birgaltkda erkli
bo-lib, bir xil @ matematik kutilmaga va &* chekli dispersiyaga ega
bo‘lsa, u holda ixtiyoriy kichik 2> 0 son uchun

Epﬂ;g;{ a <g]_1 (L51)

Faraz qilamiz, n ta erkli sinash o‘tkazilayotgan bo‘lib, ularning
har birida A hodisani.ng ro‘y berish ehtimoli » ga teng bo‘lsin. U
holda hodisa ro‘y berishining nisbiy chastotasi qanday bo‘lishini
oldindan ko'ra bilish mumkinmi? Bu savolga Yakob Bernulli
tomonidan isbotlangan guyidagi teorema ijobiy javob beradi.

3-teorema (Bernulli teoremasi). Agar 7 ta exkli sinashning har ]
birida 4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli p o‘zgarmas va sinashlar
soni yetarlicha katta bo‘lsa, u holda hodisa ro‘y berishi nisbiy
chastotasining p ehtimoldan chetlanishining absolyut qiymati
ixtiyoriy kichik musbat sondan ham kichik bo‘lish ehtimoli birga
vaqinlashadi:

<_.«:']I=-1 | O as)

oo [P
e

Isbot: 4 hodisa ro‘y berishlarining chastotasi x, ni quyidagicha
ifodatash mumkin:
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) =X+ X, +..+X,
Bunda X,- 4 hodisaning ' i-sinashdagi ro‘y berishlar sonini
ifodalovchi tasodifiy migdor. X,.X,,...X, tasodifiy migdorlar erkli

bo‘lib, bir xil tagsimot qonuniga egadir. Ya’'ni
X,:0 1 X,: 0 1 X:01

2t
P 4 P P g Fr P q p
Bu tasodifiy migdorlar uchun

M{X))= M(X,)=..= M(X,)=p, D(X)=pgsL

4
ekanligini ko‘rsatish mumkin. U holda
Mg Y= M(X, + X, +.h XY= M(X)+ M{X,) + ..+ M(X,}=np

va M (‘u") p ekanligini hisobga olsak:
<EJ=1.

ljmp[l—ﬂi—p <E}=Hmp[—
H=pat: n L o n

Qaralayotgan holda Chebishev teoremasining barcha shartlari
bajartladi.
Bernulli teoremasi sinashlar soni yetarlicha katta bo‘lganda nisbiy
chastota nima uchun turg‘unlik xossasiga ega bo‘lishini tushuntiradi
va ehtimolning statistik ta'rifini asoslaydi.

S5-eslatma. Bernulli teoremasidan ,],“ﬁ%ﬁ p xulosani chigarish

murnkin emas.

Teorema yetarlicha ko‘p sondagi tajribalarda nisbiy chastota har
bir tarjribada hodisa ro*y berishining o‘zgarmas ehtimoliga faqat
ehtimal bo‘yicha yaqinlashishi haqgidadir. % ning p ga ehtimol
bo‘yvicha yadqinlashishi analizdagi oddiy yaginlashishdan farq giladi.

Bu fargni to‘g‘ri tushunish uchun ehtimol bo‘}'lcha yaqinfashish
ta’rifini beramiz.

2-ta’rif. Agar ixtiyoriy >0 uchun |x, - x)<e tengsizlikning
bajarilish ehtimolligi #—»w da birga intilsa, v hoida x,%,.x,
ketma-kettik x, ga ehtimol bo‘yicha yaginlashadi deyiladi.

66




Chebishev teoremasining (yoki katta sonlar qonunining) mohi-
. yati quyidagicha: ayrim olingan erkli tasodifiy miqdorlar o‘z mate-
matik kutilmalaridan katta farg qiladigan givmatlarni gabul giisada,
yetarlicha katta sondagi tasodifiy migdorlarning arifmetik o‘rtacha
qiymati katta ehtimollik bilan tayin o‘zgarmas songa, chunonchi

iZM{Xj) songa yaqin giymatlamni gabul giladi.

Boshgacha qilib aytganda, ayrim tasodifiy miqdorlar anchagina
sochiigan bo‘lishi mumkin, lekin vlaming arifmetik o‘rtacha
qgiymatlarining tarqoqligi kam bo‘ladi.

Shunday qilib, har bir tasodifiy migdor mumkin bo‘lgan giymat-
laridan qaysi birini qabul qilishini aniq ayta oimasak ham ularning
arifmetik o‘rtachasi qanday qiymat qabul qilishini oldindan ko‘ra
~ bilish mumkin. '

Katta sonlar gonuniga ko‘ra, yetarlicha ko'p sondagi erkli
(dispersiyasi tekis chegaralangan) tasodifiy migdorlarning arifimetik
o‘rtacha qiymatlari tasodifiylik xarakterini yo'qotadi. Bu esa
quyidagicha izohlanadi: har bir migdoming matematik kutilmasidan
chetlanishi musbat ham, manfiy ham bo‘lishi mumkin, ammo
arifmetik o‘rtachada ular o‘zaro yo‘qolib ketadi.

Chebishev teoremasining amaliy ahamiyatiga doir quyidagi
misoini keltiramiz.

Odatda, biror fizik kattalikni o‘lchash bir necha marta amalga
oshiriladi va ulamning arifmetik o‘rtacha qivmati izlanayotgan
o‘lcham sifatida gabul gilinadi. Qanday shastiarda bu usulni to‘g'ri
deb hisoblash mumkin? — degan savolga Chebishev tecremasi javob
 beradi. ot

Hagiqatan ham, har bir o‘Ichash natijalarini X, X,,.., X, tasodifiy
miqdorlar sifatida qarab, bu tasodifiv miqdorlarga Chebishev
teoremasini qo‘llamogehi bo‘lsak, quyidagilar bajarilishi kerak:
birgalikda erkli; bir xil matematik kutilmaga ega; dispersiyalari tekis
chegaralangan. Agar har bir o‘ichashning natijasi qolganlariga
bog‘liq bo‘lmasa, birinchi shart bajariladi.

Agar o‘Ichashlar sistematik (bir xil ishorali) xatolarsiz bajarilsa,
ikkinchi talab bajariladi. Bu holda hamma tasodifiy miqdorlaring
matematik kutilmalari bir xil bo‘lib, u hagqiqiy o‘ichamga teng
bo‘ladi. Agar o*Ichash asbobi aniqlikni ta’minlay olsa, uchinichi talab
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ham bajariladi. Bunda ayrim o°lchashlarning natijalari har xil
bo‘lsada, ulaming tarqoqligi chegaralangan bo‘ladi.

Agar yugorida ko‘rsatilgan hamma talablar bajarilgan bo‘lsa, u
holda o‘lchash natijalariga Chebishev teoremasini qo‘llashga hag-
limiz. Bunda yetarlicha ko‘p sonda oflchashlar o‘tkazilsa, u helda
ularning arifmetik o‘rtacha giymati o*lchanayotgan kattalikning hagi-
qiy giymatidan istalgancha kam farq giladi. Statistikada go‘llana-
digan tanlanma usul Chebishev teoremasiga asoslangan, bu usulning
mohiyati shundan iboratki, unda uncha katta bo‘lmagan tasodifiy
tanlanmaga asosianib, barcha tekshirilayotgan obyektlar to‘plami
to‘g risida mulohaza qilinadi.

l-misol. X,X,,..X, erkli tascdifiy miqdorlar ketma-ketligi
guyidagicha taqsimot qonuniga ega.

X, :—a a
o on+l n
P> on+1 2a+1
Berilgan tasodifty migdorlar ketma-ketligi uchun Chebishey
teoremasi o‘rinlimi?

Yechish: Chebishev teoremasi shartiarini tekshiramiz:
n+1 H a :
M=t 1 2l el DXy <d.

Demak, dispersiyalari o® bilan tekis chegaralangan va bu tasodifiy
miqdoriar ketma-ketligi uchun Chebishev teoremasi o‘rinli.

2-misol. x diskret tasodifiy migdor quyidagi tagsimot bilan
berilgan.

X:01 0,4 0,6
2:02 03 0,5 _
Chebishev tengsizligidan foydalanib, px - M(x)<0,4) ehtimolni
baholang.
Yechish:

M(X)=0,1-02+0,4-0,3+0,6-0,5=0,44,
DXX)=012.0,2+0,4%.0,3+0,6% - 0,5~ 0,447 = 0,0364
0,0364

Demak, p(lX-ﬂ,M]c:Jﬁ:E]alu Y

=0,909,



4. Markaziy limit teoremasi. Ma’lumki, normal tagsimlangan
tasodifiy miqdorlar amaliyotda keng targalgan. Buni nima bilan
asoslash mumkin. Bunga rus matematigi A.M.Lyapunovning
quyidagi teoremasi javob beradi.

4-teorema (Markaziy limit teoremasi). Apgar x tasodifiy
miqgdor juda ko‘p sondagi o‘zaro bog‘ligmas tasodifiy miqdorlaming
yig*indisidan iborat bo‘lib, har bir hadning yig*indiga ta’siri e tiborga
olinmaydigan darajada juda kam bo‘lsa, u holda ¥ ning tagsimoti
normal tagsimotga yaqin bo‘ladi.

Masalan, tajriba qandaydir fizik kattalikni o‘lchashdan iborat
bo‘lsin. Har ganday oflchash bu kattalikning taxminiy qiymatini
beradi, o‘Ichash natijasiga ta’sir etuvchi tasodifiy faktorlar esa juda
ko‘p. Har bir faktor o‘lchash natijasiga e’tiborga olinmaydigan
darajada bo‘lsa ham ta’sir ko‘rsatadi va xatoiikni hosil qiladi. Ammo,
bu faktorlarming soni juda ko‘p bo‘lganligi sababli xatoliklarning
umumiy yig‘indisi sezilarli darajada xatolikni hosil qgiladi. Bu
xatoliklar yig‘indisini juda katta sondagi o‘zaro bog ligmas tasodifiy
miqdorlar yig‘indisi deb qarab, bu yig‘indining tagsimoti normal
tagsimotga yaqin ekanligi hagida xulosa qilishimiz mumkin.

Faraz qilamiz, X,.X,,..X, o‘zaro bog‘ligmas tasodifiy
miqdoriar ketma-ketligi berilgan bo‘lib, ulamming matematik
kutilmalari M (X, )=a, va dispersiyalari D(X,)=5? chekli bo‘lsin.

Quyidagicha belgilash kiritamiz:

S, =X, + X+t X,, 4,=Y 0, B =38
=) v k=]
Normalangan yig‘indining tagsimot funksiyasini -quyidagicha
belgtlaymiz |
F,(x) =p[S";A" <x]

Agar normalangan yig‘indining tagsimot funksiyasi x ning har
qanday giymatida va »—>»0 da normal tagsimotga intilsa, ya’ni
.18 -4 1} £
mp[ Z <x]&££e dz (1.53)
bo‘lsa, X,X;,....X,.. ketma-ketlik uchun markaziy limit tecremasini
go‘llash mumkin.
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Nazorat savollari

1. Hodisalarning turlarini ayting va ularga doir misollar
keltiring. :

2. Elementar hodisa va elementar hodisalar fazosi ta’rifini
bering.

3. Ehtimolning klassik ta’rifini keltiring.

4. Nishiy chastotaning turg‘unlik xossasi nimadan iborat?

5. Statistik ehtimollikni tushuntiring. Uning ehtimolning
klassik ta’rifidan fargi nimada?

6. Geometrik ehtimollik nima?

7. Hodisalar yig‘indisi va ko‘paytmasi amallarini ta’riflang.

8. Ehtimollarni go‘shish qoidalarini ayting.

9. Erkli hodisalar ta’rifini bering.

10. Ehtiroltarni ko paytirish qoidalariai keltiviag,

11. Shartti ehtimol ta’rifini keltiring.

12. Hodisalar (o°la guruhiga ta’rif bering va misollar keltiring.

13. To‘la ehtimol formulasida qanday shartlar talab gilinadi?

14. Bayes formulasi va to‘la ehtimol formulalari orasidagi
umumiylikni ayting.

Mustagqil yechish uchun misollar

| 1. Telefon nomerini terayotganda abonent oxirgi ikki ragamni
eslay olmadi. U bu raqamlar har xil ekanligini eslab, ularni tavak-
kaliga terdi. Telefon nomeri to‘g‘ri terilganligi ehtimolligini toping.

2, 100 ta lotoreya biletlaridan biftasi yutuqli bo‘lsin.
Tavakkaliga olingan 10 lotoreya biletlari ichida yutuglisi bo‘lishi
ehtimolligini toping,

3. Pochta bo‘limida 6 xildagi otkritka bor. Sotilgan 4 ta
otkritkadan:

a) 4 tasi bir xilda;

b) 4 tasi turli xilda bo‘lishi ehtimolliklarini toping.

4. Detallar partiyasi uch ishchi itomonidan tayyorlanadi.
Birinchi ishchi barcha detallarning 25%ini, ikkinchi ishchi 35%ini,
uchinchsi esa 40%ini tayyorlaydi. Bu uchchala ishchining
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tayyorlagan detallarining sifatsiz bo‘lish ehtimolliklari mos ravishda
0,05; 0.04 va 0,02 ga teng bo‘lsa, tekshirish uchun partiyadan olingan
detalning sifatsiz bo'lish ehtimolligini toping.

5. Ikki teng kuchli shaxmatchi shaxmat o ynashmoqda Qaysi
hodisaning ehtimolligi katta: 4 ta partiyadan 2 tasida yutishmi yoki 6
ta partivadan 3 tasida vutish.

6. Telefon stansiyasi 2000 ta abonentga xtzmat ko‘rsatadi. Agar
har bir abonent uchun uning bir soatni ichida qo'ng’iroq gilishi
ehtimolligi 0,003 be‘lsa, bir seatning ichida 5 ta abonent qo‘ngiroq
gilishi ehtimolligini toping.

7. Sex ishlab chigargan mahsulotining ortacha 96% 1 sifatli.
Bazada mahsulotni gabul qitib oluvchi sexning 200 ta mahsulotini
tavakkaliga tekshiradi. Agar tekshirilgan mahsulotiardan sifatsizlari
soni 10 tadan ko'p bo'lsa, butun mahsulotlar partiyasi sifatsiz deb,
sexga gaytariladi. Mahsulotlar partiyasining gabul gilinishi
chtimolligini toping.

8. Detalning nostandart bo‘lishi ehtimolligt 0,6 ga teng. n=1200
ta detal ichida nostandart detallar bo‘lishi nisbiy chastotasining
p=0,6 ehtimo]likdan chetlashishi absolut qiymati 5=0,05 dan katia
bo‘lmasligi ehtimolligini toping.

9. Musobaqaning 10 ta ishtirokchisiga 3 ta yutuqm necha xil
usul bilan tagsimlash mumkin.

10. Ma’lum uchta kitob yonma-yon tuwradigan qilib, 7 ta
kitobni tokchaga necha xil usul bilan taxlash mumkin,

11. Birinchi talabada 7 xil, ikkinchisida 16 xildagi kitoblar bor
bo‘lsa, kitobga kitobni necha xil usu} bilan ahnashnnshlan mumkin.
2 ta kitobga 2 ta kitobnichs?

12. 3,3,5,5.8 raqamlaridan nechta besh xonali son hosil gilish
mumkin.

13, 9 gavatli bino liftiga 4 kishi kirdi. Ulaming har biri bir-
biriga bog‘ligsiz ravishda ixtiyoriy qavatda chigishlari mumKin.
Ular:

a) turli gavatiarda; b} bitta gavatda,
¢) 5-qavatda chigishlari ehtimolliklarini toping.

14. Imtikon biletlariga kiruvchi 60 savoldan talaba 50 tasini
biladi. Tavakkaliga tanlangan 3 ta savoldan:

a) hammasini; b) ikkitasini bilishi ehtimolligini toping.
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15, Idishda 5 ta ko'k, 4 ta qizil va 3 ta yashil shar bor.
Tavakkaliga olingan 3 ta shaming;:

a) bir xil rangda; b) har xil rangda;

¢) 2 tasi ko'k va 1 tasi yashil rangda bo‘lishi ehtimolligini
hisoblang.

16. [0,5] kesmadan tavakkaliga bitta nuqta tanlanadi. Shu
nuqtadan kesmaning o'ng oxirigacha bo‘lgan masofa 1,6 bitlikdan
oshmasligi ehtimolligini toping.

17. 1dishda4 taoq, 3 ta ko‘k va 2 ta qora shar bor. Tavakkaliga,
ketma-ket, bittadan 3 ta shar olindi. Birinchi shar oq, ikkinchisi ko‘k
va uchinchisi gora rangda bo‘lishi ehtimolligini toping.

18. Talaba imtihon 40 ta biletlarining fagat 30 tasiga javob
bera oladi. Talabaga imtihonga birinchi bo‘lib kirishi foydalimi yoki
ikkinchi?

19. Zavod ishiab chigargan mahsulotning 90% i sifat
talablariga javob beradi. Tekshiruvchi mahsulotni 0,96 ehtimollik
bilan sifatli, 0,06 chtimollik bilan sifatsiz deb topadi. Tavekkaliga
olingan mahsulotning sifatli deb topilishi ehtimolligini toping.

20. Oilada 3 ta farzand bor. Agar o°gfil bola tug‘ilishi
ehtimolligi 0,51, qiz bola tug‘lishi ehtimoiligi 0,49 ga teng bo‘lsa,

a) bolalarning hammasi o‘g’illar,

b) 1 tasi o*g*il va 2 tasi qiz bo‘lishi ehtimollikiarini hisoblang.

21. Shoshqol tosh 10 marta tashlanganda:

a} 6 ragami bir marta tushishi ehtimolligini;

b) 6 ragami kamida bir marta tushish ehtimolligini;

¢) 6 ragami tushishi soni ehtimolligi maksimal giymatga
erishadigan migdomi toping.

22. “Ehtimollar nazariyasi” fanidan ma’ruza darsida 84 ta
taiaba ishtirok etmogda. Shu talabalaming ikkitasini tug‘ilgan kuni
shu kuni bo‘lishi ehtimolligimi toping.

23. A hodisaning ro‘y berish ehtimolligi 0,6 ga teng. 100 ta
bog‘ligsiz tajribada 4 hodisaning 70 marta ro‘y berishi ehtimoliigini
toping. .
24. Shunday m sonini topingki, 0,95 ehtimollik bilan 800 ta
yangi tug‘ilpan chaqaloglardan kamida m tasi qizlar deb aytish
mumkin bo‘lsin. Qiz bola tug‘ilishi ehtimolligini 0,485 deb
hisoblang.
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25, Detalning nostandart bo‘lishi ehtimolligi 0,1 ga teng.
Tavakkaliga olingan 400 ta detal ichida nostandart detallar bolishi
nishiy chastotasining p=0,1 ehtimollikdan chetiashishi absolut
qivmati £=0,03 dan katta bo“lmasligi ehtimolligini toping,

26. x va vy bog'ligsiz diskret tasodifiy miqdortar bo'lib,
M(X)=0, M(Y)=-3, D(X)=2, D(r)=9 bo‘lsa, 7= 5X -37 + 2 tasodifiy
miqdorlar uchun & (2} va p(Z) ni hisoblang.

‘Tayanch so*z va iboralar

Tasodifiy hodisa, muqarrar hodisa, mumkin bo‘lmagan hodisa,
birgalikda bo‘lmagan hodisalar, teng imkoniyatli hodisalar,
ehtimolning klassik ta’rifi, kombinatorika elementlari, nisbiy
chasiota, nisbiv chastotaning turg‘unligi, statistik ehtimollik,
geometrik ehtimollik, erkli sinovlar ketma-ketigi, binomial formula,
eng ehtimolli son, polinomial sxema, lokal teorema, integral teorema,
hodisalar ogimi, puasson oqimi, ogimning intensivligi, nisbiy
chastotaning ehtimoidan chetlanishi, birgalikda bo‘lgan hodisalar,
erkli hodisalar, bog'liq hodisalar,qarama-qarshi hodisalar, shartli
ehtimollik, kamida bitta hodisaning ro‘y berishi ehtimoli, hodisalar
to‘la guruhi, to‘la ehtimoHik formulasi, Baves formulasi, tasodifiy
miqdor, diskret tasodifiy migdor, uzluksiz tasodifiy migdor, tagsimot
gonuni, tagsimot ko*‘pburchagi, tagsimot funksiyasi, tagsimot gonuni,
zichlik funksiyasi, matematik kutilma, chetlanish, o*rtacha kvadratik
chetlanish, dispersiya, komrelatsiya koefhitsiventi, tagsimot funksiya,
tagsimotning zichlik funksiyasi, Binomial taqsimot qonuni, geomet-
rik tagsimot gonuni, Puasson fagsimot gonuni, gipergeometik tagsi-
mot qonuni, tekis tagsimot qonuni, normal tagstmot qonuni, ko ‘rsat-
kichli tagsimot qonuni, katta sonlar qonuni, Chebishev tengsizligi,
markaziy limit teoremasi, tasodifiy miqdor, arifmetik o‘rtacha, tekis
chegaralangan dispersiya.



II BOB. MATEMATIK STATISTIKA
2.1, Statistik baholar va ularga qo‘yilgan talablar

. Matematik statistikaning birinchi vazifasi — statistik ma’lumot-
lami to‘plash va (agar ma’lumotlar juda ko'p bo‘lsa) gruppalash
usullarini ko‘rsatish.

Matematik statistikaning ikkinchi vazifasi — statistik ma’lumot-
lamni tahlil gilish metodlarini tadgiqot masalalariga muvofig holda
ishlab chigish.

Matematik statistika yuqoridagi vazifalami bajarish mobaynida
shug‘ullanadigan ba’zi masalalarni keltirib o‘tamiz:

1) tasodifiy hodisa ro‘y berishi ehtimofining noma'lum qiy-
" matini baholash;

2) noma’lum taqsimot funksiyani baholash;

3) ko‘rinishi ma’lum bo‘lgan tagsimot funksiyasining noma’-
lum parametriarini baholash;

4) tasodifiy migdorning bir yoki bir necha tasodifiy miqdorlarga
bog‘ligligini va bog‘liglik darajasini aniglash;

5) statistik gipotezalarni tekshirish.

Shunday qilib, matematik statistikaning vazifasi ilmiy va naza-
" riy xulosalar chigarish magsadida statistik ma’lumotlami to‘plash va
ularni tahlil gilish metodlarini yaratishdan iboratdir,

Bir jinsli obyektlar to‘plamini bu obyektlarni xarakterlovchi
biror bir sifat yoki son belgisiga nisbatan o‘rganish talab gilinsin.
Masalan, agar obyekt biror xil detallar partivasi bo‘isa, v holda
detalning sifat belgisi bo‘lib, uning standartligi, son belgisi bo'lib esa
detalning o‘lchami xizmat gilishi mumkin. -

Ba’zan tekshirish yalpi o‘tkaziladi, ya’ni to‘plamdagi obyeki-
larning har birini o‘rgantlayotgan belgiga nisbatan tekshiriladi. Lekin
valpi tekshirish amaliyotda nisbatan kam go‘llaniladi. Masalan,
to“plam juda ko'p obyektlarni 0z ichiga olgan bo‘lsa, u holda yalpi
tekshirish o‘tkazish maqsadga muvofiq emas. Bunday hollarda
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to*plamdan chekli sondagi obyektlar tasodifiy ravishda olinadi va
ular o‘rganiladi.

Tanlanma to‘plam (bundan keyin tanlanma) deb, umumiy
to*plamdan tasodifiy ravishda ajratib olingan obyektlar to‘plamiga
aytiladi. | |

Bosh to‘plam deb tanlanma ajratiladigan obyektlar to‘plamiga
aytiladi. |

To‘plam (bosh to‘plam yoki tanlanma) hajmi deb, bu to‘plam-
dagi obyektlar soniga aytiladi. Masalan, 500 ta detalni undan taniab
olingan 50 ta detal orqali tekshiriladigan bo‘1sa, u holda bosh to*plam
hajmi & =500, tanlanma hajmi esa »=50.

Bosh to‘plamdan olingan tanlanma bo‘yicha bosh to‘plam
hagida xulosa qitishga asoslangan usulga, tanlanma usul deb ataladi.

Tanlanmani ajratib olish ikki xil yo‘l bilan amalga oshirilishi
mumkin: obyekt ajratib olinib, uning ustida kuzatish o‘tkazilgandan
so‘ng, u bosh to*plamga qaytarilishi yoki gaytarilmasligi mumkin.

Odatda, qaytarilmaydigan tasodifiy tanlashdan foydalaniladi.

Tanlanmadagi ma’lumotlar bo‘yicha bosh to‘plamning bizni
gizigtirayotgan belgisi hagida yetarlicha ishonch bilan fikr yuritish
uchun tanlanmaning obyektlari bosh to‘plamni to‘gri tasvirlashi
zarur. Bu talab gisqacha bunday ta'riflanadi; tanlanma reprezentativ
(vakolatii} bo‘lishi kerak. Odatda, tanlanmaning reprezentativligini
ta’minlash uchun bosh to‘plam har bir elementining tanlanmaga
tushish ehtimoli teng deb olinadi.

Amaliyotda tanlanma ajratib  ofishda tueli usuliardan
foydalaniladi. Bu usullarni 2 tipga ajratish mumkin:

1. Bosh to*plamni gism to‘plamlarga ajratmasdan tanlanma
olish, bunda oddiy tasodifiy:

a) qaytarilmaydigan;

b) qavtariladigan usuliardan fovdalaniladi.

2. Bosh to‘plamni gism to‘plamlarga ajratib so‘ngra tanlanma
olish, bunda bosh to‘plam:

a) tipik; b} mexanik;
¢} seriyalab qism to‘plamiarga ajratiladi, so‘ngra tanlanma
ajratib olinadi.

Agar bosh to‘plamdan obyektlar bittadan tasodifiy ravishda
olinib tanlanma olinsa, bunga oddiy tasodifiy tanlash deyitadi.
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Tipik tanlashda bosh to‘plamni uning “tipik” xususiyatlarini
¢'tiborga olgan holda gism to'plamlarga ajratiladi, so*ngra bu gism
to‘plamlardan tanlanmalar ajratib olinadi.

Mexanik tanlash bosh to'plamni mexanik ravishda tanlanma
hajmiga mos bir nechta qism to*plamlarga ajratiladi, so*ngra bu gism
to‘plamlarning har biridan bittadan obyekt olinib, tantanma hosil
qilinadi.

Serivalab tanlanma ajratishda tekshriladigan tanlanma element-
lari bosh to*plarndan donalab emas, balki seriyalab olinadi. '

(Odatda, tanlanma ajratib olishda yuqoridagi usullardan aralash
foydalaniladi, ya'ni ko‘rsatilgan vsullardan birgalikda foydalaniladi.
Masalan, bosh to‘plamni ba’zan bir xil hajmii seriyatarga ajratiladi,
keyin oddiy tasodifiy tanlash bilan ayrim obyektlar olinadi.

Bosh to‘plamdan hajmli tanlanma olingan bo‘lsin. Bunda
tanlanmaning x, giymati » marta kuzatiigan va 3 s =n bo‘lsin

Kuzatilgan .x . giymatlaming ortib yoki kamayib borish ntartibida
yozilgan ketma-ketligi variafsion gator, ketma-ketiikning hadlari esa
variantalar deyiladi. Kuzatishlar soni », - chastofalar, ulaming x -

tanlanma hajmiga nisbati esa ¥, = % nishiy chastotalar deyiladi.

Tanlanmaning statistik tagsimoti deb, variantalar va uiarga mos
chastotalar yoki nisbiy chastotalardan tuzilgan quyidagi jadvalga
aytiladi:

XX X o X o

n, : , Hz we My 4 (2 1)
XA X X .. .
W:W ¥ ..WF .

Shunday qgilib, tagsimot ehtimollar nazarivasida tasodifiy
migdorning mumkin bo‘lgan giymatlari va ularning ehtimollari
orasidagi moslikni, matematik statistikada esa kuzatilgan variantalar
va ularning chastotalari yoki nisbty chastotalari orasidagi moslikni
bildiradi.

J-misol. Hajmi 40 ga teng bo‘lgan tanlanmaning chastotalari
tagsimoti quyidagicha:

76



x: 2 6 12
n: 6 20 14
berilgan. Nisbiy chastotalar tagsimotini yozing.
Yechish: Nisbiy chastotalarni topamiz. Buming uchun
chastotalarni tanlanma hajmiga bo‘lamiz va natijada: -

6 20 14
W=—=015 W,=—=0,5 W,=—=0,35.
'40 40 0.5 W, 40 0

U holda, nisbiy chastotalar tagsimoti:
x: 2 6 12
W 015 05 0,35
Faraz qilamiz, X - belgining chastotalar statistik tagsimoti
ma’lum bo'lsin. Quyidagi belgilashiar kiritamiz: », - x belgining x-
variantasidan kichik qiymatiari kuzatilgan kuzatishlar soni; n-

umumiy kuzatishlar soni. U holda %—X <x hodisaning ro‘y berish
nisbiy chastotasi: Agar x o‘zgaradigan bo‘lsa, u helda, i::- nisbiy chas-

tota ham o‘zgaradi, Demak, % nisbiy chastota x ning funksiyasidir.

1-ta’rif. Empirik tagsimot funksiyasi (tanlanmaning tagsimot
funksiyasi) deb, har bir x giymat uchun X <x hodisaning nisbiy

chastotasini aniqlaydigan F7(x) =% funksiyaga aytiladi.

2-misol. Tanlanmaning quyidagi taqsimoti:
' x: 2 6 10
' ri 12 18 30
bo‘yicha uning empirik funksiyasini tuzing.
Yechish: Tanlanma hajmini topamiz: n=60. U holda
0, agar x<2,
» 2, agar 25x<6
| Fa = gj ;gw 6<x<10
RTINS DER S i agar xz210
Bosh to‘plamning F(x)-tagsimot funksiyasi nazarily tagsimot
funksiyasi deb ataladi. Empirik taqsimot funksiya: ¥ <x hodisaning
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nisbiy chastotasini, nazariy tagsimot funksiya esa X <x hodisaning

ro‘y berish ehtimolini aniglaydi. £ (x) funksiya uchun F(x)

funksiyaning barcha xossalart o‘rinli, ya’ni: '
1) E@eloy] ;

2) F, {x) - kamaymaydigan funksiya;

3) agar x — eng kichik varianta bo‘lsa, u holda ¥ <x, giymatlar
uchun F,(x)=0; agar x, - eng katta varianta bo‘lsa, u holda X >
giymatlar uchun £, (x)=1.

Shunday qilib, tanlanmaning empirik tagsimot ﬁmkslyass bosh
to‘plam nazariy tagsimot funksiyasini baholash uchun xizmat giladi.

Haqigatan ham, Bemullj teoremasiga asosan,
lim P([F(x} F (0]« s) . Demak, tanlanmaning empirik tagsimot

funksiyasidan bosh to‘plam nazariy tagsimot (integral) funksiya-
sining taxminiy ko‘rinishi sifatida foydalanish mumkin.

Ko‘rgazmalilik uchun statistik tagsimotning turli grafikiari
chiziladi, masalan, poligon va gistogramma.

Chastotalar poligonini yasash uchun Dekart koordinatalar
sistemasida kesmalari (x.») nuqtalarni tutashtiruvchi sinig chiziqg
hosil qilish kerak. Nisbiy chastotalar poligonini yasash uchun esa
Dekart koordinatalar sistemasida kesmalari (x,#,) nugqtalarni
tutashtiruvchi siniq chizig hesil gilish kerak bo‘ladi. Chastotalar va
nisbiy chasiotalar poligonini diskret tasodifiy migdorlaming grafik
usulda berilishi deb ham tushunish mumkin.

Apar kuzatilayotgan X -~ belgi uzluksiz bo‘lsa, u holda uni
grafik usulda tasvirlash wuchun gistogramma yasash magsadga
muvofigdir, buning uchun belgining kuzatiladigan qiymatlarini o‘z
ichiga olgan intervalni uzunligi o‘zgarmas # bo‘lgan bir nechta
qismiy intervallarga bo'linadi va bar bir i —qismiy interval uchun », -
chastota, ya’ni /-intervaldagi varianialar chastotalarining yig‘indisi
topiladi. So‘ngra, Dekart koordinatalar sistemasida chastotalar
gistogrammasi, asoslart » uzuniikdagi intervallar, balandliklari esa
% nisbatlarga (chastota zichligi) teng bo‘lgan to'g'ri
to‘rtburchaklardan iborat pog‘onaviy figura yoki nisbiy chastotalar
gistogrammasi yasaladi. Nisbiy chastotaiar gistogrammasi uchun esa
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i

asoslari & uzunlikdagi intervallar, balandlikla_ri esa —FQE nishatga

(nisbiy chastotalar zichligi) teng bo‘lgan to’g‘ri to‘rtburchakiardan
ihorat pog‘onaviy figura vasaladi.

Matematik statistika masalaridan biri tanlanma asosida bosh
to'plam tagsimot funksiyasining noma’lum parametrlar uchun
statistik baholar o'rnatish. Bu masala qanday hal gilinishini ko‘rib
chigamiz.

Faraz qilamiz, bosh to‘plamning son belgisini o‘rganish talab
gilinayotgan va belgining tagsimot funksiyasi nazariy mulohazalar
asosida aniglangan bo‘lsin. Bu tagsimotni aniqlaydigan noma’lum
parametrlami baholash masalasini ko‘rib chigaylik. Masalan, bosh
belgi, to‘g‘rirog*i o'rganilayotgan belgi bosh to‘plamda normal
tagsimlanganfigi oldindan ma’lum bo‘lsa, v bholda matematik
kutiimani va o‘rtacha kvadratik chetlanishni baholash, ya’ni tagribiy
hisoblash zarur, chunki bu ikki parametr normai taqsimotni to‘lig
aniqlaydi, agar belgi Puasson taqsimotiga ega deyishga asos bo‘lsa, u
holda bu tagsimotni aniqiaydigan >0 parametrni baholash, ya’ni
tagribiy hisoblash zarur.

Odatda, tadqigotchi ixtiyorida tanlanma asosida olingan
ma’lumotlar, masalan, tanlanma son belgisini # marta kuzatish
natijasida olingan x,x,,.., x, qiymatlar bo‘ladi. Demak, baholana-
yotgan belgining bahosi xuddi shu ma’lumotlar orqali ifodalanishi
kerak.

Tanlanmadagi x, x,, .., x, qiymatlami erkli X, x,, .. X, taso-
difiy migdorlar deb qarab, nazariy taqsimot noma’lum parametrining
statistik bahosini topish uchun kuzatilayotgan tasodifty miqdorlar
orgali shunday funksiya topish kerakki, u baholanayotgan parametr-
ning tagribiy qiymatini bersin. Masalan, normal tagsimoining
matematik kutilishini baholash uchun ushbu _

EI -th Xzs e Xn

n
funksiya xizmat giladi.
Shunday gqilib, nazariy tagsimot noma’lum parametrining
statistik bahosi deb, kuzatiigan tasodlﬁy miqdorlardan tuzilgan
funksiyaga aytiladi.



Faraz gilaylik, bosh to‘plam X belgisining tagsimot funksiyasi
F{x,8) bo'lib, 8 noma’lum parametr bo‘lsin. Bosh to‘plamdan
olingan tanlanmaning kuzatilgan qiymatlari x, x,, ..., x, bo‘lsin.

2-ta’rif. Tanlanmadan tuzilgan ixtiyoriy IL(x,x,.., x,) funk-
siyaga statistika deyiladi.

Statistikadan noma’lum parametriar uchun statistik baholar
o‘rnatihsda foydalaniladi, -

3-ta’rif. Agar noma’lum parametr bitta 8 son bilan baholansa,
| u holda bu baho nuqtaviy baho deyiladi.

Nugtaviy baholashda tagsimot funksiyaning noma’lum ¢
parametri uchun shunday i(x, x,,.., x,} statistika qidiriladiki, bunda
(%, %,.., x,) Statistikani ¢ parametr uchun taqribiy giymat deb
olinadi. Bu holda i(x,x,,... x) statistika & parametrning bahosi
deviladi.

Biz birinchi navbatda tanlanma o‘ttachasi, tanlanma
“tuzatilgan” dispersiyasi, moda, mediana, variatsiva quiochi va
boshga nuqtaviy baholar bilan tanishib chiqgamizi. Bunda o‘rnatilgan
statistik baho baholanayotgan parametrning yaxshi bahosi bo‘lishi
uchun u ma’lutn bir talablarni ganoatlantirishi lozim. Quyida biz bu
talablarni ko‘rib chigamiz.

Bosh to‘plam F{x}-nazarly tagsimot funksiyasining &
parametri noma’lum bo'lib, uning statistik bahosi ¢" bo‘isin. Bosh
to‘plamdan olingan » hajml 1-taplanma bo‘yicha & baho topamiz.
Tajribani takrorlaymiz, ya’ni bosh to‘plamdan yana » hajmli 2-
tanlanma olib & bahoni topamiz. Tajribani ko‘p marta takrorlab,
8.4, 8, sonlar ketina-ketligini hosil gilamiz, umuman olganda,
8, 8;, ... 6, sonlar har xil bo‘ladi. U holda & bahoni tasodifty miqdor,
8.6,,..,6 sonlami esa uning mumkin bo‘lgan giymatlari sifatida
qarash mumkin.



& tasodifiyv miqdoming AM(6")-matematik kutilmasini hisob-
laymiz. M(6") va 4 noma’lum parametr giymatlarini taqqoslasak ular
orasida:

1) M(8")<0; 2}y M(@H=0; 3) M@ )>0.
munosabatlardan biri albatta o‘rinli bo‘ladi. Matematik kutilmasi
baholanayotgan parametrga teng bo‘lmagan statistik bahoni ishlatish
sistematik xatolarga olib keladi, Shu sababli, #° bahoning matematik
kutilmasi baholanayotgan parametrga teng bo‘lishini talab qilish
tabiiy holdir.

Demak, M(6)=0 talabga rioya qilish sistematik xatolardan
saglaydi,

4-ta’rif. Agar bosh to‘plamdan ixtivoriy hajmli tanlanma
olinganda ham ¢ bahoning matematik kutilmasi baholanayotgan ¢
parametrga teng, ya’ni M(8")=0 bo‘lsa, u holda " baho siljimagan
baho deb ataladi, aks holda &° siljigan baho deyiladi.

5-ta’rif. Agar ¢ baho va # noma’lum parametrlar uchun
EEM(&‘)=9 munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda 8" baho asimptotik

siljimapan baho deb ataladi.

Ammo shuni ham ta’kidlash kerakki, siljimagan baho har doim
ham baholanayotgan parametrga yaxshi yaginlashadi deb hisoblash
xato bo'ladi. Darhagigat, 8" ning mumkin bo‘lgan giymatlari uning
o‘rtacha giymati atrofida ancha tarqoq joylashgan, ya'ni D(#)-
dispersiyasi anchagina katta bo‘lishi mumkin,. U holda 7-tanlan-
madagi ma’tumotlar bo‘yicha topilgan & -baho & o‘rtacha giy-
matdan va demak, baholanayotgan ¢ parametrdan archa
uzoglashgan bo‘lishi mumkin.

Bu holda &, ni @ ning tarqibiy giymati sifatida gabul qilib, katta
xatoga yo'l qo‘ygan bo‘lar edik. Shu sababli, statistik baholarga
effektivlik talabi go‘yiladi.
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6-ta’rif. Agar ¢ baho uchun har ganday £>¢ da
lim P}, - 8|>2)=0 shart bajarilsa, ya’ni 9, baho # ga ehtimol

bo‘yicha yaqinlashsa, u holda 8, asosli baho deyiladi.

Agar # parametrning 6, va 6, siljimagan baholari uchun biror
r hajmli tanlanmada X8, ) <8, ) o‘rinli bo‘lsa, u holda &, baho &,
bahoga nisbatan » hajm}i tanlanma uchun samarahroq (optlmalmq)
baho deviladi.
Berilgan » hajmli tanlanmada eng kichik dispersivaga ega
bo*lgan baho, bu hajmda eng samarali baho deyiladi.
x. —tanlanma o‘rtachasi bosh to‘plam matematik kutilmasi
uchun silitmagan, asosli va effektiv baho bo‘ladi.
Juda katta hajmli (# yetarlicha katta bo‘lganida) tanlanmalar
garalganda statistik baholarga asoslilik talabi qo‘yiladi.
Agar bahoning dispersiyasi n— da nolga ntilsa, u holda
bunday baho asosli bo‘ladi.
Agar ¥ haymli bosh to‘plamning mumkin bo‘lgan x, x,, .., x, ~
giymatlari takrorlanmaydigan bo‘lsa, x, —bosh to‘plam o°rtachasi
Xy = ——Ex 2.2)
formula bilan topiladi; agar ¥ hajmh bosh to‘plamning mumkin
bo‘lgan  x, x,, .., x, —Giymatlari mos ravishda N, W,,.., ¥,
chastotalarga ega bo‘lib, ¥ + N, + ..+ N, = N bo‘lsa, u holda
. 4
%= x ¥, +x,N;: -t X Ny =_}{F21}Nf (2.3)
Bosh to‘plamning kuzatilayotgan X belgisini tasodifiy miqdor
sifatida qarasak, uning matematik kutilmasi uchun M(X)=x, tenglik
o‘rinli bo'ladi.
Agar » hajmli tanlanmaning mumkin bo‘lgan x,x, .., x, -
giymatlari takrorlanmaydigan bo‘lsa, x, -tanlanma o*rtachasi
. B R 1< 2.4)




formula bilan topiladi; agar » hajmli tanlanmaning mumkin bo‘lgan
X5 X; e X, ~Qiymatlari mos ravishda m,n, .., n, chastotalarga ega
bo'lib,  + n, +...+ , =n bo’lsa, u holda -

T _natamt.tnn 1

Xy "E‘rinf (2'5)

H

M{Xy— bosh t0‘plam ofrtachasining statistik bahosi sifatida
tanlanma o‘rtacha gabul gilinadi, x, siljimagan baho ekanligiga,
ya'ni M(x,)=M(X) ekanligiga ishonch hosil gilamiz. x» ni Xr
tasodifiy migdor, x, x, .., x, —variantalarni erkli, bir xil tagsimlangan
X,, X, .., X, tasodifiy miqdorlar sifatida qaraymiz. Bu miqdorlar bir
xil tagsimlanganligi uchun ular bir xil sonli xarakteristikalarga,
Jumladan bir xil matematik kutilmaga ega: a=M(x,). Bir xil
tagsimlangan tasodifiy miqdorlar arifmetik o‘rtacha giymatining
matematik kutiimasi vlardan bittasining matematik kutilmasiga teng,
ya’'ni

M= M[Xn X;---.- X”]‘ M)+ MX )+ MX) _na_

n n

X, X, ... X, miqdorlamning bar biri va bosh to‘plamning X
belgisi (uni ham tasodifiy miqdor sifatida qaraymiz) bir xil
tagsimotga ega ekanligini e'tiborga oladigan bo‘lsak, bu
miqdorlarning va bosh to‘plamning sonli xarakteristikalari bir xil
degan xulosaga kelamiz. Shunday qilib, M(X,)}=e=M(X). U holda
x, bosh to‘plam matematik kutilmasi uchun siljimagan baho ekan.

Ma’lumki, katta sonlar qonuniga (Chebishev teoremasi) asosan
ixtiyoriy kichik >0 son uchun

i P MG )1

ya’ni n ortishi bilan x, ~tanlanma o‘rtachasi bosh to‘plam matematik
kutilmasiga ehtimol bo‘yicha yaqinlashadi. Bundan esa, x, baho o
uchun asosli baho bo*lishi kelib chigadi.

Agar bosh to*plamdan katta hajmli bir nechta tanlanmalar olinib
har birining tanlanma o‘rtachalari topiladigan bo‘lsa, ular o°zaro
tagriban teng bo‘ladi. Bu tanlanma o‘rtachaning turg‘unlik xossasi
deyiladi.

3-misol. Quyidagi tanlanmaning
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x: 4 8§ 11
n: 510 35
statistik tagsimoti bo‘yicha bosh to‘plam matematik kutilmasining
siljimagan bahosini toping.
Yechish: (2.5) formuladan foydalanamiz, U holda x, =17,75.
Agar ¥ hajmli bosh to*plamning mumkin bo‘lgan x, x, .., x,
giymatlan takrorlanmaydigan bo‘lsa, bosh to‘plam dispersiyasi

N -

DX)=Dy = Y (5~ 7" 2.6)
formwla bilan topiladi; agar ¥ hajmili bosh to‘plamning mumkin
bo‘lgan  x,x .., % —qiymatlari mos ravishda AN, N, .. N,
chastotalarga ega bo‘lib, N, + N, +...+ ¥, = N bo‘lsau holda

¢ —
DX)=D, =3 N (5 -5, @.7)
i=l
formula bilan aniglanadi,
Bosh to‘plam ofrtacha kvadratik chetlanishi esa
| o(X)=0, =D, (2.8)
formula bilan aniglanadi. '

Agar n hajmli tanlanmaning mumkin bo‘lgan x,x, .., x, —
giymatlari takrorlanmaydigan bo‘isa, tanlanma dispersiya
&, . —
D{X)= D == 3 (% — %) (2.9)
. " =]
formula bilan topiladi; agar » hajmli tanlanmaning mumkin bo‘lgan
Xy % - X —giymatiari mos ravishda n,n, .., n, chastotalarga ega
" bo‘lib, n, + + itk = bo‘lsa, wholda

DX)= Dr-—ZH,(x, PRY R (2.10)

4-misol. Tanlanmaning D=x* - (x)*, ;=-qu,,
Ay

x: 4 8§ 11I
n: 5106 5
statistik tagsimoti bo‘yicha uning dispersiyasini toping.
Yechish: (2.5) formuladan foydalansak: x. =7,75. Dispersiyani
hisoblash uchun (2.10) formuladan foydalanamiz. U holda
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— 2‘ -— -
p, = 342779 +10(8207,?5}+5(11 L73) _ 5 0625

Dispersiyani hisoblashda (2.6), (2.7), (2.9), (2.10) formuialar
noqulay, shu sababli, dispersiya va matematik kutilmalarning
xossalaridan foydalanib, dispersiyani hisoblash uchun qulay bo‘lgan
quyidagi formulani keltirib chigarish mumkin:

D=F-GY, ;z-f;gn,x,, F=%§‘Tn,xf @2.11)
Bosh to‘plam dispersiyasi uchun statistik baho sifatida
D,:%g&,—x_r)z tanlanma dispergivasini olish muomkin emas.
Chumki bu baho siljigan baho bo‘ladi. Ya’ni M(D,)=D,. Bu holda
biz

n-1

M(Dr}z‘";"DB

tenglikni bosh to‘plam dispersiyasi uchun siljimagan statistik baho
sifatida olamiz va uni

L
s =D, ) L@

ko‘rinishda belgilab “tuzatilgan” dispersiya deb ataymiz, -
Hagigatan ham “tuzatilgan™ dispersiya bosh to‘plam
. dispersiyasi uchun siljimagan baho bo‘ladi. Chunki

=Mmi—2p =" -
M(s’}-M[n_lq.) —— M(D;)=D,.
Bosh to'plam o'rtacha kvadratik chetlanishining bahosi sifatida
5= n_E'TD’ “tuzatilgan” o‘rtacha kvadratik chetlanish olinadi.

1-eslatma. # ning katta qiymatlarida tanlanma dispersiyasi va
“tuzatilgan” dispersiyalarning fargi juda kam bo‘ladi. Shu sababli,
“tuzatiigan™ dispersiyadan r <30 hajmli tanlanmalarda foydalanish
tavsiya etiladi.

2-eslatma. Agar tanlanmaning variatsion qatorida «x -
variantzlaming qiymatlari katta sonlardan iborat bo‘lsa, u holda »,
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variantadan », =23 _ shartli variantaga o*tish orqali 4, - variantalari |
€2

kichik sonlardan iborat yangi variatsion gator hosil gilinadi, so‘ngra
yangi tanlanma vchun », va D(u,) xarakteristikalar topiladi. Oldingi
tanlanmaning  x., D{x.)  xarakteristikalarini topish  uchun
X =yl +¢, D(x)=c Dy, formulalardan foydataniladi.

Matematik statistika va uning tatbiglarida variatsion qatoming
tanlanma o‘rtachasi va tanlanma dispersiyasidan tashqari boshqa
xarakteristikalari ham ishtatiladi. Shulardan ba’zilarini keltiramiz.

 Eng katta chastotaga ega bo‘lgan varianta moda deb ataladi va
M, kabi belgilanadi.

Mediana deb, variatsion gator variantalarini son jihatidan teng
ikki gismga ajratadigan variantaga aytiladi va A, kabi belgilanadi.
Variantalar sonining juft yoki togligiga qarab, mediana quyidagicha
aniglanadi:

[xhl, n=2k+1
M¢=1xk +xm, =2k

Variatsiva qulochi R deb, eng katia va eng kichik variantalar
ayirmasiga aytiladi:
R= Xy = Xpin -
Variatsiya qulochi variatsion gator tarqoqligining eng sodda
xarakteristikasi bo‘lib xizmat qgiladi.
Variatsion gator tarqoqligining yana bir xarakteristikasi sifatida
o‘rtacha absolyut chetlanish ¢ ham ishlatiladi:
Z"n‘le _;!1 _
o=t —
" .
Variatsiya koeffitsiyenti ¥ deb tanlanma o‘rtacha kvadratik
chetlanishining tanlanma o‘rtachasiga nisbatini foizlardagi ifodasiga
aytiladi: ¥ = Z2100%.
Xr
Variatsiya koeffitsiyenti ikkita yoki undan ortiq variatsion qa-
torlarning tarqoqliklarini taqgqosiash uchun xizmat giladi: variatsion
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qatorlardan variatsiya koef¥itsiyenti katta bo‘igani ko‘proq tarqog-

likka ega bo*ladi.
S-misol. Quyida berilgan
x:13 616
n:410351

tanlanma uchun M, M,, &, v, ¢ xarakteristikalarni hisoblang.
Yechish: Yuqoridagi formulalardan fodalanamiz:

M,=3, M =875 3 poys o =420-22, 0, =3,24=F =80,1%

Tajribalar soni juda kattz bo‘lsa, nuqtaviy bahoning qiymati
odatda noma’lam parametrga yaqin bo‘ladi. Ammo kuzatishlar soni
kam bo‘lsa,  nugtaviy baho va ¢ parametr orasidagi farq sezilarli
darajada bo‘lishi mumkin. Bunday hollarda parametrni baholash
uchun intervalli baholardan foydalanish magsadga muvofig
hisoblanadi.

7-ta’rif. Ikkita son (interval chetlari} bilan aniglanadigan baho
| intervalli baho deb ataladi.

Intervalli bahoda bahoning aniqgliligi va ishonchliligi tushun-
chalarini kiritishimiz kerak bo‘ladi. Buni quyida ko‘rib chiqamiz.

Tanlanma ma’lumotlari asosida topilgan @ -statistik
xarakteristika 6 parametrning bahosi bo*lsin. # ni o°zgarmas son deb
faraz gilamiz. Ma’lumki, & ning aniqligi yuqori bo‘lganda |p -]
fargning qiymati kamayib boradi, ya’ni }9--§]<6{, 3 >0 tengsiziikda &
gancha kichik bo‘lsa, baho shuncha aniq bo‘ladi. Shu sababli, &
bahoning anigligi deb ataladi. |

Statistik usullar 4 baho ]6'-§|<5 tengsizlikni qanoatlantinishini
qat’iy tasdiglay olmaydi, balki bu tengsizlik bajarilishining qandaydir
y ehtimolligi hagida xulosa chiqara ofadi.

{¢-8|<s tengsizlikning bajarilish ehtimoli y & parametrning &
baho bo‘yicha ishonchliligi (ishonchlilik ehtimoli) deyiladi. Bu
yerda, y="r(g-6|<s. Ko‘p hollarda, ishonchlilik ehtimoli oldindan
beriladi. Masalan, 0,95; 0,99; 0,999 va hokazo. =
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y=P(9-5|<8 ehtimollikni quyidagicha yozib clamiz:
P(B-6<8<5+B=y (2.13)
Bu munosabatni quyidagicha tushunish kerak: { - 5,5+ 8) interval ¢
noma’lum parametmni o°z ichiga olish {qoplash) ehtimoli y ga teng.
(f-5.6+8) interval noma’lum parametrni berilgan
ishonchlilik bilan qoplovchi ishonchlilik intervali deb ataladi.

[ 3-eslatma. (3* ~8,8+ é) interval tasodifiy chetki nuqtalarga ega,

chunki turli tanlanmalar uchun ¢ ning giymatiari turlicha bo‘ladi.
Shu sababli, tanlanma o‘zgarsa (5—5,5+@] intervalning chetki

nuqtalari ham o‘zgaradi.

Ishonchlilik intervallarini topish qanday amalga oshirilishi bilan

normal taqsimot qonuniga bo’ysinuvchi tasodifiy miqdorlar misolida
" tanishib chiqamiz.

Bosh to‘plamning X belgisi normal tfagsimlangan bo‘lsin.
Ma’lumki, bu taqsimotni ikkita parametr: ¢ va o aniglaydi. Faraz
qilamiz, ulardan biri, o—o‘rtacha kvadratik chetlanish ma’lum,
ikkinchisi a—matematik kutilma esa noma’lum bo‘lsin. Bu
tagsimotning matematik kutilmasi a uchun ishonchlilik intervalini ¥
ishonch bilan & aniglikda topish masalasini qaraymiz.

xr — tanlanma o‘rtachasini X, tasodifiy miqdor sifatida qa-
raymiz. X belgi normal tagsimlanganligi sababli tanlanma o‘rtacha
ham normal taqsimlangan bo‘ladi. Bu yerda

2

M(X,)=a, D{E):%, POX —a!<§}=;-' munosabat o‘rinli bo'lsin. U
holda
P(X —a|<&)= z:b[ﬁj

T

formuladan foydalanib, X ni Xr bilan o ni esa a(m=% bilan
n

almashtirsak quyidagi munosabatni hosil gilamiz:
P([Xr - a|<8)=20() (2.14)
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bu yerda r-—‘{-—— Bundan a'sT bo‘ladi. U holda (2.14) qu}'ldagl

ko‘rinishni olad1

P{}X,—a)[{é}:Zﬁb(t):)P(?r--?{a<aTr+fr)=2¢(r} (2.15)
. " n

e}

Shunday qilib, ishonchlilik intervali ( %r - ca<Zt +‘f,’r]
Jn  n
ko‘rinishda bo‘ladi. Bundan (fr L ca< i +f-,] interval a para-
T

metrni y =2¢(:) ehtimot bilan % aniqlikda qoplashi ketib chigadi.
n

(2.15) dan quyidagi xulosalarni chigaramiz: tanlanma hajmining or-
tishi baholash aniqligi oshishiga olib keladi; agar » ishonchlilik ottirilsa,
t parametr ortadi va bu esa baholash anigligi kamayishiga olib keladi.

6-misol. X tasodifiy migdor normal tagsimiangan bo‘lib, uning
o‘rtacha kvadratik chetlanishi o=3. Tanlanma hajmi #=3 va
bahoning ishonchliligi =095 bo‘lsin. Noma’lum parametr a—
matematik kutilmaning x. —tanlanma o*rtachasi bo*yicha 1shonchhhk
intervallarini toping.

Yechish: Jadvaldan fovdalanib : ni topamiz, ya’ni
1,96-3

20(N=0,95= O =0,475=>¢=1,96. Bahoning anigligi J.-:—Jﬁ—wﬂ 98,
U holda ishonchlilik intervali: (x, ~0,98.x, +0,98).

Berilgan y=96,95 ishonchlilikni quyidagicha tushunish kerak:
agar yetarlicha ko‘p sondagi tanfanmalar olingan bo‘lsa, u holda
wlarning 95% 1 shunday ishonchii intervaliami aniglaydiki, bu
intervallar parametrni hagiqatan ham o'z ichiga oladi; 3% hol-
lardagina parametr interval chegarasidan tashqatida yotishi mumkin.

4-eslatma. Agar matematik kutilmani oldindan berilgan &
aniglik va » ishonchlilik bilan baholash talab qilinsa, v holda bu
aniqlikni beradigan tanlanmaning minimal hajmi

i o
n.—.";;'  (216)

formuladan topiladi.




Bosh to‘plamning X beigisi normal tagsimlangan va uning a—
matematik kutilmasini x. —tanlanma o*rtachasi orgali baholashda o -
o‘rtacha kvadratik chetlanish noma’lum bo‘lsin. U holda

X, —I(E,n)j% <a<X;+ f{i,n)—j—}_t— 17

interval ¢ uchun ishonch intervali bo‘lib xizmat qiladi. Bu verda s —
tuzatilgan o‘rtacha kvadratik chetlanish; «(y,n) esa berilgan n va »
bo‘yicha maxsus jadvaldan topiladi. Bunday jadvallar ehtimollar
nazariyasi va matematik statistikaga oid adabiyotlarda beriladi.
7-misol. Bosh to‘plamdan »=10 hajmli tanlanma olingan va u

quyidagi statistik taqsimotga ega bo*lsin:

X, :-212345

n: 212221

X, = -};Zi:n,x,,.r =Jﬂ—iign, (x,— X, )

Bosh to*piamning X belgisi normal tagsimlangan bo‘lsa, uning a—
matematik kutilmasi uchun x, bo‘yicha y=0,95 ishonchlilik bilan
ishonchli intervalni toping.
| Yechish: Tanlanma of‘rtachani va “tuzatilgan” ofrtacha

kvadratik chetlanishni mos ravishda quyidagi formulatardan topamiz:
— 1 [} 1 & o
Ar z“‘z":xj:"‘:Jn__'i‘Z”:(Ir -AX7)-

n sl i=f

U holda: x, =2, s=2,4 jadvaldan y=0,95 va n=10 larga mos
£€0,9510)=2.26 ni topamiz. Topilganiami (2.17) ifodaga qo‘yib:
(0.3;3,7) ishonchlilik intervalini hosil gitamiz. Bu interval noma’lum
a~matematik kutilmani y=90,95 ishonch bilan qoplaydt.
| Bosh to‘plamning o‘rganiladigan X son belgisi normal taqsim-

langan bo‘lsin. Uning o—o‘rtacha kvadratik chetlanishi uchun tan-
-lanma ma’lumotiari bo‘yicha y ehtimol bilan ishonchlilik intervalini
topish talab gilinsin.

Ma’lumki, tanlanmaning s* - “tuzatilgan” dispersivasi o° -

bosh to‘plam dispersiyasi uchun siljimagan bahodir, Shu sababli, o—
noma’lum paremetrni § orgali baholaymiz. Buning uchun

Plo —slké)=y
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" munosabat bajarilishini talab gilamiz. Tayyor jadvaldnn foydalamsh
,uchun s=8<o<s+d tengsmhkm

s(l——-)car f..s‘(l+-—)

tengsizlik bilan almashtiramiz, q=;— belgilashdan so‘ng

s(t—g)<o <s(l+g),g<il<o <gl+g),g>| (2.18)
ishonch intervalini hosil gilamiz. Bu yerda g(r,n) maxsus Jadvaldan
topiladi.

8-misol. Bosh to‘plamning X belgisi normal tagsimlangan ve
n=50 hajmli tanlanmaning “tuzatilgan” dispersiyasi: 5* =2,25 bo‘l-
sin. ¢ noma’lum parametmi y=0,95 ishonchlilik bilan goplaydigan
ishonchlilik intervalini toping,.

Yechish: Jadvaldan »=50 va y=0,95 qiymatlarga mos ¢=0,2i
ni topamiz. Bu yerda g<! bo‘lgani uchun (2.18) tengsizlikning
birinchisidan fovdalanib, 1,185<#<1,815 ishonchlilik intervalini
topamiz., '

2.2. Statistik va korrelatsion bog‘lanishlar.
Regressiya tenglamasi

Kundalik faoliyatimizdagi ko’pgina amaliy masalalarda,
tajribalarda o°‘rganilayotgan ¥ belgining (tasodifiy migdoming) bitta
yoki bir nechta boshga belgilarga (tasodifiy miqdorlarga)
bog‘ligligini aniqlash va baholash talab gilinadi. Dastlab ¥ belgining
bitta ¥ tasodifiy migdorga bog‘ligligini o‘rganamiz.

Tkki beigi funksional bog‘lanish bilan, yoki statistik bog'lanish
bilan bog‘langan, yoki umuman erkli bo“lishi mumkin.

¥ belgining bitta mumkin bo‘lgan giymati mos keisa, u holda 1, x

1-ta'rif. Agar X belgining har bir mymkin bo‘lgan qiymatigaj
belgining funksiyasi deyiladi.

1-misol. X diskret tasodifiy mlqdommg tagsimoti:
X: 2

p2:0,6 0,4
g1



berilgan. ¥ = X? ftmks:yamng tagsimoti topilsin.
Yechish: ¥ ning mumkin bo‘lgan giymatlarini tapamlz
y, =4, »,=3.Uholda ¥ ning tagsimoti:
Y: 4 9
p: 0,6 0,4
2-misol. X uzluksiz tasodifiy migdor normal tagsimlangan
bo‘lib, M(XD=a=2, o(X)=0,5 bo‘lsa, ¥ =3.X +1 chizigli funksiyaning
zichlik fumksiyasini toping.
Yechish: ¥ ning sonli xarakteristikalarini topamiz:
M{P}=3.2+1=7, o(¥)=3-0,5=15

TR T : agie __ 1 -7
U holda ¥ ning zichlik funksiyasi: g(3) 3 Jﬂexp[ ""_2-(1,5}2}

Funksional bog‘lanishlar aniq va tabiiy fanlar: matematika,
fizika, kimyo kabi fanlarda aynigsa yaqqol kuzatiladi.

Masalan, termometrdagi simob ustumining balandligi X havo
harorati ¥ haqida aniq va bir giymatli ma’lumot beradi; aytana radiu-
si R va uning uzunligi ¢ orasida C=2rR geometriyadan ma'lum
bo‘lgan formuia bilan aniqlangan funksienal bog‘lanish mavjuddir.

Iqtisodiy jarayonlarda, umuman jamiyatning boshqa sohalarida
tasodifiy belgilar orasida gat’ty funkstonal bog‘lanish kamdan-kam
uchraydi. Buning asosiy sabablaridan biri belgilarga ta’sir etuvchi
faktorlarning xilma-xiiligi va tasodifiyligidir. Bu holatda belgilar
orasidagi moslik statistik bog‘lanish bo‘lishi mumkin, |

2-ta’rif. Agar belgilardan birining ofzgarishi ikkinchi belgi
tagsimotining o‘zgarishiga olib kelsa, u holda bu ikki belgi orasidagi
bog‘lanish statlstlk bog lanish deyiladi.

MaSalan agar Y{Z,Z,.V,,V,) va X(ZI,ZI,U,,U Y(Z,V, U, —tasodifiy
faktorlar) belgilar berilgan bo‘lsin. Bu holda ¥ va X lar orasidagi
bog‘lanish statistik bog‘lanish deyiladi, chunki ulaming har biri
bog‘liq bo‘igan tasodifly faktorlar ichida umumiylari mavjud.

Statistik bog‘lanishni matematik ifodalash murakkab, shu
sababli uning xuwsusiy hollaridan biri hisoblangan korrelatsion
bog‘lanish bilan tanishib chigamiz.
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3-ta’rif. Apgar bir-biriga statistik bog‘lanishda bo‘lgan ikki
belgidan birining o‘zgarishi ikkinchi belgi o'rtacha qiymatining
o‘zgarishiga olib kelsa, u holda bunday statistik bog‘lanish
korrelatsion bog‘lanish deb ataladi.

Bir-biri bilan korrelatsion bog‘lanishda bo‘lgan tasodifiy
miqgdorlarga misoliar keltiramiz.

1. Mehnat unumdorligi X va jami ishlab chigarilgan mahsulot
¥, '

2. Yig'ib olingan hosil miqdori ¥ va ishiatilgan o‘gitlar
miqdori X ;

3. Jami mahsulot migdori X va korxonaning ish haqi fondi ¥

4. Sarflangan kapital mablag‘lar ¥ va shu mablag‘lardan
olingan sof foyda ¥';

5. Korxonaning texnika bilan qurollanganlik darajasi X va
mehnat unumdorligi ko‘rsatkichi Y.

Yugqoridagi ta’rifdan ko‘rinib turibdiki, korrelatsion bog‘la-
nishni matematik ifodalash, ya'ni y= f(x} ko‘rinishda yozish uchun
shartli o‘rtacha tushunchasini kiritishimiz kerak.

4-ta’rif. ¥ =x givmatga mos keluvchi ¥ ning kuzatilgan
qiymatlari arifmetik o‘rtachasini shartli o‘rtacha deb ataymiz va y,
ko‘rinishda belgilaymiz.

Xuddi shunday usulda y, — shartli o'rtacha tushunchasi ham

”
aniglanadi.

S-ta’rif. Y=y giymatga mos keluvchi X ning kuzatilgan
qiymatlari arifmetik o ‘rtachasini x_—shartli o‘rtacha deb ataymiz.

~ J-misel. X migdorning x,=5 giymatiga ¥ miqdoring y, <6,
¥ =7, y, =% giymatlari mos keladi. y, =7

6+7+8

3 7.

Yechish: y, =




X va ¥ tasodifiy migdorlar (belgilar) ustida kuzatishlar o‘tka-
zilgan  bo'lib,  kuzatishlar  natijalari mos  ravishda
(2,0 3,0 { Ty ¥ Joeees (X, 8, ) BOlsin. U holda X va ¥ oresidagi bog‘lanish-
ni (munosabatni} ushbu jadval ko‘rinishida ifodalash mumkin.

{ X X Xy pnaa Xy '
LY ¥, ¥, L. Vi

Agar yuqgoridagi jadvalda x, va y, lar turli giymatiarini gabul
qifsa, u holda shartli o°rtacha tushunchasidan foydalanmaymiz.

Agar kuzatishlar soni ko‘p, ya’'ni x, qiymat m, marta, y, qiymat
m, mara, (x,v,) juftliklar », marta takrorlanishi mumkin bo‘lsa, u

holda yuqgoridagi jadval o*miga korrelatsion jadval yoki korrelatsion
panjara deb ataluvchi jadval ishlatiladi. m_,m, m,, lar mos ravishda

%, ¥, (x,y,) laming chastotalari deyiladi. m,, =m, belgilash kiritib
quyidagi jadvalni hosil gilamiz. Bu yerda

Sim, =y, Sy =, o, = Em, =

¥
-vl yl A yl "lx
X -
* »y, ") My My
¥ ) Ty My ",
x.i' 'mﬂ mkz - mh' m-ﬂ- .
i i _ P y My My, n

By holatda shartli o‘rtacha tushunchasidan foydalanishimiz zarur.
Korrelatsion panjarada shartli o‘rtacha topilishiga doir misol
ko‘rib chiqamiz.
4-misol. Berilgan jadvaldan foydalanib, tanlanma shartli
o‘rtachani toping.



]
, 13 4 6 7 8 n
8 5 3 - - - 8
12 3 4 5 4 2 18 |
15 - 3 3 6 y 14
Ay 8 10 3 10 4 | r=40 |
Yechish: Hisoblashlami quyidagi jadvalga joylashtiramiz:
. o 4 6 7 | 8 . |
8 5 3 - - - 8
12 3 4 5 4 ' 18
15 - 3 3 6 2 14
¥ 9,5 11,7 13,125 | 138 13,5

Belgilar orasidagi komelatsion munosabatiar (bog‘lanishlar)
to‘g ri, teskari, to‘g‘ri chizigli va egri chiziqli bo‘lishi mumkin.
Masalan, to‘g‘ri korrelatsion bog’ lanishda belgilardan birining ortishi
(kamayishi} boshgasining o‘rtachasi ortishiga (kamayishiga) olib
keladi, teskari bog‘lanishda csa aksincha va hokazo.

Masalan, daraxtning yoshi X ortib borishi bilan daraxtdagi halqelar
soni ¥ ortib boradi, havoning harorati X pasaylshl bilan nafas olish
tezligi ¥ kamayadi va h.k.

¥ ning X ga korrelatsion bog‘hqhgl deb, y. shartli
o‘rtachaning x ga funksional bog‘lanishiga aytiladi: y,=#(x). Bu
tenglama Y ning X ga regressiya tanlanma tenglamasi (ba’zida ¥
ning X ga regressiya tenglamasi), f¢x) funksiya esa ¥ ning X ga
tanlanma regressivasi (ba’zida regressiya funksivasi) deb ataladi. Bu
tenglama grafigi esa ¥ ning X ga regressiya tanfanma chizig't
(ba’zida ¥ ning X ga regressiya chizig'i} deyiladi.

X belgining ¥ belgiga regressiya tanlama tenglamasi va
regressiva tanlama chizig‘i ham yuqoridagiga o xshash aniglanadi;

X, =),

'!“If' :\-E el
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Korrelatsiya nazariyasi belgilar orasidagi bog‘lanishni o‘rganish
Jarayonida asosan quyidagi ikki masalani hal giladi.

3-misol. Belgilar orasidagi korrelatsion bog'lanish formasini
aniqlash, va’ni regressiva fimksivasining ko‘rinishini (chizigli,
chizigsiz va h.k.) topish.

Agar f(x) va o(y) regressiya funksiyalarining ikkalasi ham
chiziqli bo‘lsa, u holda X va Y belgilar orasidagi korrelatsion
bog’lanish chizigli, aks holda esa chizigsiz deyiladi.

6-misol. Korrelatsion bog'lanish zichligini (kuchini) aniglash.

¥ belgining X belgiga korrelatsion bog‘lanishining zichligi
X =x qiymatga mos ¥ ning mumkin bo*igan giymatlari y_—sharili
o‘rtacha atrofida tarqoqligi darajasini baholaydi.

Regressiya tanlanma tenglamasi

Y. =J{x)
ko‘rinishda yozilib, agar f(x) regressiya chizigli bo‘isa, u holda X
“va ¥ belgilar orasidagi korrelatsion bog*lanish chizigli deb atalar edi.
Biz mana shu chizigli korrelatsion bog‘lanishni atroflicha o*rganib
chiqamiz.
miz. Bunda ikki:

1) ma’ lumotlar gruppalanmagan;

2) ma’lumotiar gruppalangan hollarni alohida-alohida gara-
shimiz kerak bo‘ladi. |

1. Tanlanma ustida o‘tkazilgan » ta erkli tajriba natijasida
olingan ma’lumotlardan (x, »} i=1,23,.n sonlar juftligi ketma-
ketligi hosil gilingan bo‘lib, bu ma’lumotlarni gruppalash shart
bo‘imasin, ya'mt X belgining turli x giymatlari va ularga mos ¥
belgining y giymatlari bir martadan kuzatilgan bo‘lsin. Bunday
holatda shartli o‘rtacha tushunchasidan foydalanish shatt emas.
Shuning uchun izlanayotgan

Y. =ke+b Z.19)
tanlanma regressiva to‘gri chizigi tenglamasini quyidagicha
yozishimiz mumkin ' '

y=ke+b (2.20)



Bu tenglamadagi burchak koeffitsiyentni p_ bilan belgilab, uni ¥
ning X ga regressiva tanlanma koeffitsiventi deb ataymiz. Shunday
gifib, ¥ ning X ga to‘g‘ri chizigli regressiya tanlanma tenglamasini

y=px+b (2.21)
ko‘rinishda izlaymiz. i N

Bu tenglamadagi noma’lum p,, va b koeffitsiyentlarni shunday
tanlashimiz kerakki, natijada kuzatish ma’lumotlari bo°yicha topilgan
(x,») nuqtalarni X0y tekislikka joylashtirganimizda bu nugqtalar
rmumkin qadar (2.21) to‘g'ri chizigning yaqin atrofida yotsin. Bunday
talabni bajarishdan oldin ¥, -y, ifoda bilan aniglanadigan chetlanish
tushunchasimi kirtib olamiz, bu yerda ¥ -(2.21) tenglamadan «,
giymatga mos keluvchi ordinata; y, esa x, ga mos kuzatilgan ordinata.
Noma’lum g, va & koeffitsiyentlarni shunday tanlaymizki, chetla-

nishlar kvadratlarining yig'indisi eng kichik, ya'ni min} (¥ - y)

‘bo'lsin (noma’lum p,. va b koeffitsiyentlarni topishning bu usuli eng

kichik kvadratiar usuli deb ataladi).
Eﬂi(m +b- )%, =0

al

oF &
=23 (px, +B—3)=0
S/ .

Hay bir chetlanish noma’lum g, va b koeffitsiyentlarga bog'lig
bo*lgani uchun chetlanishlar kvadratlari yig‘indisining funksiyasi #
ham bu koeffitsiyentlarga bog‘liq bo‘ladi: F(p,.6)=3 (¥, -») . Bu

funksiyaning minimumini topish uchun noma’lum parametrlar
bo‘yicha xususiy hosilalarni hisoblab nolga tenglashtiramiz (hoz .cha
o, ©‘maiga p yozib turamiz):

Bu sistemada elementar almashtirishlar bajarib, & larga
nisbatan quyidagi tenglamalar sistemasini olamiz: "

ipxzr + ibx: gixry:
=]

=l Jal

ZPJ‘; +nb ""ZJ’;
el

I=l

(2.22)



Bu sistemadan izlanayotgan parametriarni topamiz (yozivda ixcham-
lik uchun § indekslarni tushirib goldiramiz):
"’Z-"J’ - Z: Z:}’
nz.x -—(Zx)
RPNV
nzx -—{E,x)
T-misol. H&jml =5 bo‘lgan tanlanmalarning quyidagicha
' X: 1 45 3 4,5 5

Y: 1,25 4,4 L5 L7 2,25
tagsimoti bo‘yicha ¥ ning X ga to‘g‘ri chizigli regressiva tanlanma

tenglamasini toping.
Yechish: Ma’lumetlar asosida quyidagi jadvalni tuzamiz:

(2.23)

X ¥ x‘z XY
1 1,25 | 1,25
1,5 1,4 2,25 2,1
3 1,5 G 4,5
4,5 1,75 - 20,25 4,875
3 2,25 25 11,25
Y=15 Y =815 Y.=57.5 Y =26,975

. Jadvaldagi hisoblangan giymatlarni (2.23) formulaga go‘ysak:

an,y, Z:.:,Zy,_s 26,975-15-815 _ 1 500

ny xt - x) 5-57,5-15
b " .1:, J:, x, : XY 5:57,5-8,15 —15'1269,?5 =1.024
ny 5 - %) 5-57,5-15

U holda regressiva tanlanma tenglamasi: y, =0,202x+1,024.

2. Faraz qilamiz, kuzatish hatijasida olingan ma’lumotiar ko‘p
sonli (kamida 50 ta kuzatish o*tkazilishi kerak) bo*lib, gruppalanadigan
bo‘isin. U holda ma’lumotiar korrelatsion jadval ko‘rinishida beriladi:

1 Y
Hi ¥ ver ¥ m,
X .
h ) ""11 my m-'-'l
‘r! l"nll mll - P Hf-u ml;

98



X My M, . Ty L

m, m, m, aes My, "
Quyidagi ayniyatlardan:

= sz Fr=mny=2Ty=Ty=ny
=_1 ] 2 _ a2
¥ = an =% nf |
Y x=n_ay ((xy) jultlik »  marta kuzatilishi hisobga olingan)
foydalanib,(2.22) tenglamalar sistemasini quyidagicha yozib olamiz:
pnx’ +bnx= 3 BX¥, 2.24)
Px+b=7y.

Bu yerda (x,y) juftlik », marta takrorlangani wchun ny ifoda
> nxy ko‘rinishda yoziladi.Bu sistemadan

En xy—nx y Zn,,.ry nx- y

= 2.25
n(x® - (x}z) noy ( )
ifodani topamiz. Izlanayotgan:
V=P tb (2.26)

regressiya tanlanma tenglamasini v uchun quyldag;mha yozib olish -
mumkin:

¥, = pF;+ B (227)
chunki (x,)) nuqta ham (2.26) tenglamanmg yechim: bo'ladi, (2.26)
va (2 27) wnglamalardan

&, ~=p,(x-%) (2.28)
regressiya tanlama tenglamasini hosil gilamiz. Bundan so‘ng
regressiva tanlanma tenglamasini (2.28) ko‘rinishda izlaymiz,

l-eslatma. Agar ma’lumotlarda katta sonlar gatnashsa hi-

soblashiarni yengillashtirish uchun £y, variantalardan mos ravishda
", = i v = N5 shartli variantalarga o*tib olish mumkin.

}
y L4




Ma’lumki, korrelatsiya nazariyasining asosiy masalalaridan biri
korrelatsion bog‘lanish zichligini (kuchini) aniglashdir.

Y belgining X belgiga korrelatsion bog‘lanish zichligi ¥ ning
X =x ga mos qivmatlarining y -shartli o‘rtacha giymat atrofida
tarqoqligi bo‘yicha baholanadi. Agar targoqlik katta bo‘lsa, u holda
¥ hbelgi X belgipa Kkuchsiz bog‘fanganligini yoki umuoman
bog‘lanmaganligini bildiradi. Tarqoglikning katta bo‘lmasligi ular
orasida ancha kuchli bog*lanish borligini ko‘rsatadi.

¥ va X belgilar orasidagi chizigli korrelatsion bog‘lanish
zichligini xarakterfovchi kattalik korrelatsiya tanlanma koeffitsiyenti
bilan tanishib chiqamiz. Ma’lumki
L =y (2.29)

ps?

x

Bu tenglikning ikkala tomonini ham g-. nisbatga ka*paytiramiz. U holda:

¥

Pu =

-. Zn‘},xy—n;-}
o, P = no,c,

Hosil bo*lgan tenglikning o‘ng tomonini r. bilan belgilaymiz va
uni tanlanma korrelatsiya koeffitsiyenti deb ataymlz

= M (ma’lumotlar gruppalanmasa), (2.30)
no.o, _
yoki
En:;y p (ma lumotlar gruppalansa) (2.31)

» —tanlanma komelatsiya koeffitsiyenti bosh to‘plam korrelatsiyva
koeffitsiventining bahosi hisoblanadi, shuning uchun ¥ va X katta-
liklarning son belgilari oramdagl chizigli bog‘ligligining oflchovi
hisoblanadi.

Agar tanlanma yetarlicha katta hajmga ega va reprezentativ
bo‘lsa, u holda belgilar orasidagi zichlik hagida tanlanma ma’lu-
motlari ba‘yicha olingan xulosa ma'lum darajada bosh to*plamga
ham tarqatilishi mumkin. Masalan, normal tagsimot qonuni bo*yicha
taqsimfangan bosh to‘plam korrelatsiya koeffitsiyentini baholash
uchun {n>s0)
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¥
r,—BI:’_; $r3$4+31\§

formuladan foydalanish mumkin.

Tanlanma korrelatsiva koeffitsiyentt wchun quyidagi xossalar
o‘rinti;

t-xossa. Tanlanma korrelaisiya koeffitsiyentining absolyut
qiymati birdan ortmaydi, ya'ni |r;|<1.

2-xossa. Tanlanma Xorrelatsiya koeffitsiyentining absolyut
givmati orisa, belgilar orasidagi chizigli koreelatsion boglanish
zichligi ortadt,

3-xossa. Agar |r,]=1 bo'lsa, u holda kuzatilayotgan belgilarning
chizigli funksional bog‘langan bo‘ladi.

4-xossa. Agar 7, =0 bo‘lib, regressiya tanlanma chiziglari to‘g'ri
chiziglardan iborat bo‘lsa, u holda X wva Y belgilar orasidagi
bog‘lanish chizigli korrelatsion bog‘lanish bo‘lmaydi.

2-eslatma. Agar r, =0 bo‘lsa, u holda organilayotgan belgilar
chiziqsiz korrelatsion bog‘lanishda (masalan, parabolik, ko‘rsatkichli
va h.k.} bo‘lishi mumkin.

Yuqorida keltirilgan  xossalardan tanlanma  korrelatsiya
koeffisiyentining ma’nosi kelib chigadi: tanlanma korelatsiya
koeffitsiventi tanlanmada son belgilar orasidagi chizigli korrelatsion
bog‘lanish zichligini xarakterlaydi: || kattalik ‘1 ga qancha yaqin
bo'lsa, chizigli korrelatsion bog‘lanish shuncha kuchli; i { kattalik 0 ga
gancha yagin bo‘Isa, chizighi korrelatsion bog'lanish shuncha kuchsiz,

3-eslatma, Tanlanma korrelatsiya koeffitsiventiming ishcrasi
regressiva koeffitsiventlarining ishoralari bilan b1r xll bo‘ladi, bu
quyidagt formulajardan kelib chiqadi:

Pu=t; :_ . Py =r,-§*‘-. (2.32)
¥ TR

x

4-eslatma. Tanlanma korrelatsiya koeffitsiyenti tanlanma
regressiva koeffitsiventlarining geometrik o‘rtacha giymatiga teng:

_+\Jp1?pn
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Hagigatan ham (2.32) dan
Puby =1t =t[o.p,
Iidiz oldidagi ishora regressiva koeffitsiyentlari ishoralari bilan bir xil
qilib olinishi lozim. |
8-misol. Cho‘chqa bolasining og‘irligi ¥ (kg.) va yoshi X
(haftalarda) orasidagi bog‘lanish quyidagi jadval bilan beriigan.

x J o0 1t ] 23] 4756717718
y | 13125 (3915215317590 108131

Shu ma’lumotlar bho‘yicha tanlanma korrelatsiya koeffitsiyentini
toping.
Yechish: 7 =Z—z?l formulada zarur hisoblashlarni
| o,
bajarsak, r =098 eckanligini topamiz. Bundan esa cho‘chqa
bolasining og‘irligi va yoshi orasidagi bog‘lanish kuchli degan
xulosaga kelamiz,

5-eslatma. Tanlanma korrelatsiya koeffitsiyentini hisoblashni
soddalashtirish uchun shartli vartantaga o‘tish mumkin {(bunda
ning qiymati o‘zgarmaydi).

Kuzatilayotgan (yoki. biz o‘rganmoqchi bo‘lgan) X va ¥
belgilar orasidagi chizigti korrelatsion bog'lanish zichligini baholash
uchun ». — korrelatsiya tanianma koeffitsiyenti xizmat gilsa, chiziqgsiz
yoki umuman ixtiyoriy ko‘rinishdagi korrelatsion bog‘lanishning
zichligini ganday baholash mumkin degan savol bo‘lishi tabiiydir.
Umumiy helda korrelatsion bog‘lanishning zichligini aniglash uchun
tanlanma korrelatsion nisbat deb ataluvchi xarakteristika ishlatiladi.
Bu xarakteristika bilan tanishib chigishdan oldin tanlanma kor-
relatsion nisbatni kiritish bilan bog‘liq bo‘lgan ba’zi tushunchalarni
keltirib o‘tamiz.

6-ta’rif. Bosh to‘plamning biror bir gruppasiga tegishli
| belgilaming arifimetik o‘rtachasi gruppa o*rtachasi deb atajadi.
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Gruppa o‘rtachasini ba’zi hollarda sharth o‘rtacha deb ham
yuritish mumkin. Yugorida foydalanilgan shartli o‘rtacha tushun-
chasida bu holat yuz bergan.

Gruppa o‘rtachasi va gruppalar hajmi ma’lumn bo‘lsa, umumiy
to‘plam o‘rtachasini (bosh to‘plam o°rtachasi) topish mumkin.

9-misol. Quyidagi jadval asosida ikki gruppadan tashkil topgan

to‘plam o‘rtachasi topilsin:

(Gruppa Birinchi Ikkinchi
Belgining giymatlari | 6 1 5
Chastota 10 15 20 1 30
Hajm 10+15=25 20+30=30
Yechish: Gruppa o‘rtachalarini topamiz:
;zlﬂ-l+15~6=4, ;2-:20-1+30-5=3‘4
25 30 :
Gruppa o‘rtachalari bo*yicha umumiy o*rtachani topamiz;
— 25.4+350.3,4
x= =36.
25+50

7-ta’rif. Gruppaga tegishli belgilaming gruppa o‘rtachasiga
nisbatan dispersiyasi gruppa dispersiyasi deb ataladi:
) - 2 mtx —x)
N,

i

D,(x, 2.33)

bu yerda, n, -, giymatning chastotasi; j—gruppa nomeri; x ~ j
gruppaning gruppa o‘rtachasi; ¥, =)z — j gruppa hajmi.
3

10-misol. Ikki gruppadan tashkil topgan to‘plamning gruppa

dispersiyasi topilsin:

I—E Gruppa Birinchi Ikkinchi |

| Belgining qiymatlari 1 6 1 5
Chastota 10 15 20 30

L Hajm 10+15=25 20+30=50

Yechish: 7-misoldan ma’lumki, x =4, x,=34. Endi gruppa

dispersiyalarini topamiz:
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10-(1 —4Y +15-(6-4)° P

25 -
20-(1- 3,4 +30-(5-34F 1152+ 76,8
50 T 50

D(X)=

D,(X,)= =3,84

[ 8-ta’rif. Gruppa dispersiyalarining gruppalar hajmi bo‘yicha
olingan arifmetik o‘rtachasi gruppalar ichki dispersiyasi deb ataladi:

o 2N D X))
.. ¥
n

bu yerda, ¥, - j gruppa hajmi; #=7 N, —umumiy to‘plam hajmi.
S

Masalan, 8-misolda gruppalar ichki dispersiyasini quyidagicha
topamiz: |

25:6+50-3,84 .
_ =

DP = 75 » 4:5@.-._{ oo

9-ta’rif. Gruppa ofrtachalarining umumiy to‘plam o*rtachasiga
(bosh to‘plam o°rtachasi) nisbatan dispersiyasi gruppalararo
dispersiya deb atalad::
o - Y.
DP(Z) = ZN!(:J' % ;
bu yerda, x, - j gruppaning gruppa o‘riachasi; ¥, - j gruppa hajmi;
x. umumiy o‘rtacha; n= 3 N, umumiy to‘plam hajmi.

]

Maéalm, 7-misolda gruppalararo dispersiyani topsak:

— . — 2 . — 2
b (xj}=25 (4-3,6 +50-(3,4-3,6) ___1=1+_2=n,’03
B 75 75

Endi bu tushunchalardan foydalanib, tanlanma korrelatsion
nisbat tushunchasini aniqlaymiz.
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10-ta’rif. ¥ ning X ga tanlanma korrelatsion nisbati deb, ,. :
- :

Ty =25 (2.34)

Ty

nisbat bilan aniqlanuvchi kattalikka aytiladi.
>, -y . .
Bu yerda, o, = A - shartli yoki gruppalararo o‘rtacha

a2
kvadratik chetlanish; ay=,/z-{'!—%i)- — of'rtacha kvadratik |,

chettanish; » tanlanma hajmi; », — X belgining x qiymati chastotasi;
n, — ¥ belgining y qiymati chastotasi; y — ¥ belgining umumiy
o‘rtachasi; y. — ¥ belgining X =x ga mos shartli o‘rtachasi (x
gruppaning gruppa o'rtachasi).

X ning ¥ ga tanlanma korrelatsion nisbati ham shu kabl
aniqlanadi:

cr;- :
N, =—% (2.35)

Iy

11-misol. »=>50 hajmli quyidagi korrelatsion jadval bo*yicha ¥
belgining X belgiga korrelatsion nisbati », ni toping.

1
) X 10 20 30 n,
15 4 2R 6 18
25 5 . 6 12
5, 10 28 iz . =50
Y. 21 15 20 -

Yechish: v -umumiy o‘rtachani topamiz:

-~ 2omy,  38-15+12.25 §70
| YU TR T s o

o‘rtacha kvadratik chetlanishni topamiz:

Eﬂy(?“?} 38015 17,4) +12(25 17,4
CFJ,= " S0 4'27
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o--sharthi o‘rtachaning o‘rtacha kvadratik chetlanishni (yoki
gruppalararo o‘rtacha kvadratik chetlanish) fopamiz:

e JZL"UT -»_ Jm&l—l?,# FOIS_ 17,47 +1Q0-174Y _, )
" " 50 =heEn

Tanlanma korrelatsion nisbat uchun quyidagi xossalar o‘rinli.
1. va 7, kattaliklar uchun aniglangan xossalar bir xil bo‘lganligi
sababli tanlanma korrelatsion nisbat xossalarini # kattalik uchun
sanab o‘tamiz.

1-x0ssa. Tanlanma korrelyatsion nisbat quyidagi qo‘sh
tengsizlikni qanoatiantiradi: 0 5y <1.

2-xossa. Agar n=1 bo‘lsa, belgilar funksional bog‘lanishda,
ya'nt Y= f(X) bo'ladi.

3-xossa. Tanlanma korrelatsion nisbat tanlanma korrelatsiya.
koeffitsiyentining absolyut qiymatidan kichik emas: 2| |.

4-xassa. Agar 5=|r.| bo‘lsa, belgilar orasida chizigli bog‘lanish
bo‘ladi. | .

S-xossa. Agar =0 bo‘lsa, belgilar korrelatsion bog‘lanishda
bo‘lmaydi.

Tanlanma korrelatsion nisbatning afzalligi uning istaigan .
korrelatsion bog‘lanish, shu jumladan, chizigli bog‘lanish
_ zichligining ham o*lchovi bo‘lib xizmat qilishidadir. Shu bilan birga
tanlanma korrelatsion nisbat kamchilikka ham ega: u bog‘lanish
shakli bagida hech ganday ma’lumot bermaydi.

Agar X va ¥ belgilar orasidagi korrelatsion boglanish
o‘rganilayotgan bo‘lib, y, = f{(x) regressiya grafigi egri chiziq bilan
tasvirlanadigan bo‘lsa, u holda bu korrelatsiya egri chizigli deyiladi.

Egri chizigli korrelatsiyada ham chizigti korrelatsiya- kabi
korrelatsion bog'lanish shakli va uning zichligini aniglash bilan
shug“ullaniladi. Egri chizigli korrelatsiyada ¥ ning X ga regressiva
funksiyalari quyidagi ko‘rinishda bo*lishi mumkin:

¥, =ax* +bx+c (ikkinchi tartibli parabolik korrelatsiya);

¥, =a’ + b +ex+d (uchinchi tartibli parabolik korrelatsiya);
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¥, =§(giperbolik korrelatsiya).

Regressiya funksiyasining ko‘rinishini aniglash uchun Dekart
koordinatalar sistemasida (x,») nuqtalaming o‘rni topiladi va uvlarning
joylashishiga qarab regressiya funksiyasining taxminiy ko‘rinishi
hagida gipoteza gilinadi; o‘rganilayotgan masalaning mohiyatidan
kelib chiggan holda oxirgi xulosa qabul qilinadi. Belgilar orasidagi
korrelatsion bog‘lanishni ifodalovchi regressiva funksiyalarining
noma'lum parametrlarni aniqlash yoki statistik baholash masalalari
ham muhim hisoblanadi. Regressiva funksiyasining noma’lum
parametrlari ham eng kichik kvadratlar usuli yordamida topiladi. Egri
chizigli korrelatsiya zichligini baholashda tanlanma korrelatsion
nisbatdan foydalanamiz.

_ Egri chizigli korrelatsivaning sodda hollandan biri ikkinchi
tartibli parabolik korrelatsiya ko‘rinishdagi korrelatsiyaning
noma’lum parametrlarini tanlamma ma’lumotlari yordamida topamiz.
Aniglik uchun ¥ ning X ga regressiya tanlanma tenglamasini
garaymiz. Bunda regressiva tanlanma tenglamasi
¥, =@’ +hx+e - (2.36)
ko‘rinishda bo‘lib, a,b,c noma’lum parametrlarni tanlanma ma’lu-
motlari bo‘yicha topish kerak bo‘ladi. Noma’lum koeffitsiventlarni
v =¥ —(wx; +x, +¢) chetlanishlar kvadratlarining yig'indisi eng
kichik bo‘ladigan qilib, tanlaymiz. Shu magsadda, quyidagi

funksiyani kiritamiz: Fi{a, b, c}niuﬁ. Bu funksiyani ekstremumga
=

tekshirib va tegishli almashtirishlardan so‘ng quyidagi sistemani
hosi gilamiz. .

azn,ix +b2nk‘x +c2n x = Zn x? yrf

Jm] =l ful

*aZn x; +bZn x +cZn X = Z x,y,& | (2.37)

1=l inl

aznﬁx, +bzn X, +cn—2nx‘yxj

Kuzatish natijalari (x,, y,) ]Uﬂllk]ﬂfdﬂl’l foydalanib (2. 37), tenglamalar
sistemasidan a, b, ¢ noma’lum parametriar topiladi.
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12-misol.  Korrelatsion jadval ma’lumotlari  asosida
y,=a’ +bx+c ko‘tinishdagi ¥ ning X ga regressiya tanlama
tenglamasini toping.

x 1 1,1 1,2 ,
Y
6 8 2 - 10
7 - 30 - 30
7.5 - | 9 10
n, 8 33 9 n="50

Yechish: Korrelatsion jadval ma’lumotlari asosida quyidagi
jadvaini tuzamiz, _ '

x n, 5. nx nxt nx' nx! ny.

3 6 | 8 8 8 8 48

1,y { 33 {673 ] 363 | 39,93 | 43,93 | 48,32 | 222,09
121 9 1751 108 ] 1296 | 15,55 | 18,66 | 67,50
r | 50 - 551 | 60,89 | 67,48 | 74,98 | 337,59

Bu jadvalning = qatoridagi sonlarni (2.37) ga qo‘yib quyidagi
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:
74,98a + 67,480 + 60,89 = 413,93

67, 48a + 60,890 + 55,100 =373,30
60,89a + 55,106 + 50c = 337,59

Bu sistemadan a=1,94, 5=2,98, ¢=1,10 yechimlarmi topamiz. U

holda regréssiya tenglamasi

¥, =1,94x% +2,98x + 1,10
ko‘rinishda bo*ladi. Tekshirish uchun tenglama bo‘yicha hisoblangan
v, ning qiymatlari bilan jadval bo‘yicha topilgan y, ning qiymatarini
tagqoslash mumkin.

Yugqgorida keltirilgan boshga furdaga egri chiziqli regressiya
tenglamalarining koeffitsiyentlarini topishda ham eng kichik
kvadratlar usulidan foydalanish mumkin, ammo ba’zi hollarda oldin
ma’lum bir almashtirishlarni amalga oshirish zarur. Masalan,
y=af (a>0b>0) regressiya tenglamasidagi noma’lum a5
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koeffisiyentlarni topishda avvalam bor bu tenglamani iny=lna+&lnx
ko‘rinishda yozib olamiz, so'ngra w=Inx, z=Iny belgilashlar
yordamida z=béu + Ine chizigli funksiyani hosi! qilamiz.

Ba’zi amaliy masalalarda ikkita emas, bhalki ikkitadan ko‘proq
belgilar orasidagi bog‘lanishni o‘rganish zaruriyati tug‘iladi. Bu
holda belgilar orasidagi korrelatsion bog‘lanish fo ‘plamiy (ko ‘plik)
korrelatsiva deb atajadi.

To‘plamli korrelatsiyaning eng sodda holi bo‘igan uchta belgi
orasidagi chiziqli korrelatsiyani qaraymiz. Bu hoida X, ¥ va Z
belgilar orasidagi korrelatsion munosabat

z=ax+by+e - (2.38)
tenglama ko‘rinishida ifodalanadi. Bunda quyidagi: |

1) kuzatish ma’lumotlari bo‘yicha regressiyaning ao,b,c noma’-
lum koeffitsiyentlami topish, ya’ni z=ax + by + ¢ tanlanma tenglamani
topish;

2) z belgi bilan ikkala ¥ va Z belgilar orasidagi bog'lanish
zichligini baholash;

3} v fiksirlanganda {o‘zgarmaganda) Z va X orasidagi, X
fiksirlanganda Z va Y orasidagi boglanish zichligini topish
masalalarini hal gilish zarur.

Birinchi masala eng kichik kvadratlar usuli bilan hal gilinadi.
Analitik geometriyadan ma’lumki, (2.38) chizigli bog‘lanish
tenglamasini:

z—z=a(x—x) +5(y -} (2.39)
ko‘rinishda yozib olish mumkin. Bu ko rmlshda esa 1-masalani hal
- gilish osonroq.

Ba’zi elementar hisoblashlardan so‘ng a va 5 koefﬁtmyentlar

uchun quyidagi formulalarni topamiz:

a=2Eo%  p. e wa, (2.40)
-2, o, ]*-r o,
Bunda r, - mos ravishda X va Z, ¥ va Z, X va Y belgtlar

ora51dag1 korrelamya koeffitsiyentlari; o,,0,,0, — o‘rtacha kvadratik

chetlanishlar.
Z belgining X va ¥ belgilar bilan bog‘liglik zichligi quyndagl
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i _ 7 _
R= J’u VSl gcR<l (2.41)
1-r, C -
amiy ianlanma korrelatsiya koeffitsiyenti bilan baholanadi.

ghoningdek, ¥ fiksirlanganda (o‘zgarmaganda) Z va X
orasidagi: X fiksirlanganda Z va X bog‘lanish zichligi mos
gavishda: :
| o o B (2.42)

=0 Ja—2-r2)

P — Pyt

Pty = ) T

J(I—rg){]—ru)

«ususiy tanlanma If{}rrelatsiya koeffitsiyentlari bilan baholanadi.
Tabiatda turli-tuman jarayonlamni o‘rganishda, tasodifty jara-
onlarning 0 Z2ro bog‘liglik gonunlarini ochishda hamda umuman
mgnnziﬂsh masalalarida komelatsion va regression analizning
f;ulosaiaﬁ katta ahamiyatga egadir. Xususan, iqtisodiy jarayonlarni
tadaiq efishdz turli iqtisodiy ko‘rsat‘kichlaming bir-biriga bog'lig-
ligini aniqlash_ va shu asosc_la n:mhlrn xu_]nsal:s:r chigarishda kor-

relatsiya nazaryast muvaffagiyathi tatbig etib kelinmogda.,

(2.43)

2.3, Statistik gipotezalar, Statistik kriteriy

- iyotda, texnikada va iqtisodiyotda ko‘pincha tasodifiylik
bllaﬂ pog'Tiq bo‘lgan biror faktni ?niqlashtirish uchun statistik usul
pilan tekshirish mumkin bo‘lgan gipotezalarga tayanib ish ko‘riladi.
Ma'lvmki, har qanday ilmiy asoslangan farazni gipoteza deb

mumkin, ammo har ganday gipotezani stastistik gipoteza

aytishimi?? ] ‘qanc ‘ fasti :
dJeb ayt olmaymiz, chunki uning alohida ajralib turadigan
ususiyaﬂﬂri bor, bu xususiyatiarni alohida ta’kidlash uchun biz
:uyidagi ta'rifni keltiramiz.

—Javif. Statistk gipoteza deb, kuzatilayotgan tasodifiy
iqdoring {(bosh to‘plamning) noma’lum taqsimot qonuni yoki
m aqsimot qonunning noma’lum parametriari haqidagi

ma’lum e
_gggg%ﬁyt‘]ad"
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Masalan, quyidagi gipotezalar statistik gipotezalarga misol bo‘la
oladi:

1) bir xil ishlab chiqarish sharoitlarida bir xil ishni bajarayotgan
ishchilammg mehnat unumdorligi normal tagsimot gonun bo‘yicha
tagsimlangan;

2) parallel ishlayotgan stannklarda tayyorianayotgan bir xil
turdagi detailarning o‘rtacha o‘lchamlari bir-biriga teng;

3) normal tagsimot gopuniga bo‘ysinuvchi lkkl to plamning
dispersiyalari o‘zaro teng.

1-gipotezada tagsimotning ko‘rinishi hagida, 2 va 3-g1p0tf:2.a-
larda esa parametrlar hagida faraz gilingan.

“Ertaga yomg‘ir yog‘adi”, “Bu yil mo‘l hosil olamiz” kabi
gipotezalar statistik gipotezalar bo‘la olmaydi, chunki ularda na
tagsimot gonunining ko‘rinishi hagida, na uning parametrlari hagida
so‘z boradi.

Bosh to‘plam hagida oldinga surilgan gipoteza tanlanma
natijalarga asoslanib tekshirilad: va natijada gqabul qilinishi yoki rad
qilinishi mumkin.' Bunda quyidagi tushuncha va belilashlardan
foydalaniladi:

#, - asosiy (yoki nolinchi) gipoteza deb, ma’tum faktlarga yoki
tadgiqot natijalariga asoslanib, ilgari surilgan statistik gipotezaga
aytiladi;

H, —konkurent (yoki alternativ) gipoteza deb, asosiy gipotezaga
zid bo‘lgan har ganday boshqa gipotezaga aytiladi.

Masalan, “X tasodifiy migdor Puasson taqsimot qonuniga
bo‘ysunadi” gipotezast yugoridagilarga asoslanib quyidagicha
~ yoziladi:

oA
H,:P(X =k)= ‘1:

A>0, £=0,12,3,..;
i -4
H,: P =B) £ 25 =
Yaqat bitta da’voni o'z 1ch:ga olgan gipoteza oddry gipoteza;
bittadan ortiq sondagi da’volarni oz ichiga olgan gipoteza esa
. murakkab pipoteza deyiladi.
Masalan, X tasodifiy migdor ko‘rsatkichli tagsimot:
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0, a x <0,
F(I}: _hgm"
1~ ™, agar x=0.

gonuniga bo‘ysinib, uning 4 parametri noma’lum bo‘lsin. U holda
quyidagilar o'rinli:

H,:4=2 asosiy gipotezani oddiy gipoteza;

- H,:4#2 alternativ gipotezani esa murakkab giputeza‘

Ilgari surilgan gipoteza tekshirib ko‘riladi va so’ngra xulosa
chiqariladi. Gipotezani tekshmsh natl_;amda ikki turdagi xatolikka .
yo'l go‘yilisht mumkin.

Agar to‘g‘ri gipoteza rad etilsa, gilingan xatolikni I tur xatolik,
agar noto‘g‘ri gipoteza qabul gilinsa, qilingan xatolik 11 tur xatolik
deb ataladi. Bu xatoliklami jadvalda quyidagicha tasvirlash mumkin.

H, - gipoteza | to'g'rt noto‘g'ri
Rad gilindi I tur xatolik To‘g'ri garor
Qabul gilindi To‘g'ri garor I tur xatolik

Amaliyotda I va II tur xatoliklaming oqibatiari har xil bo‘lishi
mumkin. Masalan, agar samolyotga “uchishga ruxsat berilsin” degan
to‘g'ri qaror rad etilgan bo‘lsa, u holda bu I tur xatalik bolib, bunday
xatolik moddiy zararga olib kelishi mumkin; agar samolyotning
nosozligiga garamasdan “uchishga ruxsat berilsin” degan noto‘g'ri
garor ¢abul gilinsa, u holda bu II tur xatolik bo‘lib, bunday xatolik
halokatga olib kelishi mumkin.

Albatta, I wr xatolik II tur xatolikka qaraganda og'irroq
oqibatlarga olib keladigan misolfarni ham keitirish mumkin.

To*g*ri qaromni ikki holda gabul qilish mumkin:

1) agar ilgari surilgan gipoteza hagiqatan ham to‘g‘ri bo‘lsa,
gipoteza qabul qilinadi;

2) agar ilgari surilgan gipoteza haqiqatan ham noto‘g‘ri bo‘lsa,
gipoteza gabul gilinmaydi.

I tur xatolikka yo! go‘yish ehtimeli & bilan belgilanadi va u
- muhimlilik darajasi deb ataladi. Ko‘p hollarda muhimiilik darajasi
a =0,05, a=0,01,.. sifatida gabul gilinadi.
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Biz ma’lum tagsimot gqonuniga bo‘ysinuvchi belgining
noma’ fum parametrlari haqida ilgari surilgan gipoteza statistik usulda
qanday tekshirilishini ko‘rib chigamiz.

Asosiy gipoteza ilgari surilgandan so’ng, uning to‘g‘ri yoki
noto‘g‘ri ekanligini tekshirib ko‘rish kerak bo‘ladi. Shu magsadda

- maxsus tanlangan, aniq voki taxminiy tagsimoti ma’lum bo‘lgan
tasodifty migdor ishlatitadi. Bu tasodifiy migdorni & bilan
belgtlaymiz.

2-ta’rif. Statistik kriteriy (yoki oddiygina kriteriy) deb, asosiy
gipotezani tekshirish uchun xizmat qiladigan tasodifiy miqdorga
aytiladi.

Bu tasodifiy miqdor odatda X bilan belgilanadi va X kriteriy

deb ataladi. Masalan, agar normal tagsimot gonuniga ega X, ¥ bosh

. to'plamlarning dispersiyalari tengligi hagqidagi gipoteza tekshi-

rilayotgan bo‘lsa, u holda X krlteny mfatlda “tuzatilgan” tanlanma
£ dlspcrslyalar msbatl olinadi: ~

Fef (255 B 27

Sy

Turli tajribalarda dispersiyalar har xil, oldindan ma’lum
bo‘lmagan qiymatlar qabul gilganligi uchun F tasodifiy miqdor
bo‘lib, u Fisher-Snedekor qonuni bo‘yicha tagsimlangan.

Gipotezani tekshirish uchun kriteriyga Kirgan miqdoriarning
xususly giymatlari tanlanma bo‘yicha hisoblanadi va shunday qilib
kriteriyning kuzatiladigan {xususiy) qiymati hosil qilinadi.

. —Kuzatiladigan aqiymat deb, statistik  kriteriyning
tanlanmalar bo*yicha hisoblangan qiymatiga aytiladi. Masalan, ikkita
tanlanma asosida topilgan dispersiyalar: s? =20, 52 =15 bo‘lsa, uholda

20 4
T

Gipotezani tekshirish mobaynida K kriteriyning mumkin
bo‘lgan barcha qiymatlari to‘plami kesishmaydigan ikkita gism
to‘plamlarga ajratiladi: K=k~ U Kk*. Buyerda X nK* =@.
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Ulardan biri #, -asosty gipoteza rad gilinadigan qiymatlarni,
ikkinchisi esa asosiy gipoteza qabul giladigan giymatlarini o°z ichiga
oladi.

3-ta’rif. Kriteriyning H,-asosiy gipotezani rad qiladigan
qiymatlar to‘plami kritik soha deb ataladi.

4-ta’rif. Kriteriyning K, - asosiy gipotezani gabul giladigan
qivmatlar to‘plami gipotezani gabul qilish schasi deb ataladi.

Statistik  gipotezalarni tekshirishning asosiy prinsiplarini
quyidagicha ta’riflash mumkin: agar kriteriyning kuzatiladigan
giymati kritik sohaga tegishli bo‘lsa, asosiy gipoteza rad gitinadi,
agar kriteriyning kuzatilayotgan giymati gipotezaning gabul qilinish
sohasiga tegishli bo‘lsa, asosiy gipoteza gqabul qgilinadi. Kriteriy bir
o‘Ichovli tasodifiy migdor bo‘lgani uchun uning mumkin bo‘lgan
barcha qgiymatlari to‘plami biror intervaldan iborat bo‘ladi. Shu
sababli, kritik soha va gipotezaning gabul qilinish sohasi ham
intervaldan iborat bo‘ladi, demak, ulami ajratib turuvchi nugtalar
o g'risida gapirish mumkin. |

5-ta’rif. Kritik nuqtalar deb, krittk sohani gipotezaning gabul
gilinish sohasidan ajratib turuvchi nugtalarga aytiladi.

Agar kritik soha & >k, tengsizlik bilan aniglansa, u holda uni
o ‘ng tomonli kritik soha.

Agar kritik soha X <4, tengsizlik bilan aniglansa, u holda uni
chap tomonli kritik soha.

Agar kritik soha & >4, & <#, tengsizliklar bilan aniqlansa, u
holda uni ikki fomonli kritik soha deyitadi.

Chap tomenli va ikki tomonli kritik sohalarni aniglash o‘ng
tomonli kritik sohani topishga o*xshash bo‘lganligi sababli biz faqat
a‘ng tomonli kritik sohani aniqlash bilan tanishib chigamiz.

Kritik sohani aniqlash uchun kritik nuqtani topish vetarli. Bu
nuqtani aniglash uchun esa & ning qiymati berilishi kerak. So‘ngra,
quyidagi talabga asoslanib, &, nuqgta topitadi: H, -asosiy gipoteza
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o‘rinli bo‘ladigan K kriterivning &, nuqtadan katta bo‘lishi ehtimoli
a-muhimlilik darajasiga teng boisin:
PK>k )=c. : (2.45)

Har bir kriteriy uchun (2.45) shartni ganocatlantirovchi kritik
nugqtalarni topish jadvallari mavjud. |

Kritik nuqta topilgandan so‘ng, x,x,,..x, tanlanma
ma’lumotlari bo‘yicha kriterivning kuzatilgan gqiymati topiladi.
Bunda agar K >k, bo‘lsa, u holda asosiy gipoteza rad gilinadi; aks
holda asosiy gipotezani rad qilishga asos yo®q deyiladi.

1-eslatma. 4, gipoteza qabul gilingan bo‘isin. Shu bilan bu
gipoteza isbotlandi deyish xato bo‘ladi. Aslida “kuzatilgan natijalar
H, gipotezaga mos keladi va demak, uni rad qilishga asos yo‘q”
deyish to°g‘riroq bo'ladi.

Amalda gipotezani katta ishonch bilan gabul qilish uchun
boshga statistik usuilar bilan tekshiriladi yoki tanlanma haymi

oritirilib tajriba takrortanadi. Gipotezani qabul  qilishdan ko‘ra -

ko*proq uni rad qgilishga harakat qilinadi. Hagiqatan, ma’lumki biror
umumiy da’voni rad qilish, bu da’voga zid bo‘lgan bitta misolni
keltirish kifoya. Shu sababli kriterty quvvati tushunchasi kritiladi.

6-ta’rif. Konkurent gipoteza to‘g‘ri bo‘lganda kriteriyning
kritik sohada bo‘lish ehtimoli kriteriy quvvati deb ataladi.

Agar 1 tur xatolikka yo‘] go‘yvish ehtimoli g bo‘lsa, u holda
kriteriy quvvati 1- 6 ga teng bo‘ladi. Bundan ko‘rinadiki, kriteriy
quvvati gancha katta be‘lsa 11 tur xatolikka yvo*l qo‘yish ehtimoli
shuncha kam bo‘ladi. Yugoridagi ta’riflardan ko‘rinib turibdiki, o
ning kamayishi g ning o‘sishiga olib keladi, va aksincha. Masalan,
a=0 bo‘lsa, u holda barcha gipotezalar qabul gilinadi, jumladan
noto‘g‘rilari ham. Shu sababli, ikkala parametrni bir paytda
kamaytirib bo‘tmaydi. I tur va II tur xatoliklarga yo'l go‘yishning
oidini olishning yagona yo‘li tanlanma hajmini oshirishdir.

Statistik gepotezani tekshirish ganday amalga oshirilishini
quyidagi misolda ko‘rib chigamiz.
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Normal tagsimlangan ikki bosh to‘plamning dispersiyalarini
taqgoslash masalasi. Dispersiyalar haqidagi gipotezalar, aynigsa
texnikada muhim shamiyatga ega, chunki tarqoglik xarakteristikasi
bo‘igan dispersiya mashina va uskunalarning, o‘Ichov asboblarining,
texnologik protsesslarning aniqligini  baholashda juda muhim
ko‘rsatkich hisoblanadi.

Normal tagsimlangan bosh to*plam dispersiyalarining tengligi
haqida gipoteza ilgari surilsa, kriteriy sifatida # =% kattalik olinishi-

Ty

ni aytib o‘tgan edik. Bunda F tasodifiy miqdor bo‘ysunadigan
Fisher-Snedekor taqgsimotining erkinlik darajalari quyidagicha
aniqlanadi: k = —1, k,=n -1, bu yerda » -hisoblanganda qiymati
katta bo‘lgan “tuzatilgan™ dispersiyaga mos tanlanmaning hajmi, », -
hisoblanganda giymati kichik bo‘lgan “tuzatilgan” dispersiyaga mos
tanlanmaning hajmi. Kritik nuqta k_= F(e;4,4,) tenglik bilan
jadvaldan aniqlanadi.

1-misol. Normal tagsimlangan X,Y¥ bosh to‘plamiardan mos
ravishda » =11, n,=14 haimli erkli tanlanmalar olinib, ularning
“tuzatilgan” dispersiyalari: 52 =0,76, s2=0,38 fopilgan. a=0,05
muhimlilik darajasida quyidagi gipotezan: tekshiring:

{H{,:D(thr)

H :D{X)y= DY)
) Yechish: Gipotezani tekshirish uchun F=52'; kriteriyni
tanlaymlz. U holda K
' Ky =F= -‘:-*:- %-;-g- 2.

- Flsher—Sncdekor tagsimotining kritik nugtalar jadvalidan
a=005 k=11-1=10, &k, =14-1=13= £k, = F(0,05;10,13)= 2,67
kritik nucqtani topatmz Bu yerda & <, bo‘lgani uchun gipotezani

rad qgilishga asos yo‘q.
| Ma’lumki, s —tuzatilgan tanlanma dispersiya. bosh to‘plam
dispersiyasi uchun siljimagan baho bo‘ladi. Biz bu tuzatilgan
tanlanma  dispersiyasi  bilan o (X)-bosh to‘plam dispersiyasi
opasidagi farq €’tiborga olinishi kerakmi yoki yo*qmi degan savolga
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javob beramiz. Amaliyotda ci(X) tajriba natijasida yoki nazariy
fihatdan aniqlanadi.

Buning uchun bosh to‘plamdan » haimii tanlanma ajratib
olamiz. Bu tanlanmadan k=»-1 erkinhk darajasida s* -tuzatilgan
dispersivani topamiz. U holda asosiy gipoteza H,:0p=M(s")
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu kabi gipotezalar pribortar, instrumentiar,
stanoklaming anigligini  tekshirishda, texnologik . jarayonmiarni

2z
o‘rganishda tekshiriladi. Asosiy gipotezani tekshirishda  (n- 1}%

»

tasodifiy migdordan foydalanamiz. (n—l)—;—; kattalik hagiqatan ham
.
tasodifiy miqdor, chunki s> kattalik turli tajribalarda har xil
giymatlarni gabul giladi. Bu tasodifiy miqdor k=nr-~1 erkinlik
darajasida »* (xi kvadrat) tagsimotga ega bo‘lgankigi uchun asosiy
gipotezani tekshirish kriteriysini ,r*:(n—l)—j;- bilan belgilaymiz.
B
Kritik soha alternativ gipotezaga bog‘liq holda quriladi:

. H,:op=c" H,:cy<o® gipotezani tekshiramiz. Bu holda
P(yi ., > e ()=a ehiimollikdan foidalanib o‘ng tomonli kritik
soha quriladi. 2 (a;k)-kritik nuqta esa »° tagsimotning kritik
" nugtalari jadvalidan foydalanib topiladi. U holda kritik soha
1o > 12 tengsizlikdan, asosiy gipotezani gabul qilish giymatiari esa
i < 1t tensizlikdan topiladi. Demak,

Agar ph. <z. bo'lss, u holda asosiy gipotezani rad etishga
A808 YO'q; '

Agar zp.. > . bo‘lsa, u holda asosiy gipéte:;ani rad etishga
asos bor. |

~ 2-misol, Normal tagsimlangan bosh to*plamdan n=13 hajmli
tanlanma ajratib olinib, s5*=14,6 “tuzatilgah” dispersiya topilgan.
 =0,01 muhumlilik darajasida H,:0? =0* =12, H,:12<c* gipotezani
tekshiring, | -

Yechish: Kuzatilgan giymatini topamiz:

7 _ s _
¥ =(r-1)—-=i4,6.
o

B
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Jadvaldan 37 (0,01:13-1=12)=26,2 qiymatni topamiz. Bu yerda
1k <yt bo‘lgani uchun asosiy gipotezani rad etishga asos yo‘q.

H H,:ol=c?, H al=c’ gipotezani tekshiramiz. Bu hoida
PO > 2 {a:k)) = ehtimollikdan foydalanib ikki tomonli krittk soha

quriladi. P(g‘ qzﬁ(%;knag tengsizlikdan foydatanib chap kritik
soha, P( x> z:,(%;k))=% tengsizdan foydalanib o‘ng kritik soha

quriladi. »* tagsimotning kritik nuqtalari jadvalida faqat o‘ng kritik
nugtalar berilgan. Chap kritik nuqtalarni topishda yuzaga keladigan

giyinchlikdan »* < xf,_[ > k] va x> xn [2 ) hodisajarning garama-
qarashiligidan, ya’ni

[:r c:z;( Dq—P[z :-x.,(z kD=t=:~

S O Ach

tengliklardan foydalanib qutilamiz.

Bundan ko‘rirtib turibdiki, chap kritik nuqtani o°ng kritik nuqgta
kabi izlanadi. Shunday qilib, H,:c2=0c% H,:0};=c® gipotezani
tekshirish uchun z._, =(n-l)-§;; kuzatilgan giymati topiladi. So‘ngra

. ? |
x;_(%;k)—o‘ng kritik nuqta va ,r;_(l—g—;k]—chap kritik nuqta
topiladi. Bunda: |

AgAT T) . < Xheu <Zinw DO'1sa, v holda asosiy gipotezani rad
ctishga asos yo'q;

o Agar x> xi.. Yoki 2ko. > 1., D0%1sa, u holda asosiy
gipotezani rad etishga asos bor.

3-misol. Normal tagsimlangan bosh to‘plamdan »=13 hajmlii
tanlanma ajratib olinib s*=10,3 ‘tuzatilgan” dispersiva toptlgan.
a =0,02 muhumlilik daraiasida H, ‘Ts o’ =12, H,:12+0" gipotezani

tekshiring.
Yechish: Kuzatilgan qlymatini topamiz:
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p) 5
X =(H"'l)-o-ﬁ-=lﬂ,3.
-

So'ngra jadvaldan zl,. =3,57. 1, . =262 qiymatlamni jadvaldan
topamiz. Bu yerda 5., <xi.. <xl,.. bo‘lgani uchun asosiy
gipotezani rad etishga asos yo‘q.

IIl. H,:0l=0% H :a;>c¢" gipotezani tekshiramiz. Bu holda
kritik nuqta 3 (1-a;k) topiladi. So‘ngra:

Agar y. . <y. bo'lsa, v holda asosiy gipotezani rad etishga
asos bor;

Agar yl  <xi bo'lsa, u holda asosiy gipotezani rad etishga
asos yo'q. : |

4-misol. Normal tagsimlangan bosh to‘plamdan =13 hajmh
tanlanma ajratib olinib, s*=14,6 “tuzatilgan” dispersiya topilgan. .
a =0,01 muhumiilik darajasida H, .0} =c*=12; H,:12>05* gipotezani
tekshiring.

Yechish: Kuzatiigan qiymatini topamiz:

f=(n-1)iz=14,6.
F

Jadvaldan 2*(0,9%;12)=3,57 ¢iymatni topamiz. Bu yerda y2_ >y}
bo‘Igani uchun asosty gipotezani rad etishga asos yo‘q.
Agar D, -tanlanma dispersiyasi topilgan bo‘lsa, u holda
tasodifty miqdor sifatida * =nt kattalik olinadi.
' )

Agar erkinlik darajasi & >30 bo‘lsa, u holda kritik nuqta sifatida
B (a:k)= k[l - “2_"'24 J;EHJ , (dﬁ{za )= - ZEJ kattalikning taxminty

ok 2
qivmati olinadi.

- 2.4, Muvofiqlik kriteriysi

Ma’lumki, statistik gipotezada kuzatilayotgan belgining
tagsimot qonuni haqidagi faraz ham ilgari surilar edi. Biz ko‘pgina
amaliy masalalar o‘rganilayotganda uchraydigan X tasodifiy mig-
dorning tagsimot gonuni noma’lum bo‘lib, bu tagsimot to*g‘risidagi
gipotezani statistik usulda tekshirishni ko‘rib chigamiz.
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X tasodifiy migdor F(x) tagsimot qonuniga egaligi haqida
da’vo giluvchi #,:P(X <x)=F(x) gipotezani tekshirish talab etilsin.
Buning uchun X tasodifiy miqdor ustida » marta erkli kuzatish
o‘tkazib x,x,,..,x, tanlanma clamiz. Bu tanlanma bo‘yicha F,(x)
empirik tagsimot funksiyasini qurish mumkin. Empirik tagsimot
funksiyasi va nazariy (gipotetik) tagsimot funksiyasini taggoslash
maxsus tanlangan tasodifiy miqdor-muvofiglik (moslik) kriteriysi
yordamida bajartladi.

1-ta’rif. Muvofiglik kriteriysi deb, bosh to‘plam noma’lum
tagsimotining taxmin qilinayotgan qonuni hagidagi gipotezani
tekshirish uchun xizmat qiluvchi kriteriyga aytilad.

Bir qancha muvofiqlik keiteriylari mavjud: 3 (“xi"-kvadrat™)
K_.Pirson, Kelmogorov, Smirnov va boshgalar.

Normal taqsimot haqgidagi gipotezani tekshirishda go‘lanita-
digan Pirson kriteriysiga batafsil to“xtalamiz. Shu maqsadda empirik
va nazariy chastotalarni tagqosiaymiz.

Odatda, empirik va nazariy chastotalarning fargi bo‘ladi.
Masalan:

empirchast & 13 38 74 196 85 3¢ 10 4

nzarchast 13 14 42 82 99 76 37 11 2

Bunda quyidagi savollar tugiiladi: Chastotalarming bunday
farglanishi tasodifiymi? Farqlanish sabablari nima? Bu kabi
savollarga Pirson kriteriysi javob beradi. Bu kriteriy ham boshqa
kriteriylar kabi gipoteza to‘g‘riligini tasdiglamasdan, balki qabul
gilingan a~muhimlilik darajasida kuzatilgan ma’lumotiari bilan
uning mos yoki mosmasligini o‘rnatadi.

DX X o X

r hajmli tanlanma asosida: 5 empirik tagsimot

nom B . B
olingan bo‘lsin.
Bosh to*plam normal tagsimlangan farazi asosida #»' nazariy
chastotalar hisoblangan bo*lsin. o—muhimlilik darajasida.
H,: bosh to‘plam nommal taqsimlangan gipotezani tekshirish
uchun kriteriy sifatida
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e ,
pE .-.z{_"f_;’ﬂ ' (2.46)
tasodifiy migdomni olamiz. '

Bosh to‘plam gaysi tagsimot gonuniga bo‘ysunishidan qat’i
nazar (2.46) tasodifiy migdor m—w da & erkinlik darajali 2*
tagqsimot qonuniga intilishi isbotlangan. Bu yerda k=s-1-r. s
tanfanma gruppalari (xususiy intervallar) soni, r—faraz qtlinayotgan,
va'ni tanlanma ma’lumotlari asosida baholanayotgan, tagsimot
parametriari soni. Masalan, normal tagsimotda =2 va hokazo.

O‘ng tamonli kritik sohani quramiz. Asosiy gipotezani to‘g‘ri
deb faraz qilganimizda kriteriyning kritik sohaga tushish ehtimoli:

(x> i, (a';k}) = 247
Shunday qilib, 3*> 1} (a;4) tengsizlik kritik sohani, #* < y? (a;k)
tengsizlik esa asosiy gipotezani gabul qilish sohasini anigqlaydi.

B = Z('* ) (2.48)

formula yordamida kriteriyning kuzatllgan givmatini, jadvaldan
xk (o) - kritik nuqtani topamiz va quyidagi xulosalarni chigaramiz,
Agar r* <zl (a;k) bo'lsa, u holda gipotezani rad etishga asos
yo'q;
Ag:r x* < xk (a;k) bo‘lsa, u holda gipotezani rad etishga asos bor.
1-misol. a=0,05 bo‘lsa bosh to‘plam normal tagsimlangan
gipotezasini quyidagi jadval asosida tekshiring:
empirchas: 6 13 38 74 106 83 30 14
nezarchasi 3 14 42 82 99 78 37 13
Yechish: »2._ qiymatni hisoblash uchun quyidagi jadvalni

tuzamiz.
_ —3
i 2 n mn-a | (m—n) '(i:'_)'
1 6 3 3 0 3
2 13 14 1 1 0,07 -
3 38 42 -4 16 - 0,38
4 74 82 -8 64 0,78
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5 106 99 7 49 0,49

6 85 76 9 81 1,07

7 30 37 -7 49 1,32

8 14 13 1 1 0,08
> 366 366 | oyl =19

Erkinlik darajalari soni: ¥ =s—r~1=8-2~1=5. Jadvaldan: 3 =tit.
1t <zi bo‘lgani uchun asosiy gipotezani rad etishga asos
yo‘q. Demak, kuzatilgan ma’lumotlar gipoteza bilan mos.

Yuqoridagilardan ko‘rinadiki, Pirson muvofiqlik kriteriysining
asosini empirtk va nazariy chastotalami taqqoslash tashkil etadi.
Empirik chastota tajribadan topiladi.

Bosh to‘plam normal tagsimlanganda nazariy chastota topish
usullaridan birini quyida keltiramiz:

1. X tanlanmaning barcha mumkin bo‘lgan qiymatlar sohasi &
ta bir xil uzuntikdagi (x,,x,,) Xususiy intervailarga bo‘linadi va har
bir xususiy interval x* o‘rtasi topiladi va / mntervalga tushgan
variantalar soni x* variantaning chastotasi deb hisoblanadi. Natijada

XX X, .. X
nomon o
tagsimot hosil qilinadi. Bu yerda 3’ n =n.

2. Tanlanma x* o‘rtachasi va o o‘ttacha kvadratik chetlanishi
hisqblanadi.

X-x
3. Z= L—-—l migdor bilan X tasodifty miqdor normalanadi va

a
(z,2.,) intervalning chetki nuqtalari: z = (x' ;.f), 2, =(x'+l;f)

topiladi. Bunda Z ning eng kichik giymati z, - -, eng katta giymati
Z, ~y @ deb olinadi.

4. p =®(z,)-0(z) formula bilan X ning (x,x,) oraligqa
tushish ehtimoli hisoblanadi. Bu yerda &(z)-Laplas funksiyasi. U
holda nazariy chastota: n’ =n,p,. Shuni ta’kidlash kerakki, har bir
oraliq kamida 5-10 ta variantani o‘z ichiga olishi lozim. Tanlanma
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hajmi ham yetarlicha katta, 50 dan kam bo‘lmasligi lozim.
Variantalari soni kam oraliglarni birlashtirish kerak,

2-misol. Bosh to‘plam normal taqsimlangan deb, jadval asosida
nazariy chastotalami toping. Tanlanma hajmi »=200,

i X X n, i X; Xra) A,
1 4 6 15 6 14 16 21
2 6 8 26 7 16 18 24
3 8 10 25 8 _ 18 20 20
4 10 12 30 9 20 22 13
5 12 14 26

Yechish: 1. Xususiy intervallar ortasini topamlz va quyidagi

tagsimotni hosil gilamiz:

5

9 11
iI5 26 25 30

13 15 17 19 21
26 21 24

20 13

2. Tanlanma o‘rtachasi va o‘rtacha kvadratik chetlanishini

topamiz: x* =12,63, o” =4,695.
3. (2,2, intervallarni topamiz va quyidagi jadvalni hosil
qilamiz:
i X X X, —F X = .‘-l'-'_' zZ,= % _h.x Z, =_{‘:L‘?_:'E.r_
o o
| 4 6 - -6,63 o -1,41
2 4] 3 -6,63 | -4,63 -1,41 -0,9¢
3 8 10 -4.63 | -2,63 0,99 0,56
4 10 12 2,63 ¢ -0,63 -0,56 -0,13
5 12 14 -0,63 | 1,37 0,13 0,29
6 14 16 1,37 3,37 0,29 0,72
7 | 16 | 18 | 337 | 537 | o7 114
8 18 20 5,37 71.37 1,14 1,57
9 20 22 7.37 - 1,57 -

4. p, ehtimollikni va ", nazariy chastotani topib quyidagi

jadvalni fuzamiz:



! i Z, Zil 'lb{z,} m(zru} = @(ZM} *' m(zl} M, B
i w 1141 -05 [-0,4207 0,0793 15,86
2 -1,41 71 0,99 1-0,4207 | -0,3389 00,0818 16,36
L -0,99 | -0,56 }-0,3389-0,2123 0,1266 25,32
4 -0,56 | 0,13 1-0,2123 | -0,0517 0,1606 32,i2
"] 0,13 | 0,29 -0,0517]| 0,1141 0,1658 33,16
6 | 029 | 072 (01141102642 1 . 0,150 30,02
7 0,72 1,14 ;0,2642 | 0,3729 0,1087 21,74
8 1,14 1,57 | 0,372% | 0,4418 0,0689 13,78
9 1,57 - 0,4418 0,5 00582 11,64
Nazorat savollari

1. Statistik gipotezani ta’riflang.

2. Itur va i tur xatoliklarni misollar yordamida tushunturung,

3. Kritik sohani qurishning qanday usutlarini bilasiz?

4, Statistik kriteriyni ta’riflang.

5. Kriterly quvvatini ganday oshirish mumkin?

6. Pirson kriteriysini ta’riflang.

Mustaqil yechish uchun misollar

1. Quyida berilgan tanlanma uchun variatsion gator hamda
chastotali tagsimot tuzing: {5,3,7,10,5,5,2,10,7,2,7,7,4,2,4}.

2. Tavakkalica tanlangan 30 ta talabalarning bo‘y
uzunliklaridan iborat quyidagi tanlanma berilgan. B tanlanma uchun
interval statistik tagsimot tuzing.

{78 | 160 ] 154 | 183 | 155 | 153 167 | 186 | 155 | 163
157 1175 | 170 | 166 | 159 | 173 | 182 | 167 | 169 | 171
(79 | 165 | 156 | 179 | 158 | 171 | 175 | 173 | 172 | 164

3. Chastotali taqsimoti berilgan tanlanmaning empmk
tagsimot funksivasini toping:
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X, 15 16 17 18 19
" i 4 5 4 2
b)
X, 3 4 5 | 6 7 8
P 1 3 4 6 5 2 ]
4. Quyidagi tanlanma wuchun nisbiy chastotali gistogramma
yasang, |
X, 0 i 2 31415 6 7 g8 {9
n | 8 1420125130241 16]12] 7 {4
5. Quyidagi tanlanma uchun poligon yasang.
X, «3 -2 -1 0 1 2 3
n, 2 4 3 6 5 2 1
6. Quyidagi tanlanmaning o‘rta qiymati va dispersiyasini
hisoblang.
Interval
.t 34-36 | 36-38 | 3840 | 40-42 | 42-44 | 44-46
chegarasi ]
n, 2 3 30 40 20 5 |

7. Talabalardan 24 savoidan iborat test sinovi o‘tkazildi. Ushbu
test natijalariga ko‘ra talabalar quyidagicha taqsunlamshdl Tan-
lanma sonli xarakteristikalarini hlsublang

To‘g'n
javoblar | 10-12 | 12-14 | 14-16 | 16-18 | 18-20 § 20-22 | 22-24
SOH
Talabalar| 4 8 12 16 10 3
som

8. Tanlanmaning quyidagi berilgan taqsunotl bo‘yicha uning
empirik funkstyasini toping,
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1

4

6

X
n

10

15

235

9. Tanlanmaning quyidagi berilgan tagsimoti bo‘yiche nisbiy
chastotalar poligonini yasang,

2

4

l

5

7

10

o

X
W

0,15

02

1

0,1

0,1

0.45

10.Quyidagi ma’lumotlar asosida empirik tagsimot funksiyasini

toping va grafigini yasang.
X 4 7 8
n 3 2 3
11.Chastotalar poligonini yasang.
X 15 20 25 30 10
" 10 i5 30 20 25
12. Nisbiy chastotalar poligonini yasang.
X 20 40 65 80
[ W 0.1 0.2 0.3 0.4
13. Tanjanmaning quyidagi berilgan tagsimoti bo‘yicha
chastotalar gistogrammasini yasang.
Ne X =% R, %
1 2-7 5
2 7-12 10
3 12-17 25
4 17-22 6
5 22-27 4
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14. Bosh to*plamning miqgdoriy belgisi normal tagsimlangan. »
hajmli tanlanma bo‘yicha tuzatilgan o‘rtacha kvadratik chetlanishi to-
pilgan. Agar n=10 va s=51 bo‘lsa, y=0,99, ishonchlilik ehtimoli
bifan:

a) dispersiyani qoplaydigan,

b) o'rtacha kvadratik chetlanishni qoplaydigan ishonchlilik
oralig‘ini toping.

15. Biror fizik kattalikni bog‘lig bo‘lmagan bir xil aniglikdagi
¢ ta o‘lchash ma’lumotlari bo‘yicha, o‘lchashlarning o‘rta arifmetik
qiymati x_=30,1 va o‘rtacha kvadratik chetlanishi =6 topilgan.
O‘lchanayotgan kattalikning haqiqiy qiymatini ishonchlt oraliq
yordamida y» =0,95, ishonchlilik bilan baholang.

16. Bosh to‘plamdan n=10 hajmli tanlanma olingan va bosh
to‘plam normal tagsimlangan bo‘lsa, @ matematik kutilmasini
tanlanma o‘rtacha giymat bo‘yicha 0,95 ishenchlilik bilan oz ichiga
olishi mumkin bo‘lgan oraliqni toping.

Xr

-2

|

2

3

4

5

n

2

1

2

2

2

1

17. Tanlanmaning quyidagi jadvali yordamida x,,o, ni toping.

X 4 5 6 7 n,
¥
10 2 11 3 2 i8
20 1 13 2 10 26
30 3 6 27 6 42 |
40 2 9 3 - 14
n, 8 39 35 18 p=100

ping.
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y ] 8 : ¢ 7 i
1 2 11 3 2 18
2 i 19 2 4 26a
3 3 9 27 3 42
4 2 - 3 9 14
- 19. Tanlanmaning quyidagi jadvali yordamida y o, ni toping.
S 5 6 7 ",
I’ " -
10 2 11 3 2 18
20 1 19 2 4 26
30 3 6 27 6 42
40 2 3 3 6 14
n, 8 39 35 18 n=100
20. Jadvaldagi ma’lumotlar asosida y, = +kx+c regressiya
tanlanma tenglamasini toping,
. £ 0 | 4 6 7 10 n,
7 i9 1 1 - - 21 |
13 2 14 - - - 16
4 - 3 22 2 - 27
30 - - - 15 -~ 15
200 - - - - 21 21 |
n 21 8 23 17 21 n=100 |

21. Jadvalda keltirilgan ma’lumotlar asosida x, =ay* +by+c
regressiya tanlanma tenglamasini va 5, tanlanma korrelatsion
nisbatni aniqlang. '
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X 6 30 50 n,
Y
i 15 . ; 15
2 1 14 - 15
3 - 2 18 20
4 16 16 18 50
n, 32 32 36 n=109

22. Normal tagsimlangan X va ¥ bosh to‘plamlardan hajmlari
mos ravishda », va n, bo‘lgan ikkita erkli tanlanma ajratib olingan ve

ularning “tuzatilgan™ dispersiyalari: s2,s* lar topilgan. a muhimlilik
darajasida H,:D(X)= DY), H:D(x)» D(¥) gipotezani tekshiring.

8) m =10,n,=15, 5} =2,4, 5, =2,4, 2 =0,05;

b) n,=13, 5, =17, 5] =3,6,5) = 4,8, @ = 0,05;

d) n,=9,n=12, 5 =3,6,5. =72, a=0,0}

e) m =13, n, =15, 5] =36, 5 =27, 2 =0,05.

23. Normal tagsimlangan X va ¥ bosh to‘plamlardan quyi-
dagi erkli tanlanmalar ajratib olingan. « = 0,01 muhimlilik darajasida
H,: D(X)=D), H,: D{X)>IXY) gipotezani tekshiring.

X, 3 4 5 6 7
n 4 2 3 3 l
Y 3 6 9 12 15
| = 4 4 3 3 4

Tayanch so‘z va iboralar

Bosh to‘plam, tanlanma, statistik tagsimot, empirik tagsimot
funksiyasi, poligon, gistogramma, reprezentativ tanlanma, variatsion
gator, variant, siljiimagan baho, effektiv baho, asosli baho, tanlanma
o‘rtachasi, bosh to‘plam o°rtachasi, tanlanma dispersiyasi, “tuzatil-
gan” dispersiya, bosh to‘plam dispersiyasi, nugtaviy baho, intervalli
baho, bahoning ishonchliligi, bahoning anigligi, ishonchlilik
intervali, funksional bog‘lanish, statistik bog‘lanish, korrelatsion
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bog‘lanish, korrelatsion panjara, shartli o‘rtacha, tanlanma regressi-
yasi, tanlanma regressiya tenglamasi, egri chizigli korrelatsiya,
to‘plamli korrelatsiya, xususiy tanlanma korrelatsiya koeffitsiyenti,
umumiy tanlanma korrelatsiya koeffitsiyenti, tanlanma korrelatsion
nisbat, shartli varianta, statistik gipoteza, oddiy gipoteza, murakkab
gipoteza, statistik kriteriy, kuzatiladigan giymat, kritik nugtalar,
muhimlilik darajasi, kriteriy quvvati, muvofiglik kriteriysi, »* -
kriteriy, empirik chastota, nazariy chastota, normal tagsimot, erkinlik
darajasi, Laplas funksiyasi, kritik soha.
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IN BOB. CHIZIQLI PROGRAMMAILASHTIRISH
MASALALARI

3.1. Igtisodiy masalalarning chiziqli modellarini tuzish

Chizigli programmalashtirish matematik programmalashtirish-
ning bit bo‘limi bo‘lib, u chegaralangan resurslar (xomashyo, texnika
vositalari, kapital go‘yilmalar, yer, suv, mineral o‘gitlar va
boshgalar)ni ratsional tagsimlab eng ko‘p foyda olish yoki eng kam
xarajat gilish yo‘llarini o‘rgatadi.

: Chizigli programmalashtirishning shakllanishi XX asrning
ikkincht yarmidagi iqtisodiy fikrlarning takomillashishiga katta ta’sir
ko‘rsatdi. 1975-yilda chizigli programmalashtirish nazariyasini birin-
chi bor kashf gilgan rus olimi L.V .Kantorovichga va matematik igti-
sodiyot ho'yicha mutaxassis, “Chizigli programmalashtirish™ termi-
nining birinchi muallifi, amerika olimi T.Kupmansga Nobel muko-
fotining berilishi chiziqli programmalashtirishning iqgtisodiy naza-
riyaga qo‘shgan hissasini tan olishdan iborat deb hisoblash mumkin.

Chizigli programmalashtirish chizigli funksiyaning, uning
tarkibiga kiruvchi noma’lumiarga chegaralovehi  shartlar
qo‘yilganda, eng katta va eng kichik qiymatini izlash va topish
usiubini o‘rgatuvchi bo‘limdir.

Noma’lumlarga chizigli chegaralashlar, go‘yilgan chiziqli
funksivaning ekstremumini topish chizigli programmalashtirishning
predmetini tashkil giladi. Shunday gilib, chizigli programmalashtirish
chizigli funksiyaning shartli ekstremumini topish masalalari
turkumiga kiradi.

Iqtisodiy jarayonlarning o‘ziga xos qonuniyatlarini o‘rganish
uchun, birinchi navbatda, bu jarayonlami tavsiflovchi matematik
modeflarini tuzish kerak. O‘rganilayotgan iqtisodiy jarayonning
asosiy xossalarini matematik munosabatlar yordamida tavsiflash
tegishli igtisodiy jarayonning matematik modelini tuzish deb ataladi.

Igtisodiy jarayonlarning (masalalaming) matematik modelini
tuzish uchun quyidagi bosgichlardagi ishlarni bajarish kerak:
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1) masalaning igtisodiy ma'nosi bilan tanishib, undagi asosiy
shartlar va magsadni aniglash;

2) masaladagi ma’lum parametrlarni belgilash;

3) masaladagi noma’lumlarni (boshqaruvchi o‘zgaruvchilarni)
belgilash; |

4) masaladagi cheklamalami, va’ni boshqaruvchi o‘zgaruv-
chilarning ganoatlantirishi kerak bo‘lgan chegaraviy shartlamni

chiziqli tenglamalar yoki tengsizliklar orqali ifodalash;
' 5} masalaning maqsadini chizigli funksiya orqali ifodalash.

Boshqaruvchi o‘zgaruvchilarning barcha cheklamalarm ganoat-
lantiruvchi shunday giymatini topish kerakki, v magsad funksiyaga
eng katta (maksimum) yoki eng kichik (minimum) qiymat bersin.
Bundan ko‘rinadiki, magsad funksiva boshqaruvchi noma’lum-
larning barcha qiymatlari ichida eng yaxshisini {optimalini) topishga
yordam beradi. Shuning uchun ham maqgsad funksiyani foydalilik
yoki optimallik mezoni deb ham ataladi,

Iqtisodiy masalalarning matematik modelini tuzish jarayonini
amaliyotda nisbatan ko‘p uchraydigan quyidagi igtisodiy masalalar
misolida o‘rganamiz.

Ishlab chiqarishni tashkil qilish va rejalashtirish masalasi. Faraz
qifaylik, korxonada m xil mahsulot ishlab chiqarilsin; wlardan
ixtiyoriy birini i bifan belgitaymiz. Bu mahsuiotlarni ishiab chiqarish
uchun » xii ishlab chiqarish faktorlari zarur bo‘lsin. Har bir xom-
ashyoning umumiy miqgdori va bir birlik mahsulotni ishlab chigarish
uchun sarf qilinadigan normasi haqidagi ma’lumotiar quyidagi
jadvalda beriigan bo‘Isin.

= , — 1
Xomashyolar _
m 1| 213 |...1 n |Daromad
— ] ) %3 dy | ... ) G )
2 a | O | 9n | ... ]| G ¢,
m By | Oy | Dz | oo | T e,
Xom ashyolarzaxirasi | 8 | 5 | &4 |.. .} &

Jadvaldagi har bir: 5 -; xomashyoning umumiy miqdori
(zaxirasi}; a, - ; mahsulotning bir birligini ishlab chiqarish uchan sarf
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gilinadigan j xomashyo miqdori; ¢, ~korxonaning ; mahsulotning
bir birligini sotishdan oladigan daromadi.

Masalaning iqtisodiy ma’nosi: korxonaning ishini shunday
rejalashtirish kerakki:

a) hamma mahsvlotlarni ishlab chiqarish uchun sarf qilinadigan
har bir xomashyonihg migdori ularning umumiy miqdoridan
oshmasin;

b) mahsulotlamit sotishdan korxonaning oladigan daromadi
maksimal bo‘lsin. |

Rejalashtirilgan davr ichida ishlab chiqgariladigan ; mahsuloi-
ning miqdorini x, bilan belgilaymiz. U holda masaladapi a) shart
quyidagi tengsizliklar sistemasi orgali ifodalanadi:

(a,x, + ayx, + ..+ a_x_ Sh,
LR +apx, +.tdx, <b,

----------------------------------------

| 2, X+ X+t 3L, S8,
Masalaning iqtisodiy ma’nosiga ko‘ra noma’lumlar manfiy
bo‘lmasligi kerak, va’ni: x, 20, {(i=1,m).

Masaladagi b) shart uning magsadini aniglaydi. Demak, masa-
laning maqsadi mahsulotlarni sotishdan korxonaning oladigan umu-
miy daromadini maksimaliashtirishdan iborat bo‘lib, uni
y=cx +e,x, +..+c,x, funksiya orqali ifodalash mumkin. Shunday
gilib, ishiab chiqarishni rejatashiirish masalasining matematik modeli
quyidagi ko‘rinishda bo*ladi:

a.x +anX, +..+a,x, Sh, .
QX+ X, + Lt a,X, Sy,
o %+, x, +. e %, Sb
x 20, i=im,
Y=0X +0,%, +... 0 X, ~» AKX

Iste’ mol savati masalasi. Faraz gilaylik, kishi organizmi uchun
bir sutkada n xil 4, 4,,..., 4, oziga moddalari kerak bo‘lsin, jumladan
bir sutkada 4 oziga moddasidan kamida » miqdorda, 4, vziga
moddasidan 5 miqdorda, 4, oziga moddasidan b migdorda va
hokazo, 4, ozugadan 5 migdorda zarur bo‘lsin va ularmi m ta
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B.B,,... B, mahsulotlar tarkibidan olish mumkin bo‘lsin. Har bir 5,
mahsulot tarkibidagi 4, oziga moddasining migdori a4, birlikni tashkil
qilsin.

uga moddalari Mahsulot
A
Mahsulot turlari SR " | bahaosi
B, a, Ay Ay b oven | iy Y
B, _ ay | Gy | dyy | ... | Gy, c,
| B, 4y o lan | 1o, | o
Ozuga moddasining |, 4, { , | |4
minimal normasi

Masalaning igtisodiy ma’nost: iste’mol savatiga qanday
- mahsulotlardan qancha miqdorda kiritish kerakki, natijada:

a) odam organizmi gabul qiladigan turli oziga moddasining
migdori belgilangan minimal miqderdan kam bo‘lmasin;

b) iste’mol savatining umumiy bahosi minimal bo‘lsin,

Iste’ mol savatiga kiritiladigan i-mahsulotning miqdorini x, bilan
belgilaymiz. U holda masalaning a) sharti quyidagi tengsiziikiar
sistemasi orgali ifodalanadi:

(g% + ay X, +t @ % 2 b,
J Ak F Xyt dgX, 2h,

----------------------------------------

Gy + 0, %+ a, X, 2h
Masalaning igtisodiy ma’nosiga ko‘ra, undagi noma’ lumlar 11‘1&11'1fi3.r
bo‘la olmaydi, ya’ni: x, 20, {i=Lm).

Masalaning b} sharti uning magsadini ifodalaydi. Demak,
masalaning maqsadi iste’mol savatiga kiritiladigan mahsulotlaming
umumiy bahosini minimallashtirishdan iborat bo‘lib, uni quyidagicha
ifodalash mumkin:

y=cx +ox, +ote,x, »min,
Shunday qilib, iste’mol savati masalasining matematik modeli
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi
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X + ATy b G, X, 28,
A% + apX, + .+ a X, 2 b,

a.x +ay X+ +a, x 2h
x, 20, (i =1Tn?],
Y=cx +ox, +..+¢, %, - min

Optimal bichish masalasi, Optimal bichish masalasining eng
sodda usuli bilan tanishamiz. Faraz qilamiz, uzunligi + bo‘igan xo-
maki materiallardan vzunliklari A, (i =1m) bo‘lgan m xil detallarning
har biridan ¢, migdorda tayyorlash kerak bo‘isin. Bundan tashqari,
xomaki materiallarni » usul bilan kesish mumkin hamda har bir ;
usul bilan kesilgan xomaki materialdan a, miqdorda ; detal tayyor-
lash va 4, migdorda chiqindi hosil qilish mumkin ekanligi aniglangan
bo‘lsin. Xomaki materiallardan ganchasini qaysi usul bilan kesganda
tayyorlangan detallar miqdori rejadagiga teng bo‘ladi va hosil
bo‘lgan chigindilarning umumiy migdort eng kam (minimal) bo*fadi.

Tayyorlanadigan Kesish Detallar ish-
detallarning usallari lab chiqarish
uzunliklari 1 2 .. rejasi
4 @ | H | @, 6
A, G dy e | O Cy
A, gy | dn | oo | G c,
Chigindilar & b, e b,

j usul bilan kesiladigan xomaki materialiar miqdorini x, bilan belgi-
laymiz. U holda masalaning matematik modeii quyidagi ko‘rinishda
yoziladi:
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X F GpX; tua+ 3L X 26y,
oy X, + X, o4, X, 20,
A% +a,% .. ta x,2¢,
x, 20, (f=1m),
Y=bx +bx, +..+ b x -»min
1-misol, Uzunligi 110 sm bo‘lgan po‘lat xipchinlardan
vzunliklari 45 sm, 35 sm va 50 sm bo‘lgan xomaki mahsulotlar
tayyorlash kerak bo‘1sin. Talab qilingan xomaki mahsulotlar migdori
mos ravishda 40, 30 va 20 birlikni tashkil gilsin. Po‘lat xipchinlarni
kesish yo‘llari va ularga mos keluvchi xomzki mahsulotlar va
chigindilar miqdori quyidagi jadvalda keltirilgan.

Xomaki Kesish usallari Xemaki
mahsulotlar mzahsulotiar
wzunligi P23 74516 i/ch. rejasi
45 sm 2 1 1 - -] - 40
35 sm - 1 - 3 - 30
50 sm - - 1 - 1 2 20
Chigindilar | 20 | 30 | 15| 5 |25 | i0

Har bir kesish usuli bo‘yicha gancha po‘lat xipchinlar
kesilganda tayyorlangan xomaki mahsulotlar miqdori rejadagiga teng
bo‘ladi va chigindilarning umumiy miqdori minimal bo‘ladi?

Yechish: j-usul bilan kesiladigan po‘lat xipchinlar sonini x,
bifan belgilaymiz. U holda uwzunligi 45 sm bo‘lgan xomaki
mahsulotlardan ja’mi 2x, +x, +x, miqdorda tayyorlanadi. Rejaga
ko‘ra, bunday mahsulotlar soni 40 taga teng bo‘lishi kerak, ya’ni

2% +x, +x, =40,

Xuddi shuningdek, uzunliklari 35 sm va 50 sm bo‘lgan xomald
mahsulotlarni ishlab chiqarish rejasini to‘la bajarilishidan iborat
shartlar mos ravishda x, +3x, + x, =30 va x +x, +2x, =20 tenglamalar
orqali ifodalanadi. :

Iqtisodiy ma’nosiga ko‘ra belgilangan noma’lumiar manfiy
bo‘la olmaydi, demak,
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. x20,%20,..,%20. _

Rejadagi xomaki mahsulottarni ishlab chiqarishda hosil bo‘lgan
chigindilarning umumiy miqdorini quyidagi chizigli funksiya
ko‘rinishida ifodalaymiz:

Y =20x, +30x, +15x, + 5x, + 25x, +10x,.

Masalaning shartiga ko‘ra, bu funksiya minimum giymatni

qabul gilishi kerak, ya’ni
¥ =20x, +30x; +15x, +5x, +25x, + 10x; —» min.

Shunday qilib, quyidagi chizigli programmalashtirish
masalasiga ega bo‘lamiz:
2%, +x, +x, = 40,
{xz +3x, +x, =30,
X, + X +2x, = 20

% 20,(=16)
¥ =20z, +30x2 +15x, + 5x, + 25x, +10x;, —» min.

2-misol. Konditer fabrikasi uch turdagi 4, B, C karameliarni
ishiab chigarish uchun uch xil xomashyo: shakar, qiyom va qurug
mevalar ishlatadi. 1 tonna karamel turlarini ishlab chigarish uchun
sarf gilinadigan xomashyolar migdori {(me’yori), xomashyolaming
zaxirasi hamda 1 tonna karamelni sotishdan olinadigan daromad
quyidagi jadvalda keltirilgan.,

Xomashyo 1 tonna mahsnlotga_l Xom- Xom?shgfo
turlari ashyo sarfi (tonna hisobida) zaxirasi
_ A B C (tonna)
Shakar 0,8 0,5 0,6 800
Qiyom 0.4 0,4 0,3 600
quruq mevalar - 0, 0,1 120
1 t karamel
sotishdan
olinadigan 108 112 126
daromad (shartli
birlik)
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Fabnkaga maksimal foydsa keitlmvchl karame! ishlab chiqarish
. rejasini-toping.

Yechish: Konditer fabrikasida 4 turdagi karameldan x, mig-
dorda, 8 turdagi karameldan x, miqdorda va C turdagi karameldan
z, miqdorda ishlab chigarilsin deb belgitaymiz. U holda fabrikada
“ishlab chigariladigan barcha karamellar uchun 0,8x +0,5x, +0,6x,
migdorda shakar sarf qilinadi. Bu miqdor shakarning zaxirasidan,
~ ya’ni 800 tonnadan oshmasligi kerak. Demak, 0,8x, +0,5x, +0,6x, <800
- tengsizlik o‘rinli bo*lishi kerak. Xuddi shunday yo°l bilan mos ra-
vishda giyom va quruq mevalar sarfini ifodalovchi quyidagi tengsiz-
liklarni hosil gilish mumkin: 0,4x, +0,4x, +0,3x, <600, 0,1x, +0,1x, 5120
Fabrika ishlab chigargan 4 karameldan 108x,, 2 karameldan 102x,, C
karameldan 126x, birlik va jami 108x, +112x, +126x, birlik daromad
oladi. Bu yig‘indini y bilan belgilab uni maksimumga intilishini
talab qilamiz. . natijada quyidagi funksiyaga ega bo‘lamiz:
" ¥ =108x +112x, +126x, - max. Shunday qilib, berilgan masalaning
matematik modelini quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

0,8x, +0,5x, +0,6x, <800,
0,4x, +0,4x, +0,3x, <600,
0,1x, +0,1x, <120

x,20,x, 20,x, 20,

Y =108x, +112x, +126%, —max

3.2. Chizigli programmalashtirish masalasining yechimi

Chizigli programmalashtirish masalasi (ChPM) umumiy holda |
" quyidagicha ifodalanadi:
BX + Ay Xy ot 4%, = by,

X, + Gy + ot A2, SOy, - (3D

Q%) + Bp¥y +out A, X, 2 b, ,
%20, (i=1n), (3.2)

¥ =X + 0x, + ..+ 0%, —> (max)min | (3.3}
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Demak, (3.1) va (3.2) shartlarni qanoatlantiruvchi noma’-
lumlaming shunday qiymatlarini topish kerakk, ular (3.3) chizighi
funksivaga minimum {maksimum} qiymat bersin.

Masalaning (3.1) va (3.2) shartlari uning chegaraviy shartlari,
(3.3) chizigli funksiya esa masalaning maqgsadi yoki magsad
funksiyasi deb ataladi.

Muayyan masalalarda (3.1) shart tenglamalar sistemasidan, “»”
yoki *“<” ko‘rinishdagi tengsizliklar sistemasidan yoki aralash
sisternadan iborat bo‘lishi mumkin. .

Ko‘p hollarda ChPMsida qatnashyotgan tengsizliklarning
ishoralarini bir xil ko‘rinishga keltirib olinadi. Shu sababli
. ChPMsining quyidagi shaklini |

X tapx, +.. +ﬂLnI <b,
X+ a,% 4+ +a,x, Sh, (3.1a)
8+ 0, %+t a X, <b,
x 20, i=l,n, (3.2a)
P=6X + Xy +.tC, X, —> max (3.3a)
uning standart shakli deb gabul gilingan. |

ChPMsi |
3y, + @ X, o+ Ry X, =B,
X, + Ao Xy ot X, =B, (3.4)
A%+ a0+ +d, X =h
x 20, i=ln, (3.5
V=X, 40X, +o+C, X, —+ max (3.6)

ko‘rinishda bo‘lsa, u holda (3.4)-(3.6) masala kanonik ko‘rinishdagi
chizigli programmalashtirish masalasi deb ataladi.

ChPMsini (3.4)-(3.6) shaklini turli ko‘rinishlarda yomsh
mumkin. Bu ko‘rinishlami keltirib o*tamiz. :

1. ChPMnuing vektor ko‘rinishi. (3.4)-(3.6) masalam vektor
ko‘rinishda quyidagicha ifodalash mumkin:

139



plxl +P1x2 +"‘+Pn . Pﬂ’

x 20, i=%n 3.7)
¥ =CX ->min
bu verda
ay ay @, b x
[/}
p=| ’Pz:au ’ _,p'q_az.. ’P°=5’2,X=xz’
oy Py ao, . b, Xy

C =(g,6y,..€,)

2. ChPMning matrisa ke‘rinishi. (3.4)-(3.6) masalaning

matrisa ko‘rinishdagi ifodasi quyidagicha yoziladi:

| - AX =P, -
x20,i=12,.,n (3.8)
Y =CX — min.

bu yerda 4=(a,).

Ba’zi hollarda (3.4)-(3.6) masala quyidagacha ifodalanadi:

|
x,z0, (3-9)
¥= i ¢,X; — min.
4
Har ganday chiziqli programmalashtirish masalasini {3.4)-(3.6)
ko‘rinishga keltirish mumkin. Buning uchun quyidagilarni amalga
oshirish zarur; ChPMda qatnashayotgan tengsizliklarni tenglamaga
keltirish kerak. Bu quyidagicha amalga oshiriladi.
' Masalan, ax +ax, +..+ax <b ko'rinishdagi tengsizlikni
olamiz. Bu tengsizlikning chap tomoniga qandaydir nomaniiy x,,,
o‘zgaruvchini shunday qiymat bilan go*‘shamizki, natijada tengsizlik
tenglikka aylansin:
azx +a,x, +..+ax, +x, , =58
bu verda

Ty =b—ax-ax-.-ax20
o‘zgaruvchi qo‘shuncha o‘zgaruvchi deb ataladi.
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1-teorema, Berilgan ax, +a,x, + ...+ a,x, < b tengsizlikning har
tbir X, =(a;,a,....a,) yechimiga ax, +a,x, +..+ax, +x,, =5,
tenglamaning bitta va faqai bitta yagona ¥, = (e, 2, ,-..2,,a,, ) yechimi
mos keladi va aksincha.

Isbot: Faraz gilaylik, X, tengsizlikning yechimi bo‘lsin. U
holda | ~
&, +aa, ¥ rda, <h,

munosabat o‘rinli bo‘ladi. Tengsizlikning chap tomonini o‘ng
tomonga o‘tkazib, hosil bo'lgan ifodani «,,, bilan belgilaymiz:
0<h—(ao +a0, +. . tan)=a,,.

Endi ¥ =(a.a,.-..4.2,) vektor tenglamaning yechimi
ckanligint ko‘rsatamiz:

aon +ad; + ..’ T, =
= a0 +ayt, a0, Hb—ao —ao, —..-ax,)=b

Endi agar ¥ tenglamani ganoatlantirsa, u hnlda u tﬂnﬁ&ﬂhkﬂl

ham qannatlantmshml ko‘rsatamiz,

Shartga ko‘ta: aa, tam +..tan ta, =b a,,20. Bu

tenglamadan «,, >0 sonni tashlab yuborish natijasida

ao, +aa, +..taa,sh
tengsizlikni hosil gilamiz. Bundan ko'ripadiki, X, =(x,a,....7,)
tengsizlikning yechimi ekan.

Shunday ol bilan chizigli programmalashtirish masalasining
chegaralovchi shartlaridagi tengsiziiklarni tenglamalarga aylantirish
mumkin. Bunda shunga e’tibor berish kerakki, sistemadags turli
tengsizliklami tenglamalarga aylantirish achun uiarga b:r-blrlandan
farq giluvchi nomanfiy o‘zgaruvchilami qgo®shish kerak.

Masalan, agar chiziqli programmalashtirish masalasi quyidagi

Gy Xy + oy Xy + .+ A%, < B,
aQ,% F A% F ot a, %, £h,,
a5 tay Xt tra x, sh
%20, i=Ln, (3.10)

y=ox 40X, +..+ ¢, X, - nin
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shaklda bo‘lsa, bu masaladagi tengsizliklarning kichik tomoniga
%, 20,%,,20,.., x,, >0 go‘shimcha o‘zgaruvchilar qo*shish yorda-
mida tenglamalarga aylantirish mumkin. Bu o‘zgaruvchilar ¥
funksiyaga 0 koeffitsivent bilan kiritiladi. Natijada (3.10) masala
quyidagi ko‘rinishga keladi.

| a, x5+ &, ot a X, ¥ X, =h,

A%+ apX + ot ayx, +x,,,=b,

a5 a, x,+..+a, x +xﬂ; =b,
%20, i=Ln+m, (3.i1)
y=cx,+6,%,+ . tex, +0(x,  +..+x,)—>min
Xuddi shuningdek,
¥y + X+ o x, 2B,
Xy + 3%, 0.+ G, X, 28y,
& X +a X+t a %, 2h,
%20, i=Ln (3.12)
Y =0 + 0%, 4.+ 6,% — min
shaklda berilgan chiziqli programmalashtirish masalasini kanonik
shaklga keltirish mumkin. Buning uchun qo*shimcha
x,.20x,,20,..x 20 o'zgaruvchilar tengsizliklarming katta
tomonidan ayriladi. Natijada quyidagi masala hosil bo‘ladi;
all‘rl + llzZl‘x?. +o +allxl -'tﬂl = %!’
X, + Gy Xy + by X, =X, =],
alnxl + a!.llx! + + amxu - xm-- :b.
x20, i=Ln+m, (3.13)
y=eh+o X, ot x +0(x  +..+x, ) min
Agar ChPMdsa maqgsad funksiyasi
y=x+ex +...+cx, —»min
ko‘rinishda bo‘lsa, uni kanonik shaklda yozish uchun ¢ (i=1n)
qarama-garshi ishora bilan yozib olinib
Y ==X — 6%, =~ G,X, —>min
ifodani hosil gilamiz.
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1-misol. Quyidagi chizigli programmalashtirish masalasini
kanonik ko‘rinishga keltiring va uni turli ko‘rinishlarda ifodalang:
2x,~3x, £-1,
!3:.[ +4x, +2x, =6, @
-2x,-x,26
x5 20,x,20,x, 20,
o ¥Y=3x -2x, +x, - max.

Yechish: Masalaning cheklamalaridagi birinchi va uchinchi
tengsizliklaming kichik tomoniga x,20,%,>0 qo‘shimcha o‘zga-
ruvchilar kiritib, ulami tenglamalarga aylantiramiz hamda birinchi
tenglamaning ikki tomonini -1 ga ko‘pavtirib, undagi ozod hadni
musbat songa aylantiramiz va (I) masalaga teng kuchli bo‘lgan
guyidagt masalant hosil gilamiz:

-2x, +3x, —x, =1, :
{3;:, +4x, +2x, =6, I
X 2% —x,+ ;=6
xz20,020,x>0x, 20,2, 20
Y =3x —2x, + X, —>max.

Ushbu masalada ¥ - max ifodani qarama-qarshi ishora bilan
_olib, uni ¥ - min bilan almashtiramiz. Natijada berilgan masalaning
kanonik shakliga ega bo‘lamiz:

2%, +3x, —x, =1, -
{3x,+4x:+2x,=ﬁ, o _ n -
0=2%-x+x=6
%20, % 20,5, 20,5, 20,5 20
Y=3x -2x, + x, +0(x, +x,)—+mm

(I) masalaning matrisa ko‘rinishini yozish uchun quyxdam

belgilashiarni kiritamiz:

(%) (-3)
-20 3 ~-10 I3 X, 2
A=} 342 00, B=i{6|, X=|x|, C=1-1].
i1-2-1 @1 6 X, 0
\¥s \0 )

U holda (1) masalamng matrisa shakli quyldagl ko‘nnlshda |
ifodalanadi:
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AX =B,
%20, j=15, av)
Y=C"X - min
(III) masalani vektor ko‘rinishlarda yozish uchun quyidagi
belgilashiarni kiritamiz:

. ' i} 3 -1 0 I
b= v Pa= 4 | Ps_ 2 Py 0. p={0} p,=16}
1 -2 —l 0 1 6

) X= (x,,x,,x,,x‘,xs), C= (_3:- 2» ~1,0, 0)'-
U holda (TIT) masala quyidagi ko‘rinishga keladi:
' Pyx o35 + PyXy + DXyt PeXs = P '
x, ao, Jj=15, 2
¥ =CX — min.
Endi chizigli prugrammalashtlnsh rnasalas1 yechimlari va
ularning xossalari bilan tanishamiz,

1-ta’rif. (3.4)-(3.6) masalaning joiz yechimi (joiz rejasi) deb,
(3.4), (3.5) shartlarni ganoatlantiruvchi har ganday X =(x,.x,,....x,)
vektorga aytiladi.

(3.4)«(3.6) masalaning joiz yechimlar to‘plami uning mumkin
bo‘lgan (joiz) yechimiar to‘plamini tashkil etadi:
K, = {)ﬁ'(a:.,...,.r,,):A)ﬁ'ﬂr = Py, % 2 0,F =i-.,;} .Buyerda r(A)=m<n

2-ta’rif. Agar biror bir X° =(x,3],....x))e K, joiz rejaning n—m
ta koordinatasi (m <m) nolga teng bo‘lib, qolgan x,x,....x,
| koordinatalariga mos p,,p,,...p, vektorlar chizigli erkli bo‘isa, u
holda X° € K joiz reja bazis reja deyiladi.

3-ta'rif. Agar X*=(x,x},..x}) bazis rejadagi musbat koor- |
dinatalar soni m ga teng bo‘lsa, u holda bu reja aynimagan bazis reja,

aks holda esa bu reja aynigan bazis reja deyiladi.
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4-ta’rif. (3.4)-{3.6) masalaning (3.6) chizighi fimksiyasiga eng
kichik giymat beruvchi X° =(x/,1,....x") bazis reja masalaning
optimal rejasi {optimal yechimi) deyiladi.

(3.4)-{3.6) masalaning joiz yechimlarl to‘plami xossalarini
o‘rganish uchun ba’zi tushunchalarni kiritamiz.

A, Ay, A, chizigli erkli vektorlar sistemasi berilgan bo‘lsin.
Ma’lumki, ®* fazoda har bir 4=(z.4,,..,2,) vektorga koordinatalari
(a,,a,...a,) bo‘lgan nuqta mos keladi. Shuning uchun bundan keyin
A={(a,a,..a) vektorni ®' fazo nuqgtasi deb qaraymiz.

S5-ta’rif. 4=a4 + o, 4, +...+ a,4, —-nuqtalar to‘plami 4, 4,,..., 4,
nugtalarning gavariq kombinatsiyasi deb ataladi. Bu yerda

n
@ 20, Za‘f =1.
7=l

C & R* to‘plam berilgan bo‘lsin.

6-ta’vif, Agar ixtiyoriy 4 =C va 4, <C nuqtalar bilan bir
qatorda bu nuqtalarning
A=ad+ad (a<l 0sa<l, a+a=1) qavarig
kombinatsiyasidan iborat nugta ham ¢ to‘plamga tegishli bo‘lsa,
ya'ni 4 €C, 4,eC=>AcC bo'lsa, u holda ¢ to‘plam gavariq
to‘plam deb ataladi.

Qavariq to*plamning geometrik ma’nosini tushuntirish uchun 4
va A, nuqgtalarni tutashtiravehi kesma tushunchasini kiritamiz.

Ma’tlumki, 4 va 4, ouqtalar orqali o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning
parametrik tenglamasi

Ma)=A4 +(4 - 4)a |

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda 4 - 4, to*g'ri chizigning yo‘naltiruvehi
vektori. _

Agar a=0 bo‘lsa, u holda AD)=4,;
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Agar ¢=1bo‘lsa, u holda 4A1)=4.
Agar 0<a<l bo‘lsa, uw holda A(@) 4 va 4 nuqislarni
tutashtiruvchi kesmadagi nuqtalarni aks ettiradi.

2-teorema. Chiziqli programmalashtirish masalasining joiz
yechimlaridan tashkil topgan to‘plam gavariq to‘plam bo*ladi.

Isbot: Chizigli programmalashtirish masalasining ixtivoriy
ikkita yechimining qavariq kombinatsiyasi ham yechim ekantigini
ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, X, va X, chizigli programmalashtirish
masalasining yechimlari bo‘lsin. U holda

AXT =P, %,20, j=1n, (3.14)

AX] =P, x,,20, j=Ln, (3.15)
munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. X, va X, yechimlarning qavariq
kombinatsiyasini tuzamiz.

X=aX +(1-a)X,, 0sax<],
hamda uni yechim ekanligini ko‘rsatamiz:
AX" = AlaX] +(1-)XT JadX] + (1 -a)dX],
(3.14) va (3.15) tenglamalarni inobatga olsak:
AXT =aP, +(1-a)P, =P,

Bu munosabat ¥ vektor ham yechim ekanligini ko‘rsatadi.
Demak, chizigli programmalashtirish masalasining yechimlaridan
tashkil topgan to‘plam gavariq to“plam bo‘ladi.

Quyidagi teoremalarni isbotsiz keltiramiz.

3-teorema. Agar k£ ta o‘zaro chiziqli bog'liq bo‘lmagan
B.B,...F, vektorlar berilgan bo‘lib, ular uchun
Bx +FBx, +..+ B, =F,
tenglik barcha x>0 lar uchun ofrinli bo‘isa, u holda
X=(x.%,,...%,0,0..,0) nugta K gavariq to‘plamning burchak nuqtasi
bo‘ladi.
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4-teorema. Qavariq to‘plamning ixtiyoriy nugtasini uning
burchak nugtalarining chizigli kombinatsiyasi orgali ifodalash
mumkin.

S-teorema. Chiziqli programmalashtirish masalasi o‘zining
optimal giymatiga shu masalaning joiz yechimiaridan tashkil topgan
gavariq to‘plamning burchak nugtasida erishadi. Agar masala birdan
ortiq burchak nuqtada optimal qiymatga erishsa, u shu nugtalarning
qavariq kombinatsiyasidan iborat bo‘lgan ixtiyoriy nuqtada ham
o‘zining optimal qiymatiga erishadi.

Yuqorida Keltirilgan teoremalardan quyidagi xulosalarni
chigarish mumkin.

1-xulosa. XY=(x,x,..x) K to‘plamning burchak nuqtasi
bo‘lishi uchun musbat x komponenialar Px +Px +..+Fx, =F
yoyilmada o‘zaro chizigli bog‘liq bo‘lmagan F vektorlarning
koeffitsiyentlaridan iborat bo‘lishi zarur va yetarli.

2-xulosa. Chizigli programmalashtirish masalasining bazis
yechimiga K, qavariqg to‘plamning burchak nuqtast mos keladi va
aksincha. '

3-xulosa. Chizigli programmalashtirish masajasining optimal
yechimini X, to‘plamning burchak nugtalari orasidan gidirish kerak.

3.3. Chiziqli programmalashtirish masalasining geometrik
talgini -

Chizigli programmalashtirish masalasipi geometrik nuqtayi
nazardan tahlil qilish uchun quyidagi standart masatani ko‘ramiz:
Ax< 8B :
x,20 j=Ln | | (3.13)
Y =CX > max
Ma’lumki, (3.15) masalaning har ganday rejasini n-o‘lchovh
fazoning nuqtasi deb garash mumkin, Bizga yana shu ham ma’lumki,
chizigli tengsizliklar bilan aniqlangan bunday nuqtalar to‘plami
qavariq to‘ plamdan iborat bo*ladi. Bu holda gavariq to‘plam {qavarigq
ko‘pburchak yoki ko‘pyoq) chegaralangan yoki chegaralanmagan
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bo’lishi, bitta nugtadan iborat bo‘lishi yoki bo‘sh to‘plam bo‘lishi
ham mumkin. Masalan,
a) quyidagi rasmda keltirilgan qavariq to‘plam chegaralangan:

L3

L/

b) quidagi rasmda keitirilgan qavariq to‘plam chegaralanmagan:

L L]

o2

(3.15) masalani geometrik nuqtayi nazardan tahlil qilamiz, Buning
uchun quyidagi

il

ax, +a&x, +..+ax, <, {3.16)
tengsizlikni ganoatiantiruvchi nugtalaming geometrik o‘mi bilan
tanishib chiqamiz. |

Ma’lumki, keordinatalari
ax +ax, +.+ax =b, (3.17)

tenglamani qanoaxtantiiuvchi X, %,..X, nuqtalar to*plami giperfekislik
deb ataladi. Demak, (3.15) masalada (3.17) kabi tengliklar gatnashsa
ular gipertekisliklarni ifodalaydi. Har qanday gipertekislik fazont ikki
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yarim fazoga ajratadi. Bu yarim fazolardan fagat bittasigina (3.16)
tengsizlikni qanoatlantiradi. (3.16) tengsizlikni qanoatlantiradigan
yarim fazoni amqlash uchun 0¢0,0,.,0) koordinata boshidan
foydalanamiz, ya’'ni: -

e agar 2(0,0,...0) nugta (3.16) tengsizlikni to‘g‘ri tengsizlikka
aylantirsa, u holda ¢(0,0,...,0) nugtari o‘z ichiga oluvchi yarim fazo
{3.18) tengsizlikni ganoatlantiruvchi nugtalarning geometrik o‘mi
bo‘ladi;

e agar ((0,0,...,0) nugta (3.16) tengsizlikni noto®g*ri tengsizlikka
aylantirsa, u holda 010,0,..,0) nuiqgtani o‘z ichiga olmaydigan yarim
fazo (3.16) tengsizlikni ganoatlantiruvchi nuqtafarning geometrik
o‘rni bo‘ladi.

- Bundan ko‘rinadiki, (3.15) masalada nechta tensizlik gatnashsa,
ular shuncha yarim fazoni ifodalaydi. Bu vyarim fazolarning
kesishmasi esa (3.15) masalaning barcha joiz yechimlarini o'z ichiga
oluvchi qavariq to‘plamni tasvirlaydi. Bu qavariq to‘plam masalaning
joiz yechimlar schasi deb ataladi.

(3.15) masalaning optimal vyechimini topish uchun
Y=cx +o%+...+¢x, magsad funksiyasidan foydalanamiz. Buning
uchun

&% +0,% +..+C X, =oanst (3.18)
- tenglik bilan aniglanuvchi gipertekislikiar oilasini qaraymiz.

Ma’lumki, bu yerda comsr ning har bir giymatiga bitta
gipertekislik mos keladi. ChPM ning qavariq to‘plami bilan ikkita
umumiy nugtaga ega bo‘lgan gipertekisliklar “sath gipertekistiklar”
deyiladi. ChPM ning qavariq to‘plami bilan bitta umumiy nuqtaga
ega bo‘lgan gipertekislik, ya’ni urinma giperiekislik fayer :h
gipertekislik deyiladi. Tayanch gipertekislikni hosil gilish uchun
(3.18) tenglikdagi consr ga turli giymatlar berib uni gipertekislikning
normal vektori bo‘ylab parailel ko*chiramiz va urinma gipertekislikni
hosil gilamiz.

Shuni ta’kidlaymizki, ¥ funksiyaning maksimal qiymatini
topish uchun normal vektorning yo‘nalishi bo‘ylab, ¥ funksiyaning
minimal giymatini topish uchun normal vektorning yo‘nalishiga
qarama-qarshi harakatlanish kerak.
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r=2 o'ichovli fazoda, ya’ni tekislikda ChPM ni geometrik
nuqtayi nazardan ko‘rib chigamiz.

a,x +a,x, <h,
’ ayx + apx, by, ' ' (3.19)
GgX% +a,,%, $b,
X, x, 20 (3.20)
Y =¢x, +0%, —>max (3.21)

Faraz qilaylik, (3.19) sistema (3.20) shartnii qanoatlantiruvchi
vechimlarga ega va ulardan tashkil topgan to‘plam chegaralangan
bo‘lsin. Ma’tumki, (3.19) va (3.20) tengsizliklaming har biri

a% +dpx, = b, (=1m),

=0, x,=0
to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan yarim tekislilkdarni ifodalaydi.
Bu tekisliklami ko‘rib chiqamiz '

%+, <8, (1=1m) (3.22)
tengsizlikni qanoatlantiruvchi nuqtalar to‘plamini aniglash uchun
¢(0,0) nuqtadan foydalanamiz. Agar 0¢0,0) nucqta (3.22) tengsizlikni
danoatlantirsa, u holda qidirilayotgan tekislik 0(0,0) nuqtani o'z
ichiga oladi, aks holda gidirilayotgan tekislik ©(0,0) nugtani o'z
ichiga olmaydi. Yugoridagi mulohazalar asosida (3.19) sistemaning
yechimlaridan iborat gavariq ko‘pburchakni topib olganimizdan
so‘ng (3.20) tengsizliklami e’tiborga olamiz. (3.20) tengsizliklar
(3.19) yordamida topilgan gavariq ko‘pburchakning I chorakdagi
qismini ajratib olishga yordam beradi. (3.19) va (3.20) cheklamalarni
qganoatlantiruvchi qavariq ko‘pburchakni reja ko'pburchagi deb

(3.19)-(3.21) masalaning optimal yechimini topish uchun (3.21)
ifodada qatnashayotgan chizighi funksiyadan hosil gifinadigan

X, +Cyx, = const {3.23)
to‘g‘r1 chiziglar cilasidan foydalanamiz. Ma’lumki, (3.23) ifodadagi
“har bir ma’lum o‘zgarmas C, =const giymatida bitta

ox e =G
sath to‘g‘ri chizig*i to‘g‘ri keladi.
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So‘ngra, bu sath to‘g‘ri chizigqlardan birini, masalan,
a% +6% =C, to'g'ri chizigni chizib olamiz. ox+ex =G chizigni
n(c,,¢,) normal vektor bo‘ylab parallel kochirib, reja ko*pburchagiga
X, +c,x, = C° tayanch (urinma) to‘g‘ri chizigni topib olamiz. Bu yerda
C° (3.19)-(3.21) masalaning optimal yechimi yoki giymati; X°(x).x3)
urinish nuqtasi esa (3.19)-{3.21) masalaning optimal rejasi deb
staladi.

Ba’zt xususiy hollarni ko‘rib chigamiz.

Faraz gilaylik, reja ko‘pburchagi A8CDE beshburchakdan iborat
bo‘isin (1-rasm).

p \"_’
L
B
D
E
=
b< 7
%+ oyxy =0 :
I-rasm.

1-rasmdan ko ‘rinib turibdiki, chizigh funksiya o‘zining minimal

qiymatiga £4BCDE gavarig ko‘pburchakning 4 nuqtasida erishadi. C
nuqgtada esa, u o‘zining maksimal (eng katta) qiymatiga erishadi.

Yechimlardan tashkil topgan gavarig ko‘pburchak chegaralan-

magan bo‘lsin. Bunday ko‘pburchaklardan ba’zilarini ko‘rib

chigamiz. ) -

1-hol. 1-rasmdagi holatda cx, +¢,x,=C, to‘g'ri chizig n vekior
“bo'ylab siljib borib, har vagt qavariq ko‘pburchakni kesib o*tadi.
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Bu holda c¢x+cx =, funksiya minimal giymatga ham,
maksimal qiymatga ham erishmaydi. Bu holda chizigh funksiya
(3.20) va (3.21) cheklamalar bilan aniglangan sohada quyidan bam,
yuqoridan ham chegaralanmagan bo‘ladi.

+

h 4

x)

1-misol. Quyidagi masalani grafik usulda yeching.

2-rasm.

—X X, 53

%53
Z=—x—2x > min
x,x, 20,

{—le+x2£2

| Yechish: Yechimlardan tashkil topgan qavariq ko‘pburchak
yasash uchun koordinatlar sistemasida

chiziglar bilan chegaralengan
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~2% +X% S2,~X +X, S3x 53
yarim tekisliklami koordinatalar sistemasining I choragida yasaymlz,
chunki x,x 20,

Berilgan tengsizliklarni ganoatlantiruvchi yechimlar to‘plami
bo‘yalgan QA BCD beshburchakni tashkil qiladi. Natijada Z=-x ~2x,
chizigli funksiyaga minimal giymat beruvchi ©(3;6) nuqtan: topamiz.
Bu nuqtaning koordinatalari masalaning optimal rejasi,
Z(C")=-15 - min €52 masalaning optimal yechimi bo‘ladi.

2-misol. Berilgan chizigli programmalashtirish masalasini
grafik usulda yeching.

X +2x, <3
{-’"1 -x, <2
Y = 2x, + 2%, — toax
x,x, =0

L}

Yechish: Bu yerda ham vuqoridagidek yechimlar ko‘pburchagini
hosil qilamiz.

4=

Wiw




Rasmdan ko‘rinadiki, yechimlar ko‘pburchagi yuqgoridan
chegaralanmagan. Koordinata boshidan n(2;2) vektorni yasaymiz va
unga perpendikular bolgan 2x, +2x, =0 to°g‘ri chizig o'tkazamiz. Bu
to‘g'ri chiziq 2x +2x, =const to"g'ri chiziglar cilasidan birt bo‘ladi.
Shakldan ko‘rinadiki, masalada magsad funksiyaning giymati
yuqoridan chegaralanmagan.

3-misol. Masalani grafik usulda yeching.

1y, —-x, <4,
{x, 20, x,21,
Y=x —2x, >max

Yechish: Masalani yugoridagi usul bllan yechlb quyidagi

shaklga ega bo‘lamiz.

A’:

1 %

Rasmdan ko‘rinadiki, yechimlar to‘plami chegaralanmagan,
lekin optimal yechim mavjud va n X*(2,51) nugta koordinatalaridan
iborat.

Shuni alchida ta’kidlash kerakki, agar ChPMda noma’lumlar
soni n=2 bo‘lganda uning optimal yechimini grafik usulida topish
maqsadga muvofiq.

Agar ChPM kanonik ko‘rinishda berilgan bo‘lib, tenglamalar
sistemastda noma’tumlar soni tenglamalar sonidan 2 taga ko“p bo‘isa,
ya’ni n-m=2 bo‘lsa, bunday ChPMlarining optimal yechimiarini
ham gtafik usulida topish magsadga muvofiq.
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Iqtisodiy masalalarning optimal yechimlarining tablili. Endi
ChPMsining optimal yechimini geometrik nuqtayi nazardan tahlil
qilib chigamiz. Buning uchun quyidagi igtisodiy masalaning optimal
yechimini quramiz va tahfif gilamiz.

Faraz qilaylik, korxonada ikki xil bo‘yoq ishlab chiqarilsin. Bu
bo‘yoqlarni ishlab chiqarish uchun 2 xil xomashyodan foydalanilsin.
Xomashyolaming zaxirasi 6 va 8 birlikni tashkil qilsin. Ikkinchi
bo‘yoqga bo‘lgan talab 2 birlikdan oshmasin va u birinchi bo*yoqga
bo‘lgan talabdan 1 birlikka katta bo*isin.

Har bir bo*yoqning bir birligini ishlab chigarish uchun kerak
bo‘lgan xomashyolar miqdori hamda korxonaning har bir birlik
bo‘yoqgni sotishdan oladigan daromadi quyidagi jadvalda keitirilgan.

omashyolar ! '
Bo‘yoglar Y ! 2 Foyda
I | 2 3
i1 2 1 2
Zaxira ] 8 |

Har bir bo‘yoqdan ganchadan ishlab chigarilganda ularga sarf
qilingan xomashyclar miqdori ulaming zaxiralaridan oshmaydi,
daromad eng yugori bo*ladi hamda iajab bo‘yicha shartiar bajariladi?
Masalaning optimal rejasini toping.

Masaladagi noma’tumiarni belgilaymiz:

x, — ishlab chigarish rejalashtirilgan I mahsulotning miqdori;

x, — ishlab chiqarish rejalashtiriigan Il mahsulot miqdori.

- U holda masalaning matematik modeli quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi
[x+2x, <6

2x +x, 58

0 —x sl

x 20

052,52

¥ =3x, + 2x, - max.

Masalani grafik usuida yechib, 9(3%;1%] optimal muqta ekanligini
aniglaymiz.
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Optimal yechim quyidagicha bo‘ladi: x,=3%;13=1%;1’m=12%

Demak, korxona birinchi bo‘yoqdan 3% birlik, ikkinchisidan 1%

birlik ishiab chiqarishi kerak. Bu holda uning cladigan daromadi 12%

birlikka teng bo*ladi: X"G%,l%), ye 12%.

Endi masalaning optimal yechimini tahlil gilamiz. Buning
uchun D-optimal nuqtani qaraymiz. Bu nuqta 2x-+x,=8 va
x +2x, =6 to'g‘ri chiziglarning kesishgan nugqtasi. Bu esa, bo‘yogq
ishlab chigarish uchun sarf gilinadigan ikkala xomashyoning ham
kamyob ekanligiru ko‘rsatadi, Optimal nuqta bilan bog‘liq bo‘igan bu
shartlar aktiv shartlar, optimal nuqtaga bog*liq bo‘Imagan shartiar esa
passiv shartlar deb ataladi. Biz ko‘rayotgan masalada mahsulotlarga
bo‘lgan talabga qo‘yilgan —x, +x, <1 va x, <2 shartiar optimal nugtaga
bog‘liq emas va shu sababli, bu shartlar passiv shartlar.

Passiv shartlarga mos keluvchi resurslar kamyob bo‘imaydi va
ularning ma’lum  darajada o'zgarishi optimal yechimga ta’sir
gilmaydi. :

Aksincha, aktiv shartlarga mos ketuvchi resurslarni bir birlikka
oshirilishi optimal yechimning o‘zgarishiga olib keladi.

Masalan, birinchi xomashyo zaxirasini bir birlikka oshirilishi
optimal yechimnga qanday ta’sir ko‘rsatishini ko‘rish uchun uning
zaxirasini 7 ga teng deb olamiz. U holda CD to‘g‘ri chiziq o‘ziga
parallel ravishda yugoriga ko'tariladi va DCK uchburchak reja
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ko‘pburchagiga qo‘shiladi. Natijada X nuqta optimal nuqtaga
aylanadi.

Bu nuqgtada x=2x+2x%=72x +x,=8 to‘g‘ri chiziglar kesi-
shadi. Shuning uchun endi masalaning 0<x, €2, x +2x, €7, 25, +x, <8
shartlar aktiv shartlarga aylanadi. Demak, yangi optimal yechim:
X%2,3),Y, =13,

Xuddi shunday vyo°l bilan ikkinchi -xomashyoni bir birlikka
oshirish optimal yechimni ganday o‘zgartirishini ko*rsatish mumkin.

Bundan tashqari, kamyob bo‘lmagan xomashyolar migdosini,
optimal yechimga ta’sir gilmagan holda, ganchalik kamaytirish
mumkinligini ham ko‘rsatish mumbkin.

Yuqgoridagi 8-shaklda BC kesma x =2 chiziqni, ya’ni masa-
laning 4-shartini ifodalaydi. Ma’lumki, bu — passiv shart. Magsad
funksiva qiymatini o‘zgartirmagan holda passiv shartni qanchalik
o‘zgartirish mumkin ekanligini aniglash uchun BC kesmani o‘ziga
parallel rawshda pastga, ) nugta bilan kmishgum:ha siljitamiz. Bu

nugtada x, =§ bo‘ladi.

Demak, tkkinchi bo‘yoqqe bo‘lgan tatabni optimal vechimga
ta’sir qilmasdan f:} gacha kamaytirish mumkin ekan.

Shunday yo‘l bilan masalaning optimal yechimiga ta’sir

etmasdan, uning boshqga passiv shartning o‘ng tomonini ganchaga
kamaytirish mumkin ekanligini ko‘rsatish mumkin.

3.4. Chmqlt programmalash masalasini yechlshnmg
simpleks usuli

Simpleks usuli eng keng foydalaniladigan barcha raqamli algo-
ritmlardan foydalanadigan keng tarqalgan chiziqli dasturlash usul-
laridan biri. Bu 1940-yilda ishlab chigilgan bo‘lib, chizigli dasturlash
modeli sifatida iqtisodiy, ham harbiy rejalalami amalga oshirish
uchun ishlatilgan.

Simpleks usuli fagat chizigli dasturlash muammolarini
vechishga qaratilgan bo‘lsada, uning yechish texnikalari umumiy
qiziqishga sazovordir. Bu texnika chizigsiz optimallashtirish
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muammolarini chizigli cheklovlardan foydalanish va chizigsiz
chekloviarni umumiylashtirishi mumkin.

Dansig yaratgan simpleks wsul bilan chizigli programmalash
masalasi (ChPM)ning optimal yechimimi topish uchun ChPM
kanonik shaklda va cheklamalar sistemasi keltirilgan tenglamalar
sistemasi shaklida bo‘lishi kerak. Simpleks usuli ChPMning optimal
yechimini chekli gadamdan so‘ng topishga yordam beradi.

Bizga quyidagi ChPM berilgan bo‘isin.

Z =C"x —» min
Ax=b
x20.
Bu yerda x quyidagicha ko‘rinishda ifodalanadi:

Xp
Bu bazis o‘zgaruvchilarning vektori esa nolga teng bo‘lgan
bazis bo‘lmagan o‘zgaruvchilarning vektori. Maqgsad funksiya
quyidagicha yoziladi:
Z =Chx, +Coxy,
bu yerda bazis o‘zgaruvchilaming koeffitsiyentlari va bazis
bo‘lmagan o‘zgaruvchilarning koeffitsiyentlari orqali bu tcnghkm
quyidagicha yozishimiz mumkm
Bxg + Nx, =b.
Qaytadan yozilganda quyidagicha bo‘ladi:
xp =B '0— B 'Nx,,.
Bazis bo‘lmagan o‘zgaruvchilami giymati o‘zgartirish orqali
Ax = tenglikka barcha mumkin bo* llShl bo‘igan barcha yechimlami

qo‘lga kiritamiz.
Bu formulani z formulaga almashtirsak, quyidag: formula kelib

chigadi
Z=CeBb+(Cy —Cp B Nz,

Agar biz y=(C7B"Y =87C,, ni aniglasak, Z ni quyidagicha

yozishimiz mumkin:
Z=yb+(Cl -y Nz,
Ru formula samaralirog. y vektor simpleks vektorning ko‘paytiruv-
chilaridir. Magsad funksiya va bazis o‘zgaruvchilarning giymati
x, =0 giymatga qo‘yish orqali topiladi. |
158



x,=b=8'% va Z=CIB'h.
Bazis A Xy b
-Z Cy Cy 0
X5 B N b
va bazis asosda jadval quyidagicha bo‘ladi.
Bazis Xy Xy &
-7 ' 0 C; '—CgB”'N 0
Xz i BN | B'p

Bu simpleks jadvalining rasmiy formulalari hisoblanadi. Bizga
quyidagi ChPM berilgan bo'lsin.

%, 8 Kyt x, = D,
X,  Fhp Kyttt X, =b, (3.24)
Ao + Emﬂxml +... +ﬁm‘rn' = gm’
x, 20, j=1n, (3.25)
Y =cx 4¢%, +...+C,%, > min (3.26)

Ko‘rinib turibdiki, bu masalada chekiamalar keltirilgan teng-
famalar sistemasi ko‘rinishidadir. Sistemani vektor shaklida yozib

olamiz:
Bx+Bx,+. . +EBx + P % +.+Bx =F,
bu yerda, B, F,.., P, vekiorlar sistemasi m-o‘ichovli fazoda chizigh
erkli birlik vektorlar sistemasidan iborat bo®lib, bazis vektoriar
sistemasini tashkil etadi. Ular m-o'ichovli fazoning bazisini tashkil
qitadi. Ushbu vektorlarga mos keluvchi x, x. ... x, o‘zgaruvch.lar
“bazis (erksiz) o‘zgaruvchilar” deb ataladi. x,, x_,,.., X, 0‘Zga-
ruvchilar bazis bo‘lmagan (erkli) o‘zgaruvchilar. Agar erkli
o‘zgaruvchilarga 0 giymat bersak, bazis ¢*zgaruvchilar ozod hadlarga
ieng bo‘ladi. Natijada X,=(4,5,...5,.0...0) bazis yechim hosil
bo‘ladi. Bu yechimni boshiang‘ich bazis yechim deb ataymiz.
Quyidagicha belgilashlar kiritamiz: F, —bazis vektorlar sistemasi;
C,—magsad funksivasida bazis o‘zgaruvchlar oldidagi ¢, koefli-
tsiyventlar. '
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yuqoridagilardan foydalanib, quyidagi jadvalni hosil qilamiz.

"f__fc. Eia | e Em | Con G c, |
b R12 2 [ B 2 2
B fcl b 1 0 0 | B A | e | Gy
/Pz‘r_cz b | O 1 0 [} Dr | oo | Goa
"Ii < b; 0 0 0 L7 ay v 4y
E'P"' e, bl oleol...11 a,, O | e | G

pu jadval simpleks jadvali deb ataladi. X,=(&,b,....5,,0,....0)

ung'ich bazis rejani optimallikka tekshirish uchun bu jadvalga
oshimeha A={A,, A L, j=1n satr Kiritamiz.

jadvalning F, ustiniga mos A, ni quyidagicha hisoblaymiz:

A== ke, (3.27)
i=1
]advah‘i“g P, ustiniaviga mos A, lami esa quyidagicha hisoblaymiz:
A=Y ag-c,. (3.28)
bl
0 hoida yugoridagi jadval quyidagi ko°rinishga keladi.
1 c |l p ¢ | & Cu | Cmu G G |
Bl 1"2TE B |2, Ri- |
P& h |1 0 0 ta, |..1a/l..|«a,
Bla &[0 |1 O |G o [y | ... | By
.é. C, 'bf 0 U “an G ah+1 e ag ‘e a4,
P [ (B L O T 0111 (G| e | O | or | e
fj,.i_ Ay L & T A L TA AL L A ] A,

(3.28) formuladan ko‘rinib turibdiki, simpleks jadvaldagi bazis
sektorlarga mos A, lar har doim 0 ga teng.
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Agar ¢, ustunlarga mos barcha A, lar uchun A, <0 shart
bajarilsa, u holda X (&.4,...5,.0..,0) vechim optimal yechim
bo‘ladi. ¥ chizigli funksiyaning minimal qiymati ¥, ga teng bo‘ladi.

Shunday qifib, A ,<0 shart (3.24)-(3.26) ChPM uchun
optimallik sharti deyiladi.

Agar kamida bitta j uchun A,>0 bolsa, u holda
Xy(b, by, oy b, 0, .., 0) masalaning optimal yechimi bo‘la olmaydi.

Bunday holatda topilgan X (4.5, ..5,,0,..,0) bazis rejani
optimal rejaga yaqin bo‘lgan boshqa bazis rejaga almashtirish kerak.

Yangi bazisga kiritiladigan vektorni

max A {3.29)

Ase J
shart asosida aniglaymiz.
Masalan, Mmaxa, =4, bo‘Isin. Demak, yangi bazislar sistemasida

F, vektor bazis vektor sifatida gatnashishi kerak. Agar £ vektor bazis
vektorlar sistemasiga kiritilsa, u holda eski P-bazis vektorlardan
birortasini bazisdan chiqarish kerak, chunki (3.24) sistemaning asosiy
matritsasi 4 matrisaning rangi: rang(4)=m. Bazisdan chigariladigan
P, i=1,m vektomi aniglash uchun :—‘ nisbat orqali aniglovchi
& _
koeffitsivent tushunchasini kiritamiz. Bazisdan chiqariladigan
P, i=Lm vektorni

- min (3.30)
‘ ag 20 a&
shart asosida aniglaymiz. . .
Masalan, migimg- bo‘lsin. Demak, P vektor bazisdan
H e

chigariladi. Bu holda g, element hal giluvchi element sifatida
belgilandi. Shu element joylashgan / satrdagi F; vektor o‘rniga u
joylashgan % ustundagi 5, vektor bazis vektor sifatida kiritiladi,

Buning uchun simpleks jadvalida quyidagi elementar
almashtirishlar bajariladi.
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1. 7 satrdagi barcha: b,a, elementlarnmi @ hal qiluvchi

elementga bo'lib, bu satrda 2, % % 3 % 2 elementlami
' My Oy Oy &y Oy
hosil gilamiz. U holda jadval quyidagi ko‘rinishga keladi:

AR B 5 Co e Cr | o | &y
I VAR AT P R A PR
Rlathb 1 0j...10 |a,. G @, :’_

1k
b
Biglalol1)..]0la.i..|la a, ;j
a, |15
BletZto ol lol%] 1. |22]ix
Ty T e | %
piclalolo | L
- - - ' P A/ W R B 2
[ 48, [ A[Aa[al. jalA,., Al A

2. P, vektorni bazis vektorga aylantirish uchun, ya’ni jadvalni
quyidagi

B | c c ¢, ¢ I C
P C 1] 1 f ot i 3 n
L ’ ’ ] Pl’ * PJ Pn Pmi }:; }Dr-
Bl |a |1 . -2 0 | &, 0 &,
|
Ele|blo -2 0 | s 0 &,
| b .
I B e 0 | % ! %
Ay ay a &y
Pv:r Co bm 0 "% I a»ma,l ¢ Eym
: ﬁj aﬁ ‘&! - El' 'ﬁm En—l—l ‘5‘# 'au
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ko‘rinishga keltirish uchun jadvalda quyidagi-elementar a]mash-
tmsh]m'm bajaramiz:
i

b!—bj—%a,t; "y=a§,—;;a§; izl (3.3

Bu jarayonni barcha A, lar uchun A, <0 shart bajarilguncha
davom ettiramiz. Har bir gademda A <0 Dpnmalllk sharum tekshirib

boramiz.
Shunday qilib quyidagi teoremalar o‘rinli.

1-teorema. Agar biror bir X°=(f, £, .., x],0,..,0) bazis rgja
uchun A, <0, =1,n) tengsizlik o°rinli bo‘lsa, u holda bu reja optimal
reja bo'ladi.

2-teorema. Agar X° bazis rejada biror bir j uchun A >0 shart
o‘rinli bo'lib qolsa, X'* optimal reja bo‘imaydi va u holda shunday X;
rejani topish mumkin bo‘ladiki, uning uchun
F(X)<¥{X")
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. i

Agar biror bir j uchun A >0 tengsizlik orinli bo‘lib, bu

- ustundagi barcha elementlar uchun a, <0 (i=Lm; j=La) bo‘lsa, u

holda masalaning maqsad funksivasi chekli ekstremumga ega
bo‘lmaydi.
Shuning uchun quyidagi shartlarga:
1A >0; 2. 4,50 (=1m Jru]n)
(3.24)-(3.26) masalaning optimal yechimga ega bo‘lmaslik suerti
deyiladi. -
Agar ChPMda magsad funksiyasi
Y=ox +ox, +.. e X, - max
ko‘rinishda bo‘lsa, u hoida masalaning optimallik sharti sifatida:
A,20, (j=1m) tengsizlikni; masalaning optimal yechimga ega
bo‘lmaslik sharti sifatida esa: .
I.A,>0; 2. 2,50 (i=Lm; j=1n)
tengsiziiklarni gabul gilamiz.
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1-misol. Quyidagi masalani simpleks usul bilan yeching.
25 +0 2
l“xx +2x% =T
%5k
2,20 (=12
Y = —2x, — min.
Yechish: Bu chizigli tenglamani standartlashtirish uchun
‘qo‘shimcha o‘zgaruvchilar kiritamiz,

~dx b, txy =32,
-2 +2x,+x,=7;
Htx=3
%20 (f=12..5)
Y=y ~2x, «»min.
-1 2 0 0 0
B G k.
s A EAENEEE NN AN
2| o 2 | 2 | 1 i 0 0
Elol 7| a]21oa49 1 o | 2
B 0 3 1 0 h) 0 1 -
A, 0 1 0 0 0
B 2 2 2 1 1 0 0 -
E 1 o 3 3 0 | 2 | 1 o | [ ]
B 0 3 ] 0 0 0 1 3
A, 4 [ 5] | o 2 | 0 0
- I 2
% -2 4 0 1 3 3 0 -
2 1
B -1 1 1 0 <13 0 -
2 1
2 2 0 i) b —
5 0 3 3 1 3
4 5
A . 0 0 P2
’ ? 3 31 °
2 21 s 0 1 0 % %
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5 [ 4 3 1 0 0 0 1
1 3

B | o 3 0 0 1| -5 | %
A a3 | 0 0 0 | -l 2

Simpleks usulning I bosqichida bazis vektorlar sistemasiga P,
vektor kiritilib £, vektor bazisdan chigarildi, II bosgichida F, bazisga
kiritildi va £, bazisdan chiqarildi. Simpleks jadval (3.31) formulalar
asosida almashtirilib borildi. I bosgichda optimal yechim topildi:
X,=(3530,0), ¥, =13

2-misol. Quyidagi masalani simpleks usul bilan yeching.

2% +x, <2
—x, +x, 53
n=3;
20 (j=12)
£ =—x ~» min.
Yechish: Bu chizigli tenglamani standartlashtirish uchun

go‘shimeha o‘zgaruvchilar kiritamiz.
—2x, 4+ x, t X = 2

-vx,+xz_+x4=3;
x+x =3

-1 0 0 0 0
£ G 3 P 2 P 2 P ak.
A 0 2 -2 1 1 0 0 -
E | 0 3 -1 1 Q0 1 0 .
P 0 3 1 0 0 0 1 3]
A, 0 {1l oi!i ol ol o
B 0 8 0 1 1 0 1 -
P, 0 6 0 1 0 1 1
I -1 3 1 0 0 0 1
A, 3700 0 0 0 | -t

-
=y
W



X,=(3,0,86,0), Y. =-3.
3.5. Sun’iy bazis usuli
ChPM masalasi quyidagi korinishda bo‘lsin:

Bk, + Ay ot X, = B
QX+ 0yX, +..+ X, = b,

anlxl * anrl'tl ot aﬂftﬁ = b-‘
x,20, x, 20, .., x, 20, (3.32)
Y=cx 40+ 40X, —>»min.

Bu masalada tenglamalar sistemasi keltirilmagan, Shu sababli
undagi tenglamalarga x_,, X, « X, —sun’iy o‘zgaruvchilar kiritib,
uni kengaytirilgan sistemaga aylantiramiz. U holda quyidagt masala
hosil bo‘ladi:

Xy T Xy bR E X, VX =,
Ay Xy 4ot @y X, X, = by,

Tur®y + Aoy Xy malie amxn + Xppim =bu!
xz0 ., x,z20,x,=z0..,x, =0, (3.33)
+...+ X, )—>min.

Y=cx +0,0 + ..+ x, + M(x

Bu yerda, A -yetarlicha katta musbat son.

Sun’ty bazis o‘zgaruvchilariga mos B, P, .., P vektorlar
“sun’ly bazis vektorlar” deb staladi. Berilgan (3.32) masalaning
optimal yechimi quyidag} teoremaga asoslanib topiladi.

I-teorema. Agar kengaytirilgan (3.32) masalaning optimal
yechimida sun’iy bazis o‘zgaruvchilari nolga teng bo‘lsa, ya'ni:
x,,=0 (i=1Lm) tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda bu yechim berilgan |

(3.33) masalaning ham optimal yechimi bo*ladi. |
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Agar kengaytiriigan masalaning optimal yechimida kamida bitta
sun’iy bazis o*zgaruvchi noldan fargli bo‘lsa, u hoida boshlang‘ich
masala yechimga ega bo‘tmaydi.

Sun’iy bazis vsuli maqsad funksiyaga jarima(penalty) termini
kiritiladi qaysiki bazisga sun’ly o‘zgaruvchilar kiritishga mo‘ljal-
langan. Biz yana shartni minimallashtirish namunasidan metodni
oydinlashtirish uchun foydalanamiz:

3x, +2x,=14

2x ~dx, 22

4x, +3x, =19

X,%, 2D
Z = 2x, +3x, —» min
‘ Oldingidek, standart shaklga keltiramiz ve sun’iy o‘zgaruvchler
kiritiladi. Lekin bu holatda qo‘shimcha 1 muammeo bosqich tashkil
qilish o‘miga, maqsad funksiya go‘yilgan shartni minimumga
aylantiriladi. '
Z' =2x +3x, + Ma, + Ma, - min

Bu yerda M eng katta musbat sonni ifodalaydi. Umuman, har bir
sun’iy o*zgaruvehini ifodalovchi bitta penalty termin bor. Kompyuter
hisoblart uchun A programma chizig‘ining yechimlari orasida
vujudaga kelishi mumkin bo‘lgan boshqa hamma sonlar uchun
dominat yetarli katta son.

Agar M katta bo‘lsa, musbat sun’ily o‘zgaruvchini o‘z ichiga
olgan gandaydir bazis maqsad funksiya z' gtymatini ham Kkatta
musbat songa olib boradi. Agar qandaydir bazis dastlabki chizigli
programmalash masalasining mumkin bo‘lgan javobi bo‘lsa, u holda
o‘rganilayotgan bazis oz ichiga hech qanday sun’iy o‘zgaruvchilzrni
olmaydi va uning maqsad qiymati kichikroq bo‘ladi. Chunki sun’iy
o‘zgaruvchilar ular bilan katta giymatli bog‘liglikka ega, simpleks
usul, agar bu mavjud bo‘lsa, ularni bazisdan oxirida olib tashlaydi.
Qandaydir ba’zis jarima muammosi bo‘lgan yechim bo'ladi gaysiki
bazis emas hamma sun’iy o‘zgaruvchilar {(va bundan buyog‘iga nof)
ham orginal muammeoga mumkin bo‘lgan yechim bo‘ladi.

Sun’iy bazis usulida maqsad funksiya 1 muammo bosgichida
magqgsad funsivaning chegarasi sifatida olinishi mumkin. Sun’iy bazis
usulining maqsad funksiyasi mavjud:
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Z'=¢T1+Mzaf
H

Bu maqsaddan foydalanmhga teng:
Z=M'Fx+ Za,

‘Chegaralarni M -« sifatida uhsh 1 magsad bosqichini beradi.
Natijada 1 muammo bosqgichi ko‘rinishi Sun’iy bazis usuli ko‘rinishi-
dan fagat tepa qatordan farq giladi. Shu sababli, biz simpleks usulini
misollarda tezroq ko‘rib chiqamiz, ikki bosgich usulini tekshirishni
amalga oshirishga nisbatan.

Bizning misolda, jarima {penalized) muommo uchun dastlabk:
bazis bilan sun’iy o‘zgaruvchilar quyidagini beradi.

Bazis| x X, X, X, & a, &
7 2 3 0 0 M M 0
a 3 2 0 0 1 0 14
a 2 4 -1 0 0 1 2
x, 4 3 0 1 0 0 19

Oldingidek, sun’iy o‘zgaruvchilar uchun qisqartirilgan givmatlar
nol bo‘Imaydi va muammeo doimiy bazis terminida yozilishi mumkin.

Bazis| x Xy % X, @ 4, b,
7 | SAMA2 [ 2MA3 ] M 0 0 0 | -16M
a 3 2 0 0 1 0 14
a, -4 -1 0 0 1 2

x, 4 3 0 1 0 0.1 19

Birinchi takroriashda, x, kirayotgan o‘zgaruvchi va a, chiga-
yotgan o‘zgaruvchi. Tkki bosgich usulidagidek, sun’iy o‘zgaruvchi
bazisni tark etsa, u ahamiyatsizga ayianadi va muammodan olib
tashlanadi. Tayanch nugta muvezanatlashgandan keyin (va g, olib
tashlangandan), biz quyidagicha bazis yechim olamiz:
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Bazis | % %, %, X, g b
— 0 | -8M¥7 ] 2met| o 0 | -11M2
a 0 8 2 0 1 1
% 2 -~ 0 t
Xy 0 2 H 0 15

Ikkinchi takrorlashda, x, kiritilayotgan o‘zgaruvchi va x, chigib
ketayotgan o‘zgaruvchi. Tayanch nugta muvozanatlashgandan keyin
(va @, ustun olib tashlangandan keyin u ahamiyatsiz), biz quyidagi
yangi bazis javobni olamiz:

by

| Bazis | %, % X, X,
, 0 0 _M+6 | BM -7 _M+127
4 22 131 1N
1 8 1
0 0 =S -Z =
& 22 11 1
3 2 41"
X 1 0 —— — —_
' 22 11 11
2 1 15
2 0 1 11 11 11|

Uchinchi takrortashda, x, kiritilayotgan o‘zgaruvchi va g chigib
ketayotgan o‘zgaruvchi. Tayanch nuqta muvozanatlashgandan keyin
{va @ ustun olib tashlangandan keym chunki u ahamivatsiz), biz

yangi bazis yechimni olamiz:

-

Bazis % X X X, B,

o 0 0 0 -5 a1
X, 0 0 i -16 2
X, 1 0 0 ) 4

X, 0 1 0 | '3 | 1

Joriy bazis oz ichiga hech qanday suit’iy’’ &*zgaruvchini
olmaydi, shuning uchun bu haqiqgiy muammo uchun mumkin bo‘lgan
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maqsad, To‘rtinchi takrorlashda, x, uchun qisgartirilgan giymat
bo“lishsiz shuning uchun u optima] bazis emas. Muvozanatlashish
quyidagini beradi:

Bazis X X4 &
-7 0 -g— 0 { -?
X, 0 E; I 0 ?
% 1 % 0 0 -135
%, 0 % 0 1 % |

Bu bazis optimal. Kutilgandek, bu ikki — bosgich usuldan
olingan optimal bazis bilan bir xil.

Programmalarda bajarishda penalty uchun mos giymatni tanlsh
qiyin bo‘lishi mumkin. |

M muammoda boshga qiymatlar uchun dominant bo‘lishi
uchun vetarlicha katta bo‘lishi zarur, Tekin u juda katta bo‘lsa, uni
aylana ho‘ylab hisobiashda jiddiy muammolar kelib chigadi.

1-misol. Masalani sun’iy bazis usuli bilan yeching:

X433, 4+ 2x;, +2x, =13,
{2.1:,+2.1r2 X+ x, =3,
x =0,x20,x, 20,x, =0,
Z=3%,+3x, + 4x, - x, —» max.

Yechish: Masalada magsad funksiyasiga go‘yvilgan shartni
minimumga aylantirib, sun’ly x,20, x,20 o‘zgaruvchilar kiritamiz
va uni quyidagi ko‘rinishga keltiramiz:

X +3x,+2x, +2x, +x, =3,
{2x1+2x2 +x, +x, +x, =3,
n20xz0,520x 20, x,20, x, 20,
Z =~5x,-3x, — 4x, + x, + M(x, + x,) = min.

Hosil bo‘lgan masalani simpleks jadvaliga joylashtirib, uni
simpleks nsui bilan vechamiz.
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n -5 3 -4 1 M M
Bl ! P ak.
1 B | B[ B | A & |~
BiM 1 3 2 2 1 o |f
Pluml 3 2 2 1 1 0 y -3‘2-
4, | 6M | M M M 0 0
- 1 _ 2 2 1
P - ] - = = - 0 3
2|3 3 : 3 3 3
3 1 1 2
2 1 4 _— = | == 1 |2
o | M s | 3 3 3 r
4 1 1 5
A M 0 | M| -—-M|-ZM]| o
fp Mo 3 3
3 3 3 1 1
Pilal 2 3 2 2 -
2 3 4 ¢ l 4 3 2 4 i
3 i 1 4 3
Pl 2 _L el _ 3 i
9 g : o 4 4 2 4
Al s 0 0 3] 2 -M | -M
glal ] o [ &7 021
3 3 3
Bl-s] 1 1 1 0 0 _1 2
3 3 3
A, -9 0 4 0 -5 M | -M

Kengaytirilgan masalaning optimal yechimidagi sun’iy
o‘zgaruvchilar 0 ga teng. Shuning uchun {l-teoremaga asosan)
berilgan masalaning optimal yechimi:

X040, Z,.=9 Z_=9.

Aynigan chizigli programmalashtirish masalasi. Sikllanish va
undan qutilish usuli (g-usul). Agar ChPM da 7} bazis vektorlarga mos
keluvchi birorta x° =0 bo‘lsa, ya’ni

B=Px+Bx,+..+bx, {3.34)

yoyilmadagi x, lardan kamida bittasi nolga teng bo‘lse, chizigli
programmalashtirish masalasi aynigan chizigli programmalashtirish
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masalasi deyiladi va F, bazis vektorlarga mos keluvchi bazis reja esa
aynigan reja bo‘ladi.

Yuqorida, simpleks usuini asoslash jarayonida chizigli program-
malashtirish masalalarini aynimagan deb faraz gilgan edik. Bu
farazga ko‘ra simpleks usulning har bir iteratsiyasidan so‘ng chiziqli
funksivaning qgiymati kamaya borishini va chekli sondagi iteratsiya-
dan so‘ng u ofzining optimal giymatiga crishishi mumkinligini

ko‘rsatgan cdik.
| Agar masalaning bazis rejasi aynigan reja bo‘lsa,

b
” | (3.35)

bo'lishi mumkin. U holda bir bazis rejadan ikkinchisiga o‘tganda,
chizigli funksiyaning qiymatt o‘zgarmaydi. Ba’zan bunday
masalalarni  vyechish jarayonida siklianish holati, ya’ni ma’lum
sondagi iteratsiyadan so‘ng oldingi iteratsivalardan birortasiga
gaytish holati ro‘y berishi mumkin. Sikllanish holati ro‘y bergan
masalalarda optimal reja hech gachon topilmaydi. Sikilanish odatda,
bazis rejadagi birdan ortiq x, =0 bo‘igan holatlarda ro‘y berishi
mumkin. Birdan ortiq vektorlar uchun ¢=0 bo‘lganda bazisdan
chigariladigan vektorni to‘g‘ri aniglash sikllanish holatini oldini
olishda katta ahamiyatga egadir. Bundan ko‘rinadiki, aynigan
masalalarni yechishga moslashtirilgan usullar masalaning optimal
yechimini topishga ishonch bildirib bazisdan chiqariladigan vektorni
tanlashning yagona yo‘lini ko‘rsatishi kerak.

Aynigan chizigli programmalashtirish masalasining geometrik
tasvirini 3-rasmdan ko‘rish mumkin. Bunda £ vektor £, B, F
vektorlardan tuzilgan gavarig konusning sirtida yotibdi. Shuning
uchun £ vektor B, A, P vektoriarning qavariq kombinatsiyasi
sifatida ifodalab bo‘lmaydi, lekin uni £ va £, vekatorlamming qavariq
kombinatstyasi orqali ifodalash mumkin., £ ni A. 2, B, vektorlarning
gavariq kombinatsiyasi orqali ifodalash uchun FBx +Bx +Bx
yoyilmadagi £, vektorning koeffitsiyenti x, =0 bo‘lishi kerak.
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Agar F, vektorni >0 ga siljitib £, £, £ vekiorlardan tashkil
topgan qavariq konusning ichiga kiritsak, u holda uni £, 5, A
vektorlarning qavariq kombinatsiyasi orqali ifodalash mumbkin
bo‘lad:. F, vektorni qavariq Konusning ichiga siljitish uchun ixtiyoriy
kichik ¢ >0 son olib, £, F,, £, vektorlarning

ef+ 'R +e'P,
kombinatsiyasini tuzamiz va uni masaianing
Rx, +Bx, +Bx, =F
cheklamalarining o°ng tomoniga go‘shib yozamiz:
Px,+Px, + Px, =B, +EP + £’P, +£'P, = P(g). (3.36)

Hosil bo'lgan £(g) vektor B, P, P, vektorlardan tashkil togan
qavariq konusning ichida yotadi (3-rasm). Demak, Po ni £, B, &
vektorlarning gavariq kombinatsiyasi orgali ifodalash mumkin.

Xuddi shuningdek, umumiy holda berilgan masalaning

Ax+EBx +..+x B+ 4+ Fx, =h (3.37
cheklamalarini quyidagicha yozish mumkin:

Po+Bx+o+x B 4. +Fx =

=P+ &R +&' P+ 48P + .+ B =Rie)

Faraz qgilaylik, B, B,.. F, bazis vektorlar bo‘lib, ular 5
matrisani tashkil gilsin. U holda

X=B'P>0 | (3.39)
berilgan masalaning yechimi va | -

- (3.38)
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X(£)=B8"P()20 (3.40)
o‘zgartirilgan (3.6) chegaralovchi shartli masalaning yechimi bo‘ladi.
X, =8P (3.41)
tenglik o‘rinli bo‘lgani uchun (3.39) ni ushbu ko‘rinishda ifodalash
mumkin.
X(e)=B'2 +e B P+’ B P+ 46" B 4. +&"BP =

=X +EX, + 5K, 4. v X b+ X, (3.42)
Demak, sistemaning o*ng tomoni 4(s) quyidagicha aniqlanadi:
b(e)=b,+ i &'a, (3.43)
= -
B(e)=h+e'+ Y c'a, (3.44)

F=m4l
¢ kichik son bolgani uchun 3,(¢) > 0.
Simpleks usulini qo‘llash jarayonida bazisdan chlqanladlgan F
vektorni aniglash uchun

—~ b +& + E &a,
g, =2E) _ in2E) = (3.45)
a4y . a

formuladan foydalanamiz. Farazga asosan %f-)- nisbat i=/ da

minimumga erishadi.
Agar
&, = min—-= hle } (a; > 0)

tk

giymat, i=/ indeks uchun o‘rinli bo‘lsa, u holda £ bazisdan
chigariladi.

Bazisga kiritiladigan £, tanlangandan so‘ng, simpleks jadval
ma’lum yo°] bilan almashtiriladi. Natijada topilgan yangi X(¢) bazis
reja yetarli darajada kichik £ uchun aynimagan reja bo‘ladi.

Amalda aynigan chizigli programmalashtirish masalasi juda
kam uchraydi. Quyida biz keltiradigan masala amerikalik matematik
Bil tomonidan tuziigan. ‘
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1
le - 60x, - -2}-5-1'3 +9x, +x, =0,

Bu masala aynigan masala bo‘lib, uni yuqorida keltirilgan
“to‘g‘rilash” usulini qo‘liamasak yechganda sikllanish holati ro‘y
beradi. Simpleks usulning 7-iteratsiyasidan so‘ng 2-iteratsiyaga
gaytish holati ro'y beradi. Agar yuqorida ko‘rilgan “to‘g‘rilash”
usulini  go‘llamasak, bu sikllanish holati cheksiz ravishda
takrorlanishi mumkin, demak, masalaning optimal yechimini topish
imkonivati bo‘lmaydi. Endi masalani “to‘g‘rilash” usulini qo‘llab
yechamiz. Eng avval berilgan masaladagi sistemani quyidagi
ko‘rinishda vozib olamiz:

1 1 [ ,
Ex]—éﬂxz—--ﬁ.x3+9x4+x5 =D+Es—6{l£ ,
1

X+ 5=l

h,

Bu yerda & kichik musbhat son bo‘lib, uni shunday tanlash
murmkinki, natijada tenglamalarning o‘ng tomoniga ¢ ning fagat
birinchi va ikkinchi darajasini qo'shish yetarli bo‘lsin. Masslani
simpleks jadvalga joylashtirib yecharniz:

I. .
3 1
2lc | » 4150506000
E|1 B : B | F | KB K| F
€ oot L | gn | L
};046054602591100
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£ _ oo 1} _1
Bl O 379 o 190 - 310 1|0
B0 | 1 oo 1}jo|o]| o1
11.
P | -3 e-2408 240 -2 13614 0] o0
1 4 25
P 0 308° 30 -9— -15 | -2 1 0
8 50
f o 0 1 ) )i 0 ) 0 1
_3e 2 T 1. ]
4+16{J£ 30 50 33 3 D 0
I11.
3 8
B -3 & A0 = 841 -12 | 8 0
] i 1 1
F) —_— - — —
£ 150 ¢ Lisw !l 2015130 Y
J 0 1 0 1 0 0 0 i
_3e 2 2 0 R
4+150£ 0 > 18‘ 1 1 0
Iv. .
3 , 4 8
-= — -1 ¢ | 4| =] =
it 7 | #1608 60 3 3 0
1 . 100 | 50
—_ 1 |- _— 22
B 0 500e 500 250 3 3 0
Bl oo | 1-s00s 500) o | 250 % —§;i 1
3e 2 X 5 1.2
L +1108 401 0 2 3 3 0
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P -i_ = +e-1688" | 1 |-168| 0 | O -% % é

J; -% i ololt]lo|e] o1

B|6 —2;—5—23* o | 210 % 2
s o laslo o] 2|22
—1314¢? 5 { S5

VI

B | -3 | ==+e-1807 | 1 (1800 0 | 6] 0 | 2 | o

B .,% 5005° +1 6l 0|1 | oy 0|0 1

Bl o 1—‘1“—1582 o laslol 211 21
3551—-2-‘5-%5 0 |-15]0 —351 0 —-% —I%

Shunday qilib, yuqoridagi “to‘g*irlash” usulini qo‘llab masalani .

yechganda 6-bosqichda optimal yechim topiladi.
(18002 5 patos 0 5008741 0 — 2)
X(z)—(laﬂs +3+25, 0 5005 +1; 0,100 15¢° |,

1
Y. (g)= -13552——4——5

Ben]gan masalani yechimini topish uchun e=0- deb qahul

qilamiz. Javob:
Xﬁ :[_1_; [l ]_; D: _.3_..)’ }’m =—_1..‘
25 100 20

3.6. Ikkilanish nazariyasi

Quyidagi ChPMni qaraymiz:
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'
X+ dgX, ot @y X S8,

X, + Ay Xy + o+ @ X, S, - (3.46)

| Bty F Gy ¥ B X, S b,

F=cx +¢%, +..+c,x, = max {(3.47)
Bu masala matrisa shaklida quyidagicha yoziladi:
' AX = B,
- {3.48)
F=CX - max.

1-ta’rif.

i tayy, t..+a,.¥, =0,

TN F Yy Ay, =0, (3.49)

@t @y + et a, Y, =
y,20, i=Lm (3.50)
F=by +by,+..+b,y, ~>»min (3.51)
masala (3.46), (3.47) masalaga ikkilangan masala deyiladi.

U holda (3.48) masalaga ikkilangan masala quyidagicha yoziladi:
AY=C,
¥ 20, i=ln, (3.52)
F=B"Y - min.
Bu yerda Y =(3, 3, - ¥)> €= 6 . C). |
Yugoridagidan foydalanib ikkilangan masalam qurish goidasini
keltiramiz: _
1. Berilgan masala koeflitsiyentlaridan tashkil topgan asosiy
matrisa

4y Sy e Ay,
A= yy Gy w0 Oy
Gy Qpy o

ko‘rinishda bo‘lsa, u holda ikkilangan masalaning asosiy matrisasi
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Gy Ay - Gy
4y, 9y

AT — Wil
A, &y - O
ko‘rinishda bo‘lib, A matrisaga transponirlangan bo‘ladi.
2. Ikkilangan masaladagi noma’lumlar soni berilgan masaladagi
cheklamalar soniga teng. Ikkilangan masaladagi cheklamalar soni esa

berilgan masaladagi noma’lumlar soniga teng bo*ladi.
- 3. Ikkilangan masalaning maqsad funksiyasi koeffitsiyentlari

berilgan masalaning ozod hadlardan iborat bo‘ladi. Ikkijangan
masalaning ozod hadlari esa berilgan masalaning maqgsad fumksiyasi
koeffitsiyentlaridan iborat bo‘ladi.

4. Agar berilgan masalada x,20 bo‘lsa, u bholda ikkilangan
masaladagi unga mos j-cheklamaga > ko‘rinishdagi tengsizlik
go‘yiladi. Agarda x, noma’lumning ishorasi noanig bo‘lsa, u holda
ikkilangan masaladagi j-cheklamaga tenglik go‘yiladi.

5. Agar berilgan masaladagi i - cheklama tengsizlikdan iborat
bo‘lsa, u holda ikkilangan masaladagi bu cheklamaga mos
noima’lumning ishorast y, 20 bo‘ladi. Agarda berilgah masaladagi ; -
cheklama tenglikdan iborat bo‘lsa, u holda ikkilangan masaladagi bu
cheklamaga mos ), noma’lumning ishorasi noaniq bo‘iadi.
| Har ganday chiziqli programmalash masalasi uchun ikkilangan

masala mavjud va uni berilgan masaladagi magqgsad funksiya va
noma’lumlarga go‘yilgan cheklamalar orqali to‘la aniqiash mumkin.

Biz quyida ChPMIiarining ba’zilariga® ikkilangan masalani
qurish qoidasi bifan tanishib chiqamiz.

Standart ChPM berilgan bo‘lsin:

AX £ B,
%29, j=Ln, (3.53)

F=CX — max.
A=) B={ ) belgilashiar kirtamiz. bu yerda 2 mxn o'lchovi

birlik matrisa, 0— #» o*Ichovli no! matrisa. U holda (3.53) masalani
quyidagicha yozish mumkin:
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AX<B, B  (3.54)
Y=CX -> max.
Bu masalaning ko‘rinishi (3.48) masala bilan mos tushadi.

Demak, ikkilangan masalani yozishda ta’rifdan foydalanish mumkin.
Shunday qilib, ta’rifga asosan (3.54) masala uchun ikkilangan masala
quyidagicha yoziladi:
: . o ZTP=CT~)
opedi=Lntm . - (3.55)
F= BrP—}mm ' - '
Bu yerda, P'={p, p, .. pou}={Y" . Z) =0 %1 %0 2, 5 - 2,
A —{ -—E) ekanligini hisobga olib, oldingi belgilashlarga qaytsak
(3.55) quyidagicha yoziladi:
AY-Z=C", _
¥20, 2,20, i=Lm j=ln,  (3.56)
N _ F=FY - min.
z,>0 bo‘lgani uchun AY-Z=C tenglik 4'Y2C bo‘lgandagina
o‘rinli ba‘ladl Shuning uchun (3.53) masalaga ikkilangan masala
AYzC,
¥ =0, i=lm, - (3.57)

| F=BY->min -
ko‘rinishda bo‘ladi.
ChPM quyidagicha berilgan bolsin:
AX = R,

%20, j=in, (3:58)
F=CX - max. '
. Ma’ lumk:l, g=ke {q > U holda (3.58) masalani quyldaglcha

yozish mumkin:
AX sB, ~4AX £-B,

x,20, j=Ln, (3.59)

F=CX ~» max. '
A =[A ] B =(BB] belgilashlar  yordamida (3.59) masalani
quyidagicha yozib olamiz:
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AX < B, _
%20, j=Ln : (3.60)
- F=CX - max.
{3.60) masalaga ikkilangan masalani, (3.57) ga asosan, yozamiz:
o As=ct,
520, i=Lm,
F=F S > min,
Buyerda, s"=(s, s, .. £, )=(P".0")=(p P1 o Pu & & - 40}-
Oldingi belgtlashlarga qaytamiz, u holda
AP ATQ2CT,
p20,¢,20 i=Lm,
F=RP- B¢~ min,
¥=P-0 belgilashdan so‘ng
Ax=r @6l
F=BY 5min
~masalani hosil gilamiz. Bu yerda ¥ ikkita matrisaning ayirmasi
bo‘lgani uchun uning ishorasi noaniq bo*ladi.

Berilgan masala va unga ikkilangan masala birgalikda o*zare
go ‘shma masalalar deb ataladi. Agar qo*shma masalalardan birortasi
yechimga ega bo‘lsa, utarning ikkinchisi ham optimal yechimga ega

bo‘ladi. _
| O‘zaro qo‘shma masalalarni ko‘z oldiga keltirish va ulami
iqtisodiy ma’nolarini tahlil gilish uchun quyidagi ishlab chigarishni
rejalashtirish masalasini ko‘ramiz.
AX B,
x>0, j=Ln, = (3.62)
F=CX ~» max.

Yugoridagilardan xulosa qilib, o‘zaro qo‘shma masalalarning

matematik modeilarini quyidagi ko‘rinishda ifodalash mumkin:

Simmetirik bo‘lmagan qo‘shma masalalar
Berilgan masala Ikkilanzan masala
A Fibg-Tod
I %20 7=l F = ¥ - min
F =CX — max. )
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AY =215,
L — A¥<(Ct,
1] x,20, j=ln, FoB'y
F=CX = min. - T max. ]
Berilgan masala Ikkilangan masala
T AX < B, £y=C7,
I x,z20, j=1n, ¥ 20, j=lm
F =X — max. F =KV - min. ]
AXz B, Ayec’,
I x,20, j=in, ¥,20, j=lm,
F=0CX -»1oin. F=BTY - max.

1-misol, Berilgan masalaga ikkilangan masalani tuzing.
—x, +3x, ~ 5x, <12,
21, —x, 4+ 4x, <24,
34 x, +x;, 518,
nethx,206,x20,
Z=2x+x,+3x, - max.

Yechish: Masalada barcha chekiamalar “<” ko‘rinishdagi
tengsiziiklardan iborat. Demak, berilgan masalaga simmetirik
bolgan qo‘shma masala 4-ko‘rinishda tuziladi. Natijada quyidagi
simmetirik go*shma masalani hosil gilamiz;

-n+ 2Y2 +3y;, 22,
In-yty 2zl
Sy, tdy, + ¥, 23,
»20, 920,20,
F =12y +24y, +18y, > min. _
2-misol. Berilgan masalaga ikkilangan masala tuzing,
X -x, +4x, =12,
% +3x, 2%, —x, =13,
x, +5x, ~6x, <I1,
x 20 x2z0x 20,
Z = 4x +x, + 4x, — max,
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Yechish: Berilgan masaladagi ikkinchi cheklama tenglamadan
iborai, birinchi va uchinchi cheklamalar esa tengsizliklardan iborat.
Shuning uchun go‘shma masalani tuzishda yuqoridagi 5-punktda
keitirilgan goidaga rioya qilamiz va quyidagi masalaga ega bo* lamm

Yty 4, ' -
-y iy +5y =],
4y, -2y, -6y, =4,
- nz0,,20,y, 20,
F=12y, +13y, + 11y, > min,

ikkilangan masalalar yechlmlan orasida mav_;ud bo‘lgan
boglanishni ikkilanish nazarivasining asosiy tengsizligi va birinchi
teoremasi orgali aniqlash mumkin.

Ikkilanish nazartyasida berilgan masalaning ixtiyoriy X joiz
rejasi hamda ikkilangan masalaning ixtiyorly ¥ joiz rejasi uchun

F(X)< F(¥) _
tengs:zliko rinli bo‘ladi. Bunday tengsizlik ikkilanish naz.ﬂnyasmmg
asosiy tengsizligi deb ataladi. |

Agar X' va ¥ joiz rejalar uchun

FUXCY=F() |
tenglik o‘rinbi bo‘lsa, u holda bu joiz rejalar mos ravishda berilgan va
ikkilangan masalaning optimal rejast bo‘ladi.

By tengsizlik ixtiyoriy joiz ishlab chiqarish rejasi hamda xom-
ashyelarning ixtiyoriy joiz baholari uchun ishlab chiqarilgan
mahsulot bahosi xomashyolar bahosidan oshmasligini ko‘rsatadi.

Ikkilanish nazarivasining asosini ikki teorema tashkil etadi.
Ulardan birl ikkilanish teoremasi, kiinchisi esa muavozanatlik
teoremasi deb ataladi,

Muvozanatlik teoremasidan ikkilangan masalaning igtisodiy
tahlifidan foydalanamiz, shu sababli, biz bu teoremani keyvinchalik
keltiramiz,

Tkkilanish teoremasini keitirish uchun berilgan va ikkilangan
masalalar orasidagi bazi bog‘lanishlami aniglab olamiz.

2-ta’rif. X ={x4x<B} to‘plam (3.48) masalaning mumkin
bo'lgan yechimlar to*plami deyiladi.
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| 3-ta’rif. Agar (3.48) masalaning mimkin bo‘lgan yechimlar
to‘plami X ={x{dx<B} bo‘sh bo‘lmasa, u holda masala birgalikda

deyiladi.

Quyidagi teoremalarni isbotsiz gabul gilamiz:

I-teorema (ikkilanish teoremasi). Agar (3.48) va (3.52) o‘zaro
qo‘shma masalalarning har biri birgalikda bo‘lsa, u holda ularning
ikkalasi ham yechimga ega bo‘ladi hamda bu masalalardagi magsad
funksiyalarning ekstremal qiymatlari o‘zaro teng bo‘ladi, va’ni
Fo(XY=E_(7).

Bu teoremadan quyidagi xulosalarni ¢higarish mumkin.

2-teorema. Agar o°zaro ikkilangan masalalardan biri yechimga
ega bo*lsd, u holda ikkinchisi ham yechimga ega bo‘ladi.

3-teorema. Agar o‘zaro ikkilangan masalalardan biri birgalikda
bo‘lib, ikkinchisi esa birgalikda bo‘lmasa, u holda birinchi masala
o‘zining yechimlar to‘plamida chegeralanmagan bo*ladi. ,

Bu teoremalar ikkilangan masalalarda quyidag: holatlar bo‘lishi
mumkinligini ko‘rsatadi:

1. Quyidagi ikkala masala ham birgalikda (ikkalasi ham
yechimga cga). |

o 2 X, 54, : Iy, +y,=1,
X, +32x, 54, ¥ +2y, =1,
F =x, + x, ~» max. F =4y, +4y, ->min.

{413 (11
r*(f 3] Y"{E’ 5)

- 2. Quyidagi ikkala masala ham birgalikda emas.
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{x,-.!:2$3, . {_Pl*yz’*‘h

X + X, 54, - +}'; =3;
F =%, +3x, — max. F =3y, -4y, — min.
X:ﬂﬁ Xﬂg

3. Quyidagi masalalardan biri birgaiikda, ikkinchisi birgalikda
emas.

»=1
{x!"‘xlfth {:y 1
F = x, — max, ' K 175 '
Masala birgalikda =¥ —; min.
Y=

Agar berilgan masala yechimga ega bo‘lsa, u holda ikkilangan
masalaning yechimi
Y=g’
formula orqali topiladi,
Xuddi shuningdek, agar ikkilangan masala optimal yechimga
ega bo‘lsa, w holda berilgan masalaning optimal yechimi
X*=B"8
formula orgali topiladi.
Bu formulalarda:
C® —simpleks jadvalning oxirgi qadamidagi C, vektor;
B’ —ikkilangan masala simpleks jadvalining oxirgi qadamidagi
B vektor; _ .
B -matrisani aniqlash uchun

AX %8B,
x,20, j=1n,
F=CX — max.
masala simpleks jadvalining oxirgi qadamini yozamiz:
el ¢ X e il e il & e,
5 I T N U7 e I O YOS I
Al « b, 1 0 0 | B |...] Gy ... &,
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Bt o b, 0 1 0 { %oma .| O ot (E,,
Bl ¢ b, 00 1{...] O Japuif.] & | @
bl c, b, O 01| 1 |@uioon] @u |...] 4,

B vektorni X°=(0,%,..,%,0,...0) {B=(8,5,...5,) optimal
yechim bazislari £, B,..., P, bo‘yi&hayoyilmasini y0Zamiz
Fo=x A+x,F+.+x L, k= 0,n
Bu yoyilmani quyidagicha yozish mmnkm.
Ay Gy e By | X

P= Gy Ay e Gy || X = DX,.
Ay Ay o Oy ) A X,
D matrisaga teskari D! matrisani B! bilan belgilaymiz, ya'ni
D'=p"'. Uholda B°=P; C*=(,.
3-misol. Berilgan masala va unga ikldlangan masalaning
vechimini toping:
x4+3x -x,+2x, =7,
~2x,+4x, +x, =12,
|—4x, +3x, + 8% + 2, =10,
x,20, j=186,
F=ux,-3x +X —min,
Yechish: Berilgan masalani sunpleks jadvalga joylashtirib, uni
simpleks usul bilan yechamiz:

! 0 1 | 3] o0 2 0

R 0 7 1 3 -1 0 2 0

P 0 121 0 | 2 4 1 0 0
P 0 101 0 -4 3 0 8 1 |o/3

Aj 0 o -1 | @310 2|0
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R 0 10 I {52] 0 | 1/4 2 0
B 3] 03 O |-121 1 (141 © 0
B 0 1 0 |52 0 (341 8 1
A 9| 0 |y 0 (34 2 |0
E 1L g4 l2usi 1] 0 {110} 45 0
I -3 5 US| 0 b [3/710) 2/5 | O
2 0 1t I 1 0 ¢ (-2 10 |
& -11 | -1/51 0 O [ -4/51 -7/5 | 0
111 bosqgichda optimal yechimga ega bo’lamiz:
X'=(0,4,5 0,0,1), £, =-11,
2 1 4}
| _ 5 10
0. _ L -1 1 _3__ .
C'=(L,-3,0), B=(4351D, B'=[g & Of;
1 -1
\ P
!
2 1 g
5 10
—c'pi=0 -3 ofd 2 olo{-1 _4
FP=C'B'=(1 -3 O s o 0 (5 3 0}
[ -t ]
\ 2

Keltirilgan ikkilanish nazariyasining 1-teoremast iqtisodiy nug-
tayi nazardan shunday talgin gilinadi: agar tashqgaridan belgitangan ¢;
bahoda sotilgan mahsulotning pul migdori y, ichki bahoda oflchar -
gan xarajatlar (xomashyolar) migdoriga teng bo'lsa, u holda mahsu-
lotning ishlab chigarish rejasi hamda xomashyolarning baholari
optimal bho‘ladi. Bundan ko‘rinadiki, ikidlangan masaladag:
noma’lumlar (ularni ikkilangan baholar deb ataymiz) sarf gilingan
xarajatlar va ishlab chigarilgan mahsulotlaming pul migdorlarini
o‘zaro teng bo‘lishini ta’minlovchi vosita bo'lib xizmat giladi.

187



3.7. Iqtisodiy masalalarning yechimlarivi tahlil gilish

Ma’lumki, chizigli programmalash usuilari va, jumiadan,
simpleks usul igtisodiy masalalarning eng yaxshi (optimal) yechimini
topishga yordam beradi.

Lekin biz uchun buning o‘zi kifoya emas. Optimal yechim
topilgandan so’ng igtisodiy obyektlar (zavod, fabrika, firma) boshqa-
ruvchilari oldida quyidagiga o‘xshagan masalalarni yechishga to*g’ri
keladi:

1. xomashyolarning ba’zilarini oshirib, ba’zilarini qisqartirib
sarf qilinsa, optimal yechim ganday o*zgaradi?

2. optimal yechimni o‘zgartirmasdan xomashyolar sarfint qan-
day darajaga o‘zgartirish (kamaytirish) mumkin?

3. mahsulotga bo*lgan talab bir birlikka kamayganda (eshganda)
optimal yechim qanday o‘zgaradi?

Shunga o‘xshash boshqa muammolami hal gilishda ikkilanish
nazariyasi tearemalaridan foydalaniladi. Bunda ikkilanish nazariya-
sining quyidagi teoremalariga asoslaniladi. Quyidagi 0‘zaro go*shma
masalalami garaymiz:

Berilgan masala:
AX <5, (3.63)
F=CX — max.
Ikkilangan masala: -
o . AY=C",
¥ 20, i=1n, (3.64)
F=BY - min.

1-teorema (muvozanatlik teoremasi). x*'=(x,x},... x;) beril-
gan masalaning, ¥ =(,3:,..,».) ikkilangan masalaning optimal
yechimi bo*lsin.

Agar y; >0 bo‘lsa, u holda

@, +a,x . +a.x =b. (3.65)

ikkitanish va muvozanatlik teoremalaridan quyidagi xulosatarni
chigarish mumkin.
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2-teorema. X" =(x, }, ..., x.) (3.63) berilgan masalaning,
¥ =01, ¥, - ¥5) (3.64) ikkilangan masalaning joiz yechimi bo‘lsin.
Agar y’ >0 tengsizlik bajarilganda
@)% +a % ot X, =B, (3.66)
tenglik o‘rinli bo‘lsa, 1 holda X°, ¥* mos ravishda (3.63) va (3.64)
masalalarning optimal yechimlari bo‘ladi.

Ikkilanish teoremalari ChPM ning standart, kanonik va boshga
turdagi masalalari uchun ham o‘rinli. Masalan, muvozanatiik
teoremasini standart ChPM:

Berilgan masals:
AX < B,

x,20, j=La, (3.67)
F=CX — max.

Ikkilangan masala:
AYz=C7,
320, i=Lm, (3.68)

F=BY - min
uchun keltiramiz.

3-teorema. X" =(x,x,.,x) (3.67) berilgan masalaning, |
Y =0, ¥ yh) (3.68) ikkilangan masalaning optimal yechimi
bo‘lsin. U holda, agar »; >0 bo‘isa, |
aX a3 X X =h, - (3.69)
Agar x>0 bo‘lsa, '
a,y; +a, ¥, +.. ey, =, (3.70)

Bu shartlarni quyidagicha talqin qilish mumkin: agar birinchi
masala yechimidagi noma’lum musbat giymatga ega bo‘lsa, u holda
ikkinchi masalada tegishli shartlar optimal rejada tenglikka aylanadi.

Bundan ko‘rinadiki: optimal yechimning ikkilangan bahosi —
resurslar tangisligi darajasining oflchovidir. Mahsulot ishlab
chiqarishda to°la ishlatiladigan xomashyo “tangis (defitsit) xom-
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ashyo” deyiladi. Bunday xomashyonj oshirib sarf gilish korxonada
mahsulot ishlab chiqarish darajasini oshiradi. Mahsulot ishiab
chigarishda to‘la ishlatilmaydigan xomashyo “notangis (kamyob
bo‘Imagan) xomashyo™ hisoblanadi. Bunday xomashyolami ikkilan-
gan bahosi nolga teng bo‘ladi. Ularning miqdorini oshirish ishlab
chigarish rejasini oshirishga ta’sir qilmaydi.

1-masala. Deylik, korxonada bir xil mahsulotni 3 ta texnologiya
asosida ishlab chiqarilsin. Har bir texnologiyaga bir birlik vaqt ichida
sarf qilinadigan xomashyolar migdori, wlarning zaxirasi, har bir
texnologiyaning unumdorligi quyidagi jadvalda keltirilgan, Har bir
texnologiya bo‘yicha korxonaning ishlash vaqgtini shunday topish
kerakki, natifada korxcnada ishlab chiqarilgan mahsulotlarning
aigdori maksimal bo‘lsin.

T logiyala
Resurslar T gpne ;J;glya 2 T, Zaxira
Ish kuchi {ishchi/soat) 15 20 25 1200
Birlamchi xomashyo (t) 2 3 2,5 150
Elektroenergiya (Kvt/ch} 35 60 60 3000
Texnclogiyaning 300 | 250 | 450
unumdorfigi
Texnologiyalarni ishlatish .
rejalari * * = Z—max.

Masalaning matematik modeli:
15x, + 20x, + 25x, £1200,

2%, +3x, +2,5%, 5150,
35%, + 60x, 4+ 60x, <3000,

IJEO, (J':ﬁ)s
Z =300x +250x, +450x, > max.

Masalani simpleks usuli bilan yechamiz.,
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30072501 450 [ ofol o[
Xb C'b B L“Xl XZ XS Xd X.'r XG ] a'k.
X, {01200 15}201{ 25 1 {9} 0
X, o] 150 | 2 | 3 25 10 (1| 060
X, 10 13000]35] 60 60 0] 0] 1] 50
A, 0 |-300i-250! [450] | 0 [ 0 | ©
X, {450 48 |06 |08 1 004 O | 0O [ 80
X, 10! 30 los| 1 0 {-0t{ 1] 0 ;e
X, o] 120 -1 12 0 |-24101% 1 | -
Y 21600 [[30j1 110} 0 181070
X, 450 12 0 |-04 1 {016 1:2 0
X, 1300 60 | 1 | 2 6 102|210
X, 0| 180 | 0 | 14 0 |-26] 2]t
A 23400 0 (170 O 12 60| 0

Jadvaldan ko‘rinadiki, X" =(60, 0,12, 0, 0,180), Z(X"}=23400.

Jumladan T, texnologiyani 60 soat, 7, texnologivani 12 soat
qo‘llash kerak. 7, texnclogiyani ¢sa vmuman qo‘ilamaslik kerak.
Ikkilangan masalaning yechimi: ¥~ = (12, 60, 0), Z(¥*)=23400.

Masalaning yechimidan ko‘rinadiki, 1-va 2-tesurslar (ish kuchi
va birlamchi xomashyo) to‘la ishiatiladi. Demak, uviar kamycb
resurslardir. 3-resurs (elektroenergiya) kamyob emas.

Berilgan masala yechimini uning cheklamalariga qo‘yganda 1-
va 2-shartlar tenglikka aylanadi.

3-shart gat’iy tengsizlikka aylanadi.

(3.67) va (3.68) masala misolida ikkifanish nazariyasining ba’zi
tatbiglarini ko‘rib chigamiz. Buning uchun quyidagicha belgilash
kiritamiz: d=F,_ = F_ .Biz 4 ning qivmati B” vektorga bog'ligligint
aniglaymiz. Shu magsadda 4 = F(#) deb garaymiz.

F(8") funksiya quyidagi xossalarga ¢ga:

1. £(8")-bir jinsli, ya'ni F(AB")=AF(B"), i20;

2. F(B"y funksivaning aniglanish sohasida botiq.
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Qavariq funkstyalar nazariyasidan ma’lumki botig funksiya
aniglanish sohasining ichida uzluksiz. Demak, F(B") funksiya ham
anigianish schasida wzluksiz.

F(B7y funksiyaning differensiallanuvchanligi ikkilangan masala
yechimlarining strukturasiga bog‘lig.

1 d-teorema. Agar ikkilangan masala yagona I yechimga Ie:gia1
bo‘lsa, u holda #(8") funksiya B” nuqtada differensialanuvchi bo‘lib,
aF(a") _ .

3b _yg r

i

i=L2,..,m

tenglik o°rinli bo‘ladi.

Agarda ikkilangan masala yechimi yagona bo‘lmasa, u holda
yugoridagiga o‘xshash tasdigni keltirish giyinroq. Ammo bu holda
ham yechimlar to‘plamining ko‘pyog‘ida chetki nugtalar yagona
F(B") funksivaning differensial xarakteristikalari bo*lib qoladi.

Quyidagi ishlab chigarishni rejalashtirish masalasi vechimini
tahtil gilamiz.

Z-masala. 3 ta 4, B, C, mahsulotiarni ishlab chigarish uchun 3
xil xomashyolar {resurslar) ishiatilsin, 1 tur xomashyoning zaxirasi
180 kg, i tur xomashyoning zaxirasi 210 kg va HI tur xomashyoning
chiqarish uchun sarf qilinadigan turli xomashyoning miqdori
(normasi) va mahsulot birligining bahosi (narxi} guyidagi jadvalga
joviashtirilgan. Ishlab chigarilgan mahsulotlar pul qgiymatini
maksimallashtiruvchi ishlab chiqarish rejasini toping,

Mahsulot
Xomashyo birligi
Mahsulot ! i M1 pabosi
(p.b.)}
A 4 3 1 10
B 2 1 2 14
C 1 3 5 12
Xomashyo zaxirasi e
(kg) 180 210 244
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Bu masala bor resurslardan optimal foyda.lamsh masalasn bo'lib,

uning matematik modeli quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
4x, + 2x, +x, <180,

3x +x, +3x, <210,
X +2x,+ 3%, <244,
%20, - (j=13),
Z =10x, +14x, +12x, - max.

Bu masalaga ikkilangan masaiani tuzamiz.
4y, +3y,+y, 210,

2y +y,+2y, 214,
¥, +3y,+5y, 212,
ylaa _ﬁ}
F =180y, + 210y, + 244y, > min.

Berilgan masalani kanonik ko‘rinishga keltiramiz va sxmplcks
jadvalga joylashtirib uni simpleks usuf bilan yechamiz.

0[]t o (o] o0
Xb Cb 1 XI Xi X4 X.‘: XG XD
x, | o 4 2 |1 1 0.] 0
X | 0 3 L {3 0 1 i 0 210
X | 0 1 2 | 3 0 | 0|1 244
-10 1221 ¢ 0ol o
X, | 14 L 121 112 {of o 90
X0 0 1t Lo (5|2 1]o 120
X, 00 fi3lotafaioln
1810 18] 7 010 1260
X, bl 1] o] 5810 ]-1/8 82
X, | 0 (238 0 {0 | 1/8 |1 [-58 80
X, 12 134 0 1] -1/4) 01 1/4 16
| 157/41 0 1 0 1234 ] 0 |54 1340
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Optimal yechim berilgan masala ochun X7 =(0, 82,16),
2(X")=1340; ikkilangan masala uchun ¥’ =[2?3, g, %] , F(Y")=1340,

Endi berilgan masala yechimini tahlil qilamiz.

Ikkilangan masala yechimida y;z-zfi, y;=§-.. Demak, 3-

teoremaga asosan 1 va III tur xomashyolar to‘la ishlatilgan. Chunki,
bu verda
4.-0+2.-82+16=180, 0+2-82+5-16=244.

Shu sababli, bu xomashyolar kamyob hisoblanadi. »; =0.
Demak, Il tur xomashyo to‘la ishlatilmagan. Shu sababli, bu xom-
ashyo kamyob emas.

Ikkilangan masalaning yechimi “shartli optimal yechim”
deyiladi. Ular yordamida xomashyolar 1 birlik ortigcha sarf
gilinganda magsad funksiyasining qiymati, ya’ni daromad qanchaga
o‘zgarishi ko‘rsatiladi.

Masalan, 1-tur resursni | kg ortigcha sarf qilish natijasida
magqsad funksiyaning giymati 5,75 birlikka oshadi.

Agar 1-tur resursdan ishlab chigarishda { kg ortigcha sarf
qilinsa, uning ishlab chiqarish rejasi o‘zgaradi. Bu vangi rejaga
muvofiq ishlab chiqarilgan mahsulotlarning pul migdori 5,75 ko‘prog
bo‘ladi. Jadvaldagi x, ustunga garab quyidagilarnt aniqlaymiz. Yangi

rejada B mahsulotni ishiab chigarish % birlikka oshadi va ¢ mah-
sulotni ishlab chiqarish % birlikka kamayadi. Buning natiyasida 2-tur

. xomashyoni sarf qilish é birlikka kamayadi,

Xuddi shumingdek, x, ustunga qaravmiz. 3-tur xomashyo
xarajatini 1 birlikka oshirib sarf gitish natijasida yangi reja topiiadi va
bu rejaga ko‘ra ishlab chigarilgan mahsulotlamning pul givmati 1,25

birlikka oshadi va daromad 1340+1,25=1341,25 birlikni tashkil

giladi. Bu natija B mahsulot ishlab chigarishni % birlikka

kamaytirish, C mahsulot ishlab chiqarishni i birlikka oshirish
hisobiga bo‘ladi. Bu holda 2 tur resurs -; kg ko‘prog sarf qilinadi.
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3.8. Ikkilangan simpleks wsuli

Hozirgi paytgacha chizigli programmalashtirish masalalarining
optimal yechimini topish uchun fovdalangan simpleks usulini biz
boshlang‘ich simpleks usuli deb ataymiz. Ma’lumki boshlang‘ich
simpleks usulida kanonik masala nchun optimallik sharti A 20
ka‘rinishda bo‘lib, undan ikkilangan masalaninng optimal yechimini
aniglashda ham foydalanish mumkin edi.

Biz chiziqgli programmalashtirish masalalarining optimal
yechimini aniglashda yanada vmumiy usul ikkilangan simpleks
usuli bilan tanishib chigamiz.

lkkilangan simipleks usul oddiy simpleks usulga o*xshash bo‘lsa
ham, unga nisbatan ba’zi qulayliklarga ega. Masalan, ikkilangan
simpleks usul bo‘yicha yechilayotgan masala shartlaridagi ozod
hadlar musbat bo‘lmasligi ham mumkin.

Oddiy simpleks usul singari ikkilangan simpleks usulining har
bir qadamida # -o‘lchovli ¥ vektor boshqasiga almashib boradi va
chekii qadamlardan so‘ng masalaning optimal yechimi topiladi yoki
uning yechimi mavjud emasligi aniglanadi.

Fagat shunga e'tibor berish kerakki, simpleks vsuldan farqgii
ravishda, ikkilangan simpleks usui bifan har qadamda topiigan X reja
joiz reja bo‘Imasligi ham mumkin, Chunki ikkilangan simpleks usul
bifan topilgan -bunday reja masalaning hamma shartlarini
" qanoatlantirgani bilan musbat bo‘lishlik shartini ganoatlantirmasligi
mumkin. Bunday reja chala joiz reja deb ataladi.

- Ikkilangan simpleks usul bo‘yicha chala joiz rejalamni
almashtirish jarayoni joiz reja topilguncha takrorianadi. Topilgan joiz
reja esa optimal reja, ya’ni masalaning optimal yechimi boladi.

Faraz gilaylik, kanonik formadagi chizigti programmalashtmsh
masalasi berilgan bo‘lsin:

A%+ a,x, .t a,x, =bh,
qy, %+ Ean Xy + ot o, X, = by,
B Xy + B3 Xy + ot a, X, =b_,
x20,x20,..,x 20, 3.71)
Z =2, + €%, + ...+ ¢ X, > min.
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Bu masaladagi b; ozod hadlarning ba’zilari yoki hammasi manfiy
ishorali bo*lsin.. .
Bunday masalalarni ikkilangan simpleks usul bilan yechish
uchun eng avvalo masalaga qo‘shma
AT¥Y<CT, | 3.72)
F=EBY—max.
masala tuziladi. So‘ngra berilgan (3.71) masalani quyidagi ko'ri-
nishda yozib olamiz

‘r’l +amrr+l -+ +.. +.‘.'I|n.1' -b
) X,  ta, X, teta, X =b, (3.73)
L xm + aml‘xml T+ amxn = bn’
x 20, x>0, .., x, 20, (3.74)
F=¢x, +6%, + .t X, ~>min. (3.75)

(3.73)-(3.75) masalaning koeffitsiyentlari va ozed hadlarl simpleks
Jadvaliga joylashtiriladi. .

c C C C c c

C P 1 2 ™ m+] == it i (24

P e R TR B Bl B [ |2
A1 ¢ ) 110 O lami o] 9 | ... | %
5 G b, 0 ] O | D fo| &y con | Gy
C; b; 0 ﬂ 0 ah,.,,} ay ar;,
P.' c“. bm, 0 0 P 1 qmﬂ-l L] aﬂ* LR am
518 88 o | & (B B A

Agar b (i=tm) ozod hadlar uchun 20 shart bajarilsa, masalaning
optimal yechimini topishda simpleks usulidan foydalanamiz,

Agar b, (i=1,m) ozod hadlarning ba’zilari yoki hammasi uchun
b <0 shart bajarilsa, masalaning optimal yechimini topishda
ikkilangan simpleks usulidan foydalanamiz. Bunda quyldagl ishlarni
amalga oshiramiz:
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1. mm {6 shart asosida (B.B,..B,... B} bazis vektorlar -

sistemamdan chiqarilishi kerak bo‘lgan bazis vektorni aniglaymiz.
Masalan, mip {5} =8, bo‘lsin, Demak, P bazis vektorni bazis

vektorlar s:stemamdan chlqarishlm:z kerak.

2. B bazis vektor o'rniga yangt bazis veltorlar sistemasiga .

!

" kiritilisht kerak bo'lgan vektomi mm(& J shart asosida aniglaymiz.

.y aﬂ

Masalan, min(%i]z%— bo‘lsin. Demak, £, vekior yangi bazis
a0 L e
vektorlar sistemasiga kiritilishi kerak. Ya’ni {£,5,...5, .., P,} bazis
vektorlar sistemasini hosil gilamiz.
] Bu holda 4, element boshlovchi (hal giluvchi) element bo‘lib,
u joylashgan / qatordagi £ vekior o‘rniga & wstundagi £ vekior
kiritifadi. Simpleks jadvalda ham almashtirish oddiy simpieks
usuldagidek bajariladi. Bu jarayon masalaning optimal yechimi
topilguncha yoki uning mavjud emasligi aniglanguncha takrorlanadi.
Ikkilangan simpleks wsulda berilgant masalaning optimai
vechimini mavjud emaslik va chala yechimning optimal yechim
bo*lishlik sharti quyidagi teoremalar orgali aniglanadi,

1-teorema. Agar masalanmg chaia rejasidagi koordinatalaridan
kamida bittasi, masalan, § <0 bo'lib o, koeffitsiventlardan birortasi
ham manfly bo‘lmasa, u holda masala optimal yechimga ega
bo'imaydi.

Shuday qilib, ikkilangan simpleks usulida masalaning optimal
yechimga ega bo‘Imaslik sharti:
b, <0, k=1m,
>0, j=ina.
2-feorema. Agar masalaning chala rejasi uning joiz rejasidan
iborat bo‘lsa, u holda bu reja optimal reja boladi.
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- 1-misol. Quydagi berilgan masalani ik\dlangan simpleks usul
bilan yeching.

{

2x,+ X, — &y +3x, 25,
31[ _2\-“‘:1 + 13+4I4 24.
% 20x,20x20%,20,

Z =3x, +4x;, + 5x,+6x, - min.

@)

Yechish: Berilgan masalaga x va x; qo‘shimcha o‘zgaruvchi-
lar kiritamiz va ayrim teng Kuchii almashtirishlami bajarib, uni

quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiramiz:

~3%, + 2x, — X ~dx, + x, =4,

{_23-'! '-xz + .?('3 - S.!“ + xi = "“'"S,

x,20,x, 20,0, 20,x,20,x,20, x, 20, (I[)
Z=3x, +4x, +5x,46x, — min,
Bu masalaga ikkilangan masaiani tuzamiz:
-2¥-33, 53,
~ ¥, 42y, 54,
yl “yz —gjj
-5y, 4y, <6,
» 50,y %8 - (IH)
_ F=-5y, -4y, = max.
(IT) masalani ikkilangan simpleks usul bilan yechamiz.
3 | 4 5 1T 6 0 | 0
Pi oy -5 2 -1 | 1 0
Fi1 0 -4 -3 2 -1 -4 0 I ]
I; =0 .&15—3 A,=—4 &3:—"5 Ag=—b ASEG &:ﬂ
2 1 1 1
P £ — _- =
2l 6 ! r 5 5 | . 0
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i
glo; o | -1 | 1 21

|

3 14 il e
Y=6 &=-2 [a,=-T |a,==F| a0 [4,=F"] A=0]

Simpleks jadvaldan ko‘rinadiki, I bosqichda har bir j=1,6uchun
A,£0. Demak, X°=(0,0,0,0,-5—4) vektor (I} masalaning chala
rejasi boladi.

(IIY) ikkilangan masalaning yechimi esa ¥°=(0, )bo‘ladi. x* -
chalarejaning eng kichik manfiy elementiga mos keluvchi & vektornt
bazisdan chigarib 6= min24-12 shart asosida P, vektorni bazisga

&0 a,
kiritamiz.

Simpleks jadvalni aimashtirishlar bajarib yangi simpleks jadva-
tiga o“tamiz. X'=(0;0; 0;1;0; 8) vektor yangi chala joiz reja bo*ladi.

X' vektorning barcha koordinatalari nomanfiy bo‘lgani uchun
u berilgan masalaning joiz rejasi. Demak, (2-teoremaga asosan) u
masalaning optimal yechimi bo‘ladi.

Yangi bazisdagi qo‘shma masalaning yechimi

(4

vektordan iborat beo‘ladi. O‘zaro qo‘shma masalalar uchun
F . =Z_ =6 tenglik o‘rinli bo‘ladi. |

Masaladagi ma’lumotlarning o‘zgarishi chiziqli programma-
lashtirish masalasi yechimiga ta’siri bilan tanishib chigamiz. Bu kabi
tahli{ masaladagi ko‘rsatkichlarga ma’lum bir vagtdan keyingi
inflatsiyaning ta’sirini o‘rganishda yoki ma’lumotlar 700000+ 5000
kabi berilganda kerak bo'ladi.

Yugoridagi tahlillar yordamida qyidagi savellarga javob berish
mumkin.

1. Ma’lumotlarga optimallik shartiga ta’sir etuvehi o‘zgartirish
mumkinmi?
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2. Optimallik sharti bazilgan bo‘lsa, uni qanday tikiash mum-
kin? |

Quyidagi misolni ko' ramiz.

2-misol. Quyidagi masalaning optimal yechimini toping va
tahli] gHing.

—2X + X% 52,
-% +2dx, <7,
¥ %3
Xy, X, 20,
F=~x —2x, > inin

Yechish: Bu masalani simpleks usulida yechamiz va oxirgi
jadvaini keltiramiz: |

P P 7 1 P P ]
r C p L. A z 1 4 5 k
b > ° T3 T 2 [ o 0 o 1 2k
i 1
B -2 5 Q 1 0 5 >
B | a4 3 1 Toa ol o 11
1 3
-P3 ] 3 0 0 I "-2- E ]‘
&f { -13 { 0 J...__{_)... 0 ] -1_.---— -2

Demak, quyidagi £ =(A.5.5) bazis vektorlarga tayanib
optimal yechim topiladi. Bu quyidagicha amalga oshirilgan.

' 1

ﬂ —_

1 —.2 1 9
B=2 -1 0, B'=10 0@

¢ 1 ¢

\ (

[TV &

R R




(5
By={3| &h=ch -y N=(1 2.
3 .
Bu yerda » ikkilangan masalaning optimal yechimi.

Biz endi boshlang‘ich ma’lumotlardagi o'zgarishlaming
~yechimga ta’sirini o‘rganib chigamiz.

Birinchi bo‘lib, ozod had P =(4 &, &)Y o‘zgarishining
ta’sirini va o*zgarish oralig’ini ko‘rib chigamiz. &, =b, +& bo‘lsin, U
holda yangi masalaning o‘ng tomoni P=P+AP. Bu yerda
AP=(0 ¢ 0y, Ma’lumki g£20. U holda

3
B'P=B(P+AP)20 = B'Pz2-B'AP = 3]z 0 | =
WL
\ 2
-1025%6 = F=F+AF=F+y8=F+yF=-13-4.
Demak, masalaning ikkinchi shartidagi ozod had -10<8<6
oraligda o‘zgarsa bazis o‘zgarmaydi. Hagigatan ham agar ¢=-4
bo‘lsa, u holda

5 (2% {3
% =x +B AP=]3|+| 0 =320, F=-13+4=-0,
3} (2] 15

Bu yérda bazis o‘zgarmaydt, chunki 5P >0 shart bajariladi; agar
5 =3 bo‘lsa, u holida .

SV (4% (9
:J'E,-,=xb+B"1AP= 3|+ 0 f=13]| F==13-8=-2},
3} {—4) L1

Bu verda bazis o'zgaradj chunki #'# > ¢ shart bajariimadi.
Endi c={¢ ¢ ¢} vektorning o°zgarishini garab chiqamiz.
E=c+dc={c, ¢, +& ) bo‘lsin. Uholda
eh = (6, +8g, Y B'W20=28 =c) — ] BN 2{ac,) BN
shartdan quyidagiga ega bo‘lamiz:
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d 2z 0 0 _— 2}2(%5 %J]::§52.

Demak, §<2 bo‘iganda oldingi bazis optimal bazis bo‘lib
qoladi. Aks holda esa bazis o°zgaradi.

Masalan, § =1 da boshlang‘ich bazis optimal bazis bo*lib goladi,
d=4 da esa boshlang‘'ich bazis optimal bazis bo‘la olmaydi, shu
sababli, masalaning optimal yechimini topish uchun yangi bazisga
o‘tishimiz kerak.

Nazorat savollari

1. lkkilangan masalani ta’riflang.

2. Qanday masalani standart masala deb ataymiz?

3. Qanday holatlarda ikkilangan masala optimal yechimga ega
bo‘lmaydi?

4. Qanday holatlarda ikkilangan masala optimal yechimga ega
bo‘ladi?

5. Ikkilanish teoremasini keltiring,

6. Qanday masala kanonik masala deb ataladi?

7. Muvozanat teoremasini misollar yordamida tushuntiring.

8. Ikkilangan masalaning optimal yechimini aniglashga yordam
beradi.

9. Ortigcha xomashyolar ganday aniqlanadi,

10, Kamyob xomashyoni aniglash yo*lini tushuntiring.

Mustagil yechish nchiun masalzlar

1. Fermada qo‘ng‘ir va sariq quyonlar parvarish qilinadi.
Ulaming normal pacvarishi vchun 3 turdagi oziga ishlatiladi.
Qo'ng‘ir va sariq quyontar uchun har kungi zarur bo‘lgan har bir
turdagi ozmqalar miqdori jadvalda keltirilgan. Hayvon fermasi
ishlatishi mumkin bo‘lgan har bir turdagi ozuganing umumiy migdori
va 1 ta qo‘ng'ir va sariq quyon terisini sotishdan keladigan daromad
quyidagi jadvalda berilgan.
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' Kunlik zarur bo‘lgan ozuga | Ozuganing
Ozuga turi birligi migdori umwmiy
o‘ng’ir quyon | sarig guyon migdori
- 1 | 2 3 180
4 1 240
3 6 7 426
1 ta terini sotishdan
keladigan daromad i6 12
{sh.p.b.) !

Ferma eng katta daromad olishi uchun ishni qanday tashkil
etishi kerak?

5 {x, ~x, 21 3 {xfle =4 4 {—3,:, +2%, <30

X —2x 22 x+x, <8 ~2x +x, <12
Z=wx—x, =»min Z=x ~2x, - min Z =~5x - 7x, - min
Xy, %, 20, X.x 20 X%, 20,

25 +x,212
p x+x25

S'{x,+x_,_:£5 lex 430,83

x,+2x, <6 bx,—x, 212
Z =2x +13x, = min Z=x, +2x, > max
X,%20. x,x,z0h 7

Quyidagi misnllarﬁi simpleks usulda yeching

Z =5%+3x, + 2x, ~ max Z =3x —2x, — 4x, = min
7. dx, 4+ 51, +2x, +x, £ 20 g 4x, +5x, - 2x, £22
x,20.(f=1,2,3,4) x,20.{j=12,3)
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£=Tx +8x, > max . .
Z =3x,+%x, > min

| dx, +x, <100 . o

; 5 i, <20 10 {"’5-:[ +21;:_ <3
o x, <40 o e

C x20.4=12) | mERU

Z =—6x, ~ 14x, ~13x, = min
1 X +dx, +2x, 548

D lm 4 2x, 445,560

x,20.(j=123)

12. Jadvalda berilgan ma’lumotlarga asoslanib, mebel ishlab
chigarish regjasini shunday tuzingki, bunda mehnat zaxiralaridan .
to‘liq foydalangan holda ishlab chigarilgan jami mahsulotning pul -
giymati maksimallashtirilsin. Simpleks usulda optimal yechim
topilsin.

— - .
Ishlab chiqarish . | Faner, \ Taxta,] Mchnat, fqﬂi’;:l
faktorlari (w) | (w) |(kishi/smena) So‘mﬁ
Sarflash normalari:
1 ta servantga | 0,2 0,1 2 150
1 ia shifonerga 0,1 0,2 | 1 120
Ishlab chiqarish
faktorlari zaxirasi 60 | 40 500

Quyidagi misollarni sun’iy bazis usuli bilan yeching

Z = —4x --2x, - 8x, - min Z = dx, —2x, ~» min
13, {lx,~xz+3xgs3ﬂ 14 {1:(1 ~2x, 24
%+ 2%, + 4x, = 40 —2x +x, =2
Xy Xy, X, 20 x,% 20

15. Tikuv fabrikasida 4 turdagi mahsulot ishlab chiqarish uchun
3 artikuldagi gazlamalar ishlaiiladi. Turli mahsulotning bittasini
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tikish uchun sarflanadigan turli artikuldagi gazlamalar normasi
jadvalda Kkeltirilgan. Fabrika ixtiyoridagi har bir artikuldagi
gazlamalarning umumiy miqdori va mahsulotlar bahosi ham ushbu
ladvalda berilgan., Fabrika har bir turdagi mahsulotdan gancha
miqdorda ishlab chiqarsa, ishiab chiqarilgan mahsuiotlar bahosi
maksimal bo'ladi? Masalaning matematik modeli tuzilsin,

| f ta mahsulotga I . :
fianad l (fazlamalamning
Gazlama artikuli sarflanadigan gazlama umuimiy

normasi {(m) 2 dori

I m i v migdori (m)
1 i | - | 2 1 180
2 - 1 3 (2 | 210
3 4 | 2 | - 4 800

Mahsulotlar bahosi
9 6 4 7
(sh.p.b.) ;‘

16. Mexanika zavodi 2 turdagi detaini ishlab chiqarish uchun
tokarlik, frezerlik va payvandlash jihozlarini ishlatadi. Shu borada har
bir detaini 2 xil texnologik usul bilan ishiab chiqarish mumkin. Har
bir jihozning samarali vaqt fondi beriigan. Har bir texnologik usul
bilan turli moslamada detallar birligini ishlab chigarish uchun
sarflanadigan vaqt normasi va detallarni sotishdan olinadigan
foydalar quyidagi jadvalda keltiriigan. Korxonaga maksimal foydani
ta’minlovcht jihoztar yuklanishining optimal rejasini topish
masalasining matematik modelini tuzing. |

Detaliar Samarali vaqt

Jihoz turi l | 2 fondi (stanok-
Texnologik usullar soat) :
] 2 |1 2
Tokarlik 3 2 3 0 20
Frezerlik 2 2 1 2 37
Payvandlovehi| O 1 1 4 30
Fovda (sh.p.b.)| 11 6 9 6
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Quyidagi masalalarda dastlab ChPMning biror tayanch rejasini
toping va simpleks usulint go‘llab optimal yechimni aniglang.

x +2x2 —-X, +2I‘ +3_‘[5 =l,
]8. 'r,r' ‘?' {}!j = 13233,4,5.

2R =Xy b Xy + 20, = 6, {SX.+x2—2xj+6x‘+9x5=3,
2%, 420 + 3%, %, =6,
17. x,20,/=1234.

F=x+x —x +3x, -5 max

x, +3x, +2x +x, =16 2%, ~x, +x, +2x, = 8,
{Jl+213+4.x4+5.r$=]6, {4}(“-412 —6x, + 23, =12,
19. x,20,/=12345. 20. x, 20,/ =1234.
F=x,+x, +x +x, +x; ~>min, Fe=2x +4dx, —x; +3x, > max.
23, = x, ~dx; +5x, =5, 2%, +x, 4+ x4 x, =200,
{x, +x, +Xx, —2x, =4, {-—xl +x, —3x, —2x, =50
21. x, 20,/ =1234, 22. x, 20,/=1234.
F=x,—2x, —3x, +1lx, > min, F=2x, —4dx, +9x, +x, > max.

Tayanch so‘z va iboralar

Matematik model, chizigli va chizigsiz programmalashtirish,
stoxastik programmalashtirish, dinamik programmalashtirish, chi-
zigii programmalashtirish, chegaralovchi shartlar (cheklamalar),
maqsad funksiya, joiz reja (yechim), bazis yvechim (reja), xos va
xosmas bazis reja, optimal reja, qo‘shimcha o‘zgaruvchi, gavarig
kombinatsiya, qavariq to’plam, gavariq to‘plamning burchak nuqtasi,
gipertekislik, gipertekisliklar oitasi, yechimlar ko‘pburchagi, sath
to‘g'ri chizig'i, aktiv va passiv shartlar, kamyob xomashyo, kamyob
bo‘lmagan (ortigcha) xomashyo, simpieks usul, optimatlik bahosi,
sun’iy o‘zgaruvchilar, sun’ty bazis; sun’iy bazis usuli; kengaytirilgan
masala; aynigan chizigli programmalashtirish masalasi; aynigan reja
(vechim); sikllanish, gusul, o‘zaro qo‘shma masalalar, simmetrik
qo‘shma masalalar, simmetrik bo‘lmagan qo‘shma masalalar,
ikkilamchi baholar, ikkilangan masala, shartli optimal baho, sharthi
optimal yechim, muvozanatlik teoremasi, ikkilangan simpleks usul,
chala joiz yechum, optimallik mezoni.
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IV BOB. CHIZIQL] PROGRAMMALASHTIRISHNING
MAXSUS MASAY ALARI

4.1. Transpori masalasi

Transport masalasi — chizigli programmalashtirishning alohi-
da xususiyatli masalasi bo‘lib, bir jinsli yuk tashishning eng tejamli
rejasini tuzish masalasidir. Bu masalaning go‘llanish sohasi juda
kengdir.

Zaxirasida b, birlik mahsuloti bo*lgan ; -ta’minotchidan mavjud
" bo‘lgan iste’molchilarga zaxirasidagi mahsulotni to'la realizatsiya
qitish shatri

E_xf__,j =b;'
J

bu yerda, x, ; — /-ta’minotchidan ;-iste’molchiga tashilgan mahsulot
hajmi.

Masalaning go‘yilishi va uning matematik modeli. m ta 4
ta'minotchilarda o, migdordagi bir xil mahsulotni # ta 8,
iste’molchilarga mos ravishda &, miqdordan yctkazib berish talab
gilinsin. Har bir ¢ ta’minotchidan har bir ; iste’ molchiga bir birlik
mahsulotni tashishga sarf gilinadigan yo‘l xarajatt ¢, pul birligini
tashkil qgilsin.

Mahsulot tashishning shunday rejasini tuzish kerakki, ta’minot-
chilardagi barcha mahsulotlar olib chiqib ketilsin, iste’molchilarning
barcha talablari qondirilsin va shu bilan birga vo'l xarajatlarining
umumiy giymati eng kichik bo‘Isin.

Masalaning matematik modelini tuzish uchun i ta’minotchidan
j iste’'molchiga yetkazib berish uchun rejalashtirilgan mahsulot
miqdorini x, orgali belgilaymiz. U holda masalaning shartlarini
quyidagi jadval ko'rinishda yozish mumkin:
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. Iste’molchilar Zaxiralar
L] 2 .. .
Ta mumtchﬂar B B 1} miqders
2l Cig | -en G
4 %y %12 _ Xin 4
) Coz | oov Can
& X Xo2 Xon *
Con Cpa | v Cpmy
am
‘4"! xJnI xm'Z 'rml'!
Taiablar
b, =%b
miqdori ¢ & za =15

Bunda xarajatlarning umumiy qiymati
H R
Z=%¥ CyXy

I=]1 j=1
ifoda bilan aniglanadi. :
Masalaning matematik modeli guyidagi ko‘rinishni oladi:

2 Xy =4, i=lm

2 ~ “.1

ixgr =b 3 J =];_n
i=1
chiziqli tenglamalar sistemasining
X, 20, G=Lm; j=Lm (4.2
shartlamni ganoatlantiruvchi shunday yechimini topish kerakki, bu
yechim

Z=%3%ecx, | | (4.3)

il foel
chizigli funksivaga eng kichik qiymat bersin.
Jadvaldan va masalaning modelidan 0<x; <min{a,s,)
tengsiziikning bajarilishi ko‘rinib turibdi. |
Transport masalalari ikki turga ajratib o‘rganiladi:
Agar mahsulotga bo‘lgan talab taklifga teng, ya’ni
Sa=3p @.4)

=l =

208



tenglik o'rinli bo‘lsa, u holda vunday masala yopiq modelfi transport
masalasi deviladi.
Agar mahsulotga bo‘l gan talab taklifga teng bo‘imasa, va’'ni

>a, izb; (4.5)
i=]
munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda bunday masalalar ockig modelli
fransporf masalasi deyiladi.

{4.1)-{4.3) masala uchun quyidagi tcorema o*ninii.

I-teorema. Talablar hajmi takliflar hajmiga teng bo‘lgan
istalgan transport masalasining optimal yechimi mavjud bo‘ladi.

Transport masalasi matematik modeli tenglamalar sistemasidagi
bazis vektorlar sistemasining o‘lchovini aniglaymiz. Buning uchun
sistema asosiv matrisasining rangini aniglash kerak,

Agar x, o‘zgaruvchilami

K1 Kp2s veon Fiyps XLs X2s veis X2y vos Kpls T30 w0y Xy
ka‘rinishda Joylashtlrsak u holda transport masalasining cheklanﬂar
matrisasi quyidagi ko* ramsh ga ega bo‘ladi. i
(

™
n
J._"_A_ﬂ e, _,.._-1-—.\

11..100..0..00..
m}ﬂﬂmﬂll‘hlmﬁﬁuﬁ

4=} 10G.000..0 .11
16..010 ..0..10...0

01.001..0 ..01..0
n )

L 1001001 .00..4)
Bu matrisaning rangi: rang(4)=m+n—1 ekanligini ko‘rish giyin emas,
Haqigatan ham, matrisada m+n ta satr bo‘lib ular chizigli bog'lig.
Chunki birinchi m ta satrni go‘shib undan oxirgi » ta saty yigindisini
ayirsak nol vektorni hosil gilamiz. Bu matrisaning ixtiyceriy m+n—1
satrini olsak chizigli eckli vektorlar sistemasi hostl bo‘ladi.

Demak, masalaning optimal y{:chlmtda musbat x, lar soni ko*pi

bilan m+» -1 ta bo‘ladi.
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Transport masaiasi rejalari ko'p takrorlanish xususiyatiga ega.

1-t2’rif. £ nuqtalarning (punktlaming) chekli P={R, A,.., B}
to‘plami va har bir elementi yoy deb ataluvchi tartiblanmagan (2, P,)
jufiliklaming Q to‘plami berilgan bo‘lsin. (2, P) yoy B va P,
nuqtalarni tutashtiradi, bu nuqtalar esa (2, P,) yoyning oxiri deb
ataladi. (P, @) juftlik esa transport taxmog‘i deb ataladi.

Masalan,

rasmda elementlari 7 ta nuqtadan iborat P={F, &, .., 7} to‘plam va
oltita:

(B B (B, B (P, B). (B, B). (B, B), (P, B)
yoylarni 0°z ichiga oluvchi @ to‘plam tasvirlangan.

2-ta’rif. B F B (F e? 1=0,1,.,k) ixtiyoriy chekli ketma- |
ketlik berilgan bo‘lsin. Agar har qanday (B,B) r=01.. k-1,
juftlik yoy bo‘lib ((7, A )eQ), bu jufilik B F .5 ketma-ketlikda
ko‘pi bilan bir marta uchrasa, u holda B 5. , ketma-ketlik marshrut
(yo’nalish) deb ataladi.

Yuqoridagi rasmda ikkita marshrut bor: BAALE,, RERLBF,.

3-ta’ril. F F,...F B, ko'rinishdagi marshrut sikl deb ataladi.

Demak, marshrutda boshlang‘ich holatga qaytilsa, u sikd deb
ataladi.
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Rasmdagi marshrutda sikl yo‘q, ammo unga (%, B) yoy qo‘shil-
sa, U holda bu marshrutda BELEPF ko'rinishdagi sikl hosil bo‘ladi,

Ma’lumki, ixtiyoriy ¢hizigli programmalashtirish masalasining
optima! yechimini topish jarayoni boshlang'ich tayanch rejani
topishdan boshlanadi.

Yoplq transport masalasining boshlang‘ich tayanch rejasini -
topishning turli usullari mavjud bo‘lib, ulardan ikkitasi bilan tanishib
chigamiz.

Boshlang'ich joiz rejani topish usuliari. Masalaning aynimagan
joiz rejasi m+n-1 ta musbat komponentatarni oz ichiga oladi.

Shunday qilib. transport masalasining aynimagan joiz rejasi
biror usul bilan topilgan bo‘lsa, matrisaning m+a-1 t2 kompo-
nentalari musbat bolib, golganlari nolga teng bo‘ladi.

Agar transport masalasining shartlart va uning joiz rejasi
vugoridagi fjadval ko‘rinishda berilgan bo‘lsa, noldan fargli x, [ar
jovlashgan kataklar “band kataklar’, qolganlatt “bo‘sh kataklar”
deyiladi.

Yechim aynimagan bazis yechim bo‘lishi uchun band kataklar
soni m+n—1 ta bo‘lib, u yerda sikllanish ro‘y bermasligi kerak.

Shimoliy-g‘arbiy burchak usuli. Quyidagi transport masalam
berilgan bo‘lsin.

b
Ht- / ‘b 1 Eb bn
& O D "y ' Cip
! c?l C *re Cay
a, ol Cpy s Co |

Ma’lumki, har bir bo*sh katakka x, noma’lumlardan biri to*g"ri
keladi. Bu usulda ba‘sh kataklrm «} giymatlar bilan to‘ldiriladi deb

faraz gilamiz.
Jadvalning shimoliy-garbiy bmchaglga %, o‘zgaruvehi to‘g

keladi. »° =min{a. 3} bo‘lsin. Agar x) =4 (9,sh) bo'lsa, u holda
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birinchi ta’minotchining barcha mahsuloti birinchi iste’molchiga
jo'natilgan bo‘ladi. Demak, x], =0, j=L» bo‘ladi.

i1 gadamda x3, =min{y —a,, o,} shart asosida x,, ning giymatini
aniglaymiz. Bunda, agar xj=h-a (h-4<a) bo'lsa, u holda
X =0, s=3,m bo‘ladi. Bu jarayonni davom ettirib band kataklardagi
x, laming qiymatlarini aniqlab olamiz.

Agar x), =b, (b <a) bo‘lsa, u holda birinchi ta’minotchida a4, —4
migdorda mahsulot qoladi. Demak, x} =0, i=2,m bo‘ladi. Il gadamda
x =min{a - &, 5,} shart asosida x,, ning giymatini aniqlaymiz va
hokazo.

2-misol. Shimoliy-g‘arbiy burchak usulidan foydalanib,
transport masaiasining boshlang‘ich yechimni toping.

PR . Iste’ molchilar Zaxira
Ta’minotchilax B B, B, B, B, haimi
10 7 4 1 4
4 100 100
2 7 {0 6 i1
4 100 150 - 250
8 5 3 2 2
“ 50 {100 |50 200
131 8 12 16 13
& 50 1250 300
Talab hajmi | 200 | 200 | 100 | 100 | 250

Minimal xarajatiar usuli. Bu ‘usulda boshlang‘ich yechim
qurish uchun x; qiymat avvalam bor yo*l xarajati eng kichik bo‘lgan
katakka, ya’'ni min {c,} shart o'rinli bo‘ladigan katakka yoziladi.

L [< j<n

Masalan, min {c,}=c,, bo‘lsin. U holda 10 =min{a,.5,} giymat

aniglanadi. X, =minfa,, b} (a,<8) bo‘lIsin. Demak, -
X, =a, =12 ..,q-), ¢+, ... » boladi. Bundan keyingi qadamlarda

H —_ L] L) n - . .
ham g, giﬂg}wc_ ,i#p, j=q shart asosida x; giymatlar aniglanib
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boriladi. Bu usulda tuzilgan boshlang‘ich yechimni sikllanishga
tekshirish shart.

3-misol. Minimal xarajatlar usuli bilan boshlang‘ich yvechimini
toping.

; ; :
Ta’minctchilar z )I;te mufl: hilar B B i:’;;?
p ] 7] A& wﬁl 1 60
4, 200 2 % T 10 6l 1t 250
4 8 3 3 2 2002‘ 200
“ s | 0|l so s
Talab hajmi 2040 200 ! 100 ¢ 100 | 250

4.2. Transport masalasining optimal yechimini topish

- Potenstallar usuli — transport masalasini yechish uchun
go‘llangan birinchi aniq usul bo‘lib, u 1949-yilda rus olimlari
L.V.Kantorovich va M. K GGavurin tomonidan yaratilgan. Bu usulning
asosiy géoyasi transport masalasiga moslashtinilgan simpleks usuidan
iborat bo‘lib, birinchi marta chizigli programmalashtirish masala-
larini vechish usullariga bog‘lig bo‘lmagan holda tasvirlangan.
Keyinroq, xuddi shunga o‘xshash usul amerikalik olim Dansig
tomonidan yaratifdi. Dansig usuli chizigli programmalashtirishning
asosty g‘oyalariga asoslangan bo‘lib, Amerika adabiyotida bu unsul
modifitsiriangan rtagsimot usuli deb yuritiladi. |

Transport masalasining optimal yechimini topishda foyda-
laniladigan potensiallar usuli simpleks usulining soddalashairilgan
varianti hisoblanadi.

Bu usul bilan tanishishdan oldin eymigan va ayrimagan
transport masalasi tushunchalarini kiritishimiz kerak.
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Ma'tumki, agar ChPM hech bo‘imaganda bitta aynigan tayanch
yechimga ega bo'Isa, 1 holda bu masala gynigan ChPM deb ataladi.

1-ta’rif. Agar X*=(, x5, .., 5} tayanch rejadagi (yechimdagi)
musbat komponentalar soni rangd = m ga teng bo‘lsa, u holda bu reja
aynimagan tayanch reja, aks holda esa u aynigan tayanch reja
deyiladi.

Quyidagi transport masalasi berilgan bo‘lsin: &, ~talablar
migdori; a —takliflar migdori.

b
¢
bl % - b"
€
a Oy €3 es Cin
& O Cyy Cese Cap
Cy Coil Can2 era Comn

I-teorema. Agar talablaming gismiy yig‘ndisi takliflarning
qismiy yig‘indisiga teng, ya'ni T a=3s, GoM={12..m,
ielF feH

HcN={L2.n} bo‘lsa, u holda bu transport masalasi aynigan
transport masalasi deyiladi.

Aynimagan transport masalasini garaymiz. Ma’lumki, bu
masalaning matematik modeli kanonik ko‘rinishda bo‘ladi:

- . (4.6)
>x,;=bh, j=Ln,
i=l
x; 20, | {4.7)
Zziicyxy — min. {4.8)
1=l J=}
Bu masalaga ikkilangan masala tuzamiz. '
U,+V, S¢,, (4.9)
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Z=5Ua+3 Vb, - mex. (4.10)
i= =

Ikkilanish nazariyasiga asosan, agar (U, ¥)) ikkilangan bahelar
mavjud bo‘isa, u holda {x,| tayanch reja optimal bo“iadi. Bu yerda U,
va ¥, ikkilangan baholar mos ravishda “ta’minofchi va iste’-

molchilarning potensiallari” deyiladi.
Bu nazariyaga asosan transport inasalasi uchun quyidag
teoremani keltirish mumkin.

2-teorema. Agar transport masalasining 1 =(x}) tayanch

vechimi uchun ,
x>0 U +V, =gy, 4.11)

x,=0=U, +V, <S¢, | {4.12)
shartlar o‘rinli bo‘lsa, v holda x*=(x}) tayanch yechim optimal

yechim bo‘ladi.
(4.11) va (4.12) shartiar transport masalaﬂ uchun optimallik shartlari

deb ataladi.

it e ————— .

Shunday qilib, navbatdagi tayanch yechimni optimailikka
tekshirish uchun, avval, (4.11) shart yordamida potensiatlar sistemasi
quriladi va so*ngra (4.12) shartning bajarilishi tekshiriladi.

Masalaning optimal yechimini topish uchun guyidagi bel-
gitashlar kiritamiz: S, -ta’'minotchilar joylashgan nuqta; Q-
iste'molchilar joylashgan nuqta. P=5ug, x, >0, 0,)€Q, (7, )
Juftlik transport tarmog*‘i.

Potensiallar usulida optimal yechimni topish algoritmi:

[x;} boshlang‘ich tayanch yechim topiladi.

Masalan,
Qfﬂ ’JQJ‘I 'QJH ijgiu (4-13)

marshrut topiladi;
(4.11) shart asosida U, va ¥, putcnsiallardan

¥, +U =¢,.. ¥V, +U, =G e V) tU =6, ¥, +U, =6, 4.14) -
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tenglamalar sistemasi tuziladi. Bunda »+m -1 ta band katak uchun
n+m~1 ta chzigli tenglama va r+m ta noma’lum hosil bo‘ladi.
Noma’lumlar soni tenglamalar sonidan bittaga ortiq bo‘lgani uchun
bitta erkli noma’lumga ixtiyoriy givmat, masalan nol, giymat berilib
golganlari mos tenglamalardan topiladi;

Bo‘’sh kataklar uchun (4.12) shart tekshiriladi:

a) agar barcha bo‘sh kataklar uchun (4.12) shart bajarilsa, u
holda tayanch yechim optimal bo‘ladi va masalani yechish jarayoni
tugaydi;

b) agar ba’zi bo‘sh kataklar uchun (4.12) shart bajarilmasa, u
holda tavanch yechim optimal bo‘lmaydi va tayanch yechimni
almashtirish jarayoni amalga oshiriladi.

Tayanch yechimni almashtirish jarayorini amalga oshirish
uchun s =0=> U, +¥,<c, shart o'rinli bo‘lmagan bo'sh kataklardan

biri -

ﬁ(_ﬁ, =U, +¥,—¢,) {4.15)
shart asosida tanlanadi va u band katakka aylantiriladi. Masalan,
maxA, =4, .
Ay 0

bo‘lsin. Demak, (4.13) marshurtga (S, ,
holda (5, @) yoyni o‘zida saglovchi

Sin an Sﬁ QJ&S& ) "th; S;t th Sfo
sikt hosil bo‘tadi. Bu siklga

xioﬁ:’ xf].fn’ J‘:fl.l'i" e x"u}’ xfu.-'} '

ketma-ketlik mos keladi. Quyidagicha almashtirish bajaramiz:

0, ) yoyni qo‘shish kerak. U

1 _ e : '
x,u,—x,m+9, (416]
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Boshga barcha ¢, ;) jutliklar uchun + =2%. (4.)6) formula yor-
damida topilgan {x}} yechim tayanch yechim bo‘lishi uchun # ni

(4.17)

— i w0
¢=minx_,

shart asosida tanlash vetarli.

Bu jarayonni tayanch yechim uchun (4.11), (4.12) optimatlik
sharti bajarilguncha davom ettiramiz.

Bu jarayon chekli son marta qaytarilgandan so’ng optimal
yechim hosil bo‘ladi. Chunki transport masalasi uchun quvidagi
teoremalar o rinli.

i oy
r

3-teorema. Har ganday yopiq modelli transport masalasining
optimal yechimt mavjud.

d-teorema. Agar barcha a, b, sonlar butun bo‘lsa, u holda

transport masalasining ixtiyoriy tayanch yechimi butun sonlardan
iborat bo‘ladi.

1-miso}. Quyidagi transport masalasining optimal yechimini
toping.

b
. T 200 200 100 100 250
't

]00 _ G T 4 . [} &

250 3 7 LG & 11
[ 5 3 2 2

200

300 11 B 12 i6 73

Yechish: Boshlang‘ich tayanch yehimni minimal xarajatlar
usuli bilan topamiz.
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1-jadvat

) 200 200 100 100 250
: 10 7 F I 4
100 100 0
_ 2 Kl 10 [} 11
250 200 50
] k] 3 z 2
200 200
11 3 12 16 73
300 150 100 50

Bu jadvalda band kataklar soni »+m—2 ta. Shuning uchun
{4, b;) katakka O yozib uni band katakka aylantiramiz. So*ngra band
kataklardan foydalanib U, +¥, = ¢, potensial tenglamalar sistemasini

tuzib, U, va ¥, qiymatlarini va bu asosida A, =U,+¥,-¢, ning
qiymatini hisoblaymiz.

2-jadval
b
. 200 200 100 100 | 250 U,
: 10 7 4 i |
160 100-0 -+0 0
=16 -3 -1
2 7 19 ) il
250 1200 50-4 0 g
] 3 i
5 3 2 2
200 200 -2
-1% -8 2 -3 .
11 1 12 16 FE]
300 15040 | 100 50-0 9
X 5
¥y -6 -1 3 1 4 8 =50
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Bu yerda max A, =A,, =3 bo‘iganiigi sababli (a,, b,) katakka & sonni

kiritamiz va (4.16) formula asosida alinashtirish bajaramiz. Natijads
2-jadvaint hosil gilamiz.

Endi #:=min (100, 50, 50)=50 asosida yangi bazis rejaga o'tib,
U, +V,=¢, potensial tenglamalar sistemasini tuzib U, va ¥,
qiymatlarini va bu asosida A, =U +V¥,-¢, ning gqiymatini
hisoblaymiz. U holda quyidagi 3-jadval hosil bo‘ladi.

o 3-jadval
b
a 71 200 200 100 100 250 U
I 10 7 3 i i
100 50 50 0
-13 L 2
7 10 6 i
250 {200 D 50 3
I 32
g 3 ;) )
200 200 -2
~13 =5 1 -3
m T2 i6 73
300 200 100 6
-14 -5 -3
v, -3 2 6 1 4 | o=50

Bu yerda max Ay = Ay, =2. Shuning uchun {a;, b,) katakka & parametrni

kiritarpiz va (4.16) formuila asosida almashtirish bajaramiz. Natijada
4a-jadvalni hosil gilamiz. Bu jadvalda
g=min{0, 50, 100} = 0.
Bu asosda yangi bazis vechimni 4-jadvalga joylashtiramiz. 4-
jadvalda keltirilgan bazis yechim optimal yechim bo‘ladi, chunki
barcha bo‘sh katakchalarda A, <o0.
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4-jadval

— J
a 200 200 100 100 250
: 16 7 4 i 4
160 g 50-g 50
-13 -7
3 7 i 51 T
250 1200 0-¢ 50+¢
i 2 -i -2 ]
8 5 k) 2 2
200 1200
.13 3 9 A ’
1! [ 12 16 71
300 1200+ | 100-¢
16 | 7 1 I
4a-jadval
) b
2 N1 200 200 100 | 100 | 250 U,
: 16 7 4 i 4 1
100 ¢ 50 50 0
-13 -7
2 ; T 1% [ 11
250 200 50 5
2 -] 2
g 3 3 3 ]
200 200 -2
13 7 9 3
I 3 F: T3 i
300 200 100 8
p 7 -
¥, -3 0 4 1 4
Shunday qilib, uchinchi gadamda quyidagi optimal yechimga
ega bo‘Idik:

320



0 ¢ 0 50 50]
2000 0O S0 ©
X% = , 2. =4150,
0 & 0 0 200 o

0 2001000 O

Ochiq modelli transport masalasi. Agar talab va takliflaming
umumiy migdorlari teng bo‘lmasa, ya’ni

L I

shart bajarilsa, u holda bu masala “ochig modelli transport masalasi”
deyiladi. Ochig modelli masalaning optimal yechimini topish uchun
yopig modelga keltiriladi va potensiallar usuli go‘ltaniladi.

Ochiq modelli masalani yopiq modelliga keltirish uchun
go‘shimcha “soxta” ta’minotchi yoki “soxta” iste’molchi klntﬂadl
ularning zaxirasi yoki talab hajmi

Zb 'Zla, yoki 8, =J§af—ﬁ
bo‘ladi. Soxta ta mmotchldan real iste’'molchilarga yoki real
ta'minotchilardan soxta iste’molchilarga amaida mahsulot
tashilmagani uchun vo‘{ xarajatlari nolga teng qilib ofinadi. Natijada
bu yerda yopig modelli masala hosil bo‘ladi.

2-misol. Quyidagi ochiq modelli transport masalasini yeching.

Ta’minotchilar Iste’molchilar Zaxira

ﬁ Bz BB Bl Bs llajllﬁ

4 T AT AT 100

4 | ET T OW] P Ul 250

4 O h P 200

4 13 B 3 v B Oy sy TV
Talab hajmi | 200 | 150 | 100 | 100 | 200

Yechish: EA, > ZB bo‘]gan ho! uschun masalant yopiq modelli

i=l

masalaga aylantnramu. B, =100. So‘ngra potensiallar usulini
qo‘llaymiz.
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. s . Iste’molchilar : ]
Ta’minotchilar B Z 2 B, B B Zaxira
Ali 10 7 4 1 3 0 100
4 2 7 10 5] 1k [1] 250
A—,. g 5 3 ) ] { 200
A‘ il ] 12 13 13 0 300
Talab bajmi | 200 | 150 | 100 | 160 | 200 | 100

Aynigan transport masalasi. s-potensiallar usuli. Aynigan
transprot masalasida tayanch rejasidagi musbat komponentalar soni
k<m+n-1 bo'ladi va bu tayanch reja aynigan reja bo‘ladi. Bunday
rejant aynimagan rejaga aylantirish uchun unga m+»n-1-4 ta nol
eiement Kkiritish mumkin. Ammo bu nol elementlarga mos x,
noma’fumlar band kataklarga mos x, noma’lumlar o‘zaro chizigli
bog‘liq vekiorlar esa chiziqli erkii bolishi kerak, Bu holatni nazorat
gilish giyin. Shu sababli aynigan transport masalasidagi siklni
yo‘qotib uni aynimagan transport masalasiga aylantirish kerak.
Bunga erishish uchun quyidagi s-potensiallar usulini qoilash
mumkin.

s-potensiallar usuli. Ma’lumki, bir nechta g, Jarning yigindisi
(hammasi emas) bir nechta b Jaming yig‘indisiga teng bo'lsa
transport masalasini aynigan transport masalasi deb ataymiz,
Masalada ayniganiikni yo*qotish uchun o, va 5, lardan tuzilgan
xususiy yig'indilaming o‘zaro teng bo‘lmasligiga erishish kerak
Buning uchun 4 va b, laming giymatini biror kichik songa
o‘zgartirish kerak. Masalan, yetarlicha kichik => 0 sonni olib, g, va
b, larni 0*zgartiramiz, ya’ni & masala tuzamiz:
a=a+s, (=Lm),
b=k, (j=im, (4.18)
E =8, +ms, -
¢ yetarlicha kichik son bo‘lganligi sababli hosil bo*lgan masalaning
X(s) optimal rejast £=0 da berilgan masalaning optimal yechimi
bo*ladi.



3-misol. Berilgan aynigan transport masalasining optimal
yechimini toping. ,

b, |
a ! 3 4 5 3
. a1 3 3 3 k)
3 , 3 2 7 [
. T 5 PEST 91 i 3

Yechwh (4;13) munosabatlardan foydalanib, quyidagi ¢
masalani hosH gilamiz: _

| b , 3 4 J 5 | 343
4,
4+£. 4 5 & 3
3+E. 3 2 7 [
8+¢ ? ¢ !

Ushbu masalani yechib, X (¢) rejani topamiz. Bundan fim X ()= X",

4.3. Butun sonh programmalashfirish

O‘zgaruvshifariga butun bo‘lishlik sharti go‘yilgan chizigh
programmalashtirish masalalari katta amaliy ahamiyatga egadir.
Butun sonli programmalashtirish masalalariga sayyoh haqgidagi
masala, optimal jadval tuzish masalasi, optimal bo‘lish masalasi,
transport vositalarini marshrutlarga optimal tagsimlash masalast,
bo‘linmaydigan mahsulot ishlab chiqaruvchi korxonaning ishini
optimal rcjalashtirish masalasi va boshqa masalalar miso! bo‘la oladi,
Bu masalalaming ayrimiar: bilan tanishamiz.

Sayyoh haqida masala. A4, shaharda yashovchi sayyoh n ta
A, A, .., 4 shaharlarning har birida fagat bir martadan bo‘lib, eng
qisqa yo‘l bilan A, shaharga qaytib kelishi kerak bo'lsin.






