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SO‘Z BOSHI

Matematika barcha tabiiy bilimlar asosidir.
David Gilberd

Hozirgi jadal rivojlanish davrida agl-zakovatli, ijodiy fikrlovchi va
mustaqil qaror qabul giluvchi mutaxassisiarni tayyorlashda matematik
ta’lim asosiy o‘rin egatlaydi. Talabalarni matematik tayyorlash ularning
kasbiy faoliyatida zarur bo‘ladigan boshqa tabiiy-ilmiy. umumkasbiy va
ixtisoslik fanlarini o‘rganishlari uchun nazariy asoslarni ta’minlashi
kerak. Bu esa 0°z navbatida samarali o‘qitishning muhim omillaridan
biri bo‘lgan zamon talablariga javob beruvchi darsliklar va o‘quv
go‘llanmalarni yaratishni taqozo etmoqda.

Ushbu darslik oliy texnika o‘quv yurtlarining oliy matematika fam
dasturi asosida yozilgan va bakalavriar Davlat ta’lim standartlari
talablariga mos keladi.

Darslik uch jilddan iborat. Darslikning birinchi jildi vettita bobdan
iborat bo‘lib, u oliy matematikaning chizigli algebra clementlari,
vektorli algebra elementlari, analitik geometriya, matematik analizga
kirish, bir o‘zgaruvchi funksiyasining differensial hisobi, oliy algebra
elementlari va bir o‘zgaruvchi funksiyasining integral hisobi
bo‘limlariga bag‘ishiangan. Bu bo‘limlar zamonaviy xorijiy adabiyotlar
va o‘qitish texnologiyalari tahlili asosida yaratilgangan bo‘lib, har bir
mavzuni yozishda bir qancha xorijiy adabiyotlardan foydalanilgan,
mavzular to‘lig yoritilgan, tegishli bilimlar talabalar tomonidan mustaqil
o‘zlashtirilishiga, ularda ko‘nikma va malakalarning shakllantirilishiga
hamda ijodiy qobilivatiarni rivojlantirishga yo‘naltirigan.

Darslikda talaba asosiy tushunchalarni, ta’riflarni, teoremalarni va
tipik masalalarni vechish usullarini ko‘rsatuvchi misollarni topadi.
Bunda biror tasdigning isboti keltirilmagan bo‘lsa, natijalarning ifcdasi
uning ma’nosini tushuntiradigan misollar bilan to°ldirilgan.

Darslikning har bir mavzusi ko‘p sondagl mlsol va masa]alar
yechimlarida tushuntirilgan, uiarni mtas)
yo‘naltirilgan mashglar bilan to‘ldiril A
matematik paketlar yordamida yechish il Aeelfidilgan, NQTI"U Il

AXBOROT RESURS MARKAZ

Sy w;__jf




Muallif darslik go‘lyozmasini o°qib, uning sifatini oshirish borasida
bildirgan fikr va mulohazalari uchun Qarshi Davlat universitetining
professori B.A.Shoimqulovga, O‘zbekiston Milliy universitetining
o‘gituvchilari — professor A.Narmanovga, dotsentlar N.Jabborov va
J.Tishaboyevlarga o‘z minnatdorchiligiri izhor giladi.

Aynigsa, darslikning ushbu jildini tuzishda va mazmunini
yaxshilashda fizika-matematika fanlari doktori ~A. Quchqarovning
beminnat yordamini muallif ¢’tirof etishni o‘zining burchi deb biladi.

Darslik haqidagi tanqidiy fikr va mulohazalarini bildirgan barcha
kitobxonlarga muallif oldindan o‘z tashakkurini bildiradi.



CHIZIQLI ALGEBRA
ELEMENTLARI

Chizigli algebraning daslabki masalasi
chizigi  tenglamalar  haqidagi  masala
hisoblanadi. Bunday tenglamalarni yechish
jarayonida determinant tushunchasi paydo
bo‘ldi.

Chizigli tenglamalar sistemasi va ulaming
determinantlarini o‘rganish natijasida matritsa
tushunchasi kiritildi. G.Frobennus tomonidan
matritsaning rangi tushunchasi Kkiritilishi
chizigli tenglamalar sistemasining birgalikda
va aniq bo‘lshi shartlarini olish imkonini
berdi. Shu zaylda XIX asrning oxirlariga
kelib, chizigli  tenglamalar  sistemasi
nazariyasini barpo qilish jarayoni tugatildi.

2 Mziiritsé}ar :

« Determinantlar

* Matritsa ustida
almashticishlar

Muhammad ibn Mésa

- 1.LLMATRITSALAR
: Xomznuy' (783—850) -

' mtrmwm va geograf

Matritsa tushunchasi /850-yilda James
AL Xurandy - dleche Josegh Sylvester tgnwmdan kmtn!gan.
Faniga asos soldi, iy Kelining [858-yilda  chop  etilgan
mw'lumot va iraktatler-  «Matritsalar  nazariyasi  hagida  memuar »

ni Dayess etishning aniy : : : -
qoidalarini fshlah chig. asarida matritsalar nazariyasi mufassal bayon

i U o°nlik poitsion fi-  qilingan.

 soblesh  tizimini, nel Daslabki vagtlarda matritsa geometrik
gﬁiﬁ; 0 ~ obyektlarni  almashtirish ~ va  chizigli
chilardan Ba'lib asostas  tenglamalarni  yechish bilan bog‘liq holda
Berdi va mmalivotge ws-  rivojlantirildi. Hozirgi vaqtda matritsalar
g e, matematikaning muhim tatbiqiy vositalaridan

biri hisoblanadi.

L &animoy




Matritsalar matematika, texnika va igtisodiyotning turli sohalarida
keng qo‘llaniladi. Masalan, wulardan matematikada algebraik va
differensial tenglamalar sistemasini yechishda, kvant nazarivasida fizik
kattaliklarni oldindan aytishda, aviatsivada zamonaviy samolyotlarni
yaratishda foydalaniladi.

1.1.1. Matritsa va uning turlari

Matritsalar sonlar, algebraik belgilar va matematik funksiyalaming
katta massivlarini yagona obyekt sifatida qarash va bunday massiviami
o'z ichiga olgan masalalarni gisqa ko‘rinishda yozish va yechish
imkonini beradi.

Matritsa — bu clementlar (sonlar, algebraik belgilar, matematik
funksiyalar) massivining satr hamda ustunlarda berilgan va kichik
qavslarga olingan to“g‘ri burchakli jadvalidir.

Matritsaning o‘lchami uning satrlari soni va ustunlari soni bilan
aniglanadi. Matritsaning o°lchamini ifodalash uchun mx#n belgi
ishiatiladi. Bu belgi matritsaning m ta satr va » ta ustundan tashkil
topganini bildiradi.

Matritsa lotin alifbosining bosh harflaridan biri bilan belgilanadi.

Masalan,

3x2 o'fchamli matritsa | 2x 3 o'lchamli matritsa | 2 x 2 o‘{chamli matritsa

a2l 7 B -1 4 7 (W sinx —cosx)
- 3 12 5 6 ‘__cosx sinxJ

4 matritsaning i-satr va j-ustunda joylashgan elementi «, bilan
belgilanadi. L L

A=(a,)), (i=1m,j=1n) yoki A=ja, G=lLmj=1n)  yozuv
A matritsa ¢, elementlardan tashkil topganini bildiradi:

a, 4, a., a, - a4, !

a, 4, .. @ a4, q, a, {
A=(0v)== 2 n 2 . A:" au H: | 2] 28

am amz A amn Ay amz e !.



ixn o'lchamli A=(a, a, .. a,) matritsaga sair matritsa yoki

satr-vektor deyiiadi.
all

. a, . . .
mx1 0‘ichamli 4=} ™ | matritsaga ustun matritsa yoki ustun-vektor

a,)

deyiladi.

nxn o‘lchamli maritsaga n - tartibli kvadrat matritsa deyiladi.

Kvadrat matritsaning chap yuqori burchagidan 0'ng quyi burchagiga
yo‘nalgan q,,.a,,.,a, clementlaridan tuzilgan diagonaliga uning bosh
diagonali, o‘ng yuqori burchagidan chap quyi burchagiga vo‘nalgan
a,.a,, .a, clementlardan tuzilgan diagonaliga uning yordamchi
diagonali deyiladi.

Bosh diagonalidan yuqorida (pastda) joylashgan barcha elementlari
nolga teng bo‘lgan

L0 0 .. aMJ l\av,,L a, - a,};
matritsaga yuqoridan wuchburchak (quyidan uchburchak) matritsa
deyiladi.

Bosh diagonalda jovlashmagan barcha elementlari nolga teng
bo‘lgan

a 0 0
e 0 a, 0
0 ¢ aQ

matritsaga diagonal matritsa deyiladi.

Barcha elementlari birga teng bo‘lgan diagonal matritsaga birlik
matritsa deviladi va 7 (voki ) harfi bilan belgilanadi.

Barcha elemendari nolga teng bo‘lgan ixtiyoriy o‘lchamdagi
matritsaga nof matritsa devitadi va O harfi bilan belgilanadi.

A matritsada barcha satrlarni mos ustunlar bilan almashtirish
natijasida hosil qilingan A" matritsaga A matrifsaning
transponirlangan matritsasi deyiladi: (a,) =(a,).

7



Agar A=4" bo‘lsa, 4 matritsaga simmetrik matritsa deyiladi.

1.1.2. Matritsalar ustida arifmetik amallar

Maritsalarning tengligi
Bir xil oflchamli 4=(u¢,) va B=(b,) matritsalatning barcha mos
elementlari teng, ya'ni ¢, =3, bo‘lsa, bu matritsalarga teng matritsalar
deyiladi va 4= B deb yoziladi.

iy

A=B << a,=b
barcha i=1,m, j=1,n uchun

Matritsani songa ko paytirish
1-ta’rif  4=(a¢,) matritsaning A songa ko'‘paytmasi deb,
elementlari ¢, = Aa, kabi aniqlanadigan ¢ = 24 matritsaga aytiladi.

C=l4 & ¢ =Aa

% uy "

2 -1 0
1-misol. Az[ 1

s 4 Jbo Isin. 34 ni toping.

Yechish.
2 -1 0} (3.2 3-.(-) 3.0 ) {6 -3 0}
3 =3 = = .
4 3(3 4 —1) (3-3 3-4 3-(—1)) L9 12 —3J
Matritsalarni go‘shish va ayirish

Matritsalarni  qo‘shish va ayirish amallari bir xil o‘lchamii
matritsalar uchun kiritiladi. Bunda yig‘indi matrisa go‘shiluvchi
matritsalar bilan bir xil o‘lchamga ega bo‘ladi.

2-ta’rif.  A=(a,) va B=(b,) matritsalarning yig'indisi deb,
clementlari ¢, =a, 4, kabi aniglanadigan = 4+ B matritsaga aytiladi.

C=A+B & ¢, =a,+b,.




. 1 -1 4 23 2), ... N
2-misol. A=(3 0 }] va B=(1 o ~2) bo‘lsin. 4+ B ni toping.

Yechish.

et U4 [z 3 2J=(1+2 143 442 )=(3 N 6}

B oo ) o -2)7341 040 14¢2)) 74 0 -1
-A=(-1)-4 matritsa 4 matritsaga qarama-qarshi matritsa deb
atatadi.
3-ta’rif. 4=(a,) va B=(b,) matritsalarning ayirmasi  dcb
C=A-B=A+(-B) matritsaga aytiladi. = Bunda C matritsaning
elementlari ¢, = a, +(-b,)=u, —b, kabi topiladi.

C=4-B << ¢ =0,-b,

7
" (2 -3 2 N EE T UV
3-misol. A“l\z 1 4) va B-(z 1 -1 bo‘lsin. 4- 8 ni toping.

Yechish.
4_'3_(2 -3 2 _ 1 3 2\_(2—1 -3-3 2-2 _’1 -6 0
T -1 4) 201 —IJ_I\2-2 ~1-1 4-(-1) ‘Lo -2 5
Matritsalar ustida chizigli amallar quyidagi xossalarga ega.

A,B,C,0 matritsalar m < n o‘lchamli va i,u- skalyar sontar bo‘lsa, u
holda:

I A+B=B+4, 2°. (A+BY+C=A+(B+CY;
3. A+O0=4; 4°, A+ (-A)=0;

5% MA+B)=AA+ AB; 6. (A+ A=A+ 4,

7 1AAd) = 2(puA) = (A A; 8. 1A= 4

9° (A+B)Y =4 +B"; 10°. (AdY =24";

11° 4+C=B bo‘lsa, C= 8- 4 bo‘ladi;
12°, 24=0 bo‘lsa, 1=0 yoki 4=0 bo‘ladi;
9



13°. Ad=AB va A=0 bo‘lsa, 4=23 bo‘ladi.

Xossalardan ayrimlarini isbotiaymiz.

Birinchi to‘rtta xossaning isboti bevosita 2-ta’rifdan kelib chiqadi.
5-xossani qaraymiz.

4 va B bir xil o‘lchamli matritsalar bo‘lsin.

U holda
A+ B=(a,+b,)
yoki
MA+B)= Ma, +b,)= Aa,)+Ab,)
va ikkinchidan
Ma,)+ Ab,)=Ad+ AB.
bo‘ladi.

Bu ikkita tenglikdan A(A+ B) =24+ AB bo‘lishi kelib chigadi.
Matritsalarni ko ‘paytirish

Bir xil sondagi elementlarga ega bo‘lgan 4 satr matritsa va
B ustun matritsa berilgan bo‘lsin deylik. Bunda A satming 8 ustunga
ko‘paytmasi quyidagicha aniqlanadi:

b

i

b,
Ab‘z(a“ a, . a.m)~ “l=ab, va b, +. . +a b

n3

b

En

ya’ni ko‘paytma berilgan matritsalar mos elementlari ko‘paytmalarining
yig‘indisiga teng bo‘ladi.

Matritsalarni ko‘paytirishning bu qoidasi satrni ustunga ko ‘paytirish
goidasi deb yuritiladi.

Tkki matritsani ko‘paytirish amali moslashtirilgan matritsalar
uchun kiritiladi.

A matritsaning ustunlari soni B matriisaning satrlari soniga
teng bo‘lsa, 4 va B matritsalar moslashtirilgan deyiladi.

4-ta’rif. mxp o'lchamli A4=(a) matritsaning pxn o'lchamli

B=(b,) matritsaga ko'paytmasi AB deb, ¢, elementi 4 matritsaning

10



i-satrini B matritsaning j-ustuniga satrni ustunga ko‘paytirish qoidasi
bilan, ya’ni
¢y =ab, vah, +..+ab,=Yab, i=l. m k=1_n
r=t

¢{qo‘shiluvchlari quyidagi sxemada keltirilgan) kabi aniglanadigan m x »
o‘lchamli ¢ = (c, ) matritsaga aytiladi.

°)

4-misol. Berilgan matritsalami ko‘paytiring.

(12 {5 6) (1-5+2.7 1.6+2-8) (19 22
13 4)17 8) \3.544.7 3.6+4-8) (43 50/

(21

z.[_3 4.[3 2 4):
-1 0 3

02

2.340(=1)  2-2+1-0  2.4+1.3 5 4 11]
~3-3+4.(-1) -3.2+44.0 -3-4+4-3|=|-13 -6 0©
0 6J

L0:3+2:(-1) 0:2+2:0 0.4+2:3) | -2

Agar 4 matritsaning satrlari 4.4.,.,4, bilan va 8 matritsaning
ustulari 8,8,,.,8, bilan belgilansa, u holda matritsalami ko‘paytirish
qoidasini quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

A AB 4B, .. AB,)
AB  AB, .. AB,

C=A4B8=|""{.(B, B, .. B)=
4 AB AB, .. AMB,‘J

Malritsalami ko‘paytirishda 4° yozuv ikkita bir xil matritsaning
ko‘paytmasini bildiradi:

Al=A4-4.
L1



Shu kabi
A=A4-4-4, .., AA=A4-4-..-A

S
»n maria

. ; 1 -1 s N
S-misol. f(x)=2x-x>+5va A=(0 2} bo’lsin. f(A)ni toping.

Yechish. Matritsa ko‘rinishdagi f(4) funksiyaga o‘tishda A sonli
qo‘shiluvchi A7 ko‘paytma bilan almashtiriladi, bu yerda 7-birlik
matritsa.

PN a AN LR T 10

D [ 5 [ N
2 =2 1 -3 (5 0 6 1
I

Matritsalarni ko ‘paytirish amali ushbu xossalarga bo ‘ysunadi

1 A4 malritsa mxn oflchamli va B.C matritsalar nx p
o‘lchamli bo‘lsa, A(B+()=AB+ AC bo‘ladi;

2°. A4,BCmatritsalar mos ravishda mxn, nxp, pxgq
o‘lchamli bo‘lsa, A(BC)=(4AB) bo‘ladi;

3°. A4,B,1,0 moslashtirilgan matritsalar va 2, u skalyar sonlar
bo‘lsa, uholda:

1) (24)(uB) = (Au)(4B); 2) A(2B)=(A4)B=A(A4E);

3) AI=14=4; 4) 40=04=0,
5)(ABY =B A".

4" A,1,0-n- lartibli kvadrat matritsalar va pg manfiy
bo‘imagan butun sonlar bo‘lsa, u holda;
1) AT4° = A", 2) (A" =(4)™;

) 4=4 4) 4°=1.

Xossalardan ayrimlarini 1a’riflar yordamida isbotlaymiz va
ayrimlarining to‘g‘riligiga misollarni yechish orgali ishonch hosil
qilamiz.

12



1-xossani garavlik.
4=(a,) matritsa mxn o‘lchamli va B=(b,), C=(¢,) matritsalar
nx p o‘lchamli bo'lsin. U holda 2- va 3-ta’riflarga ko‘ra istaigan i,; da
birinchidan
B+C=(,+c¢,)
yoki
AB+CYy= ?:'la& (b, +¢,)= ;:(“,kb@- +a.e)= ila"‘b*" + g%%

va ikkinchidan
Sa,b, +Ya,c, = AC + BC
=1 k=1

bo‘ladi.
Oxirgi ikkita tenglikdan A(B + C) = A8 + AC bo‘lishi kelib chigadi.
3- xossaning S-bandini qaraylik.
A=(a,} va B=(b,) bo‘lsin. Bundan 4" =(a)) va B =(#]) bo‘ladi, bu
yerda o) =a,, b =5,
U holda 3-ta’rifga ko‘ra istalgan i,j da birinchidan

AB=3a.b, yoki (ABY =¥ a,b,
k=1 k=1

va ikkinchidan,

zn:a;#bii =iblaa/k =ib:k 7, =B'A"
o et

k=1

be‘ladi. Bundan (473)" = B"A" bo‘lishi kelib chiqadi.
2-xossani to‘g riligiga misol yechish orgali ishonch hosil gilamiz.

3 -1 -2 4 1
A=Q 2), B=[3 \ C =( }bo‘lsin.

0 4) 50 2
U holda
(_(3—1_(24](1112]
JUs 02772 o 8
ABCY={1 z)( 2]{: ]0 ) (29 12 17),

AB={1 2)-[3 "41]=(3 7)

i3



(4B)YC=(3 7)( s : 2] (29 12 17)

Demak, 4(BC)=(4B)XC .

Umuman olganda matritsalamni ko‘paytirish nokommutativ, ya’ni
AB# B4. Masalan, 1xn oflchamli 4 matritsaning nx1 o‘lchamli B
matritsaga 4B ko‘paytmasi sondan, ya’ni 1x1 o‘lchamfi matritsadan
iborat bo‘lsa, B4 ko‘paytmasi »- tartibli kvadrat matritsa bo*ladi.

Bir xil tartibli 4 va B kvadrat matritsalar uchun 4B= B4 bo‘lsa,
4 va B maltritsalarga kommutativ. marritsalar, AB-BA4 ayirmaga
kommutator deyiladi.

1.1.3. Mashglar

1.A kvadrat matritsa bo‘lsin. A+ A"simmetrik matritsa bo‘lishini

ko‘rsating.

3 N 01 O\
2. 4=|4! matrifsami X = } = 1{ va 7 =| 0 | matritsalarning chizigli
5 0 0) 1

4

kombinatsiyasi ko‘rinishida ifodalang.

3 {3] l{ ]} ( )bo‘lsa a va b ni toping,

4. Matritsa 30 ta elementga ega bo‘lsa, u ganday tartiblarda berilishi
muemkin?

5-8. 4,B matritsalar va A, u sonlar berilgan. A4 + 1B matritsani toping;

5, 40 7! - ( - i 2
» =], =2.
(2 -3 o)‘ 10 zJ #

{0 -3 -1 2
6_ A= -2 | A=l 3 -1 , /1:2, ==
L1 4 2 -5
2 -1 0) -3 11
7. 4=[-1 3 -2 B=f 0 -1 04 A=-3, pg=-2.
2 3 1y -4 -3 2)

14



CB=I, A=l p=-v.

"'—\
n—aU"N

0 —2

9. 4 va B moslashtirilgan matritsalar bo‘lsin. Quyidagilami ko*rsating:
{a) agar 4 matritsa satr matritsa bo‘lsa, v holda 4B satr matritsa bo*ladi;
(b) agar B matritsa ustun natritsa bo‘lsa, u holda 4B ustun matritsa bo‘ladi.

(1 2\1fx 0y (x 0,
t3 3/ o ;vJ (9 0) i bo‘lsa, x va yni toping.

il. Agar 4 matritsa 3x3 oichamlt va ¢ esa 5x5 olchamli bolsa,
ABCko‘paytma ma’'noga ega bo‘lishi uchun Bmatritsa ganday o‘lchamda bo‘lishi
kerak?

12. A:G g) matritsa  berilgan. 48 ko‘paytmam nol matritsaga
/

aylantiruvchi B matritsani toping.

13-16. A va B matritsalar berilgan. 4B matritsani toping:

{20 _(l -1 -2
1A= 3] 5= O}
2 1
14. 4= 0 fli, B:(j ~2)
3 o2l v 3)

fv -1 2} 4 0 -2
_ 3LB=|2 -1 of
(1o~ o] lo -1 3

(2 -2 T4 , o
17, 4=| \i B= ( (= B-3rbo‘lsa, (AB)C matritsani toping.
\z 3/ -2 3

18. _.4={“ _ﬂ (; 2} C= - 4 bo Isa, A(BC)matritsani toping.
0
3
-2

(4 —2 3‘] (

19, 4= ]— 6‘,}3:t 2| matritsalar berilgan. 4B, B'B, A’
1 2 ZJ 0 J

matritsalarni toping.
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20. A= ( }va J(x)=3x*: 5x-4 bo‘lsin. 7(4)ni toping.

7
21. A:G J bo‘isa, A% ni toping.

22. Agar 4% =7 va 4 matritsa 2x2 o‘lchamli bo‘lsa, 4 ni toping.

1.2. DETERMINANTLAR

Determinant tushunchasidan dastlab chizigli tenglamalar sistemasini
yechishda foydalanilgan  bo‘lib, keyinchalik determinantlar
matematikaning bir qancha masalalarini yechishga, jumladan xos
sonlarni topishga, differensial tenglamalarni yechishga, vektor hisobiga,
keng tatbiq etildi.

Biz avval ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar tushunchalari
bilan tanishamiz. Bu tushunchalar keyinchalik yuqori tartibli
determinantlarni hisoblash uchun asos bo‘ladi.

1.2.1. Ikkinchi va uchunchi tartibli determinantlar

lkkinchi tartibli determinant

all al2

=4,4,, — 4,4,

]a?.l a4y
kabi belgilanadi va aniglanadi.
Bunda a,,a,,a,,q, lar determinantning elementlari deb ataladi.

a, determmantnmg i-satr  va j-ustunda joylashgan -elementini
ifodalaydi

a,,a, clementlar joylashgan diagonalga determinantning bosh
diagonali, a,,«, elementlar joylashgan diagonalga determinantning
yordamchi diagonali deyiladi.

Shunday qilib, ikkinchi tartibli determinant bosh diagonal
clementlari  ko‘paytmasidan  yordamchi  diagonal  clementlari
ko‘paytmasining ayrilganiga teng:

a, | ay @,

ay uy | | a”

all /12
an

aZl az:
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I-misol. Berilgan determinantlarni hisoblang.

2
J

4

..2'
5 |=3-5—4-(—2)=15+8=23;

tga  2sing ‘ . . '
& !=tga-ctga —sina - 2sing =1 - 2sin® o = cos 2a.
i

sing ciga

Matritsaning muhim tavsiflaridan biri determinant hisoblanadi.
Determinant fagat kvadrat matritsalar uchun kiritiladi.

A-—-La“ a“) kvadrat mairitsaning determinanti det4 bilan
a?., aﬂ

. . a. d,
belgilanadi va det 4 =| o
| aZI azz

=a,4, —a,a, Kkabi aniglanadi.
|

Bunda matritsani uning determinanti bilan adashtirmaslik kerak:
A — bu sonlar massivi; det4 — bu bitta son (yoki ifoda).

Uchinchi tartibli determinant

3} al2 al:‘ l
detd=}a, a

a

a, |=a,aa, +a,a,a, +a,a,a, -
a]l a a}l

= A0, a, — 4,40y - 3,Aay,

kabi belgilanadi va aniglanadi.

Uchinchi tartibli determinant uchun satr, ustun, bosh diagonal,
yordamchi diagonal tushunchalari ikkinchi tartibii determinantdagi kabi
kiritiiadi.

Uchinchi tartibli determinantlari hisoblashda o‘ng tomonidagi
birhadlarni topishning vodda saglash uchun oson bo‘lgan goidalaridan
foydalaniladi.

«Uchburchak qoidasi» ushbu sxema bilan tasvirlanadi:

:.;. . _2‘;"‘::‘,.»—. .‘. -
SHAARCAND IQTIEL ©
I SvaSEavis misTivuid

b T

ey
HA S S

AYPFOROT RESURS MARKAY

i
;
e J432Z-
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Bunda diagonallardagi yoki asoslari diagonallarga paraliel bo‘igan
uchburchaklar uchlaridagi elementlar uchta elementning ko‘paytmasini
hosil giladi. Agar uchburchaklarning asoslari bosh diagonalga paraliel
bo‘lsa, u holda elementlarning ko‘paytmasi ishorasini saglaydi. Agar
uchburchaklarning asoslari yordamchi diagonalga parallel bo‘lsa,
u holda elementlarning ko‘paytmasi teskari ishora bilan olinadi.

«Sarryus goidalari» quyidagi sxemalar bilan ifodalanadi;

-~ -
Gy 4y A AT R el
a \a -~ /f \-zf“ (/'v
u a PR a, a Q, a.,
s S A ' 12 3 Y% Y
a: ‘a /}"a-f \"‘\4_ :/ e ,."j
1y “n 2 P 2) ay "a, a; a4, a;
Y W e
ar ai a. N+ o .
PN "~._\ a; a4y a, a4, a:z\
e ~,
ay a, a, N+ X ey g
..,
o

1-qoidada avval determinant tagiga uning birinchi ikkita satri
yoziladi, 2-qoidada esa determinantning o‘ng tomoniga uning birinchi
ikkita ustuni yoziladi. Bunda diagonallardagi yoki diagonallarga parallel
bo‘lgan to‘g'ti chiziglardagi clementlar uchta ko‘paytuvchini hosil
giladi. Agar to‘g‘ri chiziqlar bosh diagonalga parallel bo‘lsa, u holda
elementlarning ko‘paytmasi ishorasini saglaydi. Agar to‘g'ri chiziglar
yordamchi diagonalga parallel bo‘lsa, u holda elementlaming
ko‘paytmast teskari ishora bilan olinadi.

2 -1 3
2-misol. 1. det4=| 3 2 -1} determinantni uchburchak qoidasi
t 3 -2
bilan hisoblang.
1 5 3
2. detB={3 1 -2|determinantni Sarrvusning 1-qoidasi bilan
2 -4 |
hisoblang.

18



3 4 -il
3.detC=|2 0 determinantni Sarryusning 2-qoidasi bilan
i 3 -1
hisoblang.
Yechish.
2 =1 3 2 =1 3
1. 3<*‘ 2} ~1= 841+27=20,3 % 2%—1:) 6-616=6,
1" =2 17 3 —2

detA=20-6=14.
34 x} A

2. 2 ‘XQ \,«3’ ‘2 0= detB=0+36+2-0+9-16=131.
3/—/1/&:2\? ‘-*-,]

detC=1-36-20-6-8~-15=-84.

1.2.2. n- tartibli determinant tushunchasi

n~tartibli determinant
a

3] aﬁ. aln I
a, 4, .. a
det4=| * % "
anl an! aml

kabi belgilanadi va ma’lum goida asosida hisoblanadi.

n-~tartibli determinant har bir satr va har bir ustundan faqat
bittadan olingan » ta clementning ko‘paytmasidan tuzilgan n! ta
go‘shituvchilar yig‘indisidan iborat bo‘ladi, bunda ko‘paytmalar bir-
biridan elementlarining tarkibi bilan farq qiladi va har bir ko‘paytma
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oldiga inversiya tushunchasi asosida plus yoki minus ishora qo‘yiladi.

n~tartibli determinantni bu qoida asosida ifodalash ancha noqulay.
Shu sababli yuqori tartibli determinantlarni hisoblashda bir nechta
ckvivalent qoidalardan foydalaniladi. Bunday qoidalardan biri yugori
tartibli determinantlami quyi tartibli determinantlar asosida hisoblash
usuli hisoblanadi. Bu usulda determinant biror sati {voki ustun)
bo‘yicha yoyiladi. Bunda quy? (ikkinchi va uchunchi) tartibli
determinantlar yugorida keltirilgan ta’riflar asosida topiladi.

n-tartibli determinantlami yoyishda minor va algebraik to‘ldiruvchi
tushunchalaridan foydalaniladi.

n-tartibli determinant a, elementining  minori deb, shu element

joylashgan satr va ustunni o‘chirishdan hosil bo‘lgan (n-1)-tartibli
determinantga aytiladi va M, bilan belgilanadi.
Determinant 4, elementining A, algebraik to ldiruvchisi deb,

4, = (="M,
songa aytiladi.
il 3 2
Masalan, | 2 0 1 | determinantning a, =2 elementining minori
]3 2 -2
va algebraik to‘ldiruvchisi quyidagicha topiladi:
I3 2
, 3 2| ;
2] | M, =] |=—10, A, ="M, =10.
< 2 -2 ;
3 2 -2

1.2.3. Determinantuing xossalari

Determinantning xossalarini uchinchi tartibli determinant uchun
keltiramiz. Bu xossalar ixtiyoriy n-tartibli determinant uchun ham
o‘rinli bo‘ladi.

1-xossa. Transponirlash (barcha satrlarni mos ustuniar bilan
almashtirish) natijasida determinantning qiymati o‘zgarmaydi, ya’ni

a]l all als a!l a:‘w a31

,

detd=|a, a, a,l=la, a, a,|=detA".
a’.‘] a32 a33 akz a:s 32



Isboti. Xossani isbotlash uchun tenglikning chap va o‘ng tomonidagi
determinantlarning  qiymatiarini uchburchak qoidasi orqali yozib olish
va olingan ifodalarning tengligiga ishonch hosil qilish kifoya.

i-xossa satr va ustunlarmning teng buqugligini beigilab beradi.
Boshqacha aytganda, satrlar uchun isbotlangan xossalar ustunlar uchun
ham o'rinli bo‘ladi va aksincha. Shu sababli keyingi xossalarni ham
satrlar va ham ustunlar uchun ifodalab, ularning isbotini faqat satrlar
yoki fagat ustunlar uchun ko rsatamiz.

2-xossa. Determinant  ikkita satrining (ustunining) o‘rinfari
almashtirilsa, uning qiymati qarama-qarshi ishoraga o‘zgaradi.
Masalan,

I
i a a; { a, 4, d
I a, G, 4, |=-)a, 4
[ a, a, | a, @, 4|

Bu xo0ssa ham 1-xossa kabi isbotlanadi.

3-xossa. Agar determinant ikkita bir xil satrga (ustunga) ega bo‘lsa,
u nolga teng bo‘ladi.

Isboti. Ikkita bir xil satming o‘rinfari almashtirilsa, determinant
(shuningdek, wning qiymati) o‘zgarmaydi. lkkinchi tomondan 2-
xossaga ko‘ra determinant giymatining ishorasi o‘zgaradi. Demak
detA=~det4, yoki 2detA=0. Bundan det4 =0.

4-xossa. Determinantning biror satri (ustuni) efementlari 2 songa
ko‘paytirilsa, determinant shu songa ko‘payadi va aksincha determinant
biror satr (ustun) elementlarining umumiy ko‘paytuvchisini determinant
belgisidan tashgariga chiqarish mumkin.

Masalan,
" |
sa,  Aa, Aa, a, a, a
ay, oy a =A Ay A, 4y
I a}l aB'Z' a a!: a32 a

Ishoti. Tenglikning chap tomondagi determinant hisoblanganida
oltita go‘shiluvchining hammasida 1 ko‘paytuvchi qatnashadi. Bu
ko paytuvchini  qavsdan tashqariga chiqarib, gqavslar ichidagi
qo‘shiluvchilardan determinant tuzilsa, tenglikning o‘ng tomondags
ifoda hosil bo‘ladi.

S-xossa. Agar determinant biror satrining (ustunining) barcha
elementlari nolga teng bo‘Isa, u nolga teng bo‘ladi.
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Xossaning ishoti 4-xossadan 4=0 da kelib chigadi.
6-xossa. Agar determinantning ikki satri (ustuni} proporsional
bo‘lsa, u nolga teng bo‘ladi.

Masalan,

i
ay a, ;

Aa, Aa, ia

a3 1 all a,

 Ishoti. 4-xossaga ko‘ra determinant ikkinchi satrining A
ko‘paytuvchisini determinant belgisidan chigarish mumkin. Natijada
ikkita bir xil satrli determinant qoladi va u 3-xossaga ko‘ra nolga teng
bo‘ladi. :

7-xossa. Agar determinant biror satrining (ustunining) har bir
elementi ikki qo°shiluvchining vyig‘indisidan iborat bo‘lsa, bu
determinant ikki determinant yig‘indisiga teng bo‘lib, ulardan
birinchisining  tegishli  satri  (ustuni) elementlari  birinchi
go‘shiluvchilardan, ikkinchisining tegishli satri (ustuni) elementlari
ikkinchi qo“shiluvchilardan tashkil topadi.

Isboti. Determinant birinchi satrining har bir elementi ikkita
qo‘shiluvchi yig‘indisidan iborat bo‘isin.

U holda
a“ + a}] al’z + al‘; a]rB + al"_‘
aZI a;‘.z a‘l.’ = (a".'\ + a‘:". )a 13 + (a'\l + d }a" a +
a31 a32 aB
+ (0:3 + a;i)allaﬂ - (a:_z + a:'a)azz ~(a}, +a},ja,a, -{a, +a])a.a, =

= ana;zasa "'a 2858y + alzaﬂan — a@,,0, —a),a,0,, ~aa,a, + (@ d.a, +a,a.a, +

a, a, a:.s | a 5

" . y - » _
A dsy, T @Ayl = Ayl _azzazxazz) =| Gy 4y Gy
a:‘l (132 a

8-xossa. Agar determinantning biror satri (ustuni) elementlariga
boshqa satrining (ustunining) mos elementlarini biror songa ko‘pavtirib
qo‘shilsa, determinantning giymati o‘zgarmaydi.

Isboti. det 4 determinantning ikkinchi satri eclementlariga 1 ga
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ko*paytirilgan birinchi satring mos elementiari qo*shilgan bo‘lsin:

‘ a gy ad;
a, + )‘ﬂn ay+ /4y, ayt Aa, =
agl aaz a‘l

i:;
I
>

a

3z 43

5]

kL

Qo‘shiluvchilardan birinchisi det4ga va ikkinchisi esa 3-xossaga ko‘ra
nolga teng. Demak, yig'indi det 4 ga teng,

9-xossa. Determinantning giymati uning biror satri (ustuni)
elementlari bilan shu eclementlarga mos algebraik toldiruvchilar
ko*paytmalarining yig‘indisiga teng bo‘ladi.

Masalan, detA=a, 4, +a,4, + a4,

yoki
ian a, 4
_ a5 ‘723‘ a, ay } @y Uy
Gty dy Gy |=ay -4, +dy,
EN asx iaﬂ 033| Ell aa:
Gy Gy dy

Isboti. Tenglikning o'ng tomonida almashtirishlar bajaramiz:

a, (anass - azza'zz) - a\ziazlasa —4a,d, ) +a, (anasz —a,d, ) =

a\ a|2 alfs
= allalizall + allaz.?aj‘. + alsa‘z' a!i - a13a‘.‘2a31 - auaz‘an - a!iallaiz = aZi azz al‘ i
a3| a‘iZ a33

10-xossa. Determinant  biror satri (ustuni) elementlari  bilan
hoshga satri (ustuni) mos elementlari algebraik to‘ldiruvchilari
ko‘paytmalarining yig‘indisi noiga teng bo‘ladi.
Masalan, a, 4, +a, A4, +a,4,=0.

Isboti. Determinantni 9-xossani go‘ilab, topamiz:

all alz
anAu +aizA1: +a{1Az3 =l dy Oy Gy
d; dy Gy

3!
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Bunda «,, a,, 4, mos ravishda a,, 4, a,, bilan bilan almashtirilsa,
3-xossaga ko‘ra, determinant nolga teng bo‘ladi.

1-izoh. Determinantning xossalari asosida quyidagi tcorema
isbotlangan.

1-teorema. Bir xil tartibli 4 va B kvadrat matritsalar
ko‘paytmasining determinanti  bu  matritsalar determinanilarining
ko‘paytmasiga teng, ya'ni

det(4-B)=det 4 -detB.
1.2.4. » -tartibli determinantlarni hisoblash

n - tartibli determinantni Xossalar yordamida soddalashtirib, keyin
tartibini pasaytirish yoki uchburchak ko‘rinishga keltirish usullaridan
biri bilan hisoblash mumkin.

Tartibini pasaytirish usuli

n-tartibli determinant, 9-xossaga asosan, biror satr yoki ustun
bo‘yicha yovilsa, yoyilmada (n-1)-tartibli algebraik to‘ldiruvchilar
hesil bo‘ladi, va’ni n-tartibli determinantni hisoblash tartibi bittaga
past bo‘lgan determinantlarni hisoblashga keltiritadi.

Umuman olganda, quyidagi teoremalar o‘rinli bo‘ladi.

2-teorema. ; satrining nomeri ganday bo‘lishidan qat’iy nazar,
n-tartibli determinant uchun bu determinantni ;-satr bo‘yicha
yoyilmasi deb atatuvchi

detd=a, A, +a,4,+. . +a, A, i=ln
formula o‘rinli.
~ 3-teorema. j ustunining nomeri qanday bo‘lishidan gat’iy nazar, »-
tartibli determinant uchun bu determinantni j-ustun bo‘yicha
yovilmasi deb ataluvchi

detd=a, 4, +a, A, +..+a,4,. j=ln

formula o‘rinli.
Determinantni biror satr yoki ustun bo‘yicha voyishga Laplas
yovilmalari usuli deyiladi.
Laplas yoyilmalari usulida determinantning gqavsi bir satrida
(ustunida) nollar ko‘p bo‘lsa, u holda yoyishni shu satr (ustun)
24



bo‘yicha bajarish qulay bo‘ladi.

Bundan tashgari, 8-xossani qo‘llab, determinantning biror satrida
(ustunida) bitta elementdan boshqa elementlarni nollarga keltirish
mumkin. Bunda determinantning qiymati shu satrdagi (ustundagi)
noldan farqli element bilan uning algebraik to‘ldiruvchisining
ko‘paytmasidan iborat bo‘ladi. Shunday qilib, »-tartibli determinant

bitta (n —1)-tartibli determinantga keltirib, hisoblanadi.

3-misol
2 -1 0 4/
4 2 -1 3|
detd=l _, 4 3 —4‘
I

determinantni tartibini pasaytirish usuli bilan hisoblang.

Yechish. Bunda: 1) Ykkita elementi nolga teng bo‘lgan uchinchi
ustunni tanlaymiz va uning ikkinchi satrida joylashgan elementidan
boshqa barcha clementlarini nolga  aylantiramiz. Buning uchun
ikkinchi satr elementlarini 3 ga ko‘paytirib, uchunchi satrning mos
elementlariga qgo‘shamiz va hosil bo‘lgan determinantni uchinchi
ustun elementlari bo‘yicha yoyamiz:

1
2 -1 0 4] 2 -1 0 4
2 -1 4
det 4 2 =13 N n: 10 6 5
ct: = _t=(=D-(- +3 ;
2 0 3 -4]7|10 6 o 5|7V
_ {1 =2
1o -2) |1 1 0 -2}

2) Hosil gilingan uchinchi tartibli determinantda birinchi ustunning
uchinchi satri elementidan yuqorida joylashgan elementlarini nolga
aylantiramiz. Buning uchun avval uchinchi satmi (-2)ga ko‘paytirib,
birinchi satrga qo‘shamiz, keyin uchinchi satrni (-10)ga ko‘paytirib,
ikkinchi satrga qo‘shamiz, hosil bo‘lgan determinantni  birinchi ustun
elementlari bo‘yicha yeyamiz va hosil bo‘lgan ikkinchi tartibli
determinantai hisoblaymiz:

0 -3 8], |
-3 8

detA={0 -4 25|= =—75+32=-43,
Ly a1t
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Uchburchak ko ‘rinishga keltirish usuli

Bu usulda determinant xossalar yordamida soddalashtiriladi va
uchburchak ko‘rinishga keltiriladi, ya’ni diagonalidan pastda (yuqorida)
joylashgan barcha elementlari nolga aylantiriladi.

Bunda

detd={(-1"detl/

bo‘ladi, bu yerda k-satrlarda va ustuniarda bajarilgan barcha o‘rin
almashtirishlar  soni; detU/ ~berilgan determinantning uchburchak
ko‘rininshi va uning giymati quyidagi xossa asosida hisoblanadi.

Xossa. Uchburchak ko‘rinishidagi determinant bosh diagonaida
joylashgan elementlarining ko‘paytmasiga teng.

4-misol.
21 00
3010
det A=
1 0 21
01 0 2

determinantni uchburchak ko‘rinishga keltirib, hisoblang.
Yechish. Determinant ustida quyidagi soddalashtirishlarni

bajaramiz:

— birinchi ustunni o‘zidan 0‘ngda joylashgan ustunlar bilan ketma-
ket £=3 ta o‘rin almashtirib, to‘rtinchi ustunga o‘tkazamiz;

— birinchi ustunning birinchi satridan pastda joylashgan
elementlarini nolga aylantiramiz;

— ikkinchi ustunning ikkinchi satridan pastda joylashgan
clementiarini noiga aylantiramiz,

— uchinchi ustunning to‘rtinchi satrida joylashgan elementini nolga
aylantiramiz;

— (=)' =(-1y’=-1 ko‘paytuvchi bilan hosil bo‘lgan uchburchak
ko‘rinishdagi determinantning bosh diagonalda joylashgan elemenifarini
ko‘paytiramiz.

2100 100 2 1090 2'
301 0 0103 010 3
detA= =D ={-1)- =
P 0 2 i 0 21 1 021 1
01 0 2 1020 006 2 -2
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100 2 100
010 3 010 3

=D 0 1 ZsImD g o 1 _sTCD I8
002 -2 000

1.2.5. Mashgqlar

1. 4 matritsa nxn o‘lchamhi bo‘lsin. det(i4) da A ni determmnant
belgisidan tashqariga chigarish uchun formuta keltirib chigaring.
2. 4 kvadrat matritsa va A° 4=/ bo‘lsin. detA=+1 bolishini ko‘rsating.

{1
3. A—l 0\ -La dl bo‘lsin. det(4+ B)=dev A+ det B fagat a+d =0

bo‘iganida bajarilishini ko‘rsating.

4, A:[? o) va R= ( \ bo‘lsin. det(4-B)=detd-detB8 bo‘lishiga

2
ishonch hostl qiting.

5. A:-(3 IJ bo‘lsin. det 4 m toping.
21
6. 4 va # matritsalar 3x3 o‘lchamli, detd=—1va detB=2 Dbo‘lsin.
Toping:
1) det 4B; 2) det54; 3) det A" A; 4) detB".
7. 4 va B matritsalar 4x4 o'lchamli, det4=4va detB=-3 bo‘lsin.
Toping:
1) det 4B; 2) detB’, 3) det24, 4) det/A.
Tkkinchi tartibli determinantiarni hisoblang:
8. y x-y . 1 a+b _
x -x b+l a-b

M 2
Sl & COs &

tga -t ciga—1
sn*g cos’B( '

11.

sin o cosa

Uchinchi tartibli determinantlarni uchburchak va Sarryus qoidalari bilan
hisoblang:

5 -1 1 20 -4
12.14 o -31{ 13./3 1 1|
2 -3 1 -1 2 -3
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Uchinchi tartibli determinantlarni biror satr yoki ustun elementlari bo‘yicha

yoyib hisoblang:
1 5 1 x —1 x'
M.:6 5 0] 1511 x -1}
h O b x 1 x
sin sin 8 0 ! fga cgp O
16. | sina 0 siny | 17.j1ga 0 gB |
0 smp siny 0 cgo igh

Uchinchi tartibhi detenminantlarni xossalaridan foydalanib hisoblang:
1 ¢ ab [ 1 1

1

18.11 b caj 19.1 ax ay az

1 a be a@-x Yyt a2

a+b b b X x4y x-y
20} b a+d b | 2L | x x+z x-2z|

b b a+bh x x

a a&+1 (l-af l+cosee 1 l+sina
22.1 b B +1 (148)* ] 23.! 1-sinx 1 1-cosa ;

c -1 (l+e) 1 1 1 i

To‘rtinchi tartibli determinantlarni hisoblang:

I -1 2 2 113 2
3 -1 5 -2 200 8
24-72~J0 2 | 25'3002'
0 -2 4 4475
5 a2 -l 3 2 2 2
26.41’4_3 27, 9 -8 5 10
2 ¢ 3 -2 5 -8 5 8
4 d 5 -4 6 -5 4
1.3. MATRITSA USTIDA
ALMASHTIRISHLAR

Matritsa ustida almashtirishlar chizigli algebrada muhim ro‘l
o‘ynaydi. Jumladan, chizigli algebraik tenglamalar sistemasining



umumiy vechimini topishda, teskari matritsani aniglashda, matritsaning
rangini  hisoblashda matritsa ustidagi almashtirishlardan keng
foydalaniladi.

Matritsa satri (ustuni} ustida elementar almashtirishiar uch tipda
bo‘ladi:

1. ikkita satrning (ustunning) o°rnini almashtirish;

I1. satmi (ustunni) noldan farqli songa ko‘paytirish;

III. sairga (ustunga) noldan farqli songa ko‘paytirilgan boshqa
satrui (ustunni) go*shish.

Biri ikkinchisidan elementar almashtirishlar  natijasida hosil
gilingan 4 va B wmatritsalarga ekvivalent matritsalar deyiladi va 4~ B
ko‘rinishda yoziladi.

1.3.1. Teskari matritsa
Asosiy ushunchalar

Matritsalarni  qo‘shish, ayirish va ko‘paytirish sonlar ustida
bajariladigan mos amallarga monand (hamohang) amallar hisoblanadi.
Ushbu bandda matritsalar uchun sonlarni bo‘lish amaliga monand amal
bilan tanishamiz.

Ma’lumki, agar #soni nolga teng bo‘lmasa, u holda har qanday m

soni uchun ix=m tenglama yagona x=%=k"m vechimga ega bo‘ladi,

bu verda % soni k soniga teskari son deb ataladi.

Sonlar uchun keltirilgan bu tasdiq matritsali tenglamalarni sonli
tenglamalarga monand yechishda muhim ro‘l o‘ynayds. Xususan, sonli
tenglamalar uchun i '=1 va k'k=1 shartlarining bajarilishi hal
qiluvchi hisoblansa, matritsali tenglamalar uchun 44" =7 va 4'A=1
shartlarning  bajarilishi  muhim hisoblanadi, bu yerda 4,7 - bir xil
o‘lchamli kvadrat matritsalar.

Agar A4 va 4" kvadrat matritsalar uchun 447 = 4"4=7 tenglik
bajarilsa, A' matritsa 4 matritsaga feskari matritsa  deyiladi.

Sonlarda, £ mavjud bo‘lishi uchun k=90 bo‘lishi talab etilgani
kabi, matritsalarda, 4™ mavjud bo‘lishi uchun det4=0 bo‘lishi talab
qilinadi.

Agar det4=0 bo‘lsa, 4 matritsaga singular matritsa deyiladi.
Bunda singular so‘ziga sinonim sifatida «xos» yoki «maxsus»
terminlaridan ham foydalaniladi. Agar det4=0 bo‘lsa, 4 matritsa
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nosingular (yoki xosmas yoki maxsusmas) marriisa deb ataladi.

Agar 4 matritsada avval elementlar mos algebraik to‘ldiruvchilar
bilan almashtirilsa va keyin transponirlansa, hosil bo‘lgan matritsa
A matritsaga biriktirilgan matritsa deyiladi va adj4 bilan belgilanadi:

Au ‘Azl Anl ?
A, A, ... 4

ade — iz 22 E¥] I

A, A, .. A,

in in
Teskari matritsa haqida teoremalar

1- teorema. Xos matritsa teskari matritsaga ega bo‘Imaydi.

Isboti. A matritsa uchun 4@ mavjud bo'lsin deb faraz gilayhik.
U holda 447 =7 bo‘ladi. Bundan det(A4")=det/ yoki det4-det A~ =det [
kelib chiqadi. Bunda det4=0 va det/=1 ekanini hisobga olsak,
0=1 ziddiyat hosil bo'ladi. Bu ziddiyat gilingan faraz noto‘g'ri
ekanini ko‘rsatadi, ya’ni teoremani isbotlaydi.

2- teorema. Har qanday xosmas 4 matritsa uchun teskari matritsa
mavjud va yagona bo‘ladi.

Ishoti. A matritsa xosmas, ya'ni det4 =0 bo‘lsin. Avval 4 ' mavjud

i

det A
matritsaga  ko‘paytiramiz = va  ko‘paytmaga  determinantning
9- va 10- xossalarini go‘liaymiz:

bo‘lishini ko‘rsatamiz. Buning uchun 4 matritsani adjA

A A A

a, a, .. ‘Iln} detA detda 7 det A
NEEAY Ol A S 4

det A e e etA detA4 det 4

a, a, .. a,)| 4, 4, T 4

detd detA " detd

a4, +a, A, +. . va, A, a4 va,d,+. a4, a A +a A, +. . +a, 4,0
det A det A det A |
a A ra A, +. va, A, a A, ra A+ . va, A, ad, va d + +a, 4, i

= detA det A detd i
ad +a A, +. . vra A ad +a A +. +a A, a d + cxnzA:; . A ;
detA det 4 detA /
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Y
det 4 0

—— . 0 .
dod (Lo .0
et 0 1 ... 0
) T I O 7 A4
= det A = =I=44"
(.) géj'ﬁ o0
T detd)/

Demak, 4 matritsaga teskari matritsa mavjud va bu matritsa

4= i adjA
det 4

formula bilan topiladi. Bunda 44* =7 tenglik bajariladi.

A*A=1 tenglikning bajarilishi shu kabi ko‘rsatiladi.

Endi 4" yagona ekanint ko‘rsatamiz. Buning uchun 4" dan boshga
4 matritsaga teskari C matritsa mavjud bo‘lsin deb faraz gilamiz. U
holdata'rifgako‘ra, AC'=I bo‘ladi. Bu tenglikning har ikkala
tamonini A~ ga chapdan ko paytiramiz:

ATAC =471,

A" 4=1 bo‘lgani uchun C = 47 bo‘ladi.

Endi /C=C va A7I=4" ckanini hisobga olsak, C=4" kelib
chigadi. Teorema to‘liq isbot qilindi.

3-teorema. Teskari matritsa uchun ushbu xossalar o‘rinli bo‘ladi:

1 A matritsa 4" teskari matritsaga ega bo‘lsa, detd' =

bo‘ladi;

2°. A matritsa A4 teskari matritsaga ega bo‘lsa, (47)" = 4 bo‘ladi,

3°. nxn olchamli 4 va B matritsalar 47 va B~ teskan
matritsalarga ega bo‘lsa, (AB)* =B"'4" bo‘ladi;

4°. 4 matritsa 4’ teskari matritsaga ega bolsa, (A7) =(47)
bo‘ladi.

Isboti. 1) 4 matritsa uchun 4" mavjud bo‘lsin. U holda 447 =1

det 4

yokt det{A4"y=det bo‘ladi. Bundan det 4-det 4™ =1 yoki det 4™ =ﬁ
(]

kelib chigadi.

2) 4 matritsa uchun 4" mavjud bo‘lsin. Uholda A4'=7=4"4
engliklarga ko‘ra 47 matritsa uchun teskart matritsa mavjud va u 4
dan iborat, ya’ni (4 =4 bo‘ladi.
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3) nxa olchamli 4 va B matritsalar 4' va B' teskari
matritsalarga ega bo‘lsin.
U holda 4B va B4 matritsalar uchun

(B_IA_I )(.AB) = B‘I(A‘] A)B - B'!]B - B_IB :I’
(ABYB' 4" )= A(BB YA = AIA" = A4 =1

bo‘ladi. Demak, 4B uchun teskari matritsa mavjud va (4B)' =B"4"
bo‘ladi.

4) 4 matritsa uchun 4" mavjud bo‘lsin.

U holda 4" va (47) matritsalar uchun

AT(A—I)T =(A--1A)'/’=I!=I’
(A—l)TAT =(AA——I)1‘ =IT =[

bo‘ladi. Demak, 4" uchun teskari matritsa mavjud va (L") =(47)
bo‘ladi.

1-izeh. 3-xossani & ta nxn o‘lchamli va teskari matritsalarga ega
bo‘lgan matritsalar uchun quyidagicha umumiashtirish mumkin;

(444, A) =A A - 474
Bu formula matematik induksiya metodi bilan isbotlanadi.

3 4 . . o . o
I-m:;s'oz/.,«iz(1 2] matritsaga teskari matritsani toping va natijani

tekshiring.

Yechish. Berilgan matritsaning determinantini hisoblaymiz;

3 4
det A = =6-4=2,
1 2

det 4# O0va A matritsa uchun teskari matritsa mavjud.
Matritsa elementlarining algebraik to‘ldiruvchilarini topamiz:
A, =(-1)"2=2, Ay =(-1 =,
Ap=(=1)"4=-4, Ay =(=1)""3=3.
4 matritsaga biriktirilgan matritsani tuzamiz:

i A, 4, _ 2 -4
aaﬁA—(Au An]“[*l 3}
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Shunday qilib,

0 —!i 2 1 -2 1]
= :1 £ = = = = =
Au 1 1| > 4’.‘.] i 3 As- o _1| 2
2 1] 1 11
4, = =0, 4, = =3, — -
12 —2 1] 22 _2 1 AL 2 —li 3:
| 2 ol 1 -2 b1 -2
A =i =2 = = A = =4,
"2 z] Sl BT R !2 0|

A matritsaga biriktirilgan matritsani topamiz:

4, 4, A0 (1 32
adid=| A, A, A, [={0 3 3|

Al!- A23 AﬁJ 2 3 4/

Demak,

1 2

132y |71 %

1 3 3
A =‘("'ic——‘;1— 0 3 3 = O ] 1 .

tha 3 4) |21 2

3 3)



Teskari matritsani topishning Gauss-Jordan usuli

4 xosmas matritsaning 4~ teskari matritsasini topishning quiay
usullaridan biri matritsa satrlari ustida elementar almashtirishlarga
asoslangan Gauss-Jordan usuli hisoblanadi.

A’ matritsani topishning Gauss-Jordan usuli ushbu tartibda amalga
oshiriladi.

Gauss-Jordan usulining algoritmi

I° 4 va [ matritsalamni
kengaytirilgan matritsa tuziladi;

2°. Elementar almashtirishlar yordamida (4[7) matritsa (/| B)

ko‘rinishga keltiriladi. Bunda B matritsa A matritsa uchun
teskari matritsa bo‘ladi.

yonma-yon yozib, 41D

2 1 . . . . .
3-misol. A=[I 3) matritsaga teskari matritsani Gauss-Jordan usuli

bilan toping va natijani tekshiring.
Yechish.

1 -3
12

“\
3111 Cjn—>r+(2)r,
(AII){] 2|0 1J' e

1 -2 1
0 1T irnosr+-br |0
/- \

t =30 1 =2% 5,03 11 o z 4
~ - ! L S 8] Tid?
[0 t]-t —3-] 0 1’ o3 7D
53 =

Yugqorida keltiriigan r — r + Ar, belgilash i-satr bu satrga A songa
kopaytirilgan & - satrni go‘shish natijasida hosil gilinganini, » —>r:/
belgi esa /- satr bu satmi A songa bo‘lish natijasida hosil qilinganini
bildiradi.
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rz %rz "r?‘l
B—n+(2)

)

l matritsaga teskari matritsani Gauss-jordan
1 4(0 0 1

)
30{01iC

1 -1 2 100]

2
4

2

]

-1

2

1
|-—1 3 0

\

usuli bilan toping.
{Ai=j~-1

(

Demak, 47 =
4-misol. A
Yechish.

14 [S Ny
S~
A (3¢ A
~ 1 |
o a(_J —
+ < + F
- + Aol
1 e o
AR
O i
Xy o o =™
P = |
< <& e
R R R o Tl K S~
D —~=|NO <
NN o =
- L —_ = )
[ N e — ———
_— b —~ —jenr=len
S e O ~ ~ {
N = o — ]ﬁq\wl_s
- e —_— O O 1 .I_.. O e
| S
v T e
—_ D O [ae} NN o
(f||~1il\ L | | !
; o~ N -
[ N~ —————
N N i } _ ]
A + S @ = L.
t S
o N 0 - O
[N (=) < i
O S = —_a O
— e N e N 7 ——
(= !
— N~ TN
| |
S ) - <
! =4
NN m
_ o - muv
-—0 O —_ - o
—~— ,
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1.3.2. Matritsani LU yoyish

Chiziqli algebrada matritsalaring turli yoyilmalari  keng
qo‘llaniladi.

Matrisani yoyish deb, wuni biror xossaga (masalan, ortogonaiiik,
stmmetriklik, diagonailik xossasiga) ega bo‘lgan ikki va ikkidan ortiq
martitsalar ko‘paytmasi shaklida ifodalashga aytiladi. Bunday
yoyishlardan biri matritsani LU yoyish hisoblanadi.

Matritsani LU yoyishda m xn o‘lchamli 4 matritsa 4= 7.1/ shaklda
ifodalanadi, bu yerda /. -diagonal elementlari birlardan iborat bo‘lgan
mxm o‘lchamli quyi uchburchak (Lower-triangular) matritsa; (/ —mxn
o‘lchamii yuqori uchburchak (m=r da trapetsiva) (Upper-trianguiar)
matritsa.

Masalan,
]000\.****\
*]00 O.***
=le v L ollo o 0 e !
«* * 1J{0 000 0

Matritsaning LU yoyilmasi vana matritsaning LU faktorizasiyasi
deb ataladi. Matritsaning LU yoyilmasidan chizigli algebraik
tenglamalar sistemasini yechishda va teskari matritsani topishda
foydalanifadi.

mxn o‘lchamli 4 matritsa 4=LU shaklga keltirish (LU yoyish),
umuman olganda, 4 matritsaning satrlariga noldan fargli songa
ko‘paytirilgan boshqa satrni qo‘shish orqah quyidagi tartibda amalga
oshiriladi.

A matritsani LU yoyish algoritmi

1°. 4 matritsa satrlarida ketma-ket elementar almashtirishiar
bajariladi va U shaklga keltiriladi;

2°. Satrlarda bajarilgan elementar almashtirishiar ketma-
ketligi asosida /. yozuv hosil qilinadi va bu yozuvda barcha
diagonal elementlar ustunlarni  bo‘lish  orqali birlarga
aylantiriladi.

36



4 -5 3 -8
2 -5 -4 1

6 0 7 -3 1)

['2 4 -1 5 -2

S-misol. 4= t matritsani LU yoying.

Yechish. Matritsa satriarida ketma-ket clementar almashtirishiar
bajaramiz:

7] 4 -! 5§ -2Y¢{2 4 -1 5 -2
~4] -5 3 =g 1ilo| 3 1 2 =3|_
A=l ol 25 =4 1 g{{0ol-9 -3 -4 10
-6l 0 7 -3 1jl0l12] 4 12 -5
24 -1 5 -0 {(2 4 -1 5
03 1 2 -3[{0 3 1 2
1o o olz 170 0 0 2
00 0j4)7jlo0 00

A matritsa 4 ta satrdan tashkil topgani sababli /. matritsa 4x4
o‘lchamli bo‘ladi. Birinchi gadamda belgilangan yozuvlar . matritsa
yozuvining ustunlarini tashkil qiladi. Bu yozuvda barcha diagonal
elementlami birlarga aylantiramiz;

2
.

3
| 2 -9 2
(-6 12 4 5
22 3 2 5
YLy 4
! i 0 0 0)
-3 i 1 -2 1 9 Oi
-3 g |- Bundan L=l 4 0{
-3 4 2 ]J -3 4 21
Demak,
(2 4 -1 5 =2} (1 0 00)(24 -15 -2
-4 -5 3 -8 114{-2 1 00]]0o 3 1 2 -3
2 -5 -4 1 8|71 -3to0]jo0o ¢ 2 1
6 0 7 -3 1) 1-3 2 1Jloo o0 5]



n~ tartibli kvadrat matritsa berilgan bo‘lsin. Bunda A matritsani
LU yoyish turli algoritmlar bilan amalga oshirilishi mumkin. Shunday

algoritmlardan biri bilan tanishamiz.
A matritsa xosmas bo‘lsin. U holda ta’rifga ko‘ra,

1 ¢ 0 0y ;
Uy Uy s um\l ay  ay, “1,:]
L 1.0 | Oty wuy .. Uy, @y A, a,, i
tJ] [32 1 0|0 0 uy .. u, | s Uy, An Ay,
Lol L . 1J\® 0 0 . o, ) 4 s @y . )
- — ’ T A
i
Bundan

n i}
a =xlLu, = dlu,.
k=1 -l

Bu yig‘indidagi oxirgi qo‘shiluvchilarni ajratib, topamiz:

=
u,=a, —zlﬁuw agar i<j bo‘lsa;

7

/ =L[aﬁ —-iiﬂuh), agar /> j bo‘lsa.
H . A

3.5

(3.2)

Shunday qilib, L va U/ matritsalarning noma’lum elementlari o, va

topilgan /, ,u, lar orgali ketma-ket ifodatanadi.

2-izoh. (3.1) va (3.2) formulalar shunday tartiblanganki, bunda
avval barcha «, larni vakeyin barcha /, lai hisoblab bo‘lmaydi, va

aksincha. Bu formulalar orqali hisoblashlar quyidagi tartibda bajariladi:

u =ua Jj=12,..n

1, = Yy

a, .
ly=—=, i=23,..m,
ull

uzl - aZJ - [2. ul i? J = 2’3 RN
a,-1u
Iﬂ 2 ta'y , i=34, n
uZZ

va hokazo, ya’ni U ning satrlari va L ning ustunlari
hisoblanadi.
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§ 29
5-misol. A=|4 9 4] matritsani .U voying.
6 7 9)

Yechish. Berilgan matritsa xosmas, chunki det.4 =166 0.
LU = 4 yoyilmani tuzamiz;

10 O {u, u, w) (8 2 9
L, 1 oi-o u, :494).
e L L0 6 7 9
L va U matritsalarning noma’lum elementlarini (3.1) va (3.2)

formulalar bilan aniglaymiz:
u,=aq,=8 u,=a,=2, wu,=a,=9,

4
[‘2‘|=_a'21:§=%= u2.‘,=au—l:‘_llu=9—%-2:8,

H 1 1 6 3
u23=ub-lﬂu”=4—5~9:-——, !31=-—a 2‘8“=Z,

[
=

7.7

1 (., 3 11
l,=—Aa, -Lu,)==T7-=-2|==—,
= uu(" athe) 8( 4 ) 1
311 ( 1) 83
1‘33=a33711:“:3_"’-.:71229_‘4_'- _l_' \_—2‘)—“2-
Demak,
(8 2 9) (1 ¢ o(|®2 9
L4 9 4|:% 0l-l0 8 -%.
6 7 9) [3 11 83
Z = 1lje 0o =
2 16 )\ 32J

1.3.3. Matritsaning rangi

mxn Olchamli 4 matritsa berilgan bo‘lsin. Bu matritsadan biror
k (k smin{m;n)) ta satr va k ta ustunni ajratamiz. Ajratilgan satr va
ustunlarning kesishishida joylashgan elementlardan #-tartibli kvadrat
matritsani  tuzamiz. Bu matritsaning determinantiga 4 matriisaning
k -tartibli minori deviladi.
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A matritsa noldan farqli minorfari tartibining eng kattasiga A
matritsaning rangi deyiladi va r(4) (yoki rang/) kabi belgilanadi.

Tartibi r(4)ga teng bo‘lgan minorga A matritsaning bazis minori
deyiladi. Matritsa bir nechta bazis minorga ega bolishi mumkin.

Matritsa rangining ta’rifidan quyidagi tasdiglar kelib chigadi.

1. Matritsaning rangi 0 bilan m,n sonlarining kichigi orasidagi
butun son orqali ifodalanadi, ya’ni 0 < r(A4) < min(m;n).

2. Fagat 4=¢ matritsa uchun »(4)=0 bo‘ladi.

3. n-tartibli kvadrat matritsa xosmas bo‘lganidagina r{d)=n
bo‘ladi.

Matritsanng rangi ushbu xossalarga bo ‘ysunadi.
1°. Transponirlash natijasida matritsaning rangi o‘zgarmaydi,
2°. Elementar almashtirishiar natijasida matritsaning
rangi o‘zgarmaydi.

Isboti. Bilamizki:

a) transponirlash natijasida determinantning giymati o‘zgarmaydi,

b) ikkita satrning (ustunning) o‘mi almashtirilsa, determinantning
ishorasi o‘zgaradi,

¢) satrni (ustunni) noldan fargli songa ko‘paytirilsa, determinant shu
songa ko payadi;

d) satrga (ustunga) noldan farqli songa ko‘paytirilgan boshga satrni
(ustunni} qo‘shilsa determinant o‘zgarmaydi.

Demak, transponirlash va elementar almashtinshlar natijasida xos
matritsa xosligicha va xosmas matritsa xosmasligicha qoladi, ya'ni
uning rangi o‘zgarmaydi.

r(A) ni ta’rif asosida topish usuli minorlar ajratish usuli deb ataladi.
Bu usulda matritsaning rangi quyidagicha topiladi; agar barcha birinchi
taribli minorlar (matritsa clementiarl) nolga teng bo‘lsa, 7(A)=0
bo‘tadi; agar birinchi tartibli minorlardan hech bo‘lmaganda bittasi
noldan fargli va barcha ikkinchi tartibli minorlar nolga teng bo‘lsa,
r(4)=1 bo‘ladi; agar ikkinchi tartibli noldan fargli minor mavjud bo‘lsa,
uchinchi tartibli minorlar tekshiriladi; bu jarayon yoki barcha & -tartibli
minorlar nolga teng bo‘lishi aniq bo‘lguncha yoki & -tartibli minorlar
mavjud bo‘lmaguncha davom ettiriladi, bunda ~(4)=4 -1 bo‘ladi.
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2 -1 3 =2
G-misol. A={4 -2 5 11 matritsaning rangini minoriar ajratish
2 -1 1 8
usuli bilan toping.
Yechish. Ravshanki, 1<#(4)<min(3;5)=3.
Ikkinchi tartibli minorlardan biri
-1 3 =-5+6=1%0.
|-2 5

Uchinchi tartibli minorlarni hisoblaymiz:

2 -1 3 |2 -1 =2
MO ={4 -2 5|=0; MP=l4 -2 1[=0
2 -1 2 -1 8
23 -2 -1 3 -2'
MP=l4 5 1]=0; MP=-2 5 1[=0
21 8 -1 Sl

Barcha uchinchi tartibli minorlar nolga teng. Demak, r(A)=2.

r(A)ni topishning minorlar ajratish usuli hamma vaqt ham qulay
bo‘lavermaydi, chunki ayrim holiarda bir gancha hisoblashlar bajarishga
to‘g‘ri keladi.

Elementar almashtirishlar orgali har qanday matritsani bosh
diagonalning birinchi bir nechta elementlari birlardan va qolgan
elementlari nollardan iborat bo‘lgan matritsa ko rinishiga keltirish
mumkin. Masalan, ushbu matritsaga

1000
0100
A=
0 0 00
0 000
Bunday matritsaga Aanonik matritsa deyiladi. Kanonik

matritsaning rangi uning bosh diagonalida joylashgan birlar soniga teng
bo‘ladi.
(A} ni kanonik matritsaga keltirib topish usuli matritsani
kanonik ko ‘rinishga keltivish usuli deb ataladi.
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1 -1 2 3 -1
7-misol. A={ 2 0 1 -1 2| matritsaning rangini uni
-1 3 -5 -10 5

kanonik ko‘rinishga keltirish usuli bilan toping.

Yechish.

(1 -1 2 3 -1
A= 2 0 1 -1 2in->r+(-Dr~
-1 3 -5 10 5] rn-or+n

1 -1t 2 3 -1 1 -1 2 3 -]
~o 2 -3 -7 4 ~o 2 -3 -7 4
0 2 -3 =7 4)ron+(-Dr, (0 0 0 0 0j4>4°

1 ¢ 0 1 00
-1 2 0| no>n+rn 0 2 0| n-—>n:2
~ 2 -3 0|ln—>n+(=2)~0 -3 0| r>r:3 ~
3 =7 0fr,=>r+(=3) |0 -7 0| r,>r:7
-1 4 0; rn>r+p 0 4 OJ;;—-)I;:(—4)

1 00 1
0 10 0
~0 =1 O0|n>r+r~0
0 =1 O0lr,=>r.+r, |0
0 -1 OJr,or+r, \O

[ R e G ]
[l B T A =

Demak, r(4)=2
1.3.4. Mashqlar

1. Agar A matritsa xosmas va simmetrik bo‘lsa, 4™ matritsa ham xosmas
va simmetrik bo‘lishini ko‘rsating.

2. Agar A kvadrat matritsa va (/-4) xosmas matritsa bo‘lsa,
A(F - A) ' =(I - 4y 4 tenglik bajarilishini ko‘rsating.

Y

3. 4 =(a ;J matritsaning teskari matritsaga ega bo‘lishi shartini toping.
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3 -7 -5 . .. .
4. A:( i 7}2 va C =1( ] bo‘lsin. (= A" ekamni ko‘rsating.

(3 2
(4 0 -5 (40 5
5.B=/-18 1 24’matritsa A:!o 1 -6! matritsaning teskari matritsasi
-3 0 4 (3 0 4
bo‘lishini ko‘rsating.
i -3 s (3 1 -2
6. 8:715 ~17 21 -li| matritsa 4=[4 2 || matritsaning teskari
7 L-10 6 zj 3 -1 5

maftritsasi bo‘lishini ko‘rsating.

7. Berilgan matritsalardan qaysi birlari uchun teskari matritsa mavjud

bo‘tadi?

S ‘o s (1 -2 0 1 2 -1
‘I)A=Lq ‘6]; 25+ 21 Ne=lz 2 al; p=l2 1 3|
<% ) |\3 51 0 3 10)

0 -1 . . s .
8. A={l ) | bo‘lsin. 4% = 47" va 4’ =1 bo‘lishini ko‘rsating.
/

9. Berilgan matrilsalardan qaysi birlan o°zaro teskan matritsalar bo“ladi?

{~1 17 13 2 -5
Dl va (0 L 2) (3 5) va ];
Lio) ) U o2) -3
{ 2 -6
N T 120 7 Y
DI ALY ; 4ylo 2 3{va|-3 -1 3|
o s)  slo 3 . !
(13 L2 o1 -2
-3 6} . . N
10. 4-=| , 5| matritsa berilgan. 4™ matritsani toping.
AT

5 . . T
11. A={ . Zi matritsa berilgan. 4™ matritsani toping.
- %

12. Berilgan shartlarm qanoatlantiruvchi 4 matritsani toping:

io-1 -y

D@4 ! : 2) 24y = ) ;
) 6=, I,J )=, )
5 1 fo 1 2)

3) (A:"-—zl)"z[; 0}; 4 a=l1 0 3.
. la -3 8

43



1 0 0)
13. ABC=j-5 t 0fbo‘lsin. ("'B'4™" ui toping,
0 01
-3 2
14. 4= 4 1 matritsa berilgan. = 4.adi4 ko‘paytmaning barcha
75 -1 J
nodiagonal elementlarini toping.
1 2 3)
1S. A=10 2 4| matritsa benilgan. C=4-adi4 ko‘paytmaning barcha
1 3 9
\ s

diagonal elementlarini toping,

A wmatritsa berilgan. 4~ matritsani toping:

(t 1 1 I 23
16. 4={1 2 -1| 17. 4=|2 6 4]
22 4 3 10 8
A matritsa berilgan. 4 matritsani Jordan-Gauss usuli bilan toping:
{1012\ 1 -1 0 1)
|
2 101 -1 010
18. 4= . 19.4= ) 2|,
-t 121 0 1 2 OJ
20. A matritsa berilgan. Matritsaning /.{/ yoyilmasini toping;:
2 6 4
I)A:(8 7); 2) A:(, )
L 12 5
(3 12 ‘2 3 2)
3)4={-9 0 -4 4)d={ 4 13 9
{99 14 -6 5 4)
2 -3 4)
290 5 2 -4 8 -7
5)4=]-6 3 -13 -3| 6)4=| 6 -5 14
4 6 16 17 -6 9 -12
§ —6 10

A matritsa berilgan. r(4)ni minorlar ajratish usuli bilan toping;

(1 -1 2 3) 1 -2 3)
21 4={-1 3 0 1| 22, A=} 4—2'}
3 411 -2 7/

AN
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A matnitsa berilgan. r(4)ni elementar almashtirishlar usuli bilan toping:

) 113 4
(-3 2-n l2 13 -2

23. 4= 2 -1 4 -6 24, A= |
i ) 1 -4 3 1]

(-3 -1 -6 it i

Ul -3 0 -9)

1.4. CHIZIQLI TENGLAMALAR
SISTEMASI

Chizigli tenglamalar sistemasini yechish masalasi chizigli
algebraning asosiy masalalaridan biri hisoblanadi. Matematika, texnika
va iqtisodiyotning ko‘pchilik masalalari chizigli tenglamalar sistemasi
orgali ifodalanadi, masalan, geodeziyaviy o‘lchash, clektr zanjirlarini
loyihalash, chiziqli programmalashtirish va  iqtisodni rejaiashtirish
masalalari chizigli tenglamalar sistemasini yechishga keltiriladi.

1.4.1. Asosiy tushunchalar

Ushbu

a.x +ayx, +..+ax,=b

" n 17

a,.x +a,x, +..+ax, =b,

: @.1)

QX +a@,% +. . +a,x =k,

mrn

sistemaga n noma’lumli m ta chigzigli tenglamalar sistemasi deyiladi.
Bu yerda q,,,4a,,.....a,, haqiqiy sonlarga sistemaning koeffitsiventlari,

X, X,,...,x, noma lumiar,  b.b,,...b, baqigly sonlarga ozod hadlar
deyiladi.
(4.1) sistema koeffitsiyentlaridan tuzilgan
{ a‘l a|2 A alr. 3
A= a, a, a,, (42)

matritsaga (4.1) sistemaning matritsasi (asosiy mairitsasi) deyiladi.
Bu matritsaga ozod hadlardan tuzilgan ustunni qo‘shish orgali
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hosil gilingan

a]l al 1n l bl\
b,
c=|* " o 4.3)
aml aml amn bnl
matritsaga (4.1) sistemaning kengaytirilgan matritsasi deyiladi.
(4.1) sistemani
AX = B 4.9
matritsa ko ‘rinishida yozish mumkin, bu yerda
x, b,
X, b,
X= B=| | 4.5)
x"l bﬂl
Hagiqatdan ham,
ax +aux, +..+a,x, b,
ax, +aux, +..+a b

AX = Prl=l 7 = B

a,x +d,.x, + .<.+aman b

(4.1)  sistema  tenglamalarini ayniyatga  aylantiradigan
noma’lumlaming tartiblangan x,x{.....x. qiymatlariga (4.1) sistemaning
yechimi deyiladi.

Kamida bitta yechimga ega sistemaga birgalikda bo ‘lgan sistema,
bitta ham yechimga ega bo‘lmagan sistemaga birgalikda bo‘lmagan
sistema deyiladi.

Birgalikda bo‘igan va yagona yechimga ega sistemaga anig sistema,
cheksiz ko‘p yechimga ega sistemaga anigmas sistema deyiladi. Anigmas
sistemaning har bir yechimi sistemaning xususiy yechimi deb ataladi.
Barcha xususiy yechimlar to‘plami sistemaning umumiy yechimi deyiladi.

Sistemani tekshirish deganda sistemaning birgalikda yoki birgalikda
emasligini aniqlash va agar sistema birgalikda bo‘Isa, u holda uning aniq
yoki anigmasligini tekshirish tushuniladi. Birgalikda bo‘lgan sistemaning
umumiy yechimini topishga sistemani yechish deyiladi.

Yechimlari to‘plami bir xil bo‘lgan, ya’m birinchisining har bir
yechimi ikkinchisining yechimi bo‘ladigan, va aksincha, ikkinchisining
har bir yechimi birinchisining yechimi bo‘ladigan ikkita sistemaga
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ckvivalent (teng kuchli) sistemalar deyiladi.

Ushbu almashtirishlar sistemada elementar almashtirishlar deb
yuritiladi:

— sistema istalgan ikkita tenglamasining o‘rinlarini almashtirish;

— sistemaning istalgan tenglamasini noldan farqli songa
ko‘paytirish (bo‘lish);

~ sistemaning istalgan  tenglamasiga noldan farqli songa
ko‘paytirilgan boshqa tenglamasini qo‘shish.

Elementar almashtirishlar natjasida ckvivalent sistemalar hosil
bo‘ladi.

Ushbu

ax +a.x,+..+a.x =b,

X, +a,X, +..+a,x =b, (4 6)

a.x+d,x, +..+a,.x =b

"

n noma’lumli » ta chiziqii tenglamalar sistemasining

a” all a!n

A= a:: azz hhd a:» (47)

\an an: am/

matritsasi kvadrat matritsa bo‘ladi.
A matritsaning

1i 12 a'lﬂ

a, a, .. a,
R @)

an‘l anZ g alul |

determinantiga (4.6) sistemaning determinanti deyiladi.
Agar det 4= 9 bo‘lsa, (4.6) sistemaga xosmas sistema deyiladi.
Agar det4=0 bo‘lsa, (4.6) sistemaga xos sistema deyiladi.

1.4.2. Chizigli tenglamalar sistemasini
yechishning Gauss usuli

n poma’lumli m ta chigziqii tenglamalar sistemasini yechishning
qulay usullaridan biri — noma’lumlarni  ketma-ket yo‘qotishga
(chigarishga) asoslangan Gauss usufini ko‘rib chiqamiz.
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n noma’lumli m ta chigzigli tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin:

| X +ayx, +.tax, =h,

" n

Ay X +anX, .t a, X, =h

207 n 22 (4'1)

X, +..+a,x,=bh

»

kamxl +a

L2s3

(4.1) sistemani Gauss usuli bilan vechish ikki bosgichda amalga
oshiriladi.

Birinchi bosqichda sistema pog‘onasimon ko‘rinishga keltiriladi.

Pog‘onasimon sistema deyilganida

axX +a,x, +..+a,x +.+a,x =b,
X, +..+a,x =bh

227k W Tn ¥ xd

a,x, +..+a

{ auX, +..+a,x,=b,

ko‘rinishdagi sistema tushuniladi, buyerda k<n, a, 0, i=Lk

Ikkincht bosqichda noma’lumlar pog‘onasimon sistemadan ketma-
ket topiladi. :

1-bosqich. Sistemada quyidagi almashtirishlarni bajaramiz: birinchi
tenglamaning chap va o‘ng tomonini a, =0ga (agar a,=0 bo‘lsa, u
holda bu tenglama sistemaning x, noma’lum oldidagi koeffitsiyenti
nolga teng bo‘lmagan tenglamasi bilan almashtiriladi) bo‘lamiz. Keyin
hosil gilingan tenglamani (—a,) ga ko‘paytirib, i -tenglamaga qo‘shamiz.
Bunda sistema tenglamalarining ikkinchisidan boshlab x gatnashgan
hadlar yo‘qatiladi va (4.1) sistema quyidagi ko‘rinishga keladi:

X +ayx, +ayx, +. . +avx, =b",

n"a

alx, +alx, +..+alx =",
alix, +alx, +. . +ax =b",
bu yerda &, 52 (i=1m,j =1, -sistemaning birinchi almashtirishiardan
keyin hosi! gilingan koefTitsiyentlari va ozod hadlari.

Sistemada x, noma’lum oldidagi koeffitsiyenti birga teng bo‘igan
tenglama bor bo‘lsa, bu tenglamani birinchi o‘rinda yozish orqali
hisoblashlar osonlashtirilishi mumkin.
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Shu kabi a0 =0 deb, sistemaning uchinchi tenglamasidan
boshlab x, noma’lumni yo‘qotamiz va bu jarayonni mumkin bo‘lguniga
gadar davom ettiramiz.

Bu bosgichda, agar:

— 0=0ko‘rinishdagi tengiiklar paydo bo‘lsa, u holda bu tengliklar
tashiab yuboriladi.

- 0=b" (b* #0) ko‘rinishdagi tengliklar paydo bo‘lsa, u holda
jarayon to‘xtatiladi, chunki berilgan sistema birgalikda bo‘lmaydi.

2-bosgich. Pog‘onasimon sistemani yechamiz. Pog‘onasimon

sistemada & tenglamalar soni » noma’lumlar soniga teng voki
no’malumlar sonidan kichik bo‘lishi mumkin. Shu sababli bu sistema
yagona yoki cheksiz ko‘p ychimga ega bo‘lishi mumkin. Agar sistema
uchburchak ko‘rinishga keisa, ya’ni k=»n bo‘lsa, sistema yagona
yechimga ega bo‘ladi. Agar sistema trapetsiya ko‘rinishga kelsa, ya’ni
k< n bo‘lsa, sistema cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi.

2x, -~ 4x, - x, =2,
I-misol. {3x,+ x,-2x,=-11, tenglamalar sistemasini Gauss usuli
| % ~2x, +4x,= 8
bilan yeching.
Yechish.
1-bosgich. Sistemada quyidagi almashtirishlarni bajaramiz:
- birinchi va uchinchi tenglamalarning o‘rinlarini almashtiramiz;
— (-3) ga ko‘paytirilgan birinchi tenglamani ikkinchi tenglamaga va
(~2) ga ko‘paytirilgan birinchi tenglamani uchinchi tenglamaga hadma-
had qo‘shamiz;

— ikkinchi va wuchinchi tenglama hadlarini mos ravishda 7
ga va (~9)ga bo‘lamiz.

2-bosqich. x, ning uchinchi tenglamadagi qiymatini birinchi va
ikkinchi tenglamalarga qo‘vamiz, ikkinchi tenglaraadan x,ni topamiz
va uning qiymatini birinchi tenglamaga qo‘yib, x. ni topamiz.

Sistemaning vechimlarini x,. x,, x, ketma-ketlikda yozamiz.

{ 2%, ~4x, —x, =2, ;’ x =2x, +4x = 8,

3, + x,—2x,=—-11,=>4{3x, + x, - 2x, =-11,=
x —2x,+4x, = 8 2x, ~4x, - x, =2
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.
x —2x, +4x, = 8, tx —2x +4x, = 8,
1 2 3 1 2 3

= 7x, -14x,=-35,=> X, —2x,=-5>
- 9%, =~18 x,= 2
( x= 2, x=2 [(x=-2
= x—-22=-5> xT:—l,:{xZ:—l,
LJc|—2xz+4-2= 8 x,-2-(-)= ¢ lx =2

Gauss usulining 1-bosqichini sistemaning o‘zida emas, balki uning
kengaytirilgan matritsasida bajarish qulaylikka ega.
Masalan, yugqoridagi sistemaning 1-bosqichi quyidagicha bajariladi:

2 -4 1| 2)non [t -2 4] 3

31 -2f-11 ~[3 1 =20 =11 =>r, +(=3)r ~
kl -2 4, 8ir,—»r (2 -~-4 —1] =2, —=r +(=2)
: /

f

|

\

Xosmas tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yechishda bu
usulning boshqa bir turi Jordan-Gauss usuli qo‘ilaniladi. Bu usulda
kengaytirilgan (4| B)matritsa ustida elementar almashtirishlar bajariladi
va 4 matritsa o‘rida 7 matritsa hosil qilinadi, ya’ni u (/}X)
ko‘rinishga keltiriladi. Bunda oxirgi kengaytirilgan matritsadagi
X matritsa tenglamalar sistemasining yechimi bo‘ladi.

—

-2 4 8 1 -2 4! 8
7 —14|~350 r,—>r:7 ~0 1 -—2!—5.
0 —91—18 r,—>r:(~9 |0 0 1 E 2

[ ]

x,~ x,—- x,=0,
2-misol. J 5x,— x,+4x,=3, sistemani Gordan-Gauss usuli bilan
‘7 x, +2x,+3x, =5
yeching.
Yechish.

t -1 -1fo (1 -1 _110}
5 -1 4 ; 3,2 +(=5r~0 4 9 ! 3l ord4~
2 3 (5|non+(-y [0 3 45

s
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|
1 -1 1] 0 -1 -1 e
|
S S N B
Lo 3 4|5 nn+(-3)r 1 11,,_),;(_’,1)
I 0 0 ~—|=["7h17y
{ 4| 4 LAy
to-1 —1] 0 nonn I -1 Oi—l\l’}—-*".-ﬂ‘z
~0 1 K grl——)q+ —gr,'v() 1 0 3 ~
4 4 4 I
Lo 0 1j-t 0 0 1{-1
! ! /
1 00} 2
~l0 1 0! 3
00 t]-1

Demak, x, =2, x,=3,x =-1.

Shunday qilib, Gaussning noma’'lumlarni ketma-ket yo‘qotish
usulida (4.1) sistema tenglamalarda almashtirishlar bajarish orgali
yuqori uchburchak (ayrim hollarda trapetsiya) shaklga keltiriladi va
hosil gilingan uchburchak sistema teskari o‘rniga qo‘yish orqali
yechiladi. Bu wusul matematik nugtayi nazardan, sistemani uning

matritsasini LU yoyish orqali yechish algoritmiga ekvivalent,

Gauss usulining LU yoyishga asoslangan algoritmi.
1. To‘g'ri 0 ‘rriga qo ‘vish. 4 matritsaning 4= LU yoyilmasi
topiladi; :
(LY=B
2°. Teskari o ‘rniga go 'vish. LUX =B '
“ Ea a0y {Ux =Y
sistema yechiladi.

Pox 2%, +3x,+ x,= 3,

.
3-misol. ile + x,-2x, + x,=-5, tenglamalar sistemasini
L

x,— x,—3x; +2x,=-8

yoyish orqali yeching.
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Yechish.

1
i1 -1 ~
-1 =3 2)non+(-Dr Ui, = r + (=1)r,
(1 2 3 i
~{0 ~3 78 ~1 =U,
0 0 22
1 ! 3 100
2 -3 =21 Bundan L=[2 1 0]}
1 -32) U 11 N
~3 :2
Avval LY = B tenglamani yechamiz:
(1 0 0Yy, 3
]2 1 0§y I=[~5].

SRRy G 8
Bundan

-

n=3 Y. =3,
2}’;"‘_1’2:’5, = J’;=“'5—2y]="”=
nt y,+py=-8 LVE=—3—,V3—JG=0-

Endi UX =Y tenglamani yechamiz:

X,

12 3 1y ( 3
X.
0 -3 -8 -1} “l=i-114,
. X l
0 0 2 2) A 0
(x*—wk,
X, +2x,4+3x +x, =3, x, =—k,
3x, +8x, +x, =11, = lzl_l_‘FZ’_"
lx!:——ﬁé‘.



Sistema trapetsiyasimon ko‘rinishda. Demak, u cheksiz ko‘p
yechimga ega. Bunda kning tayin qiymatida sistema xususiy yechimga
¢ga bo‘ladi.

Masalan, k=1 da x, =-7, x, =6, x,=—1, x, =1.

Agar sistema » ta noma’lumdan va « ta chizigli tenglamadan iborat
hamda xosmas bo°lsa, u holda bu sistemaning yechimi LU yoyish
asosida quyidagi formulalar bilan topiladi:

i1

¥ =b =20y, i=12m, (4.9)
1 [ 2 .
x: :_\y: - Zu(-x] 9 ]=nsn_]"“’l‘ (4.]0)
u, gt

4-misol. {3x,- x,+2x,=5, tenglamalar sistemasini LU yoyish
2x, —4x,+ x,=7
asosida yeching.
Yechish. Avval I va U matritsalarning elementlarini topamiz.
Ulami  (3.1) va (3.2} formulalar bilan aniglaymiz:

u, =a, =1, u,=a,=3, u,=a,=-}

Uy, =@, ~{,4, =—-1-3-3=~10, u, =a, —lu,=2-3-(~1)=5,

[ = ay by, —4-2-3 1
32 ", ~-10 *

Uy = dy _ialu!a _lzzuzs =1-2-(-D~1-5=-2.
Endi y vax lami(4.9)va(4.10) formulalar bilan topamiz:
y,=b,=0, y,=b -6y =5-3-0=5, y,=b -y, —1,y,=7-3-0-1.5=2;

] 2 1 5-5-(-1)
Xy = ;‘ys :"'73:: -, x :".;(yz _unx:) =—__1(r_;_1’

n 2

% :i'(y: —lipx, —u\jxl): 0-3-C1 ;(_i)(ﬂ-l) =2,
U,

Demak, x, =2, x,=-1, x=-1
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1.4.3. » noma’lumli m ta chizigli tenglamalar sistemasini
tekshirish va yechish

n ta noma’lumdan va m ta chizigli tenglamadan iborat
(4.1) sistemani qaraymiz. Bu sistemaning matritsasi 4, kengaytirilgan
matritsasi € bo‘lsin. Bu matritsalar mos ravishda (4.2) va (4.3)
tengliklar bilan ifodalanadi. Quyida (4.1) sistema birgalikda bo‘lishining
zarur va yetarli shartlarini aniqlovchi teorema bilan tanishamiz. Bu
teorema rus va o‘zbek tilida yozilgan adabivotlarda Kroniker-Kapelli
teoremasi deb yuritiladi.

1-teorema. (4.1) tenglamalar sistemasi birgalikda bo‘lishi uchun
sistema asosiy va kengaytirilgan matritsalarining ranglari teng, ya'ni
r(A4) =r(C) bo‘lishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. (4.1) sistema birgalikda bo‘lsin.  Bu
noma’lumiaming qandaydir tartiblangan x/,x?,....x! givmatlari sistema
tenglamalarini ayniyatga aylantirishini anglatadi. ¢ wmatritsa ustida
quyidagi almashtirishlarni bajaramiz: wning oxirgi ustuniga (-x{) ga
ko' paytirilgan birinchi ustunni qo‘shamiz, keyin (—x;) ga ko‘paytirilgan
ikkinchi ustunni qo‘shamiz va shu kabi davom ettirib, oxirida (-x’) ga
ko‘paytirilgan »- ustunni qo‘shamiz. WNatijada, sistema yechimining
ta’rifiga ko‘ra, C matritsa oxirgi ustun elementlari nollarga aylangan
quyidagi C, matritsaga o‘tadi:

{
ali alZ o alu 0\
a, a4, .. a,_ |G
C‘“"C\ - 21 22 2 | l
Gy Gy e Gy, ! OJ

Elementar almashtirishlar matritsaning rangini o‘zgartirmaydi, va’ni
r(C)=r(C)) bo‘ladi. C, wmatritsaning oxirgt ustuni nollardan iborat
bo‘lgani uchun r(C)=r(4). Bundan r(4)=r(C) kelib chigadi.

Yetarliligi. r(A)=r(C)=r bo‘lsin. (4.1) sistema birgalikda ekanini
ko‘rsatamiz. 4 matritsaning noldan fargli »-tartibli minorini sistema
tenglamalari va noma’lumlarining o‘rinlarini alnashtirish orgali chap
yuqori burchakda joylashtirish mumkin. Bu minor C matritsa uchun ham
minor bo‘ladi. Shu sababli noma’lumlaming biror x7,x7,...,x’ qiymatlari
dastlabki r ta tenglamani va shu bilan birga qolgan &-tenglamani ham
ganoatlantiradi, bu yerda k>r. U holda (4.1) sistemada oxirgi
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m—r ta tenglamani tashlab yuborish va uni
[a,x, +a,x, +..+a,x,=b,

> (a.11)

a,x, X, +o.+ra,x =b

[§ arixi + arlxl +ot amxn =b4'

sistema bilan almashtirish mumkin. Bunda ikki hol bo‘lishi mumkin:
r=n yoki r<n (r>n bo‘lmaydi, chunki 4 matritsa jami » ta ustunga
ega).

r=n bo‘lganda {4.11) sistemaning noma’lumlari soni tenglamalari
soniga teng bo‘ladi. Bundan tashqari, sistema determinanti nolga teng
emas. Shu sababli (4.11) sistema yagona yechimga ega bo‘ladi.
Bundan bu sistemaga ekvivalent (4.1) sistemaning birgalikda va aniq
sistema bo‘lishi kelib chigadi.

r<n da (4.12) sistemani quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

a X, +auX; f..+a X =b: Xy T ALK,
a,x, +a,x, +..+a,x, =b —a, x -.-a,x, (4.12)
ax +a.x,+.+ax =b—-a x, -..—ax.

Bu sistemaning koeffitsiyentlaridan tuzilgan determinant nolga

teng emas. U holda x_,,x_,,....x, noma’lumlarga biror giymatlar berib,
(4.12) sistemaning x,, x,,...,x, yechimini topsa bo‘ladi.
s ..x, noma’lumlarga istalgan qiymatlar berish mumkin. Shu
sababli (4.12) sistema cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi va bu
sisteinaga ekvivalent (4.11) sistema birgalikda va anigmas sistema
bo‘ladi. Teorema to‘liq isbotlandi.

Isbotlangan teoremadan quyidagi natijalar kelib chigadi.

I-natija. Agar birgalikda bo‘lgan sistema matritsasining rangi
nosma’lumlar soniga teng bo‘lsa, sistema yagona yechimga ega bo‘ladi.

2-patija. Agar birgalikda bo‘lgan sistema matritsasining rangi
noma’lumiar sonidan kichik bo‘lsa, sistema cheksiz ko‘p yechimga ega
bo*ladi.

{4.1) sistema birgalikda bo‘lishining zarur va yetarli shartiga va bu
sistemant yechishning Gauss usuliga asosan n noma’lumli m ta chizigli
tengiamalar sistemasini tekshirish va yechish quyidagi tartibda amalga
oshiriladi.

X s X

Y0



Tekshirish (Gauss usuli). sistemaning kengaytirilgan malritsasi
(mos ravishda asosiy matritsasi) elementar almashtirishlar yordamida
pog‘onasimon  ko‘rinishga keltiriladi (pog‘onasimon matritsa — bu
pog‘onasimon sistemaning matritsasi).

Bunda:

— agar 7(4)+r{C) bo'lsa, sistema birgalikda bo‘Imaydi;

- agar r(4)=r(C)=n, ya’ni sistemaning rangi uning noma’lumlari
soniga teng bo‘isa, sistema birgalikda va aniq bo‘ladi;

— agar r(A)=r(C)<n, ya’ni sistemaning rangi uning noma’lumlari
sonidan kichik bo‘isa, sistema birgalikda va anigmas bo‘ladi.

Yechish: Matritsaning rangi va noma’lumlari soni tagqoslanadi.

Bunda:

— agar r(4)=r(C)=n bo'lsa, ya'ni sistema bazis
minorining  tartibi noma’lumlar soni bilan ustma-ust tushsa, »
no’malumli n ta chiziqli xosmas tenglamalar sistemasi yechiladi;

~ agar r(4)=r(C)=r<n bo‘lsa, sistemada (n-r) ta  erkin
noma’lumlar hosil qilinadi. Bunda x,x,,..x - bazis (asosiy)
noma’lumiar, x,,,x,,,...x, - erkin noma lumiar bo‘ladi.

Erkin noma’lumlami sistema tenglamalarining o‘ng tomoaniga
o‘tkazamiz:

r+ 2

X+ apX, vt a, X =b-a, X, ~.—a,x,
a, X, + dyX, +..+ &, X, = b: =4y X T T X ‘4 13)
l ax +ta,x +.ta,x =b-a, x 6 ~..-a,x%,
yoki matritsa ko‘rinishida
4X =B +x B +..+xB_, (4.14)
bu yerda
4 Gy e alr]
5~ |a a, . oa, ~
A= " = "} detd 20,
am arz arr)
’
(xl bl (al,r 1 al,a 3
s 1x| 5 15| a, a,



(4.14) sistema berilgan (4.1) sistemaga ekvivalent va vning yechimi
yuqorida qaralgan usuilardan istalgan biri bilan topiladi.
Erkin yechimlar x , =¢,, x,, =¢,,..,x, =¢,, qiymatlar gabul qilsin.

U holda {(4.14) sistema
AX =B, +cB +..vc B (4.15)

ko‘rinishni ofadi va x..x,....x, bazis noma’lumlar ¢, c,,...,c,, qiymatlar
orgali ma’lum ko‘rinishda ifodalanadi:

x, =x(c,C5..C,, ), i=12,.,r.
Bir jinsli bo‘lmagan AX = B sistemaning yechimini
x,(6,5C5505€,,, )
x = *leatn) 4.16)

G

a-r

ustun matritsa ko‘rinishda yozish mumkin.

Erkin noma’lumlar istalgan son giymatini gabul gilishi mumkin.
Shu sababli (4.1) sistema cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi.

(4.16) tfoda (4.1) sistemaning umumiy yechimini aniqlaydi.
Bundan o‘zgarmaslamning tayin qiymatlariga sistemaning
xususiy yechimlari mos keladi.

[x +2x,-4x,= 0,
5-misol. {5x +3x,~7x,= 8, tenglamalar sistemasini tekshiring va

il

Il

| 5x, —4x, + 6x, = -1

veching.
Yechish. Tekshirish. Sistemaning kengaytirilgan matritsasi ustida

elementar almashtirishlar bajaramiz:

e n

(1 2 -4f 9 ) —4l 0

ls 3 -7] 8lnon+(sr~o -7 13| 8 ~
5 -4 6| -ljn>n+(=5r |0 14 26| -1 n—=rn+{=2
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1 2 -4 0
~0 -7 13 8 L
0 ¢ 0| ~17

r(4)=2#3=r(C). Demak, sistema birgalikda emas.

x, —4x, +2x, =-1,
6-misol.{ 2x, - 3x, - x, - 5x, =—7, tenglamalar sistemasini tekshiring
3x, - 7x,+ x,—5x,=-8
va yeching.
Yechish. Tekshirish. Sistemaning kengaytirilgan matritsasi ustida
elementar almashtirishlar bajaramiz:

1 -4 2 0] -t
C={2 -3 -1 -5|~7rn>r+(2)r~
3 -7 1 =5|-8|r>r+(3)n

1 -4 2 0= 1 -4 2 0]~
~10 5 -5 -5|-5 ~|0 5 -5 -5
0 5 =5 =5|=Sinon+(hr [0 0 0 0]

=5, —=r:5~
0

-4 2 0-1f ¢ —>c +4
~0 1 -1 -1
6 0 0 o

10 o ﬂ 0le, e, +e,
~lle,>e, +(2),~0 1 -1 -1
00

~tic, e, +c,~
0 0| 0c, —c, +c,

01 ¢ —>c +¢

1 0 00]0
~0 1 0 0}0)
0 0 000

Yuqorida keltirilgan ¢, > ¢, + Ac, belgilash i-ustun bu ustunga 2
songa ko‘paytirilgan k-ustunni qo‘shish natijasida hosil qilinganini
bildiradi.

r(4)=2=2=r(C)<4. Demak, sistema birgalikda va anigmas.

Yechish. x, va x, noma’lumlami bazis deb olamiz va ekvivalent
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sistemani yozamiz:
- A

( 1 2] X, -1 2 0
. = - - x,.
s 3) s (7)) —5J‘
x,=¢, va x,=c¢, deb berilgan sistemaning umumiy yechimini

topamiz:
x1] -5+ 2x, +4x, -5 2\ (4
x, —1+x +x, -1 1 1
X= = ’ = +c, +6,| |
x, ¢, 0 1 0
x, c, 0 0 1

bu yerda ¢, c, - ixtivoriy o‘zgarmaslar.
1.4.4. Xosmas tenglamalar sistemasini yechish

n ta noma’lumli va » ta chizigli tenglamadan iborat (4.6) xosmas
chizigli tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin.
Xosinas chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning ikkita usulini
qaraymiz.
Matritsalar usuli
Bu usul (4.6) sistemaning ushbu
AX =B 4.17

matritsa ko‘rinishini yechishga asoslanadi.
A4 matritsa xosmas bo‘lgani uchun 4™ mavjud bo‘ladi.

(4.17) tenglikning har ikkala gismini chapdan 4™ ga ko‘paytiramiz:
AAX=A4"B, IX=4"'B.

Bundan
4.18)

X=4"'8
kelib chigadi.
(4.18) tenglamaga chizigli tenglamalar sistemasini matritsalar

usuli bilan yechish formulasi deyiladi,
[ X —% + x, =5,

7-misol. {2x, +x,+ x,=6, tenglamalar sistemasini matritsalar

X tx, +2x, =4
usult bilan yeching.
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Yechish. Sistemaning determinantini hisoblaymiz:
1 -1

2 1
i1 1

I
1
det A= [=2-1+2~1+4-1=5%0.
|
1
|

[ S,

Demak, sistema — xosmas.
Determinant elementlarining algebraik to‘ldiruvchilarini aniglaymiz:

Akll‘_l 4_'21_3 PR
\1_] 2]“9 2= l 2 - ] 3'_'1 ]l‘,
a,-47 g Aill‘l 4'1_1’7
L I I e B L
A{—ll 5 il]l A_;1~13
3l_i1 1~ Au‘"lzl"’ n_iz l"'
U holda
1 3 -2
A"—-;- -3 0t 1
1 -2 3
Sistemaning yechimini (4.18) formula bilan topamiz:
13 ~2“I 5\ [s+i8-8) 15 (3
XzA"B:% -3 1 1{|6|=—|-15+6+4|==|-5]|=]|-1].
d
1 -2 3J 4) “l5-12+412 5 1

Demak, x, =3, x,=-1, x,=1.
Determinanilar usuli yoki Kramer formulalari

Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning bu usuli determinantlar

nazariyasiga asoslanadi.

2-teorema. Agar (4.6) sistema xosmas bo‘lsa, u holda sistema
yagona yechimga ega bo‘ladi va bu yechim quyidagi formulalar bilan
topiladi:
D x =D (4.19)



bu verda D,D,,..D, determinantlar D=det4 determinantdan mos
noma’lum oldidagi koeffitsiyentlarni ozod hadlar bilan almashtirish orqali
hosil gilinadi.

Ishoti. (4.6) sistemaning matritsa ko‘rinishidagi yechimini,
ya’ni (4.18) formulani quyidagi ko‘rinishda yozib clamiz:

/x: 4, 4, .. 4, b
4, Ay . A, . b,

]
xﬂJ 4, 4, .. A\,

yoki
( Ab +Ab +..+Ab
X, D
X, Ab + AL, +..+ 4.,
= D
%) | At A bt Ah,
D
Bundan
. _4b+A4b +. .+ 4.0,
] D >
A +Ab, +. +A,b,
2 D 3
bt At AL,
. .
kelib chigadi.
Ikkinchidan, 4,6 + 4,6, + ...+ 4,5, ifoda
H
b a, @, !
D - bZ al.‘. A azn
I bn anl v ann

determinantning 1- ustun elementlari bo‘yicha yoyilmasiga, ya’ni D, ga
teng.
Demak,



(4.19) tenglikning qolgan formulalari shu kabi isbotlanadi:

D, Dx,
X, ==, x ===,
D D
X, = % G=1Ln) formulalarga Kramer formulalari deyiladi.
2, +3x,+2x,= 9,
8-misol. x, +2x,~3x, =14, tenglamalar sistemasimi Kramer

3x, +4x,+ x,=16

formulalari bilan yeching.
Yechish. D va D, i=123 determinantlamni hisoblaymiz:

23 2 ] 9 3 2
D=1 2 ~3|=-6=0, D =14 2 -3|=-12
|3 4 1 16 4 1
2 o 2 2 9|
D=1 14 -3[=-18 D=1 2 14[:12
3 16 1 |3 4 16
Kramer formuialari bilan topamiz:
I_,D-.:Zlgzz, xz:P—z-';:E:l ;:‘Di:_l_z_:_gl
D -6 D -6 D -6

Shunday qilib, » noma’lumli » ta chizigli xosmas tenglamalar
sistemasi yagona  yechimga ega bo‘ladi va bu yechimni yoki
(4.18) matritsalar usuli bilan yoki (4.19) Kramer formulalari bilan
topish mumkin.

1.4.5. Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasi

Ozod hadlari nolga teng bo‘lgan ushbu

a,x, +a,x +..+a,x, =0,

a,x, +a,x, +..+a, x =0 (4 ,)0)
a,x +a,x, +..+ta x =0

sistemaga bir jinsli tenglamalar sistemasi deyiladi.
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(4.20) sistema asosiy va kengaytirilgan matritsalarining ranglari
teng bo‘ladi. Shu sababli bu sistema hamma vaqt birgalikda va nolga
teng bo‘lgan (trivial) x, =x, =...,=x, =0 yechimga ega.

Bir jinsli tenglamalar sistemasi ganday shartlar bajarilganida
noiga teng bo‘lmagan yechimga ega bo‘ladi? Bu savolga quyidagi
tecoremalar javob beradi.

3-teorema. (4.20) tenglamalar sistemasi nolga teng bo‘lmagan
yechimga ega bo‘lishi uchun sistema matrisasining rangi sistema
tenglamalari sonidan kichik bo‘lishi, ya’ni r <» bo‘lishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. Ma‘lumki, r<n. r=n bo‘lsin deymiz. U holda
Kramer formulasidagi D=0 va barcha D =0 bo‘ladi. Shu sababli

tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega bo‘ladi:

x =20 D =0, Dx0.
D .

Demak, (4.20) sistemaning trival yechimlardan boshqa yechimlari
yo‘q. Agar ular bor bo‘lsa, u holda r <» bo‘ladi.

Yetaliligi. r <n bo‘lsin. U holda birgalikda bo‘lgan bir jinsli sistema
aniqmas bo‘ladi. Demak, sistema cheksiz ko‘p yechimlarga cga bo‘ladi,
bunda ulardan ayrimlari nolga teng bo‘imaydi.

4-teorema. n noma’lumli » ta chizigli bir jinsli tenglamalar
sistemast nolga teng bo‘lmagan yechimga ega bo‘lishi uchun sistema
matrisasining determinanti nolga teng bo‘lishi, ya'ni det4=0 bo‘lishi
zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. Agar det 40 ( yoki r=n) bo‘lsa, sistema yagona
trival yechimga ega bo‘ladi. Demak, sistema nolga teng bo‘lmagan
yechimga ega bo‘lsa, sistemaning determinanti det 4= bo‘ladi.

Yetaliligi. Agar det4=0 bo‘lsa, r<n bo‘ladi. U holda 3-teoremaga
ko‘ra, sistema cheksiz ko‘p yechimlarga ega bo‘ladi, bunda ulardan
ayrimlari nolga teng bo‘lmaydi.

S-teorema. Agar X, va X, ustun matritsalar (4.20) sistemaning
yechimlari bo‘lsa, u holda bu yechimlarning chizigli kombinatsiyasi

X, +c, X,
ham (4.20) sistemaning yechimi bo‘ladi, bu yerda c,,c, —istalgan haqigiy

sonlat.
Isboti. Teoremaning shartiga ko‘ra,

AX, =0 va 4X,=0.
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U holda istalgan ¢, va ¢, sonlari uchun
¢,AX,=0 dan A(c,X,)=0,
c,AX,=0 dan A(c,X,)=0

bo‘ladi. Bu tengliklarni go‘shamiz:
A(c X,)+ A(c,X,)=0

yoki
A(e,X, +¢,X,)=0.

Demak, X, va X, yechimlaming c¢ X, +¢,X, chiziqli kombinatsiyasi
(4.20) sistemaning yechimi bo‘ladi. Bunda X, va X, yechimlar
Jundamental sistema tashkil qiladi deyiladi.

-x +x, - x,=0,
9-misol. 3x,-x,- x,=0, bir jinsli tenglamalar sistemasini
2x, +x, ~2x,=0
yeching.
Yechish. Sistema determinantini hisoblaymiz:

Lot 1 -

3 -1 -1
2 1 -2

detA= =-2-2-3-2-1+6=-3=0.

Demak, sistema sistema trivial yechimga ega: x, =x, =x, =0.

e
10-misol. {2x,-2x,+ x,+ x,=0, bir jinsli tenglamalar sistemasini

5%, —S5x, - 2x, +4x, =0

x, + x, =0,

yeching.

Yechish. Sistema  matritsasini  pog‘onasimon  ko‘rinishga
keltiramiz:

1

1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
=2 1 1lin->n+-2),~0 0 3 -1 ~
-5 =2 4jr,on+(5r (0 0 3 —l)jr—>r+{-br,

N
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I =1 -1 1} e,>e,+¢, (1 0 0 0)
~0 0 3 -] ¢, te ~0 0 3 —lJc1—>c,,~

0 0 0 Oje,e,+(=Ne (0 0 6 0Jc, ¢
I 00 0] 1 0 6 ¢ 1 060
~l0 -1 3 0 ~[0 =1 0 0fc,»c,:(-1)~{0 1 0 0
o 0 9 0J03~>c,+3c2 W 060 0 00 0

rHA)=2 n=4 r<n

Demak, sistema noiga teng bo‘lmagan yechimga ega. Bunda
yechimlardan ikkitasi bazis o‘zgaruvchilar, golgan ikkita yechim erkin
o‘zgaruvchilar bo‘ladi.

x, =¢,, x, =c, deymiz va

[x —¢ —c,+x, =0,
i 3¢, -x,=0
sistemaga ega bo‘lamiz.

Bu sistema x, =3¢,, x, =¢, — 2¢, yechimga ega.

Berilgan sistemaning umumiy yechimini topamiz:

[ e, —2¢,)
C

X=|
cZ
L 3¢, )

Bu yechimni xususiy yechimlamning chizigli kombinatsiyasi ko‘rinishiga
keltiramiz:

¢, -2, 1 -2
Lol 0 I 0
X= 0 ’+ . =c, 0 +c,
0, { 3 0 3
( ! -2
1 0 . . . .
Bunda X, = 0 va XZ-—i | | Xvsusiy yechimiar yechimlarning
!\0/ \ 3J

fundamental sistemasini tashkil giladi.
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1.4.6, Chiziqli tenglamalar sistemasini
matematik paketlarda yechish

Kompyuterli matematika sistemalari (KMS) yoki matematik
paketlar matematikaning turli masalalarini yechishda keng qo‘llaniladi.
Hozirgi vaqtda matematik paketlarning turli vartantlari yaratilgan:
Maple, MathCAD, MatLAB, Mathematica, Direve.

Chiziqli tengiamalar sistemasini bu paketlardan birinchisida, ya’ni
Maple matematik paketida yechishni gisqa bayon qilamiz. Batafsii
bayon maxsus kursiarda beriladi.

Ax=b tenglamalar sistemasi Maple paketida ikki usuldan biri bilan
yechilishi mumkin.

I-usui: solve buyrug‘i bilan.

Bu buyruq bilan (4.1) ko‘rinishda berilgan chiziqgli tenglamalar
sisteraa yechiladi.

f2x+6y+5z= 0,
11-misal. ! 2x+ 5y + 6z =4, tenglamalar sistemasini yeching,.
Sx+7y+8z=-7

Yechish.

> eq:={2*x + G*y + S*z =0, 2*x + 5*y + 6%z =4, 5*x+ T*y +8*z=-T}:

> solve {eq, {xy,z}};

=1,y=2,z=2}
x=7y+9z=-6,
12-misol. {2x~3y+5z=-3tenglamalar sistemasining umumiy va
Ix+ y+ z=0
bitta xususiy yechimini toping.

Yechish.

>eqi={x -T*y + 9%z =6, 2*x -3*y + §*z =3, 3*x +y+z=0}:

> si=solve {eq, {x.y,z}};

s;:{,‘:_i_&z,y:_&hz,,:z .
S TIRT 11 1

Sistemaning xususiy yechimini topish uchun z o‘zgaruvchiga subs
buyrug‘i bilan tayin giymat berish kerak:
> subs {T=1,s}
{x=1,y=2,2=1}
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2-usud: linsolve(A,b) buyrug ‘i bilan.
Bu buyruq bilan linalg paketidan 4x=4 tengiamaning yechimi
topiladi. Bunda buyrugning argumenti: A -matritsa; b - vektor.
2x+ Ty+13z= 0,
13-misol. {3x+14y +12z=18, tenglamalar sistemasini Gauss usuli
5x+25y+162=39
bilan, Kramer formulalari bilan matritsalar usuli bilan yeching,

Yechish.
1) Sistemani Gauss usuli bilan yechamiz:

> with(LinearAlgebra):
A 1= <<2,3,5>|<7,14,25>|<13,12,16>>;

2 713}
Ar=i3 14 12J
ls 25 16
> b :=<(,18,39>;
fo
b=118
139
> GaussianElimination(4); i
|2 7 13
lio 7 ..EE
3 3
{0 0 -3
7

> GaussianElimination{A,'method'="FractionFree');

[2 7 13
lo 7 ~15
o0 3

>ReducedRowEchelonForm(<A|b>);

Demak,



2) Sistemani Kramer formulalari bilan yechamiz:
> with(Student|{LinearAlgebral):
> d = <<2,3,5>{<7,14,25>[<13,12,16>>;
12 7 13
3 14 12
5 25 16 i

d=

> d:=Determinant(d);

d=~3
> dx1:=<<0,18,39>|<7,14,25>{<13,12,16>>;
‘ 0 7 13/

8 14 12
39 25 16|

dxl =

> dl:=Determinant(dx1};
di =12
> dx2 = <<2,3,5>[<0,18,39>|<13,12,16>>;
2 0 13|
d2=/3 18 12|
l'5 39 16|
> d2:=Peterminant(dx2);
d2:=~9
> dx3 = <<2,3,5>|<7,14,25>{<0,18,39>>;
‘ 2 7 0|
3
dx3 = I 3 14 iSi
t's 25 39

I :
> d3:=Determinant(dx3);

> xi=dl/dsyv:=d2/d;z:=d3/d;
xw=~4 yp=3 zuw—1
3) Sistemani matritsalar usuli bilan yechamiz:
> with(Student{LinearAlgebra}):
> A = <<2,3,5>]<7,14,25>|<13,12,16>>;
2 7 18
A=13 14 12
5 25 16
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> An(-1);

> B 1= <<0,18,39>>;

o]

139

(-4
’:Af 3\
- 1!
linsolve(A,b) buyregiining argumnenti sifatida mos ravishda A va
B matritsalar  olinsa, bu buyrug bilan AX =3 matritsaviy
tenglama yechimini ham topish mumkin.
(13 -1) (13 ~4 6)
14-misol. !0 t —ZJXz 2 4 2\ matritsaviy tenglamani
0

> Xi=AN-1).B;

-2 ssj

yeching.
Yechish.
> with(Stadent{L.inear Algebral):

> A 1= <<1,0,1>]<3,1,-1>]<-1,-2,0>>;

I3 -N
A=10 1 »-2}
ooy

> AT =AM

(2.1 5
l7 72 7
“
ar=l2 J1 2
7 071 7
v .4 1
7 7 7
> B = <<}3,2,-2>|<-4,-4,5>|<6,2,5>>;
(13 -4 6
B;:[ 2 4 2
(-2 5 5
\
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> X:=Ar-1).B;

2 3 5
X=[4 -2 0
11 -1

A matritsaming yadrosi deb shunday vektorlar to‘plami x ga aytiladiki,
A matritsaning  bu vektorlar to‘plamiga ko‘paytmasi nolga teng, ya’'ni Ax=0
bo‘iadi. Bunda 4 matritsaning yadrosini topish bir jinsli tenglamalar sistemasi
yechimlarini topishga ekvivalent bo‘ladi.

A matritsaning  yadrosini kernel (A) buyrug‘i bilan topish mamkin.

x+y =0,
4.15-misol. 2y - z=10, tenglamalar sistemasini yeching.
x+43y—-z=0
Yechish.
> with(linalg):
> A =array ({[1,1,0],]0,2,-1},[1,3,-11])
‘11 0
A={0 2 -1
i3 -1
> kernel (A) :
{[‘11152'}'
1.4.7. Mashqlar

Tenglamalar sistemasini tekshiring:

X=Xy txy =2, { X =%~ X ==
41§ x+x,-x =, 4.2, < 5x,—x, +2x, = 3,
19X, =Xy + X, =T 4x, +3x;= 4
nt X+ 5x42x,= 1, [ XX, - X, +2x, =1,
43, ) 2x, 4+ X+ 3x,+2x,=-3, 43, P22, =%, + x;~ x, =1,
2x, 4+ 3x, +lx, +5x, = 2. 3%, 4 x, +2x,— x, =8,
X+ X+ 3x,+4x, =-3. % —x, t4x,—5x, =2
Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yeching:
[22,+ x,+3x,=-13, [3x, + 2x, ~3x, = -1,
45. 8 x +2x,— x,= -2, 4.6. Jle i % +2x, = 4,

1
3x 4 x,—4x,= 7. |x =35+ x,= 9
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X, +2x%, %, —2x, = -4,

Xn+x,+3x,=1,

4.7

.9 o
1 2x, +¥%- x, = 0,
L3x1 + x, +4x, =-2.

2x,+3x,— x,~x,= 8,
49 3x,+ x,— x,+x,= 8§,
x— X+ x,-x,= 0,

35, +7x,~3x, —x, =16.

2%, +x, + x,= 4,
X, — X, +2x, +2x, = 1
4.8. ! 2 3 ) 3
X, +3x, +2x, =5,
3x. —x, +2x, = 3.
x —2x, —3x, + S5x,=-1,
4.10. 2x, 3%, + 2x, + 5x,=-3,
5x,~7x, +Sx, +10x, = -8,
X~ X, +5x, ==2.

Tenglamalar sistemasini Jordan-Gauss usuli bilan yeching:

{ X +6x,+3x,=2],
4.11. ‘=4xl+8x1+ x, =18,
13x, +5x, +4x, =33.

,r X, +3x, + x,=-2,
4.42. {3x, -2x, +3x, = 5,
4x, 43x, +5x, = L

Tenglamalar sistemasini LU yoyish asosida yeching:

3x, = Tx, ~2x, =17,
413, {-3x,+5x, + x, = §,
6x, —4x, = 2

1[ X = X, +2x, = 0,
415, x, ~3x, + x, =5
[3){:1 +7x, +5x, = 7

X —2x,+ x, =3,
4,14, {—Ax, +5x, +2x, =0,
6x, -9, + x, =6.

{x, —3x,42x, = 1,
4.16. ]' n-2, =1
! 2x, =3x, = -3.

Tenglamalar sistemasini matritsalar usuli bilan yeching:

X, +2x, =%, = 3,
4.17. 2%, —-x, +2x, =),
x+3x,—x, =6.
n+2x,+ x,= 8§
4,19, ¢ x, +2x, +3x, =10,
2%, —3x, —4x, =—4.

1.4.20. ¢ x,+2x,+ x,= 2

2x + X = ¥ = 2,

1.4.18. {2x +2x, -3x, =3,
l X, +2x, = 2x, =-5.
2x,+7x, - x,=10,

x
13%, = 5x, +3x, = ~5.

Tenglamalar sistemasini Kramer formulalari bilan yeching:

421, (A=
5x,+2x; =1L

% +2x, +3x, = 5,

4.23. {3x,—-2x, +3x, =—1,

12x +3x, ~2x, = 8
X, +2x,43x, = 6,
9,

4.25. J4x, +5x, +6x,
l?xl +8x, =

1l

5 v+7 (. =
1.4.22. { 7%= 1

16x, +4x, =10.
2x,~Zx,+ x,= 8,

1.424. { x +3x,+ x,=-3,
| 3% +2x, —2x, =-5.

ax + ax, + x, =Y,
fax + an+ x =1

1.426. { x+a's,+ x,-a,

X 4+ axytax; =1



Bir jinsii tenglamalar sistemasini yeching:

[2x, +3x, +2x, =0, [3x,— x, +4x,=10,

4.27. 1.4.28.
13}:, - x,+3x,=0. 15xX +3x, +3x, =0.
[3x+ x,+2x,=0, {2x,+3x,+ x,=0,
4.29. { x,+2x,-3x, =0, 1.4.30. {3x, —2x, +3x, =0,
S5x,+5x, ~4x; =0. 4x +3x,+5x, = 0.
X, +3x, —6x; +2x,=0, ¥ = X —2x%+ 3x, =0,
431, |2~ wrdm =0, 1432, ) 228 - 4n=0,
3x,—2x2+2x;—2x‘ =) X, —4x, + 13+10x4 =0
(2%, + x, +4x,+8x, =0. 2n+ 5-2%— x,=0.

Bir jinsli tenglamalar sistemasining fundamental yechimlari sistemasini
toping:

X=X+ X —%, =0, X4 3% %= ¥ =0,
4.33.{2x, +x,+ x,+x,=0, 1.4.34. {2x. —x, + x, =0,
4x, —x, +3x, —x, =0. x; +10x, —4x, —3x, =0.

Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan, Kramer formulalari bilan
matritsalar usuli bilan Maple matematik paketida yeching:

Sx,4+8x; — x,=-2, J x +2x%, + x,= 0,
4.35. 5 x, +2x, +3x, =4, 1.4.36. { 3x, —5x, +3x, =11,
2x, —3x, +2x, = 3. {2.“ +7x,— x;=-3.
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VEKTORLI ALGEBRA
ELEMENTLARI

2.1. VEKTORLAR

Vektor nisbatan  yangi  matematik
tushuncha hisoblanadi. «Vektor» terminining
o‘zi 1845-yilda Uilyam Rouen Gamilton
tomonidan kiritilgan.

Vektor tushunchasiga son qiymati va
yo‘nalishi bilan xarakterlanuvchi obyektlar
bilan ish ko‘rilganida duch kelinadi. Bunday
obyektlarga kuch, tezlik, tezlanish kabi fizik
kattaliklar misol bo‘ladi.

Vektor matematikaning turli bo‘limlarida,
masalan, elementar, analitik va differensial
geometriya bo‘limlarida qo‘llaniladi. Vektorli
algebra fizika va mexanikaning turli
bo‘limlariga, kristallografiyaga, geodeziyaga
tatbiq gilinadi. Vektorlarsiz nafaqat klassik
matematikani, balki boshqa ko‘plab fanlarni
tasavvur gilib bo‘lmaydi.

2.1.1. Asosty tushunchalar

Tayin uzunlikka va yo‘nalishga ega
bo‘lgan kesma vektor deb ataladi.

Vektor 4B yoki a bilan belgilanadi.
Bunda 4 nuqtaga vektorning boshi deyilsa,
B nuqtaga uning oxiri deyiladi.
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OA=a va OB=h vektorlarga qurilgan 04CB parallelogrammning
diagonal vektorlari bu vektorlarning yig‘indisidan va ayirmasidan iborat
bo‘ladi (4-shakl).

2-shakl. 3-shakl.

a vektorning A+0 songa ko ‘paytmasi deb, a vektorga kollinecar,
uzunligi |1{-]@] ga teng va yo‘nalishi 1>0 bo‘lganda & vektor
yo‘nalishi bilan bir xil, A<0 bo‘iganda @ vektor yo‘nalishiga garama-
qarshi bo’lgan Aa vektorga aytiladi.

Vektorni songa ko‘paytirishning bu ta‘rifidan quyidagi xossalar
kelib chigadi:

I-xossa. @ (a+0) va b vektorlar kollinear bo‘lishi uchun 4 = iz
bo‘lishi zarur va yetarli, bu yerda 2 -birorta son;

2-xossa. a=\al-a'(a=0), ya'ni har bir nol bo‘imagan wvektor
uzunligi bilan ortining ko‘paytmasiga teng bo‘ladi.

Vektorlar ustida chiziqli amallar ushbn xossalarga ega.

V. a+b=b+a; 2. (G+bY+E=a+(h +7);
3, d+0=3; 4. G+ (-a)=0;

5 Auay=(A- pa; 6. (A+pu)d=Aa+pa;

7. M@ +b)= Ad + Ab; & 1d=a.

Xossalarning isboti vektorlarni qo®shish va ayirish goidalari hamda
vektorning songa ko‘paytirish ta’rifidan bevosita kelib chigadi.
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Misol tarigasida xossalardan birinchisini isbotlaymiz. AB vektor a
dan va BC vektor 5 dan iborat
bo‘lsin {5-shakl). U holda vektorlarni
qo‘shishning uchburchak xossasiga
ko‘ra 4BC uchburchakda

-z?(:': =d+ g
bo‘ladi.
Parailelogrammning xossasiga
ko‘ra: 5-shakl.

AD=BC, DC=4B .
Vektorlarni  qo‘shishning uchburchak xossasiga ko‘ra, A4ADC
uchburchakda

bo*ladi.
Bundan, G+5=5+4 kelib chigadi. D ~ 4
I-misol. ABCD to‘g'ri
to‘rtburchakning tomonlari
AB=3, 4D=4. M-DC  tomonning _
o‘rtasi, N-CB tomonning o‘rtasi (6- .
shakl). AM,AN.MN vektorlarni mos 7
ravishda 48 va 4D tomonlar bo‘ylab
yo‘nalgan 7 va j birlik vektorlar orqali 4 : P
ifodalang, 6oshakl.

Yechish. a=|aj-a bo‘lishini hisobga
olib, topamiz:
AB=|AB|-T=3, AD=|AD| j=4].
6-shaklga ko‘ra,

DM =mc=L1pc-1
2 2

1B=37, BN=WNC=1BC-Lup=2j.
2 2 2
Vektorlarni qo*shish qoidasi bilan topamiz:
Aﬁi:?ﬁ+bﬁ=4}+%?; AN = 4B+ BN =37 + 2],
WN=W+EV=W—N_“C=%?—21
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2.1.3. Vektorning o‘gdagi preeksiyasi

Sanoq boshini aniglovchi nugtasi va birlik vektori berilgan to‘g‘ri
chiziqqa o‘q deyiladi.

¢ birlik vektor va O nuqta / o‘gni bir giymatli aniqlaydi.

M nuqtadan | o‘qga tushirilgan 44, perpendikulyaming 4,
asosiga A nugtaning 1 o'qdagi proeksiyasi deviladi (7-shakl).

AB  (AB#0) ixtiyorly vektor
bo‘lsin. 4, va B, bilan mos ravishda /'B
AB vektor boshi va oxirining / o‘qdagi yd
proeksiyalarini belgilaymiz.

AB, vektorga AB vektorning |
o ‘qdagi tashkil etuvchisi deyiladi.

4-ta’rif. 4B vektorning | o'qdagi _.¢
proeksiyasi deb + 4B,| songa aytiladi ¢
va Pr,4B bilan belgilanadi. Bu son
A,B, tashkil etuvchi va 7 o‘q bir tomonga yo‘nalgan bo‘lsa musbat

ishora bilan, aks holda manfiy ishora olinadi (7-shak!).
Demak,

7-shakl

Prlxé'_“iiﬁ!-

5-ta’rif. a vektor bilan uning /o‘qdagi tashkil etuvchisi a vektor
orasidagi ¢ burchakka a vektor bilan 10 ‘q orasidagi burchak (ikki a va
@ vektor orasidagi burchak) deyiladi. Ravshanki, 0<¢ <7z (8-shak}).

Vektorning o‘qdagi proeksiyasining asosiy xossalari bilan
tanishamiz.

I-xossa. @ vektorning ! o‘qdagi
proeksiyasi & vektor modulining bu
vektor bilan o‘q orasidagi ¢ burchak
kosinusiga ko‘paytmasiga teng, ya’ni

Pr,azﬁlcosq) .
Isboti. Agar a vektor bilan {o‘q

orasidagi burchak o‘tkir (0 <p< %)

bo‘lsa, 4, tashkil etuvchi va [ o‘q bir 8-shakl.
tomonga yo‘nalgan bo‘ladi.
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U holda

Pr,a=+|a || d|cosg.

Agar 4 vektor bilan 7 o‘q orasidagi burchak o‘tinas (%«pSnJ

bo‘lsa, a, tashkil etuvchi va / o‘q qarama-qarshi tomonga yo‘nalgan
bo‘ladi.
U holda

Pr,a=—|ai|=—|d|cos(x - )= d|cosg.

Agar ¢ :% bo‘lsa, u holda

Plr,:z:O:i&[cos%:]&Icosqo.

Bu xossadan quyidagi natijalar
kelib chiqadi.

1-natija.  Vektorning o‘qdagi
proeksiyasi:

1) vektor oq bilan o‘tkir
burchak  tashkil qilsa, musbat
bo*ladi;

2) vektor o‘q bilan o‘tmas
burchak tashkil gilsa, manfiy bo‘ladi;

3} vektor o‘q bilan to‘g‘ri burchak tashkil gilsa, nolga teng bo‘ladi.

2-natija. Teng vektorlarning bitta o‘qdagi proeksiyalari teng
bo‘ladi.

2-xossa. Bir nechta vektor yig‘indisining berilgan o°qdagi
proeksiyasi vektorlaming shu o‘qdagi proeksiyalari yig‘indisiga teng,
masalan,

Prid+5+¢)=Pra+Prb+Prc.
Ishoti. d =G+b +¢ bo‘lsin.
U holda (9-shakl)
Prod=+|d|=+|d,|+] b |-1¢,
ya’ni
Pr(a+h+C)=Prd+Pr,b+tPrc.
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3-xossa. Vektor skalyar songa ko‘paytirilsa, uning o‘qdagi
proeksiyasi ham shu songa ko‘payadi, ya’ni

Pr,(A@)=A-Pra.
Isboti. Vektorning o‘qdagi proeksiyasining 1-xossasiga ko‘ra,
A>0 da Pr (i) =| Aa|cosp= A|d|cosp =1 - Pr,a.
A<0da Prl(la):ﬁﬁi cos(nt —~@y=-A|dl(—cosp)= A|lajcosp=1-Pr, a.
A=0da Pr(0-2)=0=0-Pra=1-Pra.

3-natija. Vektorlar chizigli kombinatsiyasining o‘qdagi proekstyasi
bu vektorlar o‘qdagi proeksiyasilarining mos chizigli kombinatsiyasiga
teng, masalan,
Pr, (ki + nb)=kPr, @+ nPr,b.

2-misol. ABC to‘g’ri
burchakli uchburchakning
katetlari BA=5, BC=5J3. ABC
uchburchak balandlikiari bo‘ylab
yo‘nalgan  vektorlaming  AC
gipotenuza bo‘ylab yo‘nalgan /
o‘qdagi proeksiyalarini toping. 4 D C 7

Yechish. 10-shakl

£ZBAC =@, £LBCA=y bo‘lsin
deylik.

U holda

BA 5

1
COSQP = — % —p——mm————=—, COSY/ = —— A .
AC [+ (5J3) 2 AC [34 (537 2

9 w(

BC 543 V3

ABC uchburchak balandliklari bo‘ylab yo‘nalgan vektorlar 4B, CB,
BD bo‘ladi (10-shakl). Bu vektorlarning ! o‘gdagi proeksiyalarini
topamiz;

| wn

Pr,Ti—é:{ZE'l-coqu:S-%:

ij

— 3_ts
22

P, EBzH?Dj-cos%—xO.

L]
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2.1.4. Vektorilarning chizigli bog‘ligligi. Bazis

Uch o‘lchovli R* fazoda a,,a,,4, vektorlar berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy
a,,a,,e, sonlarniolamiz va a,4,,a, vektorlardan

d=ad +c,d, +a,a, (1.1

vektorni  tuzamiz. Bunda & vektorga  4.d,,...d, vektorlarning
chizigli kombinatsiyasi, o ,«,,a, sonlarga bu chizigli kombinatsiyaning
koeffitsiyentlari deyiladi.

6-ta’rif. Agar a ,4,,d, vektorlar uchun kamida bittasi nolga teng
bo‘lmagan shundav «,,a,,x, sonlar topilsa va bu sonlar uchun

ad, +a,d, +o,d, =0 (1.2)

tenglik bajarilsa, 4.,4,.d, vektorlar sistemasiga chizigli bog ‘lig vektorlar
deyiladi.

7-ta’rif. Agar (1.2) tenglik faqat o =, =a, =0 bo‘lganda o'rinli
bo‘lsa, &.4,,d, vektorlar sistemasiga chizigli erkli vektorlar deyiladi.

i-teorema. 4 ,d,,a, vektorlar chizigli bog*liq bo*lishi uchun ulardan
hech bo‘imaganida bittasi golganlarining chiziqli kombinatsiysidan
ihorat bo‘lishi zarar va yetarli.

Ishoti. Zarwrligi. Berilgan vektorlar chizigh bog‘liq bo‘lsin. 1
holda  (1.2) tenglik bajariladi, bunda «, (k=1,23) sonlardan kamida
bittasi nolga teng bo‘lmaydi. o, #0 bo'lsin deylik.

U holda

az = H_'Lal -—a,

bo‘ladi, ya'ni &, vektor golgan vektorarning chiziqli kombinatsiyasidan
iborat.

Yetarliligi. Berilgan vektorlardan bittasi, masalan, 4, qolganlarining
chizigli kombinatsiysidan iborat bo‘lsin:

Bundan
o4 +o,d, +{-)a, =0

kelib chigadi, ya'ni (1.2) tenglik «, =—1da bajariladi. Demak, berilgan
vektorlar chizigli bog‘lig.
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7-ta’rifga ko‘ra bitta nol bo‘lmagan & vektordan iborat sistema
chizigli erkli bo‘ladi, chunki o -d=0 tenglik fagat va faqat «=90 da
bajariladi.

Demak, bitta & vektordan iborat sistema fagat va fagat a=0
bo‘lganida chizigli boglig bo‘ladi.

Tekislikdagi vektorlarning chiziqli bog‘liq voki chizigli erkli
bo‘lishi haqidagi masalani qaraymiz.

2-teorema. Ikkita & va a, vektor chizigli bog‘lig bo*lishi uchun
ular kollinear bo‘lishi zarur va yetarli.

Ishoti. Zarurligi. & va a, vektorlar kollinear bo‘lsin. U holda
a,=Aa, bo‘ladi, bundan A4 +(-1)a,=0 yoki a.d +c,d, =0. Demak,
vektorlar chizigli bog‘lig.

Yetarliligi. a, va a, vektorlar chizigli bog‘lig bo‘lsin. U hclda

2
ad +a,d,=0 tenglik a va a, sonlardan kamida bittasi, masalan, e,

noldan farqli bo‘lganida bajariladi. Bundan & =~""a, yoki &, =7a
ai:

kelib chiqadi. Demak, vektorlar kollinear.

Bu teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi.

4-natija. Ikkita 4 va 4, vektor chizighi erkli bo‘lishi uchun ular
kollinear bo‘lmasligi zarur va yetarli.

3-tecrema. Agar ¢ va ¢ biror tekislikning ikkita  kollinear
bo‘lmagan vektorlari bo‘lsa, uholda shu tekislikning istalgan
uchinchi a vektorini bu vektorlar bo‘yicha yagona usulda

d=agé +a,, (1.3)

— A

/

ko‘rinishda yoyish mumkin.

Isboti. Bitta O  nuqtaga
vektorlami  qo‘yamiz:  OE, =é,
OE,=¢, OA=d. A nuqtadan ¢ va

¢, vektorlarga parallel ikkita to‘g‘ri _/
« . - AZ

chiziq o‘tkazamiz.  Bu to‘g‘ri

chiziglar bilan ¢ va &, vektorlar 11-shakl.

yotgan to‘gri chiziglarning
kesishish nuqtalarini mos ravishda 4 va 4, bilan belgilaymiz (11-
shakl).

Tkki vektor vig‘indisi ta’rifiga ko‘ra, OA=04 +A44, bu yerda
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A A=C4, ekani hisobga olinsa
=04 + 04, . (1.4)

¢ va 04 vektorlar kollinear bo‘lgani uchun 04, =& va shu kabi
04, =g, bo‘ladi. Bu tengliklarga ko‘ra, (1.4) tenglikdan (1.3) tenglik
kelib chigadi.

(1.3) yoyilmaning «, va a, koeffitsiyentlari bir giymatli
aniglanishini ko‘rsatamiz. Buning uchun

azﬁlél T ﬁzaz (].5}

veyilma mavjud bo‘lsin deb faraz gilamiz.
(1.5) tenglikni (1.3) tenglikdan hadma-had ayirib, topamiz:

(a, - B)e +(a,~B,)e =0.

Shartga ko‘ra, € va &,vektorlar kollinear emas. U holda 1-narijaga
ko‘ra, ular chiziqli erkli. Shu sababli oxirgi tenglik faqat «, -8, =0 va
a,-8,=0 bo‘lganida bajariladi. Bundan a =8, @,=38,. Demuk,
(1.3) yoyilmaning «, va «, koeffitsiyentlari bir giymatli aniglanadi.

4-teorema. Tekislikdagi har qanday uchta vektor chizigli bog‘liq
bo‘ladi.

Ishoti. & .a,,a, vektorlardan ikkitasi, masalan, 42 va &, kollinear
vektorlar bo‘lsin. U holda 4,=ea, yoki 4, =a,3, +04d,bo‘ladi. Demak,
d,,a,,d, vektorfar chizigli bog‘liq.

a,a,.a, vektorlardan istalgan ikkitasi kollinear bo‘lmasin.

U holda 3-teoremaga ko‘ra a, vektorni

a,=a,d +a,d,,

ko‘rinishda yozish mumkin, Demak, &,.a,,a, vektorlar chizigli bog‘liq.

2- va 4-teoremalardan quyidagi natijalar kelib chigadi.

S-natija. Tekislikdagi chiziqli erkli vektorlar soni ko‘pi bilan ikkiga
teng.

g6—natija. Tekislikdagi vektorlar uchun ko‘rsatilgandagi kabi

fazodagi vektorlar uchun quyidagi xulosalarni ko‘rsatish mumkin:

1) Uchta vektor chiziqli bog'lig ba‘lishi uchun ular komplanar
bo‘lishi zarur va yetarli;

2) Uchta vektor chizigli erkli bo‘lishi ochun ular komplanar
bo‘lmasligi zarur va yetarli;
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3) Agar &,¢,,é, vektorlar komplanar bo‘lmasa, u holda istalgan 4
vektor bu vektorlar bo‘yicha yagona ko‘rinishda ycyilishi mumkin,
ya’ni

d=qé +a.e +ag,, (i.6)

4) Uch o‘ichovli fazodagi har ganday to‘rita vektor chizigli bog'liq
bo‘ladi;

5) Fazodagi chizigli erkli vektorlar soni ko‘pi bilan uchga teng.

Tekislikdagi buzis deb, istalgan ikkita chizigli erkli vektorga aytiladi.

5-natija va 3-teoremaga ko‘ra, tekislikdagi istalgan & vektorni &,2,
bazis bo‘yicha yagona ko‘rinishda yoyish mumkin, ya’'ni

d=agf +a,é,. .7y

(1.7) tenglikka a vektorning ¢ .2, bazis bo'yicha yoyilmasi, «a,.a,

sonlarga 2 vektorning .2, bazisdagi affin koordinatalari deyiladi va
a={o;a,} deb yoziladi.

Fazodagi bazis deb, istalgan uchta chiziqgii erkli vektorga aytiladi.

6-natijada Kkeltirilgan xulosalarga ko‘ra, uch o‘lchovii fazodagi
istalgan @ vektorni ¢,¢,,¢, bazis bo‘yicha yagona ko‘rinishda yoyish

murkin, va’ni
A=0@ + 0,8, + 02, (1.8}

Bunda «,a,,a, sonlar & vektoming ¢&,¢,,é, bazisdagi affin
koordinatalari bo‘ladi, ya'ni d={c;a,;a,}.

3-misol. Uchburchakli muntazam piramidada A48,4C,4AD- 4
uchning qirralari, DO~ p uchdan tushirilgan balandlik (12-shakl). Agar
€,€,,¢, mos ravishda 4B ,AC,4D qirralar bo‘ylab yo'nalgan vektorlar

bo‘lsin. DO vektoming é,é,,2, bazis bo‘yicha yoyilmasini toping.
Yechish. Vektorlarni songa ko‘paytirish amalining xossasiga ko‘ra:

AB=Ag, AC=AZ, AD=AgZ,,
bu yerda 1,4,.4, --hagqigiy sonlar.
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Piramidaning bir uchidan chiqgan qirralarida yotgan &, ,¢,
vektorlar komplanar emas. Shu sababli DO vekiomi &, bazis
bo‘vicha yovish mumkin.

Piramida muntazam bo‘lgani uchun
uning balandligi asosining medianalari
kesishish  muqtasiga tushadi, ya’ni
O —uchburchak medianalarining kesishish
nugtasi bo‘ladi.

Vektorlarni go‘shish qoidasiga ko‘ra

O

DO = DA+ AO.

Bunda M

25 2 AB+AC 5
3 3

). 12-shakl.

DO=-A¢, + %(A,Ek +A8,).

2.1.5. Dekart koordinatalar sistemasida vektoriar

Fazodagi bazis sifatida o‘zaro perpendikular bo‘lgan 7,7,k birlik
vektorlarni olaylik. Bunday bazis
ortonovmallashgan  bazis  deyiladi.
Bunda 7,J,kvektorlar bazis ortlari M
deb ataladi.

Koordinatalar  boshidan mos M
ravishda 7,7,k bazis  ortlari a
yo‘nalishida o‘tkazilgan Ox,0y,0z
o‘glarga koordinata o‘glari deyiladi.
Ox,0v,0z o‘glardan tashkil topgan / o j My Y
Oxyz koordinatalar sistemaga to'g‘ri ; o
burchakli (yoki dekart) koordinatalar / M, N
sistemasi deyiladi. N

Fazoda ixtiyoriy a vektorni olib, 13-shakl.

z
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uning boshini koordinatalar boshiga keltiramiz, ya’ni a=0M vektorni
hosil gilamiz (13-shakl).

a@ vektorning koordinata oq‘laridagi proeksivalarini topamiz.
Buning uchun OAf vektorning oxiridan koordinata tekisliklariga parallel
tekistiklar o‘tkazamiz va ularning koordinata o‘qlari bilan Kesishish
nuqtalarini mos ravishda M,, M,, M, orqali belgilaymiz. Bu tekisliklar

koordinata tekisliklari bilan birgalikda diagonallaridan biri OM vektor
bo‘lgan to‘g‘ri burchakli parallelepipedni hosil giladi.
Bunda

Pr,d=|OM.|, Pr,d=|OM.|, Pr.d=|0OM,|.
Bir nechta vektorlarni qo*shish qoidasiga ko‘ra,
d=0M. + M\N + NM .
Yoki M,N=0M., NM =OM:ni hisobga olsak,

d=0M,+0M:+0M,. (1.9)
Shunindek,

OM, =|OM:|-T, OM.=|0M:|- 7, OM; =|OM.|-k. (1.10)

a=0OM vektorning koordinata o‘qlaridagi procksiyalarini mos
ravishda a,.a, va a, orqali belgilaymiz, ya’'ni |OM|=a,, |OM:|=a,,
[OM:i|=a..

U holda (1.9) va (1.10) tengliklardan topamiz:

d=aitaj+ak. 1D

(1.11) tenglik @ vektorning 7,7,k bazis bo‘yicha yoyilmasi deb
yuritiladi. a_,q,,a, sonlarga @ vektoming dekart koordinatalari (yoki
oddiygina koordinatalari) deyiladi va a={a,;a,;a,} kabi yoziladi.

d={aa,a,} vektor berilgan bo‘lsin.

To‘g‘ri burchakli parallelepipedning diagonali hagidagi teoremani

qo‘llaymiz:

|0M|*= | OM.|"+|OM: | +{OM ",
Bundan
|@a’=al +a, +a’
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yoki
l&l:v’;f_Jrajﬂ—af, (i.12)
ya'ni vektorning uzunligi uning koordinatalari kvadratlarining
yig‘indisining kvadrat ildiziga teng.
a vektorning Ox,0y,0z o‘glar bilan tashkil qilgan burchaklari mos
ravishda o, 8,y bo‘lsin (13-shakl). cosa, cosfB, cosy lar @ vektorning

yo ‘naltiruvchi kosinuslari deb ataladi.
Vektorning o‘gdagi procksiyasi 1-xossasidan topamiz:

a =ld|cosa, a, = ajcosf, a,=|dlcosy.

Bundan 4 #0bo‘lganida

cosazaT"\, cosy:—qjv;, cosﬁz—q_’—'-l-. (1.13}
lai |a| |2

{1.13) tenglikdan (1.12) formulani hisobga olib, topamiz:
cos’a +cos’ B+cos’y =1, (1.14)
ya’ni nol bo‘lmagan vektoming yonaltiruvchi kosinuoslari

kvadratlarining yig‘indisi birga teng.
Bundan a° birlik vektorning koordinatalari coso, cosf, cosy
bolishi kelib chigadi, ya’ni a° ={cosa;cos f;cosy}.

4-misol. Uzunligi |d}=2 ga teng vektor Ox,0Oy koordinaia o‘glari
bifan a=60°,8=120"li burchaklar tashkil qiladi. a vektcrning
koordinatalarini toping.

Yechish. Vektorning o‘qdagi proyeksiyasining 1-xossasisiga ko‘ra:

1
a, = a|cosa =2cos60° =2-E:I;

a, ={d|cos B =2cos120° =2-(—~J=—1.

Vektorning uzunligini topamiz:
2o fivira,
Bundan
a' =2 yokia =+2,a, =—2.
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Demak,
G={1:-52} yoki a={l-4-2}.
@ va b vektorlar koordinatalari bilan berilgan bo‘lsin:
d=ai+ajrak, b=bi+bjt+bk.

Vektorning o‘gdagi proeksiyasining xossalariga ko‘ra:

atb=(a, +b)i+(a,+b)j+(a, bk, 1.15)
Aa=Aai+Aa,j+Aak, (1.16)
al-_-b[’
a=h & {a =b, (i.17)
la,=b,.
Shunday qilib,

{) vektorlar qo‘shilganida (ayrilganida) ularming mos koordinatalari
qo‘shiladi (ayriladi);

2) vektor songa ko‘paytirilganida uning barcha koordinatalari shu
songa ko‘payadi;

3) teng vektorlarning mos koordinatalari teng bo‘ladi va aksincha.

S-misol. a=-4i —2j +4k vektor berilgan. Bu vektorga qarama-qarshi
yo‘nalgan, Kkollincar va uzunligi j6]=9 bo‘lgan vektorning

koordinatalarini toping.
Yechish. b vektorning koordinatalari b.5,,6,, ya’'ni b={b b b}
bo‘Isin.
@va b vektorlar kollinear bo‘lsa a=4% bo‘ladi, bu yerda A -biror
son.
U holda ikki vektorning tengligi shartidan
b =Aa, b =Aa, b =Aa,
yoki
b, =44, b =—24, b, =4A.

Bu koordinatalarni va 5 vektorning uzunligini hisobga olib,
topamiz:

VIGAE + 44 1164 =9, +61=9 yoki A=+
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vab vektorlar qarama-qarshi vo‘nalgani uchun A4<0, ya'ni

3
A=-2
2

Demak, b = {6;3;-6}.
Koordinatlar boshiga go‘yilgan va oxiri M nugta bo‘lgan 7 =0M
M nugtaning radius vektori deyiladi. M(x;y;z) nuqta radius

vektorga |
vektorining koordinatalari r = {x;y;z} bo‘ladi.
Boshi #(x;;y,;z,) nugtada va oxiri B8(x,,y,;z,) nugtada bo‘lgan
AB vektorni qaraymiz. 4 va B A
vektorlarini  nros
4
' B

nugtalarning radius
ravishda 7 ={(x;:y;z} va r,={x,;y,:2,)

bo‘ladi.
14-shaklga ko‘ra, 4B=7 7.
Bundan (1.15) tenglikka asosan

_Aﬁ:(xz "‘xl)i:“f‘()’z —yl)j“f(% _zl)k

(1.18)

A—B = {xz —AY, TV Zl}
Shunday qilib, vektorning
uning va  boshining mos koordinatalari

koordinatalari
(1.18) tenglikdan 4B vektorning modulini topamiz:

yoki
14~-shakl.

oxirl

ayirmasiga teng,

[AB|=y(x, ~x Y + (0, - ».)' +(z, - 2,)" .
4B vektorning uzunligi 4 va B nuqtalar orasidagi masofani
anigqlaydi. Shu sababli (1.19) tenglikka ikki nugta orasidagi masofani

Parallelogrammuning uchta ketma-ket uchi berilgan

topish formulasi deyiladi.
A=130), B(-2-53), C(0;-11). BD diagonal uzuniigini toping.

6-misol.
Yechish. Parallelogramm D uchning x;y;z koordinatalarini
parallelogramm uchun 4D =BC ekanidan aniglaymiz. 4D va B
vektorlarmi (1.18) formula ko‘rinishida yozamiz:
/Tﬁ:{x+l;y—3;z—l},
BC = {0 (-2):-1- (-5)1 ~ 3} = {242},
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U holda 4D=BC tenglikdan x+1=2, y-3=4, z—1=-2, ya’ni
D(1;7,-1) bo‘lishi kelib chiqadi.  BD vektorning koordinatalarini
topamiz:

BD = {1 —(-2);7 ~ (-5);-1 = 3} = {3;}12,—4}.
U holda

| BD|= /3% +12* + (-4)’ oI 16 13,

A(x;;y,52) va B(x,;y,;z,) nuqtalarni tutashtirovchi kesma berilgan
bo‘lsin. 4B kesmani berilgan A>0 nisbatda bo‘luvchi, ya'ni gzﬂ.
tenglikni ta’minlaydigan C(x;y;z) nuqtani topish masalasini yechamiz.

Masalaning shartiga ko‘ra, 4C vaCB vektorlar kollinear, ya'ni

AC=ACB.
U holda

E={x—xl;y—y,;z—zl}, @: {xl —-xy, —yiz, -z}
inobatga olinsa,
x=x,=Ax,—x), y-y,=My,-¥) z=-2z=A(z,~2).
Bu tengliklardan x,y,z larni topamiz:

ot Ax oyt z_zl+A.zl (120

1+4 > YT 04 144

(1.20) formulaga kesmani berilgan A nisbatda bo ‘lish formulasi
deyiladi.

(1.20) tengliklardan A =1 da kesma o‘rtasining koordinatalarini
topish formulalari kelib chigadi:

_X%5 T _Atn _AHta -
X=Toh, yEm, 2 7 (1.213
I-izoh. Tekislikda yotuvchi 48 kesma uchun (1.20) va (1.21)
formulalar quyidagi ko‘rinishlamni oladi:

x, + Ax »+ Ay
=% 2 :__'___1_’ 1.22
e YT (1-22)
X +x »ty
=T =21 772 1.23
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7-misol. A(%5) va B(49) nuqtalami tutashtiruvchi 4B kesmani
AC:CB=1:3 nisbatda bo‘luvchi C nuqtaning koordinatalarini toping.

Yechish.Masalaning shartiga ko‘ra, 1= % C(x;y) nuqtani

(1.22) formulalar bilan topamiz:

2+ ! -4 5 5+ ! -9 5
142 2 14— 2
3 3
2.1.6. Mashqlar

1. Agar |G+bja—4| bo'lsa, @ va b vektorlar qanday sharini
ganoatlantiradi?

2. |&|=13, |b|=19 va |d+b|=24 bo‘lsa, |4-5] ni hisoblang.

3. Agar M--4R kesmaning o‘rtasi bo‘lsa, fazoning ixtiyoriy Onuqtasi
uchun 5547:%(5.71 +OB) tenglikni isbotlang,

4. 4D BE,CF kesmalar 4BC uchburchakning medianalari bo‘lsa,
AD+ RE+CF =0 tenglikni isbotlang.

8, AN - ABC uchburchakning bissiktrisasi. 4B=a, AC =%, |al=2,
|Bj=1bo‘lsa, 4N vektorni toping.

6. ABCD teng yonli trapetsiyada ZDAB=60°,| AD | DCHC5f=2,
M,N-mos ravishda DC va BC tomounlarning o‘rtalari. NM vektorni mos
ravishda 4B va 4D tomoniar bo‘ylab yo‘nalgan 7 va 7 birlik vektorlar orgali
ifodalang.

7. O nuqtaga OA=a va OB=h vektorlar qo‘yilgan. 40B burchak
bissekirisasida yotuvchi biror OM vektorni toping.

8. 4BCD parallelogrammda 4B=a va 4D=§, M- parallelogramm

diagonaltarining kesishish nuqtasi. 44, MB vektorlarni & va & vektorlar orqali
ifodalang.

8. m ning qanday giymatida & ~d-mb va d=—v3a+6b vektorlar kotlinear
bo*ladi?

10. Biror bazisda a={m—12}, 5 =(3;mé} vektorlar berilgan. & va b vektorlar
kollinear bo‘lsa m va n ni toping.
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11. 4BCD to‘g‘ri burchakli trapetsiya asoslari {4Bl=4 va |CD|=2 va
ZABC=45". 4B, 4D, DC, AC vektorlarning CB vektor bilan aniglanuvchi o‘qqa
proyeksiyalarini toping.

12. 4BC teng tomonli uchburchakning tomonlfari 2J3 ga feng,
AD,BF,CE ~uchburchakning balandliklari. 45, BC, €4, AD, BF, CE
vektorlarning £BAC  burchak bissiktrisasi bo‘ylab yo‘naigan / o‘qqa
proyeksiyalarini toping.

13. 4BCD parallelogrammda P va Q mos ravishda BC va ¢D tomonlarning
o‘rialari. Bazis vektorlar &, = 4D va ¢, = 48 bo‘lsa, PQ vektorni bu bazis
bo‘yicha yoying.

14. OACB to‘g'ri to‘rtburchakda M va N mos ravishda BC va 4C
tomonlarning o‘rtasi. OC vektorning OM =G va ON=F5 vektorlar bo‘yicha
bazisga voying.

15. 4BCD piramidada » va @ mos ravishda 4D va RC qgirralarning o‘rtasi.
Bagzis vektorlar & = 4B, é, = AC va & = AD bo‘lsa, PQ vektorni bu bazis bo‘yicha
yoying.

16. OA4BC ftetraedr berilgan. 04,08,0C vektoslardan iborat bo‘lgan
bazisda OF vektorni toping, bu yerda F —asos medianalarining kesishish nugtasi.

17. Tekislikda wuchta a&={3-2}, b={-21} va ¢&={7.—4} vektorlar
berilgan. Har bir vektorning qolgan ikki vektor bo‘yicha yoyilmasini toping.

18. & ={210}, b ={L:-1:2}, #={2:2-1} vektorlar bazis tashkil gilishini
ko‘rsating. d ={3,7,~7} vektorning shu bazis bo*yicha yoyilmasini toping.

19. a={-1,5-2} va b= {2,133} vektor berilgan. 33~25 va m;-a+ ;3
vektorlarning koordinata o*qlaridagi proeksiyalarini toping.

20. a={-12}, &={~2-31} vaé={0,-3~2}vektorlar berilgan. -23+36-¢
va 3i-2b-2¢ vektorlarning koordinata ofglaridagi proeksiyalarini toping.

21. Tomonlari  &={-10;7} va & =1{5-4-5} vektortarga qurilgan
parallelogramm diagonallarining uzunliklarini toping.

22 4B={2%64) va AC={42-2} bo‘lsa, 4BC uckburchakning Cp
medianast uzunligini toping.

23. Fazoda M nugtaning radius vektori koordinata o‘qlari bilan bir xil
burchak tashkil giladi va uzunligi 3 ga ieng. M nugtaning koordinatalarini toping.

24. a vektor Oxva OZo‘glari bilan mos ravishda 60°va 120°li burchak
tashkil giladi. Agar | d |= 4bo*lsa, bu vektorning koordinatalarini toping.
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25. Agar 4 ={2;-11} vekforning boshi 4(3;-2;-4} bo‘lsa, uning oxirining
koordinatalariai toping.

26. Agar a={24,~1; vektorning oxiri 3(-1;3;~4}bo‘lsa, uning boshining
koordinatalarini toping.

27. A va B nugtalar berilgan. 4B vekiorning ortini toping:
1) A(-4;-9:6), B(8:6:-10); 2) A(6:-19), B(2—4:-3).

28. A(2-1.0), B(i—-1;2), C(0:5:3) nugtalar berilgan. 3= 4B-CB vektorning
ortini toping.

29, a=1{23}, b={1;-3}, &={-1:3) vektorlar berilgan. ¢ ning qanday
qiymatlarida m=d+eb va #=d+3é vektoriar kollinear bo*ladi.

39. a=167 - 127 +15k vektor bilan bir xit yo‘nalgan va uzuniigi |5|=15 bo‘igan
vektorning koordinatalarini toping.

31. Uchlari  4(-1-3), B(2-3), C(21) bo‘lgan uchburchakning perimetrini
toping.

32. Uchlari 4(=3:-3), B(-1:3), C(1-1) bo‘lgan uchburchakning to‘g i
burchakli ekanini ko‘rsating,

33. Uchlari 4(211), B(-11), C(-3;2) nugtalarda bo‘lgan uchburchakka tashqi
chizilgan aylananing markazini va radiusini toping.

34. M (-1;-2) va M,(3:4) nuqgtalar berilgan. MM, to‘g'ri chiziqda yotuvchi va
M, nuqtaga nisbatan M, nuqtaga 3barobar yagin bo‘igan #/(x; y) nuqtani toping.

35. Uchlari A(1;4), B(-5.0), C(-2:-1)nuqtalarda bo‘lgan uchburchak
medianalarining kesishish nugtasini toping.

36, Parallelogrammning uchta ketma-ket A(-6;-4), 8(-4:8), C(-15)uchlari
berilgan. Parallelogrammning  to‘rtinchi uchini toping.

37. Uchlari 4(4;1;,-3), Bil:4;-2), C(1:10,~8) nugtalarda bo’igan 4BC
uchburchakning 4D medianasi uzunligini toping.

2.2.VEKTORLARNING KO‘PAYTMALARI

2.2.1. Tkki vektorning skalyar ko‘paytmasi

Skalyar ko ‘paytmaning ta'rifi

-ta’rvif. Jkki a va b vektorning skalyar ko'paytmasi deb bu
vektorlar uzunliklari bilan ular orasidagi burchak kosinusi ko‘paytmasiga
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teng songa aytiladi va u ab (yoki a-b yoki (a,b)) kabi belgilanadi, ya’ni
ah = a@l-|b|-cosg, 2.1

bu yerda ¢-a va b vektorlar orasidagi burchak (bunda vektorlarning
boshi bir nuqtaga qo“yiladi).
(2.1) formulani boshqa ko‘rinishda yozish mumkin.

Ma’lumki,
Pr,d={d|cosp va Pr, b=blcosp.
Bundan
ab=a|-Pr,b 2.2)
yoki
ab b |-Pr.d, 2.3)

ya’ni ikki vektorning skalyar ko‘paytmasi ulardan birining moduli bilan
ikkinchisining birinchi vektor yo‘nalishidagi o‘qqa proeksiyasining
ko‘paytmasiga teng.

Skalyar ko ‘paytmaning xossalari

1-xossa. Ko ‘paytuvchilarning o ‘vin almashtirish Xossasi:
ab =ba.
Isboti. @b ~4a)-\bicos(a,b)=|b-|d|cos( ) =ba.
2-xossa. Skalyar ko ‘paytuvchiga nishatan gurunlash xossasi:
(Ad)b = A(ab).
Isboti. (2.2) formulaga ko‘ra, (44)b =| b |-Pr,(Ad). Vektorning o‘qdagi

proeksiyasining 3-xossasiga asosan Pr,(1d)=A-Pr, |al.
Bundan

(Ad)k =|b|-Pr,(Ad) = A-|6|-Pr; | Gl= A -(16| Pr, | &]) = A(ab).
3-xossa. Qo 'shishga nisbatan tagsimot xossasi:
a(b +¢)=ab +ac.
Isboti. Vektorning o‘qdagi proeksiyasining 2-xossasiga ko‘ra,
Pr,(b+&)=Pr,b +Pré.
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Demak,
a(b ~ )= @) -Pr,(b + &) al{Pr,b + Pr,0) =
=|d)-Pr,b+|a@|-Pt,G =ab +ac .
4-xossa. Agar & va b vektorlar perpendikuiar bo‘lsa, u holda
vlarning skalyar ko‘paytmasi nolga teng bo‘ladi. Shunindek, teskari
tasdiq o‘rinli: agar @b =0 (| a}=0,|b#0) bo‘lsa, u holda 15 bo‘ladi.

Xususan: 7 -j=j-k=k-i=j-i=k-j=i-k=0.

Isboti. 7 1 5bo‘lganda cosg =0 bo‘ladi. Bundan b =0.
ab=0 (d£0,5%0) bo‘lsa, cosp=0 bo‘ladi. Bundan ¢=i;-, ya'ni
Glb.

5-xossa. Vektorning skalyar kvadrati uning uzunligi kvadratiga
teng, ya'ni a*=ap.

Xususan: = j* =k*=1.

Isboti. & =a-a=al-|dlcos0” =|al-|dj<al.

1-izoh. Agar a vektorni skalyar kvadratga oshirib, keyin kvadrat
ildiz chiqarilsa, & vektorning o‘zi emas, balki vning moduli hosil

bo‘ladi, ya’ni
Ja* +a|(Ja® = a).

I-misol. |G@}=4, \b1=6,p=(a.b) =§ bo‘lsin. (3G -b)-(2a+4b)

ko‘paytmani toping.
Yechish. Avval 3-xossa yordamida qavslarni ochamiz va keyin
skalvar ko‘paytmaning ta’rifi va xossalaridan fovdalanib, topamiz:

(3d—b)-(2G+ab)=3d-2a—b-2d+3G-4b —b-4b =64 +10ab — 45° =
—2 1 I & PE)
=6|al +10]a{-lb|cos§v—4|b[ =
:6-4Z+10-4-6-%—-4-62=96+120—l44=72.

2-misol.  |d|=4, |b|=3,0= (&':5) = 2?” bo‘lsin. Bu vektorlarga

qurilgan parallelogramm diagonallarining uzunliklarini toping.
Yechish. & va b vektorlarga quriigan parallelogramm diagonallarini
d+b va d-b vektorlar orqali ifodalash mumkin.

95



Skalyar ko‘paytmaning xossalaridan foydalanib, topamiz:

|G+B =@+ B) = +2ab +b* =+|al +2|al bjcosp+[h [ =
=J]6+2-4~3-[—%J+9=*/1—§>

|G—~bl=J(@—b) =a' —2ab+b* =\|a[* -2|a||b|cosp+|b} =

=Vf]6+2-4-3-;—+9=«/3_7.

Koordinatalari bilan berilgan
vektorlarning skalyar ko ‘paytmasi

Ikkita d={a;a,a,} va b={b;b:b} vektor berilgan bo‘lsin.

U holda bu vektorlarmmi 7,7 k birlik vektorlar orqali ifodalab,
skalvar ko‘paytmaning xossalarini va {,j,k vektorlarning skalyar
ko‘paytmalarini hisobga olib, topamiz:

ab=(ai+a,j+ak) (bi+bj+bk)=abii+abij+abik+
+ab Ji+ab jj+apb jk+abki+abki+abkk=

=ab +ab, +ab,.

Demak,
ab=apb, +ab +ab,, (2.4)
ya’ni koordinatalari bilan beriigan  ikki  vektorning  skalyar
ko‘paytmasi ularning mos koordinatalari  ko‘paytmalarining
yig‘indisiga teng.

3-misol. @=1{4-23}, b={1;-20}, ¢={21;-3} bo‘lsin.
(@+3b)-(a-b +¢) ko‘paytmani toping.

Yechish. Avval m=a+3b va i=a-b+¢ vektorlaring
koordinatalarini topamiz:

A=f4+3-1 =2+3.(=2); 3+3-0} = {7;-8:3},
A={d—1+2 —2+2+1 3-0~3}={5,1:0}.
Bundan (2.4) formulaga ko‘ra
MeA=T-5+(-8)143.0=27.
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Skalyar ko ‘paytmaning ayrim tatbiglari
1. Ikki vektor orasidagi burchak

d={a;aa} va b={h;b;b} vektorlar orasidagi ¢ burchak
kosinusini (2.1) va ( 2.4) tengliklardan topamiz:

osp=—2 2.5)

NER
yoki

ab, +ab +ab,

2.6}

CoS@ = 2 2 ? j 2 2 DOl
Ja. ta, va, - \Jb,+b6] +b;

Shu kahi, fazodagi ikki yo‘nalish orasidagi burchak kosinusi bu
yo‘nalishlarming mos (bir nomdagi) yo‘naltiruvchi kosinuslari
ko*paytmalarining yig'indisiga teng:

COS = COsQ, cOs, + cos f, cos 3, + cosy, cosy, . .7

2. Ikki vektorning perpendikulyarlik sharti
z 1 b bo‘lsin. U holda cosp =0 bo‘lgani uchun (2.6) tenglikdan
ab, vab +ab, =90 (2.8)

kelib chigadi.
Fazcdagi ikki yo ‘nalishlarning perpendikularlik shartini
(2.7) tenglikdan topamiz:

cose, cosa, + cos B, cos B, +cosy, cosy, =0. 2.9

3. Vektorning berilgan yo ‘nalishdagi proeksiyasi

(2.3) tenglikdan topamiz:

pra=2l (Pra. 53t (2.10)
SR IRN tal
yoki
/
Pr e a,b; ?&ayby +ab, Pr, B a,b: +ab, +ab, ) 2.11)
’ N Jai+a +a’
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Shu kabi a(x:y;z) vektorning yo ‘naltiruvchi kosinuslari
cosa, cosf3, cosy bo‘lgan | yo ‘nalishdagi (0 'qdagi) proeksiyasi:

Pr,d=xcosa + ycos f+zcosy. 2.12)

4. Kuchning bajargan ishi

MN vektor bilan ¢ burchak tashkil etuvchi F kuch ta’sirida
moddiy nuqta M nuqtadan N nuqtaga to‘g‘ri chiziq bo‘ylab
ko‘chayotgan bo‘lsin (15-shakl).

Fizika kursidan ma’lumki, F kuchning 3N =85 ko‘chishdagi
bajargan ishi

A F|-|S|-cosp yoki A=FS (2.13)

formula bilan aniglanadi.

Demak, moddiy nuqtaning
to‘g‘ri chizigli harakatida o‘zgarmas
kuchning bajargan ishi kuch vektori
va ko‘chish vektorining skalyar
ko‘paytmasiga teng. Bu jumia
skalyar ko 'paytmaning  mexanik
ma’nosini anglatadi.

4-misol. Moddiy nuqta A4(1;-2;2)
nuqtadan B(5~5;-3) nugtaga 15-shakl.

F={2-1;-3} kuch ta’sirida to‘g‘ri
chiziq bo‘ylab ko‘chgan.

Quyidagilarni toping: 1) F kuchning bajargan ishini; 2) F
kuchning ko‘chish yo‘nalishidagi proeksiyasini; 3) F kuchning
ko‘chish yo‘nalishi bilan tashkil gilgan burchagini.

Yechish. Avval moddiy nuqgta ko‘chish vektorini, uning va £
kuchmng u7un11g1m topamiz:

S=AB={4;:-3-5}, |S|="16+9+25=5v2, |F|=Va+1+9=+14.
U holda:

i

®

L

1) A=FS=2-4+(=1)-(=3)+(=3)-(-5) =26 (ishb.);
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FS 26 137 Warmswﬁ
|Fi-1§] sv2-v14 35 ° 35

5-misol. m=a+2b va ii=5a~4b o‘zaro perpendikular vektoriar
bo‘lsin. & va b birlik vektorlar orasidagi burchakni toping.

Yechish. L7 bo‘lgani uchun (a+25)- (5 - 45) =0 bo‘ladi.

Bundan

3) cosp=

5d°+6db-8b>=0 yoki 5|af +6id|-b|cosp—8|bP=0.

@ va b birlik vektorlar bo‘lgani sababli: 5+6cosp~8=0.
U holda

c:osq)—l oki p="=
2 YL Py

2.2.2. IKkki vektorning vektor ko‘paytmasi

Vektor kopaytmaning ta’rifi

Agar uchta vektordan qaysi biri birinchi, qaysi biri ikkinchi va
qayst biri uchinchi ekani ko‘rsatilgan bo‘lsa, bu vektorlarga tartiblangan
uchlik deyiladi.

Tartiblangan uchlikda vektorlar joylashish tartibida yoziladi.

o‘ng uchlik z €} chap uchlik

16-shakl.

Agar komplanar bo‘lmagan vektorlar tartiblangan uchligining
uchincht vektori uchidan qaralganda birinchi vektordan ikkinchi
vektorga gisqa burilish soat strelkasi yo‘nalishiga teskari bo‘lsa, bunday
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uchlikka o ‘ng uchlik, agar soat strelkasi yo‘nalishida bo'lsa chap uchlik
deyiladi (16-shakl),

2-ta’rif. @ vektorning b vektorga vektor ko ‘paytmasi deb quyidagi
shartlar bilan aniglanadigan ¢ vektorga aytiladi (1 7-shak!):

1) & vektor a va b vektorlarga perpendikular, ya’ni & £ d va & L 5;

2) ¢ vektoming uzunligi son jihatidan tomoniari & va b
vektorlardan iborat bo‘lgan parailelogrammning vuziga teng, va’ni
\Eid@j-ih|sing, buyerda ¢=(a,b);

3) 4,5,¢ vekiorlar o‘ng uchlik tashkil qiladi.
a vab vektorlarning  vektor ko‘pavtmasi dxd yoki [7,5}
kabi belgilanadi.

E=dxh

D 5
b {€)=d i b]sing
4

O F e}

e

R

17-shakl.

Vektor ko‘paytmaning xossalari

I-xossa. Ko‘paytuvchilarning o‘rinlari almashtirilsa vektor
ko‘paytma ishorasini qarama-qarshisiga o‘zgartiradi, ya’ni

dxb=-bxa.

Isboti. Vektor ko‘paytmaning ta’rifiga ko‘ra, @x 5 va b x a vektorlar
bir xil uzunlikka ega (paralielogrammning yuzi o‘zgarmaydi), kollinear,
aamo qarama-qarshi yo‘nalgan, chunki  &,5,Gxb vektorlar ham,
b,d,b xa vektorlar ham o‘ng uchlik tashkil qifadi.

Demak,

dxb=-bxd.
2-xossa. Skalyar ko ‘paytuvchiga nisbatan guruhlash xossasi:
(Md)xb=Maxh).
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Isboti. A>0 bo‘lsin. U holda (id)xh va A(@xb) vektorlar G va 4
vektorlarga perpendikuiar bo‘ladi, chunki 4, Aia va G vektorlar bir
tekislikda yotadi. Shu sababli (id)xbva A(G@xb) vektorlar kollinear.

Shuningdek, bu vektotrlar yo‘nalishdosh (A wva & vektorlar
vo‘nalishdosh) hamda ular bir xil uzunlikka ega:

|(Aa@yx b= 4211 b |sin((id), b)) =11} 1b |sin(@.b),
| A@xh)|=A|axhi=A|a|-|b|sin@.B).
Demak,
(A@yxb = AdxBh).
Xossa A <0 da ham shu kabi isbotlanadi.
3-xossa. Qo ‘shishga nishatan tagsimo! Xossasi:

Gx(b+&)=dxh+axc.

Bu xossaning isbotini keltirmaymiz.

4-xossa. Agar i va b vektorlar kollinear bo'lsa, u holda ularning
vektor ko‘payimasi nolga teng bo*ladi. Shunindek, teskari tasdiq o*rinli:
agar axbh=0 (Ji}#0,5=0) bo'lsa, u holda & va b vektorlar kollinear
bo‘ladi.

Ishoti. & va b vektorlar kollinear bo‘lsa, ular orasidagi burchak
w=0" voki ¢=180" ga teng va sing=0 bo‘ladi. U holda
|G@xh|=al-ib|sing =0. Bundan

Gxb =0,

dxb=0 bo'lsa, {axhidal-bisinp=0 bo‘ladi. U holda |a!-|b |0
bo‘lgani uchun sing=0. Bundan @=0"yoki ¢=180",ya’ni avab
vektorlar kollinear.

6-misol. i,j,kvektorlarning vektor ko‘paytmalarini toping.
Yechish. Bunda vektor ko®paytmaning ta’rifidan quyidagi tenglikiar
bevosita kelib chlqadl

Txj=k, jxk=i, kxi=j.

Hagigatan ham, masalan, i x j = k tenglik o’rinli, chunki:
YWkl kL]
2) 1k =7 7sin90" =1;  3) i,7,& vektorlar o‘ng uchlik tashkil giladi.
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Shuningdek, |- xossaga ko‘ra,
jxi=—k, kxj==i, ixk=—j.
Vektor ko‘paytmaning 4-xossasidan topamiz:
ixi=jxj=kxk=0.
7-misol. |d|=3,|b|=2, ¢p=(a.b) =% bo‘Isin. |(d+25)x (@ -35)|ni
hisoblang.

Yechish. Vektor ko‘paytmaning ta’rifi va xossalaridan foydalanib,
topamiz:

(G+2b)x(@-3b)y=dxd+2bxa—3Gxb—6bxb=-5dxbh.

Bundan

|(@+25)x (@ -3b)|=|-5a xB|=5|3)-|bising =5-3-2-sin - =15.

Koordinatalari bilan berilgan
vektorlarning vektor ko ‘paytmasi

Ikkita a={a;:a:a} va b={b;b;b} vektor berilgan bolsin.

i,j,k  vektorlaming vektor ko‘paytmalari

formulalaridan
foydalanib, topamiz:

dxh= (a1 + ay:;"+ a,lz)x(bj +byf+ bjc.) =ab (i xi) -haxl'ay(zT x 1) +ab (i x ky+
+ab (Gxi)+ab (Gx])+ab(jxk)+ab (kxi)+ap,(kx])+ab(kxk)=

=abk-abj-abk+abitapj-abi=(h ~ad) ~(ab -ah)j+

B bVE a, G, |- a, q, L. 'I a, a!FE
-_ = - -— -+ .
+(ax ¥ ay r) by b’ i‘ br bz '_] ] bt by s
ya’'ni
P a, a, [—:_l a 4 |- a. 4.4 2.14
ax'b,brib bj+bx b, (2.14)
Oxirgi tenglikni quyidagicha yozish mumkin:
PGk
dxb=|a a, a, (2.15)
b, b b,




8-misol. @ ={3;-1;-2},b = {0;-2;4} bo‘lsin. (@ +2b)x (2a - 3b)
kopaytmani toping.
Yechish. Avval #=a+2b va #i=2a-3b vektorlaming
koordinatalarini topamiz:

= {13420 (1) +2- (=2):1 - (=2) + 2 4} = {3;-5:6},
A={2-3-3-0;2-(~1) =3 (-2);2-(-2) -3 4} = {6;-8;—16}.
Bundan (2.14) formulaga ko‘ra

| -5 6£7i3 6@1
Ti-8 -16] }6 -16 |/

mxn

sl L
8‘k=128i+84j+6k.

| 3
+

] 6
Vektor ko‘paytmaning ayrim tatbiglari

1. Ikki vektorning kollinearlik sharti

Vektor ko‘paytmaning 4-xossasiga ko‘ra, @ va b vektorlar kollinear
bo‘lsa

dxb=0
yoki
axb=(ab -ab)i-(ab -ab)j+(ab ~ab)k=0
bo‘ladi.
Bundan
ab,~ab, =0, ab, -at =0, ab -ab =0

yoki
Qa a a
- = et 4 5 2. 16
b, b b, (2.16)

ya'ni kollinear vektorlarning koordinatalari proporsional bo‘ladi va
aksincha proporsional koordinatalarga ega vektorlar kollinear bo‘lad.

2. Parallelogramm va uchburchakning yuzlari

Vektor ko‘paytmaning ta’rifiga ko‘ra |axbi<a|-|b|sing, ya'ni

Bundan
S Adaxbl, Sup=rlaxh!. 2.17)



3. Nuqtaga nishatan kuch momenti

O nuqtasi mahkamlangan qattiq jism 4 nugqtasiga go‘yilgan <
kuch ta’sirida Onugqta atrofida aylanma harakat gilayotgan bo‘lsin,
masalan, bolt kalit yordamida buralayotgan bo‘lsin (18-shakl).

Fizika kursidan ma’lumki, 7 kuchning © nugtaga nisbatan
momenti deb O nuqtadan o‘tuvchi va quyidagi shartlarni
qanoatlantiruvchi M vektorga aytiladi:

1) M L7 va M L F, bu yerda 7 = 04 - 4 nuqtaning radius vektori;

2) |MEF|-|F|sing, bu yerda
p=(,F);

3) 7,F,M vektorlar o‘ng uchlik
tashkil giladi.

Shunday qilib,

ﬁi?xﬁ

ya'ni qo‘zg‘almas nuqtaga nisbatan
kuch momenti kuch qo‘yilgan nuqta
radivs vektorining kuch vektoriga
vektor ko*paytmasiga teng.

Bu jumla vektor ko ‘paytmaning
mexanik ma’nosini anglatadi.

4. Aylanma harakatning chizigli tezligi

Yuqorida keltirilgandagi kabi qo‘zg‘almas O nuqta atrofida &
burchak tezlik bilan aylnma harakat gilayotgan qattiq jism
M nugtasining chizigli tezligi Eyler formulasi bilan topiladi:

V=@ x%F,
bu yerda 7 = OM — M nuqtaning radius vektori.

9-misol. m, n ning qanday qiymatiarida a = |- 2;3;n} va b = {m;—6:2}
vektorlar kollinear bo‘ladi?

Yechish. 1kki vektorning kollinearlik shartiga ko‘ra, 2.3 .n
m
Bundan m=4, n=-1.

10-misol.é =27 -3k va b=4i +3; vektorlarga qurilgan
parallelogrammning yuzini hisoblang.
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Yechish. Yuzani (2.17) formula bilan hisoblaymiz:

|
S=daxbl= J!Z ' ij _3} =_‘/92 127 + (<8)* =17(yb.).

2.2.3. Uchta vekterning aralash ko‘paytmasi

Aralash ko ‘paytmaning ta’rifi va geometrik ma’nosi

3-ta'rif. Uchta &b va ¢vektorning aralash ko ‘paytmasi deb axb
vektorning ¢ vektorga skalyar ko‘paytmasiga teng songa aytiladi va
ahé kabi belgilanadi.

Uchta komplanar bo‘lmagan a,5,¢
vek-torlar  bertigan  bo‘lsin.  Bu
vektorlarga parallelepiped quramiz va
dx b = dvektomi yasaymiz (19-shakl).

Vektor  ko‘paytmaning  ta'rifiga
ko‘ra,

did, dLb,|diS,,

bu yerda S, - parallelepiped asosining a
yuzi.
Ta’rifaa ko‘ra  d-&=d|-|¢|cose,
bu yerda ¢ - & va d vektorlar orasidagi burchak.
19-shaklda @6, vektorlar o‘ng uchlik tashkil qiladi va

19-shakl.

P < g—, ya’'ni cosg>0. Ubholda |G{cosp=h va d-¢=S, -h=V. Ikkinchi
tomoundan d-Z=(dxbh)-¢=abé. Demak, ¥ =abé.
Agar 4.h,¢ vektorlar chap uchlik tashkil qilsa, ¢ >g— va cosg <0
bo‘ladi. U holda |é{cosgp=~h, V =—~ahé.
Shunday qilib, komplanar bo‘lmagan uchta vektor aralash

ko‘paytmasining moduli girralari bu vektorlarning uzunliklaridan iborat
bo‘lgan parallelepiped hajmiga teng:

v =|abel. (2.18)
Bu jumla  arglash ko'paytmaning geometrik ma’nosini
anglatadi.
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Aralash ko‘paytmaning xossalari
1-xossa. Amallarining o‘rinlari almashtirilsa aralash ko‘paytma
o‘zgarmaydi, ya’ni
(Gxb)-E=d-(bx7).

Ishoti. Skalyar ko‘paytmaning o‘rin almashtirish xossasiga ko‘ra,
(Gxb)-G=E (axb).
(2.18) formulaga ko‘ra,
V=(axh)-é, V=(bxd)-a|.
Bunda &5, va b,&,a uchliklaming har ikkalasi bir vagtda yoki o‘ng
uchlik yoki chap uchlik tashkil qiladi. Shu sababli (ax5)-¢=(bx¢)-a.
Bundan
(Gxb)-¢=a-(bx?c)
2-xossa. Ko‘paytuvchilarning o‘rinlari doiraviy almashtirilsa,
aralash ko‘paytma o‘zgarmaydi, ya'ni
abé =bhéd=cab .
Ishoti. 1-xossa va skalyar ko‘paytmaning o‘rin almashtirish
xossasidan topamiz:
dbé=ad (b xé)=(bx&) da=béd,
béa=b-(¢xa)=(¢ xa)-b =éab.
3-xossa. lkkita go‘shni ko‘paytuvchining o‘rinlari aimashtirilsa,
aralash ko‘paytma ishorasi qarama-qarshisiga almashadi. Masalan,
abé =—bac .
Ishoti. Gbé =(axb)-é=—(bxd)-¢ =—-bac.
4-xossa. Agar nolga teng bo‘tmagan 4,5, vektorlar
komplanar bo‘lsa, u holda ularning aralash ko‘paytmasi nolga teng
bo‘ladi.
Shunindek, teskari tasdiq o‘rinli: agar ah¢=0 (jaj#0,|b|#0,/¢|%0)
bo‘lsa, u holda &5,z vektorlar komplanar bo‘ladi.
Ishoti.  Gbé=0 (|a}£0,|b|«0,|¢}#0) bo'lsin.  &b,¢ vektorlar
komplanar emas deb faraz qilamiz.
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U holda bu vektorlarga hajmi ¥ #0 bo‘lgan parallelopiped qurish
mumkin. ¥ =+ak¢ dan abc#0 kelib chiqadi. Bu @bZ=0 shartga
zid. Demak, gilingan faraz noto‘g‘ri va &,6,¢ vektorlar komplanar.

a,b,¢ vektorlar komplanar bo‘lsin.

U holda d=idxh vektor 45,6 vek-torlar yotgan tekislikka
perpendikuiyar bo‘ladi.

Bundan dL¢.Shusababli d-¢=0 yoki abc=0.

Koordinatalari bilan berilgan
vektorlarning aralash ke ‘paytmasi

Uchta d={a;a;a}, b=1b;b;b} va G={c;c c,} vektor beriigan
bo‘lsin.

U holda
*5!"“ azflat a21..l|a, a"i};
R T S S e P N o
»(aa,‘aai.,.laalq -~
.= v z o x z < x _V: R n s k —
abé lby b‘r b b, ;j-’-ibx 5, k} (ci+c,j+eck)
}ay a, | ia a,| |a a,
Lo b T b b, l‘” b, b
voki
la( a, a,
abé=|b b b, | (2.19)
¢, ¢ c]

I1-misol. a=1{-221}, b ={3-2;5}, ¢ = {1;-1;3} vektorlar berilgan.
4b¢ ko‘paytmani hisoblang.
Yechish. abé ni (2.19) formula bilan topamiz:

-2 50=12+10-3+2-106-18=-7.

i—z 2 1|
Gbé=| 3
1 -1 3|
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Aralash ko ‘paytmaning ayrim tatbiglari

1. Fazodagi vektoriarning o ‘zarc joylashishi
a,b,c vektorlarning  fazoda o‘zaro  joylashishini  aniglash
=+abé bo‘lishiga asoslanadi. Bunda agar &bz>0 bo'lsa, u
holda wvektorlar o‘ng uchlik tashkil qiladi, agar b <0 bo‘lsa, u
holda vektorlar chap uchlik tashkil qiladi.

2. Uchta vektorning komplanarlik sharti

Aralash ko‘paytmaning 4-xossasiga ko‘ra nolga teng bo‘lmagan
a,5,¢ vektorlar komplanar bo‘lsa, uholda dh¢=0 yoki

K
|
<

~0. (2.20)

S R
AT S

S ,|

3. Parallelepiped va piramidaning hajmlari

Aralash ko‘paytmaning geometrik ma’nosiga ko‘ra,
a,b,¢ vektorlarga qurilgan parallelopiped hajmini ¥ =ab¢| bilan va

piramida hajmini v, :ég a@z| bilan topish mumkin.,

Shunday qilib,

i
modl'
}

2

N

.u

S o= 8
0,“27-:1

o O

a a a i

b, b, b | (221
{
!

12-misol. Uchlari A3, B4-2), C(637), D(~5-48)
nuqtalarda bo‘lgan piramidaning D uchidan tushirilgan 4 baland!ligi
uzunligini toping.
Yechish. Avval piramida qirralarini ifodalovchi vektorlarni
topamiz:
AB={2;-2-3}, AC = {4:0;6}, 4D = {~7,-7;7}.
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Piramida hajmini hisoblaymiz;

2 -2 _31|
velmod 4 o =%]84+84+84+56‘ 125
| =7 -7 7|
ABC vog yuzini hisoblaymiz:
i f} ~2 -3 j2 -3 |2 —2f
S:—|AB><AC|-»— . | +| =
2 |10 6] (4 6] [4 0

1

:é (~12) +24° +§ =14.

Pitamida uchun v = %hs .

Bundan
5,134
h=731?-=— 3B g (u.b.).
S 14 14

13-miscl. Fazoda A.B,C,D nugtalar koordinatalari bilan berilgan.
A(7:2:2), B(5:T7), C(4:6,10), D(2;3;7). Quyidagilarni toping:
1) 43 vektor proeksiyalari va yo‘nalishini;
2) AB- AC, ABx AC ko‘paytmalarni;
3) 4BC uchburchak yuzasini;
4) 4BCD piramida hajmini.
Yechish. 1) 4B vektor proeksiyasini (1.18) formuta bilan topamiz:

4B=1{aa,5a}={5-T;7-27 - 23 ={-255}.

Bundan (1.12) formulaga ko‘ra,
|ABHHal= J(=2) +5° +5° =346.

4B vektor yo‘nalishini (1.13) formulalar bilan topamiz:

a, Vfé a 5.6 a, 5\/_
= = — Cosy = — .
|@| S la| 18 |a i 18




Topilgan yechimlarni Maple paketida bajaramiz:
> with{geom3d}:
> point(A,7,2,.2),poini(B.5,7.7), point{{,4,6,18), peint{DB.23.7%
> with{LinearAlgebra):
oy g <, B

vi=(a)e, + (B)e, + (c)e,

> VectorNerm{v 2 conjugate=false);
Y &+ b+

vi=—2 + Sey + Se_

s IR S B By N

> VectorNorm(vl, 2 conjupate=false);

316

> Normalize(<a.b.o> Euclidesn.conjugate=false);

P
a? +b% +¢?

b
c

Ja’ +h2 4% |

> Normalize(vi. Exclidesn,conjugate~falsey;

1
|
]
|
t
1

2) (2.2.8) formuladan A8 ={-2:55)}, AC ={-3,4,8} larni hisobga

olib, topamiz:
AB-AC =(-2)-(-3)+5-4+5-8=66

> VAL 1 4eT 622,182
vAC =3¢, + e, + 8e,

> AR AC=Dotroduct <5772 50, w476.2,18-2> 1

VectorCalculus:-{AB, AC) =66
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ABx AC vektor ko‘paytmani (2.15) formula bilan topamiz:

I - i"
I — P 55 -2 8- |-235- - - -
ABx AC=| -2 5 35 |= i — - k=20i+j+7k
48 -3 8 |-34
-3 4 8
A e adq kg bk g
—_ e
i j ok
A=l mn
o ral

> Peterminant{Ay; img-—~inp+lhkp—ljg+ojn—okm

> oanh = iRl S 4k, 8,80

> Beterminant{axhy Wi+ Tk+j

3) ABC uchburchak yuzasini (2.2,17) formula bilan hisoblaymiz:
1542

§= l—[}:_éxA—C{ G 22
2! 2 2

> modN=VYectorMorm{ N 2 conjugate=falsey, modN =15 \/E

> sr=mnd™i2; 5= -g— \/E

4) ABCD piramida hajmini topamiz:

| -2 5 5] | ,

V=-—mod-3 48 =~-~64:3—

1) 3
-3 15

= withigeombid

> abe o= 0B 12350018, 0 [<E B




= Determinant{sbel;
-64
> VABCD:=IABC Dererminant{abe}}6};

VABCD = 932 .

2.2.4. Mashqlar

1. Tomonlari birga teng bo‘lgan teng tomonli  4BC uchburchak beriigan.
AB.BC + BC-CA+CA- AE ifodaning qiymatini toping.

2. Tomonlari BC =5, CA=6, AB="7ga teng bo‘lgan 4BC uchburchak
berilgan. AB-BC skalvar ko‘paytmani toping.
3. Agar |a=6, |b|=4, 0= (5?5):%’5 bo‘lsin. Toping:
1) 2a+5)*; 2} {24-3b)-(G-25).
4, a={1-2;2} va b ={2;4;-5} vektorlar berilgan. Toping:
1) 3a-2b)-(a+5h); 2) @G-5).
S. Berilgan vektorlar m ning ganday giymatlarida perpendikular bo‘ladi?
1) a={-2m0}, &={423m}; 2) d={m-52}, b={m-2mm43}.
6. &, &,, & birlik vektorlar uchun & +&,+2, =0bo‘lsa, &¢, +2,6, +&¢, ni

toping.

7. Tomonlari a =27 + ] va b=-j + 2k vektorlardan iborat bo‘igan
parallelogrammning diagonallari orasidagi burchakni toping,

8. Uchlari 4(—1:-2,4), B(-4,-2,0), C(3;-2;1) bo‘lgan 4B uchburchak
berilgan. /8 ni toping.

9. xOz va y0Oz burchaklarning bissekirisalari ganday burchak tashkil
qiladi?

10. Koordinata o*glari bilan tashkil gilgan burchaklari berilgan fazodagi ikki
vo‘nalish orasidagi burchakni toping:

’ '\ ~
el f;’i;.’i) va f,(z;fzif} D4 (55 (Z2mr)
L424 4'4°2 6374 V6 32,

2.1, a=06,-1, b= {45}, ¢ ={3,-412} vektorlar berilgan. Quyidagilarni
toping:

1) Pr.a; 2) Pr.(2d-3b).
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12. 4(1;2;-3) nuqtani B(5;6;-1) nuglaga 1o°g'ri chiziq bo‘ylab ko‘chirishda
F ={2:-1:3} kuchning bajargan ishini toping.

13, d={5-15} va &={1;2-3} vektorlar berilgan. Agar 3.G-9,
F-b=-4va ¥ vektor Oz oqiga perpendikular bo'lsa, ¥ vektorning koordinatalarini
toping.

A}, b=0-23} va &={,2~7} vekiorlar berilgan. Agar
0 bo‘isa, ¥ vektorni toping.

15. Agar |d}=4, |b=6, 90 =(d.b)= %ﬂ bo‘lsa, quyidagilarni toping:
1) axb; 2)}(2a-3b)x(d+4b)].

16. Tomonlari & va 5 vektorlar uzunliklaridan iborat bo‘lgan
parallelogrammning yuzini toping:

1) G=m+2, b=2m+i buyerda {mj=), =1, ¢=(ﬁaf7g)=%;

2) G=3m-24 b=5m+475 buyerda |mi-2,|Al3, qm:(ﬁ?ﬁ):i;-.

17. Agar |3|=5, |b}=10, ab =25 bo‘lsa, |ax b |ni toping.
18. Agar ji|=3, |5 =13, |dxb|=36 bo‘lsa, 4b ni toping.

19. @={-123} va &-{2-13} vektorlar berilgan. Vcktor ko‘paytmalarini
toping:
1) axk; 2) 26+B3x(3b ~7).

20. Tomonlari & wva b vektorlar uzunliklaridan iborat bo‘lgan

uchburchakning yuzini toping:
D a={2-21, b= {8:4:1}; 2) a={35-8}. b =163-2).

21. Uchburchak uchiari 4(1;2;0), B(3;0:-3), C(5:2:6) berilgan. Uning B
uchidan 4C tomonga tushirilgan balandlik uzunligini toping.

22. Anugtaga F kuch go‘yilgan. Bu kuchning B nuqtaga nisbatan
momentini
toping: )} F={2-4;35, AW0.2)), B(-1,2:3); 2) F={12-1, A-14-2), R(23-D.
23. F={224) kuch 4(4:2;-3) qoyilgan. B(0;2:4) nuqtaga nisbatan
kuch momentining qiymatini va vo' naltiruvehi kosinuslarini toping.
24, Kollincar bo‘Ilmagan @ va 7 vektorlar berilgan. d=a-m+64 va
b = 3m~2i vektorlar & ning qanday qiymatida kollinear bo‘ladi?
25, G={-13:0} va b ={B:-6.-3} vektorlar # va g ning qanday qiymatlarida
kollinear bo'ladi?



26. Ikkita &={2;-3}, b={-15) vektorlar berilgan. Quyidagi shartlarni

qanoatlantiruvehi 3 vektoming koordinatalarini toping:
Vilavab-i=7; 2) %))a va b-¥=17.

27. @={(4;-2-3}va b =013} vektorlarga perpendikular, uzuniigi 26 ga teng
va Ov o'q bilan o‘tmas burchak tashkil qiluvchi % vektorning
koordinatalarini toping.

28. Berilgan vektorlarning komplanar yoki komplanar emasligini aniqlang.
Da=03-24,6= 212,86 = 3-1-2); 2)a={2-12),b = (3-47),& = 12-3}.
29. « ning ganday qiymatlarida 2.5,z vektorlar komplanar bo‘ladi?
1) a={lLa), b= {010}, &={3:0}; 2y a={a3ly, b={5:-12}, é={-1,54}.
30. Piramida uchlarining koordinatalari berilgan. Piramidaning hajmini va D

uchidan tushirilgan balandligini toping:
D AL-2:2), BE-1L2), C(-1-28), DOLI0Y  2)A(LLD, BQRO:D). C(22.2), D(3.4-3).

31. 4, b, ¢ vekforlar berilgan. Bu vektorlar ganday uchlik tashkil etishini
aniglang va girralari bu vektorlardan iborat bo‘lgan parallelepiped hajmini toping:
Da={1:-21},6 = 32,1}, = {~1,01}; 2)a={1;33},5 ={- 12,0}, = {1;2:-3}.
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ANALITIK
GEOMETRIYA

Analitik geometriya — matematikaning
bo‘limlaridan biri bo‘lib, u geometriya bilan
algebrant  birlashtiradi, ya’ni  ayrim
geometrik tushunchalarmni algebraik tahlil
gilish va ayrim algebraik bog‘lanishlami
geometrik izohlash imkonint beradi. Bunda
asosty ¢’tibor ikkita masalaga, xossalariga
ko‘ra geometrik shakining tenglamasini
keltirib chigarishga va tenglamasiga ko‘ra
geometrik shaklning ko‘rinishi va xossalarini
o‘rganishga, qaratiladi.

Fransuz matematigi Rene  Dekart
analitik geomelriyaning asoschisi
hisoblanadi. Dekart tomonidan 1637-yilda
kiritilgan koordinatalar ~ nsuli nugtaning
o‘rmmini  biror koordinatalar sistemasiga
nisbatan aniqlashga asoslanadi.

3.1. TEKISLIKDAGI
TO‘G‘RI CHIZIQ

3.1.1. Tekislikdagi chizig

Umumiy boshlang‘ich O nuqgtaga ega
bo‘lgan o‘zaro perpendikulyar Ox va Oy
koordinata  o‘glari  tekislikda  to‘g‘ri
burchakli Oxy koordinatalar sistemasini
hosil giladi.
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Oxy koordinatalar sistemasida ikkita x va y sonlari tekislikdagi
har qanday M nugtaning o‘mini to‘liq aniglaydi. Bunda nuqta M(x;)
kabi belgilanadi: x ga M nuqtaring absissasi, y ga M nugtaning
ordinatasi deyiladi.
Oxy tekislikdagi chiziq tenglamasi deb aynan shu chizig
nugtalarining x va y koordinatalari orasidagi bog‘lanishni aniglovchi
ikki noma’lumH

F(x,3)=0

ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi.

Shu kabi, koordinatalari ikki noma’lumli F(x,3)=0 tenglamani
qanoatlantiruvchi Oxy tekislikning barcha M(x;y) nugtalari to‘plamiga
tekislikda shu tenglama bilan aniqlanuvchi chizig deyiladi.

Ayrim hollarda tekislikdagi chiziq y = f(x) tenglama bilan beriladi.
Bunda chiziq y = f(x) funksiyaning grafigi deb ataladi.

Tekislikdagi chiziq ikkita  x==x(), y=y@), rer  tenglamalar
bilan ham berilishi mumkin. Bunda barcha M(x(f);3()), t<T nugtalar
to‘plami tekislikdagi chizigni ifodalaydi. x=x(¢), y=y(©) funksiyalarga
bu chizigning parametrik tenglamalari, ¢ o‘zgaruvchiga parametr
deviladi.

Tekislikdagi  chizigning  ikkita x=x(), y=y(f) parametrik
(skalyar) tenglamalarini bitta 7=#(@) vektor tenglama bilan
berish mumkin. Bunda ¢ parametr (vaqt) o‘zgarishi bilan 7=F({)
vektorning oxiri biror chizigni chizadi. Bu chizigga nuqgtaning
tracktoriyasi, 7 =7(f) tenglamaga harakat tenglamasi deyiladi. Bu jumla
chizigning vektor va parametrik tenglamalarining mexanik ma’nosini
bildiradi.

Shunday qilib, tekislikdagi har qanday chiziqqa ikki
o‘zgaruvchining biror F(x,y)=0 tenglamast mos keladi va aksincha,
ikki o‘zgaruvchining har qanday F(x,y)=0 tenglamasiga, umuman
olganda, tekislikdakdagi biror chiziq mos keladi. Bunda «umuman
olganda» iborasi aytilganlarda mustaspoga yo‘l go‘yilishi mumkinligini
bildiradi. Masalan, (x~1)y +(y-4) =0tenglamaga chiziq emas, balki
M4 nuqta mos keladi; x* +3y' +3=0 tenglamaga tekislik
nugtalarining hech bir geometrik o‘mi mos kelmaydi.
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3.1.2. Tekislikdagi to‘g‘ri chizig tenglamalari

To‘g‘ri chizigning tekislikdagi o‘rni turli parametrlar bilan bir
giymatli aniglanishi mumkin. Masalan, to‘g‘ri chiziqda yotuvchi nugta
va to‘g'ri chicigqga perpendikular vektor bilan, to‘g‘ti chizigning
koordinata o‘glarida ajratgan kesmalari  bilan va hokazo. Bunday
parametrlar to'g‘ri chizigning tenglamalarini keltirib chiqarish uchun
asos bo‘ladi. Quyida beriigan parametrlariga ko‘va to'g‘ri chizig
tenglamalarini keltirib chigarish bilan tanishamiz.

I To'g'ri chizigda yoruvchi M (x,;y,) nugta va t6'g'ri chizigga
perpendikular bo‘igan 7 ={4; B} vektor berilgan.
I to‘gri chizigda yotuvehi ixtiyorly M(x,y) nuqtani olamiz va

M (,M ={x~x,,y-y.} vektorni yasaymiz (1-shakl).

Bunda #1MM boladi. Tkki vektorning perpendikulyarlik
shartiga asosan to‘g‘ri  chiziq
tenglamasini topamiz;

Ax~x)+B(y=-y,)=0. (1.1

(1.1) tenglamaga berilgan nuqtadan o ‘tuvchi va berilgan vektorga
perpendikular to ‘g ri chizig tenglamasi deyiladi.

To'g'ri chizigga perpendikular bo‘lgan har ganday  vektorga
to'g'ri chizigning normal vektori deyiladi.

Demak, 7#={A;B8} vektor (1.1) tenglama bilan aniqlanuvchi
to‘g‘ri chizigning normal vektori

bo‘ladi.
1-misol. M.(23)va M, (-10) y 74
nugtalar  berilgan. M, nugtadan /
o'tuvehi va MM,  vektorga M, )
perpendikular to‘g'ri chizig \y\&
tenglamasini tuzing. , / M
Yechish. Avval MM, vektorini ) ;
topamiz: ’
MM, ={-1-2,0-3}={-3-3}. ol x
1-shakl.

Buadan 4=-3, 8=-3.
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Izlanayotgan to‘g ri chiziq tenglamasini (1.1) formula bilan
tuzamiz:
“3x--D)-3(y-0)=0
yoki
x+y+1l=0.
I To'g'ri chizigda yotuvchi M (x,;y,) nugla va to'g'ri chiziqgqa
parallel bo ‘lgan §={p.q} vektor berilgan.
! to‘gri chizigda yotuvchi M,(x,;y,) va M{x)) nuqtalardan
MM ={x—x,;y—-y,} vektorni yasaymiz (1-shakl).
Bunda 5 va MM vektorlar kollinear bo‘ladi. 1kki vektorning
kollinearlik shartidan quyidagini topamiz:

LA O (1.2)
p q

(1.2) tenglamaga berilgan nugtadan o ‘tuvchi va berilgan
vektorga parallel to’g 'ri chizig tenglamasi deyiladi.

Shunindek, bu tenglama to ‘g ri chizigning kanonik tenglamasi deb
ataladi.

To‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘lgan (yoki to‘g‘ri chizigda yotuvchi)
nolga teng bo‘lmagan har ganday vektorga to‘g‘'ri chizigning
yo ‘naitiruvchi vektori deyiladi.

Demak, §={p;q} vektor (1.2) tenglama bilan aniglanuvchi
to‘g‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi vektori bo‘ladi.

1-izoh. (1.2) tenglamadan to‘g‘ri chizigning keltirilgam I1I shartni
qanoatlantiruvchi boshqa tenglamalarini hosil gilish mumkin.

1. (1.2) tenglamada

X~ X -V,
8= .‘X.___’_.l = I’ te (__w..i.:r;)

P

belgilash kiritanz.
Bundan

x=Xx,+p, y=y, +1g {1.3)

tenglamalar kelib chigadi, bu yerda 7 —parametr.
(1.3) tenglamalarga to'g'ri chizigning parametrik tenglamalari
deyiladi.
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2. Ma’lumki, tekislikdagi chizigning ikkita parametrik (skalyar)
tenglamalarini bitta vektor tenglama bilan berish mumkin, ya’mi
(1.3) tenglamalarni

4

F:

L fF (1.4)

ko‘rinishda  yozish mumkin, bu verda 7={x)}, ¥ ={x;y,} - mos
ravishda  M(xp),M,(x,;y,)  nuqtalarning  radius  vektorlari;
§={p;q}—to‘g‘ri chizigning yo‘naltituvchi vektori (1 -shakl).
(1.4) tenglamaga fo ‘g ri chizigning vektor tenglamasi deyiladi.
2-misol. M(-2:4)nuqtadan o‘tuvchi va s ={1;-3} vektorga parallei
to*g‘ri chizigning kanonik, parametrik va vektor tenglamalarini tuzing.
Yechish.To'g‘ri chizigning kanonik, parametrik va vektor
tenglamalarini (1.2), (1.3) va (1.4) formulalar bilan topamiz:

HI To'g'ri chizigda yotuvchi ikkita
M (x.;y,) va M,(x,;y,) nugia berilgan.

! to"g‘ri chizigda yotuvchi ixtiyoriy
M(x;y) nugtani olib, ¥ M ={x-x:y-y} O x

va M ,ﬂ; ={x,-x;y, -y} vektorlarni 2-shakt.
vasaymiz (2-shakl). Bunda MM va
M M, vektorlar kollinear bo‘ladi.

Tkki vektorning kollinearlik shartidan topamiz:

X7x AT (1.5)
X=X VM mh
bo‘ladi.

(1.5) tenglamaga berilgan ikki nugtadan o ‘tuvchi to’g ‘ri chizig
fenglamasi deyiladi.

IV. To'g'ri chizigning Ox va Oy o ‘qlaridan ajratgan kesmalari a
va b berilgan.

{ to‘g‘ri  chizigda  yotuvchi ixtiyorty  M(x;y) nuqtani
olamiz (3-shakl).
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ACBM va AOB4 o‘xshash. U holda uchburchaklarning
o‘xshashlik alomatiga ko‘ra,
B CM OB-0C 0D oc oD
—= Iy D=y p =]
OB OA 08 04 0B OA
Bundan OC=x, OB=a, OD=y, Od=bh
o‘rniga qo‘yish bajarib, topamiz: y

x y
—+==1. 1.6
pail (1.6)

(1.6) tenglanaga 7o ‘gri chizigning
kesmalarga nisbaton tenglamasi
deyiladi.

3-misol. 4x+3y-12=0 tenglama
bilan berilgan to‘g‘ri chizigni chizmada
tasvirlang.

Yechish. Tekislikdagi to‘g'ri
chizigni chizish uchun uning ikkita
puqtasini bilish yetarli bo*tadt.

To‘g‘si chiziq tenglamasida, masalan x=0 deb, y=4 ni, ya’ni

A(0;4) nuatani va shu kabi B[')_;:\J nuqtani topamiz. Bu nugtalamni

tutashtirib, berilgan tenglamaga mos to‘g'ri chiziqni chizamiz {4-shakl).
Bu  masalani boshqacha, ya’ni to‘g‘ri chizig tenglamasini

kesmalarga nisbatan tenglamaga keliirib yechish mumkin. Buning uchun

tenglamaning ozod hadi (-12)ni o‘ng

tomonga o‘tkazamiz va hosil bo‘lgan

tenglikning har ikkala tomonini 12 ga
bo‘lamiz:

4x 3y _

Ax+3y=12, —+>2=]
12 12

yoki

2o

3 4

Bu tenglama bilan aniglanuvchi
to‘g‘ri chiziq Ox o‘qidan
koordinatalar boshiga nisbhatan o‘ng
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tomonga 3 ga teng kesma, Oy o‘qidan esa koordinatalar boshiga
nisbatan yugoriga 4 ga teng kesma ajratadi {4-shakl).

V. To'g'ri chizigning og ‘ish burchagi ¢ va Oy o'qidan ajratgan
kesmasi b berilgan.

Ox o‘gning musbat yo‘nalishidan berilgan to'g‘ri chiziqqa soat
strelkasiga teskari yo‘nalishda hisoblangan ¢ burchakka to‘g7i
chizigning og ‘ish burchagi deyiladi.

Og‘ish burchagining tangensi, ya'ni k& =ige son fo ‘g ‘ri chizigning
burchak koeffitsiventi deb ataladi.

I to'grt chizigda yotuvchi

ixtiyoriy M(x:y) nuqtani olamiz 4 M(x¥) !
va burchak tangensi ta’rifidan €
foydalanamiz (5-shakl): 1
Y7l g B0:5) L\ 9 'J
X

voki i *

y=1gpx+b. 7 o >
Buadan 5-shakl.

v=hkx+b. (1.7)

Bu  tenglamaga to'g'ri  chizigning burchak koeffitsiventli
tenglamasi deytladi.

2-izoh. (1.7) tenglamadan to‘g‘ri chizigning & burchak
koeffitsiyentga ega bo‘igan yana bir tenglamasini keltirib chigaramiz.
Bu to‘g‘rt chiziq M,(x;y,) nuqgtadan o‘tsin. U holda bu auqtaning
koordinatalari (1.7) tenglamani ganoatlantiradi: y, = kx, + 5.

Bundan b=y, —kx

1

U holda (1.7) tenglamadan topamiz: Y
y=hkx~tkx, + 3 Pﬁ S
yoki P
y—y =k(x-x). (1.8) M
(1.8) tenglamaga berilgan "‘\><,«"/ l, N
nugtadan berilgan yo ‘nalish  bo ‘vicha [ T
o'tuvchi  to'g'ri chiziqg ienglamasi 7 N T
deyiladi. 6-shakl.
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Suningdek, bu tenglama to ‘g ¥i chiziqlar dastasi tenglamasi deb
ataladi.

VI To‘g'ri chizig ii=OP normalining yo ‘nalishi o va uzunligi p
berilgan.

! to‘g‘ri chiziqda yotuvchi ixtiyoriy M(x;y) nugtani olarmiz.
6-shaklga asosan:

Pr, OP = Pr, ON +Pr, NM +Pr, MP,
bu yerda Pr,OP = p, Pr,ON =xcosa, Pr, NM = psina, Pr, MP =0.

Bundan,
p=xcosc + ysina
yoki
xcosa + ysina - p=0. (1.9}

(1.9) tenglamaga to ‘g vi chizigning normal tenglamasi deyiladi.
Keltirib chiqarilgan (1.1)-(1.9) tenglamalar asosida ushbu xulosa
kelib chagadi:

x,y o‘zgaruvchilarning har gqanday birinchi darajali tenglamasi
tekislikdagi biror to‘g‘ri chizigni ifodalaydi va aksincha, tekislikdagi
har qganday to‘g‘ri chiziq x,y o‘zgaruvchilarning biror birinchi
darajali tenglamasi bilan aniqlanadi. /

Demak, tekislikdagi har bir / to‘g‘ri chiziq tenglamasini
Ax+By+C=0 (1.10)

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda C-ozod had; 4*+8* #0.
(1.10) tenglamada 4 va B sonlar to‘g‘ri chiziq normal vektorining
koordinatalari bo‘lishini (1.1) tenglama yordamida ko‘rsatish mumkin:

Ax—x)+ By -y,)=0,
Ax + By~ (Ax, + By, )=0,
Ax+ By +C=0, C=={Ax, + By,).
Demak, 7i={4;8}.

(1.10) tenglamaga to ‘g ‘ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi.
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(1.10) tenglamada:

1) 4=0 bo‘lsa, tenglama By+C=0 ko‘rinishga keladi. Bunda
to‘g‘ri chiziqning normal vektori Ox 0‘qqa perpendikular bo‘ladi. Shu
sababli to‘g‘ri chiziq Ox o‘qqa parallel, Oy o‘qqa perpendikular
bo‘ladi. Shu kabi B8=0 da kelib chiqadigan 4x+C =0 to‘gri chiziq Oy
0‘qqa parallel, Ox 0‘qqa perpendikular bo‘ladi;

2) C=0 bo‘lsa, tenglama Ax+By=0 ko‘rinishni oladi. Bu
tenglamani O(0;0) nuqtaning koordinatalari ganocatlantiradi. Demak,
to‘g‘ri chiziq koordinatalar boshidan o‘tadi;

3) A=0 va C=0 bo‘lsa, tenglamadan y=0 kelib chigadi. Bu to‘g‘ri
chiziq Ox o‘gda yotadi. Shu kabi B2=0 va =0 dahosil bo‘ladigan
x=0 to‘g‘ri chiziq Oy o‘qda yotadi.

4- mizol  aning qanday giymatlarida (@’ +4a)x+ (a—~5)y—2a+4=0
to‘g‘r chiziq: 1) Ox o‘qqa parallel bo‘ladi; 2)Ox 0°qqa perpendikuiar
bo‘ladi; 3) koordinatalar boshidan o‘tadi.

Yechish. Misolning shartiga ko‘ra: Ad=a*+4a, B=a-5,
C=-2a+4.

U holda:

1) a*+4a=0 yoki a=-4, a=0 da 4=0 bo‘ladi. Shu sababh
berilgan to‘g‘ri chiziq Ox o‘gga parallel bo‘ladi.

2) a-5=0 yoki a=5 da B=0 va berilgan to‘g'ri chiziqg Ox o‘qqa
perpendikular bo‘ladi.

3) ~2a+4=0 yoki a=2 da C=0 bo‘ladi. Demak, a=2 da to‘gni
chiziq koordinatalar boshidan o‘tadi.

To‘g'ri  chizigning (1.1)-(1.10) tenglamalaridan har birini
boshqalaridan keltirib chigarish mumkin.

Misol tariqasida (1.10) tenglamadan (1.9) tenglamani keltirib
chigaramiz. Buning uchun (1.10) tengiikniug chap va o‘ng tomonini

normaliovehi - ko ‘paytuvchi  deb  ataluvchi M = iﬁ songa
ko*paytiramiz.
. Ax+By+C .
Hosil bo‘lgan ———= =0 tenglamada
JA4’ + B
COSO = i————““, Sina = i——j‘—“'. p= i'“':"—"::.—:_:
N4*+ B JAa* + B VA + B

belgilashlar kiritsak, (1.9) tenglama kelib chiqadi.
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Bunda M ko‘paytuvchining ishorasi C koeffitsiyentning
ishorasiga qarama-garshi gilib tanlanadi.
S-misol. To‘g'ri chizigning 5x-12y+8=0 tenglamasini normal
ko‘rinishga keltiring,
Yechish.
: . . . | ]
Tenglamaning chap va o‘ng tomonini M = sor—c e = o
& & e s JSie(-12¢ 13

(chunki C > 0) soniga ko‘paytiramiz.

Bundan
13 13 13
yoki
xcosa + ysina - p=0,
5 . 12 8
buyerda cosa=-"-, sing=—, p=-—.
Y 3 13 713

3.1.3. Tekislikda ikki to‘g‘ri chiziqning
¢‘zare joylashishi

Ikki to ‘g ‘ri chiziq orasidagi burchak
Tekislikdagi ikki ¢ va {, to‘g'ri chiziglar orasidagi burchak
¢ bo'lsin.
Bu burchak to‘g‘ri chiziq tenglamalarining berilishiga ko‘ra, turli

formulalar bilan aniqlanishi mumkin.
L. To‘g‘rt chiziglar umumiy tenglamalari

Ax+By+C =0 va A4,x+B,y+C,=0
bilan berilgan bo‘lsin.

Bunda to‘g‘ri chiziglarming 5 ={4;B}, # ={4,.B,}normal
vektorlari orasidagi burchak to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakka

teng, ya'ni ¢ =(/, :12}= 7, ,Aﬁz) bo‘ladi (7~shak!).
Ikki vektor orasidagi burchak kosinusi formulasidan topamiz:

A, _ A4, +BB, RRE
1)1 | 4+ B4+ B
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[1. To‘g‘ri chiziglar kanonik tenglamalari

X=X YTV gq X% YT

by q, F 2 q;
bilan berilgan bo‘lsin.
Bunda 5, ={p;q,}. 5, ={p,;9,} bo‘ladi.
U holda ¢ =(/,./,)=(5..5,) (7-shakl) ekanini hisobga olib, topamiz:

cosg = 585 mei_PZ ﬁ+ 44, (1 12)

30151 Jpi+aiJpi v
IM. To‘g'ri chiziglar burchak koeffitsiyentli
y=hx+b vay=hx+b

tenglamalari bilan beriigan boIsin.
7-shakiga ko‘ra, p=¢, -¢,.

Bundan
, gy, —1g9,
8o =1g(p, - 9,); 180 = L=t
80 =800~ 0 B0 e,
yoki
hk,—k
F] —_—— 1 . ] 3
8=k, 413
kelib chigadi.

Agar bunda to‘g‘ri chiziglardan qaysi biri birinchi va qaysi biri
ikkinchi ekani ko‘rsatilmasdan ular orasidagi o‘tkir burchakni topish
talab qilinsa, u holda (1.13) formulaning o‘ng tomoni modulga olinadi,
ya’ni

¥

k ~k |
1.14
1+klkzl B 4

g / ? 5
Shunday qilib, to‘g‘ri  chiziglar ﬁz\ﬁ A/

gy =

tenglamalarining ko‘rinishiga  qarab,
ular orasidagi burchak (1.11)-(1.i4)
formulalardan biri bilan topiladi.
6-misol. y=-4x+1 va 5x-3y—-7=0
to'g‘ri chiziglar orasidagi burchakni
toping.
Yechish. Birinchi tenglamaga ko‘ra, 7-shakl.
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k, =-4. Tkkinchi tenglamadan topamiz:

5 7 5
5x-3y-7=0, y="x—=, bunda £, ==.
¥y rT37T3 273

U holda
)
gy = <= -1.
14+(-4) 3
Demak, ¢ = 3—475.

-1kki 10 °g ‘ri chizigning perpendikularlik sharti

Tekislikdagi ikki to‘g‘ri chizigning perpendikulariik shartlarini
ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchakni topish formulalaridan keltirib
chigaramiz.

7, L1, bo‘lsin. U holda cosp =0 va (1.11) tenglikdan topamiz:

AA, + BB, =0. (1.15)
Shu kabi (1.12) tenglikdan
pp,*+949,=0 (1.16)
kelib chiqadi.
(1.13) tenglikdan
cl = }_—tﬂL
gQ Kk

Uholda / Li,da ctgp=0 yoki
14+ kk, =0 (1.17)

bo‘ladi.

Demak, to‘g'ri  chiziglar  tenglamalarining  ko‘rinishiga
garab, ularning
perpendikular bo‘lishi (1.15)-(1.17) shartlardan biri bilan aniqlanadi.

Ikki to‘g‘ri chizigning parallellik sharti

L 7 vai to'g'ri chiziglar parallel bo’lsin. U holda ulaming
normal vektorlari 7 ={4;8}va 7, ={4,;8,} kollinear bo‘ladi. Ikki
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vektorning kollinearlik shartidan ikki to‘g‘ri  chizigning parallellik
shitrtini topamiz:
A4 _B 1.18
1B (1.18)
II. Agar /val, to‘g‘ri chiziqlar paralle! bo‘lsa, u holda ularning
yo'naltiruvchi vektorlari 5 ={p;q,}va 5, ={p,;q,} kollinear bo‘ladi.
Bundan
P4 (1.19)
pP. 4,
(I 7|/, bo‘lganida ular orasidagi burchak uchun igp =0 bo‘ladi.
tJ holda (1.14) tenglikdan topamiz:

k=4, . (1.20)

Shunday qilib, (1.18)-(1.20)  shartlardan biri to'g'ni
chiziglar tenglamalarining berilishiga ko‘ra, ularning parallel bo‘lishini
aniqlaydi.

7-misol. M, (2;1) nuqgtadan o‘tuvchi va 2x+3y+4=0 to‘g'ri
chizigqa perpendikular to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish. To‘g‘ri  chiziq tenglamasini  Ax+ By + C =0 ko‘rinishda
izlaymiz.

To‘g‘ri chiziq A,(21) nuqtadan o‘tgani sababli 24+B+C=0
va 2x+3y+4=0 to'gri chizigga perpendikular bo‘lgani wuchun
24+3B=0 bo‘ladi.

Bu tenglamalami birgalikda yechib topamiz: 4= —iC, B= %C.

Ava B koeffitsiventlamni izlanayotgan tenglamaga qo‘yamiz:

——3—Cx+iCy+C=O.
4 2

Bundan
(-3x+2y+4C=0 voki 3x-2y—4=0.

IKkki to ‘g ‘ri chizigning kesishishi

To‘g'ri chiziglar umumiy tenglamalari
Ax+By+C =0 va Ax+B,y+(C,=0
bilan berilgan bo‘lsin va A7 (x,; »,) nugtada kesishsin (7-shakl).
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U holda M(x,;y,) nugtaning koordinatalari har ikkala tenglamani
qanoatlantiradi. Shu  sababli  ikki to‘g‘ri chizigning kesishish
nuqtasi koordinatalari

Ax,+ By, +C, =0,
{ 7 (121

|4,x, + By, +C, =0
sistemadan topiladi.
Bunda M (x,;y,) kesishish nuqtasi orgali o‘tuvchi to‘g‘ri
chiziglar dastasi
Ax+By+C +A(Ax+B,y+C,)=0 (1.22)

tenglama bilan aniglanadi, bu yerda 1 - sonli ko‘paytuvchi.

8-misol. 2x-y-2=0a to‘gni chiziy bo‘ylab yo‘naltirilgan
yorug‘lik nuri x -2y +2=0 to‘g‘ri chizigda sinadi va qaytadi. Qaytuvchi
nur yo‘nalgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish. Yorug‘lik nurining qaytish nugtasi 2x-y-2=0 va
x—2y+2=0 to‘g'ri chiziglarning kesishish nugtasi bo‘ladi.

Bu nuqta M(x;y) bo‘lsin. Uni quyidagi sistemadan topamiz:

2%~ y—2=0,
{ x=2y+2=0.
Bundan M(2;2).
Yorug‘lik nuri sinadigan va yo'naltirilgan to‘g‘ri chiziglar
orasidagi burchak tangensini topamiz.
Beriigan  to‘g‘ri  chiziglarning  burchak  koeffitsiyentlari

k, :%, k, =2 bo‘ladi.

Bundan
T,
2

1+,1_.2
2

wo=-2 __._3
gY rs
Bu son yorug‘lik nuri qaytuvchi va sinuvchi to‘g‘ri chiziglar
orasidagi burchak tangensiga teng bo‘ladi.
U holda




bu yerda & - nur qaytuvchi to‘g'ri chizigning burchak koeffitsiyenti.

Bundan &= —-12—1_

. Gy . 2
Demak, izlanayotgan to‘g‘ri chiziq uchun: 3(2;2), k:~ﬁ .
Bu parametriar bilan aniglanuvchi to‘g'ni chizig tenglamasini tuzaniz:
1=-Z(x-2)
p—2 = (x -
J e

yoki
2x+11y~18=0.

Tkki to ‘g ‘ri chizigning ustma-ust tushishi

! val to‘g'ri chiziglar umumiy tenglamalari
Ax+By+C, =0, Ax+By+C,=0

bilan berilgan bo‘lsin va ustma-ust tushsin.
Bunda:

~birinchidan 1,17, bo'ladi va 2 % - 4 tengliklardan 4 — 14, =0,
2 2
B —AB, =0 kelib chigadi;
— ikkinchidan / to‘g‘ri chiziqning har bir nugtasi, jumladan,
M, (x,:y,) nuqtasi, /, to‘g‘ri chiziqda ham yotadi, ya'ni

Ax, +By, +C =0, Ax,+B,y,+C,=0
bo‘ladi.
Bu tengliklarning ikkinchisini 1 ga ko‘payiiramiz va birinchidan
ayiramiz:
(A, - Ad)x, +(B —AB,)+(C,— AC,)=0.

Bundan , = AC, kelib chigadi.
Demak, to‘g‘ri chiziglarning ustma-ust tushush sharti

A4 B C
A_;:EL:E‘_I' {1.23)

2

tengliklar bilan ifodalanadi.
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3.1.4. Nugtadan to‘g‘ri chiziqgacha bo‘lgan masofa

Nugtadan to‘g‘ri chiziqqa tushirilgan perpendikulaming uzunligiga
nugtadan to ‘g 'ri chizigqacho bo ‘lgan masofa deyiladi.

M,(x,:y,) nugta va 4x+By+C=0 tenglama bilan / to‘g‘ri chizig
berilgan bo‘lsin. M, nuqtadan ! to‘g‘ri  chizigga tushiurilgan
perpendikularming asosini M, (x;y,)
bilan belgilaymiz (8-shakl).

U holda MM, ={x,-x;y,-y) va ! v
M (x;y,) nuqta [ to'g‘ri chizigda / )
yotgani sababli Ax +8y, +C=0, ya’ni
C=-4x, — By, bo‘ladi.

A={4;8} vektoming [ to‘g‘ri M,
chiziqqa perpendikular  bo‘lishi
ma’lum. Shu sababli M, nuqtadan
! to‘g‘ri chizigqacha bo‘lgan masofani
vektorning o‘qdagi  proeksiyasining
xossalaridan foydalanib topamiz:

hd

8-shak].

Pr, MM,|= WW A NG — x4+ - y)BY

d=
[7] JA+ 3

_14x, + By, — Ax, —-By| _|Ax, +By, +C +(“1
VA + B Nyonrs
Shunday qilib, nugtadan to ‘g ‘ri chiziqgacha bo ‘lgan masofa
A%+ By, +C|

d=-—
vA + B

(1.24)
formula bilan topiladi.

9-misol. 3x+4y-4=0 va 6x+8y+5=0 parallel to‘g‘ri chiziglar
orasidagi masofani toping.

Yechish. 3x +4y—4=0 to‘g‘ri chizigda ixtiyoriy, masalan M (0:)
nuqtani olamiz. U holda berilgan paraliel to‘g‘ri chiziglar orasidagi
d masofa M(0;) nugtadan 6x+8y+5=0 10‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan
masofaga teng bo‘ladi. Uni (1.24) formula bilan hisoblavmiz:

6 0+8 i+st 13
e
V6 18
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3.1.5. Mashglar

1. To'g'ri chiziglarning burchak koeffitsiyentini va koordinata o‘qlarida
ajratgan kesmalarini toping:
. 1 x-3 X 1
()3x+ 4y -12=0; 2)x=3y-2: () DAL HI L1
)30 4 x=3y yE 2 yEe2-s
2. To'g'ri chizigning tenglamasini tuzing: 1) M,(2;-3) nugtadan o‘tuvchi va
n={3;4} wnormal vektorga ega bo‘lgan; 2} M,(-2,-3) nuqtadan o‘tuvchi va
§ = {~13} yo‘naltiruvehi vektorlarga ega bo‘lgan; 3) M,(~2:3) nuqtadan o‘tuvchi
Ox 0‘gga perpendikular bo'lgan; 4) #,(3;2) nugtadan o‘tuvchi Oy o‘qda »=35 ga
teng kesma ajratuvebi.

3. Tenglamalardan qaysilari to‘g’ri chizigning normal tenglamasini
ifodalaydi?
3 4 12 5
1)yt 2-0; 2)x-25=0; 3) Zx——y-3=0 4) Zx+Typrd=0.
Yyr2=0 )x-25-0, ) srogym3se STRASTEARR

4. To‘gri chiziglarning kesishish nuqtalarini va ular orasidagi burchakni
toping:

1) Sx-—-y-3=0, 2x-3y+4=0; 2) y:‘%x—g-, 4x+3y-5=0;
x+l p-1 ~1 +3 _ _

3y —— :1}-—, x-3y+9=10, 4) LR AL 22 y-2
3 1 1 5 -2 3

5. m va n ning qanday qiymatlarida s + 9y +2=0 va 4x+mpy-2=0 t0'g'ri
chiziglar: 1) parallel bo‘ladt; 2) ustma-ust tushadi; 3) perpendikular beladi?
&. m ning qanday qiymatiarida to‘g‘ri chiziglar: 1) parailei bo‘lad;
2) perpendikular vo‘ladi?
D x-my+5=0, 2x+3y+3=0; 2) 2x-3y+4=0, mx—6y+7=0.
7. x+y~7=0 to‘g‘ri chizigda koordinatalari 2x—y+4=0 tengiik bilan
bog‘langan nugtani toping.
8. 4(4;2) nugtadan o‘tuvchi va koorditata o‘glari bilan yuzi 2 kvadrat
birlikka teng uchburchak ajratuvchi to‘gri chiziq tenglamasini tuzing.
9. 4(-3;2),B(5,-2),C(8:4) bo‘lsa, 4BC uchburchakda BD balandlik
tenglamasini tuzing,
10. A{-2;0). B(53),C(t—1) bo'lsa, 4BC uchburchakda 40 mediana
tenglamasini tuzing.

1i. 2x-y+3=0 va x+y-2=0 to‘g'ri chiziqlarning kesishish nugtasidan
o‘tuvehi va 3x—4y-7=0 to‘g‘ri chizigga perpendikuiar to‘g‘ri chiziq tengiamasini
tuzing.
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12. To‘g‘ri burchakli teng yonli uchburchak gipotenuzasi orgali o‘tgan to‘g'ri
chizig tenglamasi 3x+2y -6 =0dan va uchlaridan biri A(-1-2) nugtadan iborat.
Uchkburchakning katetlari tenglamalarini tuzing.

13, Parailelogrammning ikki uchi 4(11) va B{2-2) nugqtalarda yotadi va
diagonallari (-1:0) nuqtada kesishadi. Parallelogrammuning tomonlari
tenglamalarini tuzing,

14. Agar 4(53), B(LD, ((3;5), D(6;6) to‘rtburchakning uchlari bo‘lsa, uning
diagonallari kesishish nuqtasini va diagonallari orasidagi burchakni toping.

15. Uchburchakning uchlari berilgan:  4(8:3), (2:5),C(5—1). Uchburchak
medianalarining Kesishish nugtasidan o‘tuvchi va x+ y-2 =0 to‘g'ri chiziqqa
perpendikular to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

16. Burchak tomonlanidan birining tenglamasi 4x-3y+%=0dan va
bissektrisasining tenglamasi x—~7y+21=0dan iborat. Burchak ikkinchi tomonining
tenglamasini tuzing.

17. Uchburchakning ikki uchi 4(5:1), B(1:3} va medianalari kesishish nuqtasi
M (3:4) berilgan. Uchburchak tomonlarining tenglamalarim tuzing,

18. Uchburchakning ikki uchi A4(2;-2),5(-6;2) va balandliklari kesishish
nugtasi M(L2) berilgan, Uchburchakning ¢ uchidan tushiriigan balandlik
tenglamasini tuzing,

19. Uchburchak tomonlarining o‘rtalari berilgan: M, (1:-3), 3 (2:~2), M, (=3:4).
Uchburchak tomonlarining tenglamalarini tuzing.

20. Paralielogrammning ikki tomoni 2x+y-2=0, x-p+17=0 to‘g'rt
chiziqlarda yotadi va diagonallari M(-3,53.5) nuqtada kesishadi. Parallelogramm
qolgan tomonlari yotgan to‘g‘ri chiziqlaming tenglamalarini tuzing.

2%, x-Zy+5=0 to'g'ri chiziq bo‘ylab yo‘naigan yorug‘lik nuri 3x-2y+7=0
to‘gri chiziqda sinadi va qaytadi. Qaytuvchi nur yo‘nalgan to‘g‘ri chizig
tenglamasini tuzing.

22. Uchlani 4(2:3), B(-1,4),C(5:5) nuqtalarda bo*lgan uchburchak og‘irlik
markazidan o‘tuvchi va AC tomonga paraliel to‘g‘ti chizig tenglamasini tuzing.

23. Bir uchi 4(3;4) nuqtada bo'lgan va bir tomori 2x+5y+3=0 to‘g‘ri
tenglama bilan berilgan to‘g'ri chiziqda yotgan kvadratning yuzini toping.

24. 4x-3y+8=0 va 8x~6y~7=0to‘g"ri chiziglar orasidagi masofani toping.

25. Kvadratning ikki tomoni 5x+12y-61=6 va Sx+12y+17=0 tenglamalar

bilan berilgan to'g'ri chiziglarda yotadi. Kvadrat diagonalining uzunligini
toping.
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26. 4(24) nuqtadan o‘tuvchi va koordimatalar boshidan 2 birlik
masofada yotuvehi to‘g*ri chiziq tenglamasini tuzing.

27. A(-2;3) nuqtadan o‘tuvchi va B(5-1).C(3:7) nuqialardan. teng
uzoglikda yotuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

28. M(-812) nugtaning A(-Shva B(2:-3)nugtalardan oftuvchi to‘g‘ri

chiziqdagi proeksiyasini toping.

3.2, IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLAR

Oxy koordinatalar sistemasida x, y o‘zgaruvchilaming ikkinchi
darajali tenglamasi bilan aniqlanuvchi chiziq tekislikdagi ikkinchi
tartibli chizig deyiladi, L

Har ganday ikkinchi tartibli chizigni TpT—
doiraviy konusning tekislik bilan kesishish
chizig't sifatida hosil qilish mumkin. Shu sababli
ikkinchi tartibli chiziglar konus kesimiar deb
ham ataladi. Berilgan ! to‘g‘ri chizigni uni
4 nugtaga kesuvchi boshga bir fiksirlangan
L to'g‘ri chiziq atrofida o‘zgarmas ¢ burchak
ostida aylantirish natijasida hosil gilingan sirt
doiraviy konus deyiladi (9-shakl).

Bunda  to‘gri chiziqga fkonusning
yasovchisi, L to‘g'n chizigqa konusning 0 °qi, 4 9-shakl.
nuqtaga konusning uchi, konusning 4 nugta
bilan ajratiigan qismlariga konusning pallalari deyiladi.

Agar konus tekislik bilan kesilganida (10-shakl):

— tekislik konusning 4 wuchidan o‘tmasa va konus ofgiga
perpendikular bo‘lsa, kesimda aylana hosil bo‘ladi;

— tekislik konus o‘qiga perpendikular bo’lmay, konusning fagat
bitta  pallasini kessa va uming yasovchilaridan birortasiga parallel
bo‘lmasa, kesimda e/lips hosil bo‘ladi;

— tekislik konus yasovchilaridan biriga parallel ravishda uning
pallalaridan birini kessa, kesimda parabola hosil bo*ladi;

-- tekislik konusning ikkala pallasini kessa, kesimda giperbola hosil
bo‘ladi;

— tekislik konusning 4 uchidan o‘tsa, kesimda nugta, to ‘g ri chizig,
to ‘g ri chizigior jufti hosil bo'ladi.

P
s
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Aylana Ellips Parabola Giperboela

To‘g’ri chiziglar
jufti

Nugta

To'g'ri chizig

10-shakl.

Ikkinchi tartibli chiziqlar fan va texnikaning ko‘p sohalarida keng
qo‘llaniladi.

Bunga misollar keltiramiz.

1. Ma’lumki, avtomobil gildiraklari aylana shaklida vasaladi.

2. Quyosh sistemasining planetalari quyosh jovlashgan umumiy
fokusga ega ellipslar bo‘yicha harakat giladi.

3. Agar parabola fokusiga yorug‘lik manbayi joylashtirilsa, nurlar
uning o‘qiga parallel ravishda qaytadi. Projektorning tuzilishi bu
xossaga asoslangan.

4. Mexanikada isbot qilinganidek, yer yuzidan gorizontga qarab
burchak ostida v, =11,2 km/c(ikkinchi kosmik tezlik) boshlang‘ich tezlik

bilan chiqarilgan raketa parabola bo‘ylab yer yuzidan cheksiz
uzoglashsa, v,>112 km/c boshlang‘ich tezlik bilan chigarilgan raketa

giperbola bo‘ylab yer yuzidan cheksiz uzoglashadi, v, <112 km/c

boshlang‘ich tezlik bilan chiqarilgan raketa esa yerga qaytib tushadi
yoki yerning sun’iy yo‘ldoshi bo‘lib goladi.
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3.2.1. Aylana

1-ta’rif. Tekislikda markaz deb ataluvchi berilgan nugtadan teng
uzoglikda  yotuvchi  nuqtalarning

geometrik o‘rniga aylang deyiladi. v

Tekislikda M (x;y,) nugtadan R .
masofada yotuvchi nuqtalarni e N
qaraymiz. Bu nugtalardan biri M(x;y) f R “f_w
nugta bo*lsin (1 1-shakl). Mo/

Aylana ta’rifiga ko‘ra, |M M|=R. 5 ;’i

Bu tenglikka ikki nuqta crasidagi "\\
masofa formulasini go‘laymiz: S -

Ja=x) +-») =R. ¢ )
11-ghak].
Bundan
(x=x) +(y-3,) =R". 2.0

(2.1) tenglamaga aylananing kanonik tenglamasi deyiladi. Bunda
M (x,; ¥,) nuqta aylana markazi, R masofa aylana radiusi deb ataladi.
x, =0, y, =0 da (2.1) tenglamadan topamiz:

¥4y =R 2.2)
(2.2) tenglama markazi koordintalar boshidan o‘tuvchi va radiusi
R ga teng aylanani aniglaydi.
I-misol. Koordinatalari x=Rcost, y=Rsint tenglamalar bilan
anigianavchi M(x;y) nugta aylana nuqtasi bo‘lishini ko‘rsating.

Yechish. M(x;y) nugta koordinatalarining har ikkala tomonini
kvadratga ko‘taramiz va hadlab go*shamiz:

x*+3y"=R’cos’t+Rsin’r=R(sin’¢ +cos’ )= R’
yoki

X+ y =R

Demak, koordinatalari x=Rcost, y=Rsint, feR tenglamalar bilan
aniglanuvchi M{x;y) vuqta markazi koordintalar boshida yotuvchi
va radiusi R ga teng aylanada yotadi.
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Aylanani amiqlovchi ushbu

Ix=Rcost,

i

¥y = Rsinz, 1€[0;27) (2.3)

tenglamalar sistemasiga aylananing parametrik tenglamalari deyiladi.
3.2.2. Ellips

2-ta’rif. Tekislikda fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nuqtagacha
bo‘lgan masofalaming yig‘indisi o‘zgarmas kattalikka teng bo‘lgan
nuqtalaming geometrik o‘riga ellips deyiladi.

F, va F, ellipsning fokuslari, M ellipsning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin.
FF =2, FM=r, F,M =r, belgilashlar kiritamiz.

Ellipsning ta’rifiga ko‘ra, £M + £,M =2a, ya'ni

n+r=2a, 2.4)

bu yerda a-o‘zgarmas son bo‘lib, a>ec.

Oxy koordinatalar sistemasini Ox o‘q fokuslardan, Oy o'q FF
kesmaning o‘rtasidan o*tadigan qilib tanlaymiz (12-shakl).

Uholda F,(~c;0) va £(c;03bo*ladi.

M nuqtaning koordinatalari x va 3 bo‘lsin deyhik, ya’ni M(x;)).

Ikki nuqta orasidagi masofa formulasiga ko‘ra

H:V{"(;:EZ‘U’:: h= (x"'c)z"'?-

r, va r, ning bu ifodalarini (2.4) tenglikka go‘yib, almashtirishlar
bajaramiz:

Jox—c) +yt + JEx+eY +3 =2a,
(x-c) +y =(2a-J(x+c) +y),

x* ~2xc+c’ +yt =44’ —4aq(x+c)""u+ yi4xl+2xecet + ¥,

a’x’ +2a'xc +a'c* + a*y? =a* + 2a°xe + x*cE,

(@ -c)x* +a’y’ = d* (6" ~ ™).

136



b =a* —c¢* (chunki a>c) belgilash kiritib, topamiz:
bixz +a2y2 = aZb2,

yoki
X

LY
—F l;‘;':l. (25)

Q

{2.5) tenglamaga ellipsning kanonik tenglamasi deyiladi.
x=acost, y=bsint tenglamalar bilan aniqlanuvchi M(x;y) nuqta ellips
nugtasi bo‘lishint I-misoldagi kabi ko‘rsatish mumkin.
Ellipsni aniqlovchi ushbu
{x = acost,

. (2.6)
y=bhsini, 1 {0;27)

englamalar sistemasiga ellipsning parametrik tenglamalari deyiladi.

Ellipsning shaklini uning kanonik tenglamasidan foydalanib
aniglaymiz.

(2.5) tenglikda x va » ning faqgat juft darajalari gatnashgani
uchun ellips Ox,0p o‘glarga va 0O(0;0) nuqtaga nisbatan simmetiik
bo‘ladi. Shu sababli (2.5) tenglamani x>0, »>0 da (l-chorakda)
tekshirtsh yetarli bo‘ladi.

J-chorakda (2.5) tenglamadan yzg@——xT kelib chiqadi.

Bunda x koordinata ¢ dan a gacha o‘sganida y koordinata & dan
0 gacha kamayadi. Ellipsning qolgan choraklardagi shaklini koordinata
o*glariga nisbatan simmetrik gilib chizamiz (12-shak}).

Ellipsda O(0:0) nuqtaga markaz, A({a0), A4,(-a0), B(0;b), B,(0;-b)
nuqtalarga uchlar, 4.4,, BB, kesmalarning 2a, 26 uzunliklariga mos
ravishda katta va kichik o‘glar, a,b sonlarga mos ravishda katta va
kichik yarim o‘qlar, /M, F,M kesmalarming 7 ,r, uzunliklariga fokal
radiuslar deyiladi.

Ellipsning shakli b nisbatga bog‘lig bo‘ladi, ammo ellipsning
&

shaklini © nisbat yordamida tekshirish qulaylikka ega.
a

¢ =< kattalikka ellipsning ekstsentritsiteti deyiladi. Bunda 0<z <1,
a
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—
chunki 0<c<a. b'=a’-c" dan £=J:(£J ,ya’niﬁ= I-g*.
a

a a

Demak, ¢£—>1da -11——>0, ya’ni b kichiklashib, ellips Oy o‘giga
a
parallel ravishda Ox o‘qqa tomon siqilib boradi, aksincha £-+0 da

L4 —1, ya’ni ellips aylanaga yaqginlashib boradi.
a

x=x2 to‘gri chiziglar ellipsning direktrisalari deb ataladi.
&

JM

RN

\iA

{ ;
A1\ F, o X y ) x
\\,.
a

12-shakl,

Ellipsning M nuqtasidan  direktrisalargacha bo‘lgan 4, va d
masofalar uchun ushbu

3

Il
o

g % |.n
K I,,,\

tengliklar bajariladi (12-shakl).
Bu tengliklardan ellipsning fokal radiuslari uchun
n=a-g, r,=a+t+ex
formulalar hosil qilinadi.

Fokuslari oy o‘qida va markazi koordinatalar boshda yotuvchi
ellipsning kanonik tenglamalari shu kabi aniqlanadi.
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Har ikkala hol! wuchun

ellipsning tenglamalarini va asosiy
xossalarini keltiramiz.

Markazi {(0;0) nuqtada bo‘lgan ellipsning
kanonik tenglamalari va asosiy xossafari
2 J2
LS ct asbso
a b by
—katta o‘q Ox da yotadi e h P,
va Za gateng: R I Y
oy . . 7 7 3
—kichik o°g Oy da yotadi % D TR
va 25 gateng: e e
~ fokuslar: #(-c;0), F,(c;0) RSN
=gt bt
y
2 2 a
2. T4+t asb>o AT
6" a /€15, 3\
—katiao’q Oy da yotadi f ‘1
va 2 gateng; i I
—kichik 0q Ox da yotad; -b O fb x
va 2b gateng, "ix H
— fokuslar: F,{0;—c), F,(0;¢) ‘z:c EJ
P =al — b _‘2 e

Agar a=b bo‘lsa, u holda (2.5) tenglamadan x* +)’ =4’ tenglama,
va’ni markazi koordinata boshida yotuvchi va radiusi a ga teng

aylana tenglamasi kelib chigadi. Demak, aylana ellipsning xususiy holi
hisoblanadi.

2-misol. 4x* + 9" =144 ellipsning o‘qglari vzunliklarini, fokuslarining
koordinatalarini va ekssentrisitetini toping.

Yechish. Ellipsning tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiramiz:

2 2
AP NS Y
36 16

Bundan o' =136, 3 =16.

Demak, a=6, b=4, 2a=12, 2b=8.

Shunday qilib, ellips o‘qlarining uzunliklari mos ravishda 12 va
8 ga teng.
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a va b ni bilgan holda ¢ ni aniglaymiz:

c=Va' - =36-16=2.5.
Bundan fokuslarning koordinatalarini va ekssentrisitetni topamiz:
E,(5:0), F,(-2V5:0;
c 25 35

£=—
a 6 3

3.2.3. Giperbola

3-ta’rif. Tekislikda fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nugtagacha
bo‘lgan masofalar ayirmasining moduli o‘zgarmas kattalikka teng
bo‘lgan nuqtalarning geometrik o‘rniga giperbola deyiladi.

Oxy koordinatalar sistemasini Ox o‘q F, va F, fokuslardan, Oy o'q
F,F, kesmaning o‘rtasidan o‘tadigan qilib tanlaymiz (13-shak]l).

M (x;y) giperbolaning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin. £F, =2c, FM =¢,
F,M =r, belgilashlar kiritamiz. Ciperbolaning ta’rifiga ko‘ra,

[ ~r, |=2a, (2.7

bu yerda a- o‘zgarmas son bo‘lib, a<c.
(2.7) ifodada (2.4) ifodada bajarilgan almashtirishiar kabi
almashtirishlar bajarib, quyidagi tenglamani keltirib chiqaramiz:

x .

2 Y 2.
S-Ley @8)
bu yerda #* =¢* —a’.

(2.8) tenglamaga giperbolaning kanonik tenglamasi deyiladi.

Giperbolaning shaklini uning kanonik tenglamasidan foydalanib
anig¢laymiz.

(2.8) tenglikda x va y ning fagat juft darajalari gatnashgani uchun
giperbola ellips kabi Ox,0p o°glarga va O(0,0) nuqtaga nisbatan
simmetrik bo‘ladi. Shu sababli (2.8) tenglamani x>0, y>0 da (I-
chorakda) tekshiramiz.

I-chorakda (2.8) tenglamadan y:éJx a* kelib chigadi. Bunda
a

x2a va x koordinata a dan boshlab o‘sishi bilan y koordinata ham
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o‘sib boradi, ya’ni M(x;y) nugta cheksizlikka intiladi. Bu intilish
ganday yuz berishini ko‘rsatish uchun koordinatalar boshidan o‘tuvchi

va burchak koeffitsiyenti & = u ga teng bo‘lgan y = 5r 0 g'ri chizignt
a a

qaraymiz. Bu chiziq ushbu xossaga ega: M nugta giperbola bo‘ylab
liarakat qilib koordinata boshidan cheksiz uzoglashgani sari bu to‘g‘ri
chiziqqa juda yaqinlashib boradi, lekin uni kesib o‘tmaydi, ya’ni
asimptotik vaginlashadi.

Shunday qilib, giperbola I-chorakda 4 (a;0) nugtadan o‘tib, y= b,

a

to‘gri chiziqgga asimptotik yaqinlashgani holda o‘ngga va yuqoriga
qarab o‘sib boradi.

Giperbolaning qolgan choraklardagi shaklini koordinata o‘qlariga
nisbatan simmetrik qilib chizamiz (13-shakl).

Shunday qilib, giperbola ikki gismdan iborat bo‘ladi. Bu qismlarga
giperbolaning tarmoqiari deyiladi.

p
7

NN . d, 4,
N : = AIM
\ B - 2 g f;

" £ N
F“ / Az {/6 \\ A \ F‘ X X
A
o ~
/ LB, N
e \\
/ ¥ = ai a .,
. e =2
/»:/ & £ B b\\’:&\
y=—x y=-=—x
13-shakl.

y=1éx tengiama bilan aniglanuvchi to‘g‘ri  chiziglarga
a

giperbolaning asimptotalari deyiladi.

Giperbolada A4,(a;0), 4,(-a;0), B(0;b), B,(0;-b) nugqtalarga uchlar,
4,4, Xesmaning 2a uzunligiga hagiqly o‘q, BB, kesmaning 2b
vzunligiga mavhum o‘q, a, b sonlarga mos ravishda haqiqiy va

141



mavhum yarim o°glar, FM, F,M kesmalarning r, r, uzunliklariga
fokal radiuslar deyiladi.
£ =< Kattalikka giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi.
a

Bunda £ >1, chunki ¢>a.

,——1—
b =c¢* -a* dan 2=J(£J ~1, ya’ni L g -1.
a

a a

Demak, ekstsentrisitet birga qanchalik yaqin bo‘lsa, b shunchalik
4]

kichik bo‘ladi, ya'ni £ —+1da % 50 va giperbola haqiqiy o‘qi tomon
a

sigilib boradi, aksincha ¢ kattalashgan sayin L ham kattalashadi va
a
giperbolaning tarmoglari kengayib boradi.
x=+2 to‘g‘ri chiziglar giperbolaning direktrisalari deb ataladi.
&

Fokuslari oy o‘qida va markazi koordinatalar boshda yotuvchi
giperbolaning kanonik tenglamasi shu kabi aniglanadi.

Markazi O(0;0) nugtada ho‘igan giperbolaning
kanonik tenglamalari va asosiy xossalari

xz yi
1. a—l" ”b—l— =1 y
-~ haqiqiy 0o°q Ox da yotadi
va 2a gateng,
—mavhum o°‘q Oy da yotadi
va 25 gateng,

— fokuslar: F(—¢;0}, Fy(c:0),;
ct=a’ +b%;

— asimptotalary; y =+—x

o

yl xz

s

—haqiqiy 0°q Oy da yotadi

va 2q gateng,

— mavhem o'q Ox da yotadi
va 2h pateng;

— fokustar: F,(0;-¢), F,(0;c);

¢t =a’ +b%;

)

— asimptotalart; y = izx .
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Giperbolaning M nugtasidan direktrisalargacha bo‘lgan 4, va d,
masofalar uchun ushbu

—_—_—===g

rn_n
d d,
tengliklar bajariladi (13-shakl).
Bu tengliklardan giperbolaning fokal radiuslari uchun ushbu
x>0 bo'lganda r=sx-a, r=ex+a;

x<0 bo‘lganda r=-a-&x, r,=a—&

formulalar hosil qilinadi.

Yarim o‘qlari teng bo‘lgan giperbolaga teng tomonli giperbola
deyiladi.

Teng tomonli giperbola

X2 _yz =at (29)
tenglama bilan aniqlanadi.

3-misol. Ekssentrisiteti +2 ga teng va M(+/3;+2) nuqtadan o‘tuvchi
giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing. Uning vyarim o°qlari
uzunligini, fokuslari koordinatalarini toping va asimptotalarining,
direktrisalarining tenglamalarini tuzing.

Yechish. Ma’lumki, e=S=+2 yoki ¢’ =24°. Ikkinchi tomondan
a

¢*=a’+b’. Bundan a’=p’. Demak, izlanayotgan giperbola teng

tomonli. M(+/3;+/2) nugta giperbolada yotgani uchun %—%%—)n:l,
ya'ni @’ =1.

Demak, izlanayotgan giperbolaning kanonik tenglamasi
xt—y'=1
ko‘rinishni oladi.

Bu tenglama bilan aniglanuvchi giperbolaning yarim o*qlari a=56=1
uzunlikka, fokuslari £(~2;0), F,(—v/2;0) koordinatalarga ega bo‘ladi,

|

asimptotalari y=z+x tenglamalar bilan, direktrisalari x=t%

o

tenglamalar bilan topiladi.
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3.2.4. Parabola

4-ta’rif. Tekislikda fokus deb ataluvchi beriigan nuqgtadan va
direktrisa deb ataluvchi berilgan to‘g‘ri chiziqgdan teng wzoqlikda
yotuvchi nuqtalarning geometrik o°rniga parabola deyiladi.

Parabolaning fokusidan direktrisasigacha bo‘igan masofani p(p > 0)
bilan belgilaymiz.

p kattalikka parabolaning parametri deyiladi.

Oxy koordinatalar sistemasini Ox o‘q direktrisaga perpendikular va
fokusdan o‘tadigan, 0O(0;0) nuqgta fokus va direkirisaning o‘rtasida
yotadigan qilib tanlaymiz. Tanlangan koordinatalar sistemasida

F(%;O;] nugta fokus, x= ——2 to‘gri chiziq direktrisa bo*ladi (17-shakl).
AN

M (x;y) parabolaning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin.
M nngtaning direktrisadagi proyektsiyasini N hilan belgilaymiz.
Parabolaning ta’rifiga ko‘ra NM = MF.

Bundan

ix+£

pY | .
= —-— -+ s
2 \K ZJ d N M

2 2 4

x +px+pT=x2-px+£4—+y’

yoki

v =2px. (2.10)

(2.10)  tenglamaga  parabolaning .
kanonik tenglamasi deyiladi. P e
Parabolaning shaklini uning kanonik )
tenglamasidan foydalanib aniqlaymiz. 14-shakL.
(2.10) tenglikda yning juft darajasi
qatnashgani uchun parabola Ox o°qqga nisbatan simmetrik bo‘ladi.
Shu sababli (2.10) tengiamani x > 0, y > 0da tekshiramiz.

1 chorakda (2.10) tenglamadan y =./2px kelib chigadi. Bunda x>0
va x koordinata 0 dan boshlab o‘sishi bilan y koordinata ham o‘sib
boradi. Shunday qilib, y >0 bo‘lganda M(x;y) nuqta O(0;0) nuqtadan
chigadi va x ofsishi bilan o‘ngga va yuqoriga qarab  bu nuqtadan
cheksiz uzoglashadi. Parabolaning y <0 dagi shaklini Ox 0‘qga nisbatan
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simmetrik qilib chizamiz (14-shakl). Bunda O(0;0) nuqta parabolaning
uchi, Ox o‘q parabolaning o ‘qi deb ataladi.

Parabolaning ekstsentrisiteti ¢ = % =1ga teng bo‘ladi, direktrisasi

x :~§ tenglama bilan aniqlanadi.

4-misol. y* =6x parabola berilgan. Uning direkrtisasi tenglamasini
tuzing va fokusini toping.

Yechish. Berilgan tenglamani parabolaning kanonik tenglamasi
(2.10) bilan taqqostab, ko‘ramizki, 2p =6 yoki p=3.

U holda berilgan parabola uchun direktrisasi tenglamasi

N
x=-P -3 vatokusi # 2o ):(i;o) bo‘ladi.
2 2 2 2

Parabolaning boshqa kanonik tenglamalari shu kabi aniqlanadi.

Uchi O(0;0) nugtada bo‘lgan parabelaning
kanonik tenglamalari va asosiy xossalari

2o
Ly =2px . I ( "1 P
— fokus: F,[E’ﬁ 1; “\"«
27) Y
— direktritsa: x=—£ it v
2 £ x ‘ F X
va Oz oqga simmetrik; ’,fj "‘*,,Q‘
) . . s .,
~gimmetriya 0°qi- Ox " p L4 pbo ™

2. 5= 2pp

~ fokus: F{O; —‘;-w
Y

_ «
«wn:,_-:-—-—--a- .‘“"‘g
— direktritsa: yr—% ; ) ™ x N /
/

va Oyoqga simmetitk; ¢ H SOOI R— -

—simmetriya o°qi — Oy
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3.2.5. Ikkinchi tartibli chiziqlarning
umumiy tenglamasi

Ikkita x va y o‘zgaruvchining ikkinchi darajali tenglamasi umumiy
ko‘rinishda

A 4 2Bxy + Oy +2Dx + 2Ey+ F =0, A+ B +C* 20 2.11)

kabi yoziladi, bu yerda 4,B,C, D, E, F - koeffitsiyentlar.

Oldingt bandlarda ta’riftari asosida ellips, giperbola va
parabolalarning kanonik tenglamalarini keltirib chigardik va xossalartui
o‘rgandik. Bunda chiziglarning markazlarini koordinatalar boshiga
joylashtirdik va ulaming o‘glarini  koordinata oglari  bo‘ylab
yo‘naltirdik. ‘

Ushbu bandda (2.11) tenglama koeffitsiventlarining mos
qiymatlarida konus kesimlardan birini, yoki mavhum konus kesimlardan
birini, yoki bo‘sh to‘plamni aniqlashini ko‘rsatamiz. Bunda konus
kesimning markazi koordinatalar boshida yotmasligi va o‘glari
koordinata o‘qlariga nisbatan og‘ishga ega bo‘lishi giyinchilik
tug‘dirishi mumkin. Bu qiyinchilikni bartaraf qilish uchun koordinatalar
usulining ikki qurolidan — koordinatalar o‘qlarini parailel ko‘chirish va
burishdan foydalanamiz.

Koordinata o qlarini parailel ko ‘chirish

Tekislikda Oxy to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasi beriigan
bo‘lsin. oYy

Koordinata o‘qlarini paralle] i
ko‘chirish — bu Oxy sistemadan uning L
o‘qlart yo‘nalishlarini va masshtablarini  »}---—-
o‘zgartirmasdan  fagat  koordinatalar 7
boshining joylashishini o‘zgartirish orqali  ».! .. bl
yangi Oy’ sistemaga o‘tishdir.

Yangi oxy sistemaning
koordinatalar boshi O eski Oxy
ststemada  (x,;v,) koordinatalarga ega
bo‘lsin, ya’ni O'(x,;y,). 15-shakl.

Tekislik ixtivorty M nuqtasining Oxy sistemadagi koordinatalarini

R SRR s

&
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(x;y) bilan va O%)" sistemadagi koordinatalarini (x’;y") bilan
belgifaymiz (15-shakl).
U holda

OM =xi +yj, OO =xi+yj, OM=xT+7.
15-shakldan topamiz: OM =00 +O'M .
Bundan
xi+yf=x0i+yJ+xi+y7
yoki
x=x,+x, y=y,+y. (2.12)
(2.12)  formylalar Mnuqgtaning  Oxy  sistemadagi  (x;))
koordinatalarini O'xy’ sistemadagi (x;»") koordinatalar orqali topish
imkonini beradi va aksincha.

S-misol.  (x-4Y +(y+1)’ =36 tenglamani Oxy koordinatalar
sistemasini parallel ko‘chirish orqali
soddalashtiring. J’. ¥

Yechish. Berilgan tenglama Oxy s

koordinatalar sistemasida markazi
(4,—1) magtada yotuvehi va  radiusi

R=6 gateng aylanani ifodalaydi. i o Gasaes x
Oxy koordinatalar sistemasi  { -1 0 X!

O (x,;y,) =041 nuqiaga  parallel

ko‘chirilsa, berilgan tenglama yangi \M% rﬂﬂﬂ

Oy’ sistemada ham aylana tenglamasini

beradi. {6-shakl.

{(2.12) formulalarni go‘llab, topamiz:
X'=x—x=x-4, y=y-y,=y+1

U holda berilgan tenglama O'x"y’ sis-temada
x4+ =36

ko‘rinishni oladi, ya’ni markazi koordinatalar boshida bo‘igan va radivsi
R =6 gateng aylanani ifodalaydi.
Aylana grafigini Oxy va O'x)’ sistemalarda chizamiz (16-shakl).
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Koordinata o ‘glarini burish

Tekislikda Oxy to‘g'ri burchakli koordinatalar sistemasi berilgan
bo‘lsin,

Koordinata o‘qlarini burish ~ bu Oxy sistemadan uning
koordinatalar boshini va o‘glari
masshtablarini o‘zgartirmasdan ‘
fagat koordinata o‘glarini biror 4
burchakka burish orqali yangi Ox'y’ g \\ M
sistemaga o*tishdir. \ “"::—’:“T\ .

Oxy sistemani O nugta atrofida N LT ﬂ)" *
soat strelkasi yo‘nalishiga teskari s
yo‘nalishda o burchakka burib, s
Ox'y'sistemaga o‘tamiz. Tekislik N x

ixtiyoriy =~ M nugtasining Oxy 17-shakl.
sistemadagi koordinatalarini (x;)
bilan va O%%' sistemadagi koordinatalarini (x';y") bilan belgilaymiz.
M nuqta radius vektorining uzunligi » ga, uning Ox' o°q bilan tashkil
gilgan burchagi ¢ ga teng bo‘lsin (17-shakl).

17-shakldan topamiz:

x'=rcosp, ¥y =rsing, (2.13)
x=rcos(p +a), ¥ =rsin(e+a). @.14)

(2.14)  tenmgliklar  ustida  almashurishlar bajaramiz  va
(2.13) tengliklarni hisobga olib, topamiz:

x=rcos{p+a)=r(cosgcos@ --singsine) =

=(rcos@)cosa —{rsing)sina = x'cosa - y'sinq,
y=rsi(¢+ ) =r(singcosa + cospsina) =

=r{cosp)sine +r(sm@)cosx =x'sina + y'cosa.
Demak,
x=x'cosa ~y'sina, y=x'sina + ¥ cosa, (2.15)

(2.15) formulalarga koordinata o‘glarini burish formulalari deyilad:.
Bu formulalar M nuqtaning Oxy sistemadagi (x;y) koordinatalarini

148



Ox'y' sistemadagi (x;)") koordinatalar orqali topish imkonini beradi
va aksincha.

6-misol. xy=-2 tenglamani koordinata o‘qglarini 435°ga burish
orqah kanonik shakiga keltiring.
Yechish. (2.15) tengliklardan « =45"da topamiz:

5)
x =x'cosd5” — y'sin45° :lzﬁ(x' _—_

2
y=x'sin45" + y'cos45’ =i2m—(x’ + ).

x va y ni xy=-2 tenglamaga qo‘yamiz:

V2, oA
— =Yy (' +)y)=-2,
p 2
l(xvz_ 72)__w2
2 ¥y s
(4 M2
¥y
4 4

Bu tenglama giperbolaning kanonik
tenglamasit hisoblanadi, ya’ni xy=-2
tenglama bilan aniglanuvchi chiziq Ox'

sistemada 2—-%
4 4

=1 tenglama bilan

aniglanuvchi  giperbolani  ifodalaydi.

Demak, y:—E funksiyaning grafigi
X

asimptotalari koordinata o‘qlari  bilan

ustma-ust tushadigan teng tomonl
giperboladan iborat (18-shakl). 18-shakl.

Ikkinchi tartibli umumiy tenglamani soddalashtirish
Ikkinchi tartibli umumiy tenglamani qaraymiz:
Ax* +2Bxy +Cy* +2Dx +2Ey + F =0. (2.11)

Bunda B=0bo‘lsin. Koordinata o‘qlarini « burchakka buramiz,
ya'ni (2.15) formulalar yordamida eski koordinatalarni yangi
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koordinatalar orqali ifodalaymiz:
A(x'cosar — y'sinay +28(x'cosa — y'sina)(x'sina + y' cosa) +
+C(x'sing +y'cosa) +2D (x'cosa — y'sina) + 2E(x'sna + y'cosa) + F =0
yoki
AX" +2BxY +Cy? +2Dx +2EY + F, =0,
bu yerda
4 =Acos’ @ +2Bcosasina +Csin’ a;
B =(C—~ A)sinacosa + B(cos’ a —sin’ a);
C, = Asin* a —2Bcosasina +Ccos’ a;
D, = Dcosa + Esina; E =Esina—Dcosa; F =F.

@ burchakni shunday tanlaymizki, yugoridagi tenglamada
x'y" oldidagi koeffitsiyent nolga aylansin, ya’ni

B, =(C ~ A)sinacosa + B(cos’ & ~sin* a) =0

tenglik bajarilsin.
Bundan
A-C
2a="—r. 2.16)
ctg2a 2B (2.16)
Shunday  qilib, koordinata o‘qlarini (2.16) shartni
ganoatlantiruvchi & burchakka burish (2.11) tenglamani quyidagi
tengiamaga keltiradi:
AX* +Cy? +2Dx +2EY +F, =0, A’ + B} #0. 2.17)

1-teorema. (2.17) tenglama hamma vaqt yoki aylanani ( 4, =C,da),

yoki ellipsni (4, -C,>0da), yoki giperbolani (4, -C <0da), yoki
parabolani (4, -C, = 0da) aniglaydi. Bunda ellips (aylana) uchun — nuqta
yoki mavhum ellips (aylana), giperbola uchun — kesishuvchi to‘g‘ri
chiziqlar juftligi, parabola uchun — parallel to‘g‘ri chiziglar juftligi kabi
buzilishlar bo*lishi mumkin.

Isboti. 4 =C, bo‘lgan holni batafsil tahlil qilamiz.

A, =C, da (2.17) tenglik ustida almashtirishlar bajaramiz:

Ax"” +4y” +2Dx' +2E V' + F, =0,
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x4y +2%x’+2§iy'+i=0,

1 Al
x'2+2&x'+(-—0—‘)0+y'1+2£'~y’+(5} +£—(B} -«(5) =0,
4, 4, 4, 4] 4 4] \4
f”PJ) Jy'fn) {ﬂ} +(E,j _R (2.18)
\ A, L A! AJ kA? A‘

Bunda, (2.18) tenglama va mos ravishda (2.17) tenglama:

1 1

(oY .(e].E ——
( __) +(_-} - j ga teng aylanani aniqlaydi;

Y4 ) (A4

2)(%‘} +(%) - g =0bo‘lganda (x + »g«) + [y + %) =0 ko‘rinishga

7/ 2 N2
1)*9L] +5“—El —5~>0 bo‘lganda markazi O, _D ,—5 nugtada
W4 \4) 4 4 4

14 1

joylashgan va radiusi R =

keladi. Bu tenglikni yagona O{——D—',—‘—E—'W nuqta koordinatalari

Al Al )

ganoatlantiradi. Bunda «aylana nuqtaga buzilgan» deyiladi;

‘b (eY F . . P
3) L;— o —;;«:0 bo‘lganda hech bir chizigni aniqlamaydi.

y J !

Bunda «aylana mavhum aylanaga buzilgan» deyiladi.

Qolgan hollarda teorema shu kabi tahlil gilinadi.

Shunday qilib, (2.17) tenglama (mos ravishda (2.11) tenglama)
jkkinchi tartibli chiziglardan birini aniqlaydi.

7-misol.  4x* —253" —24x+50y-89=0 tenglama bilan berilgan

ikkinchi tartibli chiziq ko‘rinishini aniqlang.

Yechish. Berilgan tenglamada 4=4, C=-25.

Bundan 4-C=4-(-25)<0.

Teoremaga ko‘ra, berilgan tenglama giperbolani ifodalaydi.

Tenglamada almashtirishlar bajaramiz:

A(x’ —6x+9)—25(3 -2y + ) —36+25-89 =0,
4(x—3)' —25(y —1)* =100,
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(x-3) -1 _
25 4

1.

Demak, berilgan tenglama simmetriva markazi O(3;1) nuqiada
joylashgan va yarim o‘qlari a=5, 5=2 ga teng bo‘lgan giperbolani
aniglaydi.

3.2.6. Mashglar

1. Aylananing tenglamasini tuzing: 1) markazi M, (-3} nugtada joyiashgan
va radiusi R=6 ga teng bo‘lgan; 2) markazi A7,(-3;5) nugtada joylashgan va 4(4:4)
nugtadan o‘tgan; 3) diametrlaridan birining uchlari B3} va £(-3;5) nugtalarda
bo'lgan; 4) D(8;—4) nugtadan o‘tgan va koordinata c‘glariga uringan; 5) markazi
M(2;-1) nugtada joylashgan va urinmalaridan biri 3x+4y+3=0 to‘g'ri chizigda
bo‘lgan.

2. Ayianalaming markazi va radiusini toping:
1) 2% 4y +8x-14y+16=0; 2) 24yt +Ax-0y—-3=0;
. N 2
3) ¥ +y —x+2p-1=0; 4) x‘+y2+3x-7y—§—_0‘
3. A(1;-2) nugta berilgan. Uning aylznalarning ichkarisida, tashgarisida
yoki ustida yotishini aniglang.
1) '+’ =5 2) Xy =9
3) x*+3y* —8x—4y-5=0; 4) ¥+ 11 ~10x+83=0.
4. xT +y P ~2x+4y-20=0vax® +y> —10y+-20=0 tenglamalar bilan
berilgan aylanalar markazlari orasidagi masofani toping.
5. %+§ =1 to‘g‘ri chiziqdan kcordinata o‘qglari kesgan kesrani diametr
qilib aylana chizilgan. Bu aylana tenglamasini tuzing.
6. 421, 8(34 nuqtalardan o‘tgan va markazi x—y—-4=0 to‘g‘ri
chiziqda joylashgan aylana tenglamasini tuzing.
7. Uchlari 4(-2;2), B(3:~2).C(-1;-1) bo‘lgan ABC uchburchakka tashgi
chizilgan aylananing markazi va radiusini toping.
8. kuing gqanday qiymatlarida y = kx to‘g‘ri chiziq x> +3* -8x-2y+16=0
aylanani kesadi, b aylanaga urinadi?
9. (x-4)+(y~2)° =4 aylanaga uringan va koordinatalar boshidan o‘igan

to‘gri chiziglar tenglamalarini tuzing.
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10. Aylana tenglamalarini parametrik ko‘rinishga keltiring:
1) x7 4y =16x; 2) X +y =4y, 3) P4y’ =2x+2y.

11. Fokuslari Oy o‘qda O(0;0) nugtaga nisbatan simmetrik joylashgan va
quyidagi shartlarni qanoatlantiruvehi ellipsning kanonik tenglamasini tuzing:

1) kichik o‘qi 12 ga va ekssentrisiteti % ga teng; 2) fokuslari orasidagi masofa
10 ga va ekssentrisiteti -75- gateng; 3) M,(6:0)va 4,(0;9) nugtalardan otgan;

4) direktrisalari orasidagi masofa 20 gava ckssenirisiteti £=§ a teng.
4 3 s B S

2 L0 .
i2. 112 + XI =1 ellipsga tomonlari ellips o‘qlariga parallel gilib kvadrat ichki

chizilgan. Kvadratning yuzini toping.

13. 557 +20)° —100 =0 ellipsning x+ y—20=¢ to‘g’ri chizigga parallel bo‘lgan
urinmasi tenglamasini tuzisg.

14. 16x* + 25y* — 400 = G ellipsning bir fokusidan uning kichik o‘giga paralle!
o‘tgan vatari uzunligini toping.

2 Fi
is. :—0+%§=lellipsning M(x;y)nuqtasidan uning o‘ng fokusigacha bo‘igan

masofa chap fokusigacha bo‘lgan mascfadan to‘rt marta katta. M(x;») nugtani
toping.
z 2
i6. 39_+ %: t ellipsning M(x;y) nuqgtasidan uning chap fokusigacha bo‘lgan

masofa o‘ng fokusigacha bo‘lgan masofadan ikki marta katta. A (x; ¥} nugtani
toping.

17. Ellipsning bir fokusidan uning katta o‘qi oxirlarigacha bo‘igan masofatar
2 va 8 gateng. Ellipsning kanonik tenglamasini tuzing.

18. Ellipsning tenglamalarini parametrik ko‘rinishga keltiring:
1) #6x% +2557 -400=0; 2) 144x* +25y" —3600=0 .

19. x+2y—7=0 to‘g'ri chiziq bilan x*+4y* =25 ellipsning kesishish
nuqtalarini toping.

20. Fokuslari ordinatalar o‘qida joylashgan  va quyidagi shartlami
qanoatlantiruvchi giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing: 1) direktrisalari

. . 18 . n s . . . . .
orasidagi masofz - gava ekssentrisiteti —z— ga teng; 2) direktrisalari orasidagi

masofa 3,83—8 ga teng va asimptotalari tenglamalari y:il;-x; 3) direktrisalari
)
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orasidagi masofa % ga va haqiqiy o'qi 8 ga teng; 4) direktrisalari orasidagi

masofa 57—0 ga va fokuslari orasidagi masofa 14 ga teng.

21. Giperbolaning nugtalaridan biri va asimptotalarining tenglamalari
berilgan. Giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing:

D M(6;2),y:i—3f3x; 2) M(4;2),y::l/}x;
3) M(4;3),y:i%x; 4) M(6;3),y=i?x_

22. Giperbolaning ekssentrisiteti 2 ga teng. Uning asimptotalari orasidagi
burchakni toping.

23, Giperbolaning asimptotasi hagigiy o‘q bilan % ga teng burchak tashkil
qiladi. Giperbolaning ekssentrisitetini toping.

24, 5x* +17)" -85=0 ellips berilgan. Ellips bilan bir xil fokuslarga ega bo‘lgan
teng tomonli giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing.

25.  Giperbola 25x*+9)* =225 ellips bilan bir xil fokuslarga ega.
Giperbolaning ekssentrisiteti 2 ga teng bo‘lsa, uning kanonik tenglamasini
tuzing.

26. Assimptotalari O'(2;-3)nuqgtada kesishuvchi va 8(4;-1) nugtadan o‘tuvchi
giperbola tenglamasini tuzing,
27. Giperbolaning y = ;‘i:—; tenglamasini sodda ko‘rinishga keltiring.
X
28. Berilgan fokusi va direktrisasi tenglamasiga ko‘ra parabolaning
kanonik tenglamasini tuzing;
1) F(=3:4),x-5=0; 2)F(53), y+2=9.

29. Berilgan tenglamasiga ko‘ra parabolaning uchini va simmetriya o‘gining
tenglamasini aniqlang:

1} y* -2y +16x+65=0; 2) 2x* +y—-8x +5=0.

30. Berilgan tenglamalar ganday chiziglarni aniqlaydi?

I 8
X:l(e'ﬂf'). x=%,
2 . .

N : 2) ;
ml(ef_e-‘) _3
Y73 _ Y=

Dy=-2/x+1; 4) x=—Jv*+4.
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3. x= ;E‘;'—t, = bq:st’ giperbolaning parametrik tenglamalari bo‘lishini
ko‘rsating.

32. x=2pi*, y=2pt.1 € R parabolaning parametrik tenglamalari bo‘lishini
ko‘rsating.

33, 13x* +101y +13y* —72 =0 tenglamani kanonik shaklga keltiring.

34, x* —6-/3xy—5y* —8=0 tenglamani kanonik shaklga keltiring.

35. Egri chizigning tenglamasini soddalashtiring, chizigning turini aniglang va
shaklini chizing:

1) 5x° +9)* —30x+18y+9=0; 2) 247 ~12x+ y+13=0;
3) 5x* -4y +30x+8y+21=0; 4) 2)* -x-12y+14=1)
S) x*-6x+)y"-8=0; 6) x> +y+y'—-1=0

2

2 2
36. %E+ T 5 =1 ellipsga M(-3;3) nuqtada o'tkazilgan urinma tenglamasini

tuzing.

2 2
37. %—r—ﬁ =1 giperbolaga M(2;—4) nuqtada o‘tkazilgan urimina tenglamasini

tuzing.
yz 2 : Vs . . c .
38. T =1 giperbolaga M -7;3 nuqtada o‘tkazilgan urinma tenglamasini

tuzing.

39. =16y parabolaning 2x+4y+7=0 to‘gri chiziqga perpendikular
bo‘lgan urinmasini toping.

3.3. QUTB KOORDINATALARDA
CHIZIQLAR

3.3.1. Qutb koordinatalari

Tekislikda  sanoq boshiga, musbat yo‘nalishga va masshtab
birligiga ega bo‘lgan Op nur qutb o'qi, uning O - sanoq boshi quih
deb ataladi.

M tekislikning qutb bilan ustma-ust tushmaydigan ixtiyoriy nuqtasi
bo‘lsin. Bunda M nugtaning holati ikkita son, O qutbdan A/ nuqtagacha
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bo‘lgan r masofa va Op qutb o‘qgi bilan OM yo‘nialgan kesma orasidagi
¢ burchak bilan aniglanadi (Op nuordan boshlab burchak yo‘nalishi
soat strelkasi yo‘alishiga teskari tanianadi).

r va ¢ sonlariga M nugtaniog
quth koordinatalari  deyiladi  va M(r;0)

M(r;p) deb yoziladi. Bunda r masofa
quth  radiusi, ¢ burchak  qutb
burchagi deb ataladi (19-shakl).

Tekislikning barcha nugtalarini A
aniglash uchun r va ¢ Kkattaliklarni 0
0<r<+w0, -m<p<x chegaralarda / '
olish yetarli bo‘ladi. Bunda tekislikning ,<r—t—r—r—r
har bir nuqtasiga yagona r va ¢
sonlar jufti mos keladi, va aksincha, har
bir (r;¢) sonlar juftiga tekislikdagi
yagona nugta mos keladi.

Nugtaning qutb va to‘gri burchakli koordinatalari orasidagi
bog‘lanishni  topamiz. Bunda to‘g‘ri burchakli koordinatalar
sistemasining koordinatalari boshini qutb bilan va abssissalar o‘qini
qutb o‘gi bilan ustma-ust tushadigan
qilib tanlaymiz (20-shakI). ¥

M nuqta x va y to‘g‘ri burchakli
koordinatalarga, r va ¢ qutb koordi-
natalarga ega bo‘lsin.

20-shakldan topamiz:

19-shakl.

¢
»
)
)
'
]
]
¢

X=rcosp, y=rsing. 3.0
: p
Bu tenghklar nuqtaning to'gi —; - S
burchakli koordinatalarini uning qutb -
koordinatalari bilan bog‘laydi. 20-shakl.

(3.1) tengliklardan nugtaning qutb
koordinatalari bilan uning to‘g‘ri
burchakli koordinatalari o‘ttasida quyidagi bog‘lanish hosil gilinadi:
r=Jx 1y, 1gp= % (3.2)
Bunda ¢ burchakning qiymati nugqtaning joylashgan choragiga
{x,y larning ishoralari asosida) garab, — 7 <p <7 oraligda tanlanadi.
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1 -misol. M(-1;—/3)nuqtaning quib koordinatalarini toping.
Yechish. Berilgan nugtaning qutb koordinatalarini (3.2) formulalar

bilan aniglaymiz:
=

r=J(-17 + (=3 =2, 1gp= I._,",l?, -5
M nugtan {11 chorakda yotadi.
Uholda p=7 - 7=-2 bo'ladi. Demak, s1(2-22 ).
2

3.3.2. Qutb koordinatalar sistemasida chiziglar

Quib koordinatalar sistemasida chizig tenglamasi deb aynan shu
chizig barcha nugtalarining r va ¢ koordinatalari orasidagi beg‘lanishni
aniglovchi ikki noma’lumli

F(rip)=0 3.3)

ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi.
Mumkin bo‘lganda (3.3) tenglama
r ga nisbatan vechiladi va r=r(p)

ko‘rinishga keitiriladi. ! i
Chizigning F(x;»)=0 tenglamasi-
dan qutb tenglamasiga o‘tish uchun /
P o

x va y lar o‘rniga  ularning F\M(:0)
(3.1) formulalardagi qiymatlari go‘yiladi / A

va  aksincha  chizigning  qutb 73 I
tenglamasidan Fgyp)=0 tenglamasiga
o‘tish  (3.2) formulalar bilan amalga 21-shakl.
oshiriladi.

0 X%

To‘g‘ri chizigning qutb tenglamasi

To'g‘ri chiziq tenglamasint qutb koordinatalarida toparniz.

Bunda © qutbdan / to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan p masofa va Op
qutb o‘qi bilan berilgan to‘g‘ri chiziqga perpendikular bo‘lgan
o‘q orasidagi «a burchak berilgan bo‘lsin (21-shakl).

! chizigning ixtiyoriy M(r;p) naqtasi uchun P(,Z)ﬁ: p bo‘ladi.

[kkinchi tomondan
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U holda
reos@—~@)=p. 3.4)
(3.4) tenglamaga fo g ri chizigrning qutb tenglamasi deyiladi.

2-misol. M,(S;g) va M,(5;0) nuqtalardan o*tuvchi to“g‘ri chizigning

qutb tenglamasini tuzing.

Yechish. To‘g'ri chizigning M, va M, nuqtalar orasidagi kesmasi
katetlari 5 ga teng bo‘lgan to‘g‘ri burchakli uchburchakning
gipotenuzasi bo‘ladi. Bunda qutbdan to‘g‘ri chiziqggacha bo‘lgan
masofa to‘g‘ri burchak uchidan

gipotenuzaga tushirilgan  balandlikdan 7/
iborat (22-shakl).
NM,

Uning uzunligini (pni) va yo‘nalshini

{« ni) topamiz:
__OM OM, _ 55 502 aZ »
JoMPyoM: Jstist 27T 47 o ",
U hoida (3.4) formulaga ko‘ra, o S

= 22-shakd.
,Co{q,_zf_)_i@ s
4) 2

Konus kesimlarining quth tenglamalari

Konus kesimlarning (ellipsning, giperbolaning, parabolaning) qutb
tenglamalarini keltirib chigaramiz. Bunda chiziglarning fokuslaridan biri
qutbda yotsa, uning tenglamasi sodda ko‘rinishni oladi.

Konus kesimlarning tenglamalarini keltirib chiqarishda ularning har
bir nuqtasidan fiksirlangan nuqtagacha (fokusgacha) bo‘lgan masofaning
fiksirlangan to‘g‘ri chiziqqacha (direktrisagacha) bo‘lgan masofaga
nisbati o‘zgarmas kattalikka — ekstsentrisitetga teng bo‘lishi xossasidan
foydalaniladi. Bunda konus kesim &<1 bo‘lganda ellipsdan, -1
bo‘lganda paraboladan va s>1 bo‘iganda giperboladan iborat bo‘ladi
(23-shakl).

/—konus kesimlardan birining tarmog‘i, F -bu tarmogning fokusi,
d—qutbdan chapda joylashgan vertikal direktrisasi, ¢—ekstsentisitet
bo‘lsin.  Fokusdan direktrisagacha bo‘lgan masofani p bilan

belgilaymiz (24-shakl).
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| i o}
| [ - L
;} Ml ! - \\ Q‘ A‘;{
AT A A
” — —r - 1
ANGZA N I
! Py
: A VA
i [ !
O<exl =1 £>1
sF ME ME_
om °© oM oM
23-shaki.
i chingda ixtiyoriy M(r,p)nuqtani olamiz.
U holda  konus Kkesimlarning
xossasiga ko‘ra, M _ ¢ boladi.
OM %
Bundan FM=g0M yoki p
s
r=eAN =g(AF + FN)=g(p + rcos¢). :;"
Oxirgi tenglikni r ga nisbatan A {
yvechamiz: %
Ep AN
r=— . 3.5) R
| -&cosp d o, d
(3.5) tenglamaga konus kesim- 24-shakl
=-SinaKi.

larning quth tenglamasi deyiladi. Bu

tenglama £<1 da ellipsni, £>1 giperbolaning bir tarmog‘ini va £=1 da

parabolani aniqlaydi.

l-izoh. Konus kesimlarning qutb tenglamalari  direkiritsaning
joylashishlga bog‘liq bo‘ladi:
Direktrisaning holati — tenglama
z
et he L 2
{ vertikal va qutbdan chapda~ r = ;
H 1-zcos@ direktrisa__ 13
vertikal va qutbdan o'ngda— r = —° 2 y=3
: 1+&c0s@ U S
£-p /“’M MA\“’“’\
orizontal va qutbdan yuqorida—- ¢ =
£ EOrizon qu yuq it Ssm¢ 73 0 ERN
i . £-p ' 3 -
¥ gorizontal va qutbdan pastda ~ r = .
. B 1 ¥ l-gsing 1+sing
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Boshga chiziglarning qutb tenglamalari

Qutb tenglama bilan modellashtiriladigan masalalardan birini
garaymiz.

Uzunligi 2a (a>0)ga teng bolgan 4B kesma uchlari bilan biror
to‘g‘ri burchakning tomonlari bo‘ylab sirpanib harakatlanayotgan
bo‘lsin. To‘g‘ri burchakning O uchidan bu kesmaga oAf perpendikular
tushurilgan (25-shakl). 4B Kkesmaning harakati vaqtida oum
perpendikular M asosining tracktoriyasini topaylik.

M asosning  (pugtaning)  traektoriyasini qutb  koordinatalar
sistemasida tuzish uchun to‘g‘ri burchakning O uchini quib, 04 o‘gni
qutb o‘qi deb olamiz. M nuqtaning qutb koordinatalarini », ¢ deb

belgilaymiz, ya'ni M(r;p) deymiz.
AOM uchburchakdan topamiz:

OM =0Acosp,
r =0Acosg.

AOB uchburchakdan topamiz:
OA= ABsimg,
OA4 =2asine.

Bundan # asos izlanayotgan traektoriyasining qutb koordinatalar
sistemasidagi tenglamasini hosil gilamiz:
r=asin2g.

Bu tenglama bilan aniqlanovchi chizig to‘rt yaprogli gul deb ataladi.
Uning grafigini a=1 da Maple paketi yordamida chizamiz (26-shakf).
> with{plots):
> gnimatecurve({sin{ 2%}, Lt=<1*L.1 %1}, coords=slar.
frames=68,nummpoiaty=108)

25-shakl. 26-shakl.
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Matematikaning keyingi bo‘limlarining misol va masalalarini
vechishda foydalaniladigan chiziqlaming grafiklari va ularning qutb
yoki parametrik tenglamalari 1-ilovada keltirilgan.

3.3.3. Mashgiar
L. 4(30) va B(—J/3:-Hnugtalaring qutb koordinatalarini toping.
W ooz 27 . e . . ..
2, 4| 2-,-——3 va Sfl;v?)i nugtalarning to‘g‘ri burchakli koordinatalarini
N S~/
toping.
AN / Jz\ e . . .
3. 4| S;Z | va B[ 8;—]—4— | nugqtalar orasidagi masofani toping.

4. Uchlari ¢ qutbda va A(r;¢,), B(n;e,) nugtalarda joylashgan 048
uchburchak-ning yuzini toping, bu yerda ¢, > ¢,.

/
5. lkkita qarama-qarshi zchlari 4' 2;~ —} B(ZWf« 3 nuqialarda bo‘lgan
kvadratning yuzini toping.
. o . . . { x 4z
6. Kvadratning ikkita qo‘shoi uchlari berilgan: AL&E} B(Z;——).

Kvadratning yuzini toping.

7. Berilgan tenglamalarni dekart koordinatalarida yozing:

13 r =23sing; 2} r=5cosg;
3) »* =sinle; 4) r = 4c0s2¢;
"l
§) r= s 6) r=—y
l+sing I-cosp
L — 8) re—z
5+3cosg’ 3+35sing

8. Berilgan tenglamalarni qutb koordinatalarida yozing:

1) y=5 2) y=2x-1
3) x7 =4y 4) 2~y =a’;
5) 2+ -2ax =0 6) xy=4;
2 2
§) -2 =1
) 4
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9. Berilgan tenglamasiga ko‘ra chizigiaring turini aniqglang:

6 5
Dr= . Dr=——m—m—m;
) 2+sing’ )r —{+2cosg’
3) paa— 4 r==t
I+cosp 208
19. Berilgan chiziqlaming grafikiarini & =1, e‘:%, sz% larda chizing:
l) r= 4z Y 2) r= 48_ :
I+£o0s@ 1+ £sing
3 =il 4y po. e
1-£smep l—gcos@
3.4. TEKISLIK

3.4.1. Fazoda sirt va chiziq

Umumiy boshlang‘ich O nuqtaga va bir xil masshtab birligiga ega
bo‘lgan o‘zaro perpendikulyar Ox, Oy va Oz o‘glar fazoda to‘g‘ri
burchakli Oxyz koordinatalar sistemasini hosil qiladi.

Oxz koordinatalar sistemasida uchta x,y va z sonlari fazodagi har
qanday M nuqtaning o‘rnini to‘lig aniqlaydi. Bunda nugta M(x;y;z) kabi
belgilanadi, x ga M nuqtaning abssissasi, y ga M nuqtaning ordinatasi,
z ga M nuqtaning applikatasi deyiladi.

Oz fazodagi sirt tenglamasi deb aynan shu sirt nuqtalarining
x,y,z koordinatalari orasidagi bog‘lanishni
aniqlovchi uch noma’lumli

F(x,y,z)=0
tenglamaga aytiladi.
Shu kabi, koordinatalari uch noma’lumli F(x,y,z)=0 tenglamani
ganoatlantiruvchi Oxyz fazoning barcha #(x;y;z) nuqtalari to‘plamiga

Jazoda shu tenglama bilan aniglanuvchi sirt deyiladi.
Fazodagi sirt x=x(u,v), y=y(u,v), z=z(u,v), (w;v)e D  parametrik
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tenglamalar bilan ham berilishi mumkin, bu yerda x(u,v), yi%,v),z(n,v) ~
Dsohada berilgan sirt barcha nuqtalarining va faqat shu nugqtalarning
koordinatalarini beruvchi ikki o*zgaruvchili funksiyalar.

Masalan,

x=Rsinucosy, y=Rsmusinv, z=Rcosuy, 0su<z, 0<v<2x

parametrik tenglamalar sferani ifodalaydi.

Fazodagi chizigni ikki sirtning kesishish chizigi yoki ikki sirt
umumiy nuqgtalarining gometrik o‘mi deb qarash mumkin (27-shakt).

{ chizigni  aniglovchi ikki sirt F(x,y,2)=0 va G(x,y,z)=0
tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin (27-
shakl). U holda / chiziq ikkala
tenglamani ham  ganoatlantiruvchi
M(x;y;z} nuqtalar to‘plamidan tashkil
topadi.

Koordinatalari

{ F(x,3,2) =0,
Glx,y,2y=0

Tenglamalar sistemasini
qanoatlantiruvchi Oxyz  fazoning
barcha M(x;y;z) nuqtalari to‘plamiga
Jazodagi  shu tenglamalar sistemasi
bilan aniglanuvchi chizig deyiladi.

Shu kabi, Oxyz fazodagi chiziq tenglamasi deb aynan shu
chiziq barcha nugtalarining x,y,z koordinatalarini aniglovchi

x 27-shaki.

J'F(x,y, z)=0,
(G(x,y,2) =0
tenglamalar sistemasiga aytiladi.

Fazodagi chiziqni nuqtaning trayektoriyasi deb garash mumkin.
Bunda  chiziq F=F() vektor tenglama bilan  yoki
x=x{), y=W1), z=z{), t e T parametrik tenglamalar bilan beriladi.

Masalan,

. h
x=Rcosat, y=Rsinat, z=-—t
27

parametrik tenglamalar vint chizig ‘ini ifodalaydi.
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Fazodagi analitik geometriyada sirtni (yoki to‘g‘ri chizigni)
o‘rganishda ikkita masala ko‘riladi: gecmetrik xossalariga ko‘ra, sirtning
(voki to‘gri chizigning) tenglamasini keltirib chiqarish; tenglamasiga
asosan sirtning (yoki to‘g‘ri chizigning) ko‘rinishi va xossalarini
tekshirish.

3.4.2, Tekislik tenglamalari

Tekislikning fazodagi o‘mi turli parametrlar bilan (masalan,
tekislikning koordinata o‘glarida ajratgan kesmalari bilan) bir giymath
aniglanishi mumkin. Shu sababli parametrlariga ko‘ra tekislikning
turli tenglamalari keltirib chigariladi.

L Tekislikda yotuvchi M (x;y,:z,) nugta va to'g'ri chizigga
perpendikular bo‘Igan  7i={4:B;C} vekior berilgan.

Tekislikka perpendikular
bo‘lgan har ganday vektorga
tekislikning normal vekiori deyiladi.

o tekislikning ixtiyoriy
M(x;y,z) nuqgtasini  olamiz.
M va M, nuqtalarning radius
vektorlari mos ravishda 7 va v
bo‘Isin.

U holda M,M =7 —7, bo‘ladi.

M va M, tekislik nuqtalari
bo‘lgani uchun MM  vektor %
tekislikda yotadi va tekislikning 28-shakl.
normal  vektoriga perpendikular
bo‘ladi, ya’ni #1MM (28-shakl). Ikki vektoring perpendikularlik
shartiga asosan tekislik
tenglamasini topamiz:

7 —F)=0. (4.1)

Bu tenglamaga tekislikning vektor tenglamasi deyiladi.
(4.1) tenglamaga normal vektor va radius vektorlarining
koordinatalarini qo‘yib, topamiz:

A(x—x,)+ B(y—y,)+C(z —z2,)=0. (4.2)
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Bu tenglamaga tekislikning skalyar tenglamasi deyiladi.
Shuningdek, (4.2) tenglamaga berilgan nugtadar o ‘tuvchi va
berilgan vekiorga perpendikular tekislik
tenglamasi deyiladi.

I-misol. M, (345) nuqtadan oftuvchi va normal vektori
f=1-1,-3;2} bo‘lgan tekislik tenglamasini tazing.
Yechish. Masalaning shartiga ko‘ra,

x,=3,y,=4,z,=5, A=—=1,B=-3,C=2.

U holda {(4.2) tengiamadan topamiz:

D (x=N+(-3)(v-H+2:(z-5=0
yoki
x+3y—-2z-5=0.

II. Tekislikda yotuvchi uchta M (x;y,.2,), M,(x,39,:2,), M (x,,,:2,)
nugta berilgan. :
o tekislikda yotuvchi ixtivorly M(x;y;z) nugtani plamiz va

‘leM :{x"xl;y_yl;zwz)}a
MM, ={x, —x;¥, ~¥:7, - 2,},
E‘ﬁ; -——'{x] =X Yy TV “Zi}

vektorlarni yasaymiz,
Bunda MM, MM, MM, vektoriar kompianar bo‘ladi
(29-shakl). Vektortarning komplanarlik shartidan topamiz:

|
=0, (4.3) z

! x‘_x! y—-y Z—Z‘
i X=X VT 2,7z

i XX MY T2

(4.3) tenglamaga berilgan uchta
nuqiadan o ‘tuvchi tekislik tenglaomasi
deviladi.

{4.3) tenglamada
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belgilash kiritib, topamiz:
X=X Y-»n -
7% V=W Z,—7 =0. (44)
P g ro
(4.4) tenglamaga berilgan ikkita nugtadan o‘tuvchi va berilgan

vektorga parallel tekislik tenglamasi deyiladi.
Shu kabi

5, =MM, ={p;q;n},
5, =MM,={p,;q,:n}

belgilashlarda (4.3) tenglamadan topamiz:

| o4 n |70 (45) :
[ 2 q, r '
| M,

4.5) tenglamaga berilgan 28
nugtadan o '‘tuvchi va berilgan ikki [l; N
vektorga parallel tekislik tenglamasi 5 :}\\
deyiladi. FH EN

M, (53752, M, (35,3352, va 5 G N
M (x,;¥,;z,) nuqtalar o tekislikning mos l,’f,f”’ M, 7
ravishda Ox, Oy va Oz o‘qlarda yotuvchi aM,

nugtalari, ya’'ni M,(a0,0), M,(0;50) va X
M,(0;0;¢) bo‘lsin (30-shak}).
U holda (4.3) formulaga ko‘ra,

30-shakl.

X-a y z
-a b 0]|=0
-a 0 ¢
bo‘ladi.
Bundan
bex —abe + abz + acy =0, bex + acy + abz = abe
yoki
LA AN (4.6)
a b ¢



30-shakldan ko‘inadiki, a,b, cmos ravishda o tekislikning Ox, Oy
va Oz o‘glarda ajratgan kesmalarini ifodalaydi.

Shu sababli (4.6) tenglamaga tekislikning kesmalarga
nisbatan tenglamasi deyiladi.

2-misol. M, (2:~43) nugtadan o‘tuvchi, d={3,0-1} va b={-3;2,2}
vektorlarga parallel tekislik tenglamasini tuzing.
Yechish. 1zlanayotgan tekislik tenglamasini (4.5) formula bilan
topamiz:
x=2 y+1 z-3|
30 -1 |=6,
-3 2 2

(x=-2)2-(y+1D)-(6-3)+(z-3)-6=0,
2x-3y+62z-25=0.

3-misol Ox, Oy va Oz o‘glarda mos ravishda 2, (-4) va 6 ga teng
kesmalar ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.
Yechish. Masalaning shartiga ko‘ra: a=2; h=—4; c=6.
Tekislikning kesmalarga nisbatan tenglamasidan topamiz:
w2 Eay, z
6

X
2 (%
6x—3y+2z-12=0.

Il Tekislik 7i=O0P normalining
wzunligi  p  va birlik  vektori
é ={casa;cosf.cosy} berilgan.

o tekislikda yotuvchi ixtivorty J
M(x;y;z) nugtani olamiz. Bu nugtaning ©
radius vektori 7=OM ={x;y;z} bo‘lsin *
(31-shakl). Bunda 7 radius vektorning *

¢ vektor yo‘nalishidagi proeksiyasi
p ga teng bo‘ladi, ya'ni

31-shakl.

Ip¥=p.
Bundan

Fé=p, Fé-p=0

167



yoki
xcosa + ycosf+zcosy — p=0. (4.7)

(4.7} tenglamaga rekislikning normal tenglamasi deyiladi.
Keltirib chiqarilgan (4.1)~(4.7) formulalar asosida ushbu xulosa
kelib chagadi:

x, ¥,z o‘zgaruvchifaming har ganday birinchi darajali tenglamasi
fazodagi biror tekislikni ifodalaydi va aksincha, fazodagi har ganday
tekislik x,y,z o‘zgaruvchilarning biror birinchi darajali tenglamasi
bilan aniglanadi.

Demak, har bir o tekislik tenglamasini
Ax+By+Cz+ D=0 (4.8)

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda D—ozod had; 4° + B* +C* #0.

(4.8) tenglamada 7n={4;B;C} bo‘lishini (4.2) tenglama yordamida
(to‘g‘ri chizigdagi kabi) ko‘rsatish mumkin.

(4.8) tenglamaga tekislikning umumiy tenglamasi deyiladi.

(4.8) tenglamada: 1) 4=0 bo‘lsa, tenglama By+Cz+D=0
ko‘rinishga keladi. Bunda tekislikning #={0;8,C} normal vektori Ox
o‘qqa perpendikular bo‘ladi. Shu sababli tekislhik Ox o‘qga parailei
bo‘ladi. Shu kabi B=0 da Ax+Cz+ D=0 tenglama Oy o‘qqa parallel
tekislikni, C=0 da Ax+By+D=0 tenglama (z o‘qqa parallel
tekislikni  ifodalaydi; 4x+By+ D=0 tenglama Oz o‘qga paralie!
tekisiikni ifodalaydi;

2} D=0 bo‘lsa, tenglama Ax+By+Cz=0 ko‘rinishni cladi. Uni
0(0;0,0) nuqta koordinatalari qanoatlantiradi va tekislik koordinatalar
boshidan o‘tadi;

3) 4=0, D=0 bolsa, tenglamadan By+Cz=0 kelib chigadi. Bu
tekislik Ox o‘qdan o°tadi, Shu kabi Ax+Cz=Otenglama Oy o‘qdan
o‘tuvchi tekislikni, 4x+By=0 tenglama Oz o‘qdan o‘tuvchi tekislikni
ffodalaydi;

4) 4=0, B=0 bo‘lsa, tenglama Cz+ D=0 yoki z:——? ko‘rinishni
oladi. Bu tekislik Oxy tekislikka paralle! bo‘ladi. Shu kabi By+D=0
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tenglama Oxz tekislikka parailel tekislikni, 4x+ D=0 tenglama Oz
tekislikka parallel tekislikni ifodalaydi;

5) 4=0, B=0, D=0 bo‘lsa, tenglama Cz=0 yoki z=0 ko‘rinishga
keladi. Bu tenglama Oxy tekislikni ifodalaydi. Shukabi Oyz tekislik
x=0 tenglama bilan, Oz tekislik y=0
tenglama bilan aniglanadi.

4-misol. Tekislik {englamalarini tuzing: 1) Ox o‘qdan va
M, (0;-2;3) puqtadan o‘tuvchi; 2) Oy o‘qqa parallel bo‘lgan va
M (3.0;-4), M,(5;-2:3) nugtalardan o‘tuvchi; 3) Oxz tekislikka parailel
bo*lgan va M_ (1;-2;3) nugtadan o‘tuvchi.

‘echish.1) Ox o‘gdan o‘tuvchi tekislik tenglamasi By+Cz=0
bo‘ladi. Bu tenglamani M,(0,-2;3) nugtaning koordinatalari
ganoatlantiradi, chunki bu nuqta tekislikda yotadi.

Demak, (-2)- 8+3C =0 yoki B=%C.

Bundan
3
ot + =0
5 Cy+Cz

yoki
3y+2z=0.

2)Oy o‘qga parallel tekislik tenglamasi Ax+Cz+ D=0 bo‘ladi. Uni
M, (3:0;-4) , M ,(5;-2;3) nuqtalarning koordinatalari qanoatlantiradi, ya’ni

{3A—4C+D=O,

{SA+3C+D=0.
Bundan
A:—lD va C=£ .
29 29
U holda
———7—-Dx+-‘—2——Dz+D=0
29 29
yoki

Tx~2z~29=0,
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3) Oxz tekislikka parallel tekisiik tenglamasi By+D=0
bo‘ladi. Bundan M,(;-2;3) nuqtada —~2B+D=0 yoki D=2B kelib
chigadi.

U holda

By+2B=0
yoki

tenglamalaridan har  birini
boshgalaridan keltirib
chigarish mumkin. Masalan,
4.8) tenglamani 4.7
tenglamaga o‘tkazish uchun
(4.8) tenglikning chap va o‘ng
tomonini  normallovchi ko ‘paytuvchi deb ataluvchi
]

M tmTeae e

ko‘paytiriladi. Bunda M ko‘paytuvchining ishorasi D koeffitsiyentning
ishorasiga qarama-qarshi gilib  tanlanadi.

3.4.3. Fazoda ikki tekislikning o‘zaro joylashishi
Ikki tekislik orasidagi burchak

Ikki tekislikning normal vektorlari orasidagi burchakka ikki
tekislik orasidagi burchak deyiladi.

Ax+By+Cz+D =0, Ax+B,y+(C,z+D,=0

tenglamalar bilan berilgan o, o,tekisliklar orasidagi burchak ¢ ga
teng bo‘lsin(32-shakl).

Bunda # ={4;8,,C,},n, ={4,;B,;C,} va ¢ =(0,,0,)=(#,.4,).
Ikki vektor orasidagi burchak kosinusi formulasidan topamiz:

AR, _ AA,+BB +CC,
VA 15, | JA&*+ B +C2 A7 + B2+ C*

cosg =
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Odatda, ikki tekislik orasidagi burchak deyilganida dan

S

oshmagan burchk tushuniladi.
Shu sababli
|‘/41AZ + BIBZ + CICI |

COSEY = —; E . (4.9)
JA + B+ O \fAf + B2+ C}

5-misol  x+v+z-1=0, x-2y+3z-1=0 tekisliklar orasidagi
burchakni toping.
Yechish. Masalaning shartiga ko‘ra: #, ={;I;i}, #, ={L-2;3}.
U holda
coso— [1-1+1(-2) +1-3] _2
VR a2 +3 Va2

Bundan

Ikki tekislikning perpendikularlik sharti

o, Lo, bo'lsin. U holda cosg =0 va (4.9) tenglikdan topamiz:

AA +BB, +CC,=0. (4.10)

G-misol. M, (2),M,(0;3;:4) nugtalardan o‘tuvchi va x+2y—-z=0
tekislikka perpendikular tekislik tenglamasini tuzing.
Yechish. Tekislik tenglamasini Ax+By+Cz+D=0 ko‘rinishida

izlaymiz.
Misolning shartiga ko‘ra:

A+2B—-C =0 (tekislik x + 2y — z =0 tekislikka 1),
A+ 2B+ C=-D (tekislik M (1;2})) nugtadan o'tads),
3B +4C =-D (tekislik M ,{0;3,4) nugtadan o'tadi.

Sistemaning yechimi:



4, B,C koeffitsiyentlarni izlanayctgan tenglamaga qo‘yamiz:

_ZI)X+1

1
Dy——Dz+D=0.
6 3 2

Bundan
Tx-2y+3z-6=0.

Ikki tekislikning parallellik sharti

o, va o, tekisliklar parallel bo‘lsin. U holda 7 ={4;R;C} va
7, ={4,;B,:C,} vektiorlar kollinear bo‘ladi. Ikki vektorning kollinearlik
shartidan 1kki tekislikning parallellik shartini topamiz:
4, _B C

I S 4.11
4, B, C, (.1

2

Tkki tekistikning ustma-ust tushishi

o, va o, tekisliklar ustma-ust tushsin. U holda birinchidan ular
parallel bo‘ladi. Tkki tekislikning parallellik shartidan topamiz:

Do

2

~

5,

ENTS
O

yoki
A —A4,=0, B - B, =0, C, - iC, =9. (4.12)

Ikkinchidan o, tekislikning har bir nuqtasi, jumladan
M, (x,:%,52,) nuqta o, tekislikda yotadi, ya'ni

Ax, +By, +Cz, + D, =0,

Ax,+B,y, +Ciz, + D, =0.

Bu tengliklardan ikkinchisini 4 ga ko‘paytiramiz va birinchi
tenglikdan ayiramiz:

(4, — Ad)x, +(B, = AB,)y, +{(C, - AC)z, + (D, — AD,}=0.
Bundan (4.12) tengliklarni hisobga olsak D, — AD, =0 yoki _g ")
bo‘ladi.
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Demak,

A_B _C_D (4.13)
4, B, C, D,

(4.13} teng.liklar tekisliklaring ustma-ust tushish shartini
ifodalaydi.

3.4.4. Nuqtadau tekislikkacha bo‘lgan masofa

Nugqtadan tekislikka tushirilgan perpendikulaming uzunligiga
nugtadan tekislikkacha bo ‘lgan masofa deyiladi.

M (x,:7,:2,) nuqta va Ax+ By +Cz + D=0 tenglama bilan c
tekislik berilgan bo‘lsin. M, nuqtadan o tekislikka tushirilgan
perpendikuiarning asosini M, (x,;y,;z,) bilan belgilaymiz (33-shakl).

U holda M, nuqtadan o tekislikkacha bo‘lgan masofa

d =il’IpH—M;ﬁ; bo‘ladi, bu yerda MM, = {x, - x,;¥, - ¥.:2, — 2.}

Ikki vektor skalyar ko‘paytmasining xossasiga ko'ra,

dz\M’MW nl :L(fn _I;)A+(yo —yx)B+(z() _Z|)CL=
tal VA + B+ C*

_|Ax, + By, +Cz, — Ax, — By, ~ Cz, |
&2 + B 4(C? ’

M (x;v,;z)nugta o tekislikda yotgani sababli

Ax, + By, +Cz, + D=0,
ya’ni
D=-4x —By, —(Cz,.
Bundan
_ | Ax, + By, + Cz, + D|
T JA B C

d 4.14)

Shunday qilib, nugtadan tekislikkacha bo Igan masofa
(4.14) formula bilan topiladi.

7-misol. M, (5;4,~1) nuqtadan M (3;C;3), M,(0;4;0) va M (0:4-3)
nugtalardan o‘tuvchi tekislikkacha bo‘lgan masofani toping.

Yechish. Avval berilgan uchta nugtadan o‘tuvchi tekislik
tenglamasini tuzamiz:
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-3
10-3 4 0-3]=0.
l0—3 4 —3-
Bundan
—12:(x=3)=9-p+0-(z—3) =0
voki 2
4x +3y—-12=0. ]
M, (5:4;-1) nugtadan
4x+3y-12=0 tekislikkacha
bo‘igan
masofani (4.14) formula bilan

hisoblaymiz:

{4.5+3-4-12]
d=w
V4T £37 40

=4(b). 33-shakl.

3.4.5. Mashqlar

1. M,(2:-1;3) nuqtadan o‘tuvchi va shu nugtaning radius vektoriga
perpendikular bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzing.

2, 7i={2,-3:4} vekiorga perpendikular bo‘lgan va O: manfiy yarim o‘qda
5 ga teng kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing,

3. M{2;3,-1 nuqtadan o‘tuvchi 2x-3y+5z—4 =0 tekislikka parallel tekislik
tenglamasini tuzing.

4, M(2;5-1) nuqtadan o*tuvchi 2x+3y—4z+5=0 tekislikka parallel tekislik
tenglamasini tuzing.

8. Tekislik tenglamalarini tuzing: 1) #4,(13-2) nugtadan va Oxo‘qdan
o‘tuvchi; 2) M (2-13) nuqgtadan o‘tuvchi va 0Oy o‘gqga perpendikular;
3) M,(3:~2:4ynuqtadan o‘tuvchi va Oxy tekislikka parallel; 4) a7,(2;-3:1), M,(3:4;0)
nugtalardan o*tuvchi va Oy o‘qqa parallel; S) koordinatalar boshidan va
M (3~42), M,(-1:34) nugtalardan o‘tuvchi.
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6. Tekislik tenglamalarini tuzing: 1) M,(2-54) nuqtadan Oyo‘qdan
otuvchi; 2) M (3;7-1) nugtadan o‘tuvchi va Ox o‘qqa perpendikular;  3)
M (2-3;4) nuqtadan o‘tuvchi va Oxz tekislikka parallel; 4)M,(21-2), M,(-7-21)
nugtalarden o‘tuvchi va Oy o‘gqa parallel; 5) koordinatalar boshidan va
M, (1:2-1). M,(-3:0:4) nuqtalardan o‘tuvchi.

7. 2x+ y-3z+6=0 tekislikning koordinata o‘qglari bilan kesishish
nugtalarini toping.

8. 2x+3y~5z+30=9 tekislik koordinata o‘qglarida qanday kesmalar ajratadi?

9. M,(2;-1,3), M,(~13;2) nugtalardan o‘tuvchi va Ox, Oz oqlarida teng
musbat kesmalar ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

10. M,(2:5:-2) nugtadan o*tuvchi va Ox,0z o‘glarida Oy 0‘qqa nisbatan uch
barobar uzun kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.
11, Berilgan uchta nugtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing:
1 M (2511, M,(GE:0), M(-12-1); 2) M\(1-2:3), M,(4L3), M,(1:2-1).
12. M,(3;33) nuqtadan koordinata tekisliklariga tushirilgan perpendikular
asoslart orqali o‘tgan tekislik tenglamasini tuzing.
13. M (LLY), M,(0:2:0) nuqtalardan o‘tuvchi va 4 ={2;0;1} vektorga parallel
tekislik tengtamasini tuzing.
14. M,(:2;0). M,(2;L1) nuqtalardan o‘tuvchi va a={3;0;1} vektorga parallel
tekislik tenglamasini tuzing.
15. M,(1;-2:3) nugtadan o‘tuvchi va d@={2k1,5 = (3;1;-1} vektorlarga parallel
tekislik tenglamasini tuzing.
16. M,(0::2) nuqtadan o‘tuvchi va @ ={2:011}, 5 = {1;1:0} vektorlarga parallel
tekislik tenglamasini tuzing.
17. 9x-2y+6z—11=90 tekislik tenglamasining kesmalarga nisbatan va normal
ko‘rinishlarini yozing.

18. 5x+7y-34z+5=0 tekislik tenglamasining kesmalarga nisbatan va normal
ko‘rinishlarini yozing.
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19. Tekisliklar orasidagi burchakni toping:
1) x—2y+22+5=0 va x—y-3=0;

2) 3x-y+2z+12=0va 5x+9y-3z-1=0,
3) 2x-3y-4z+4=0va S5x+2y+z-3=0;

4) x+2y+3=0va y+2z-5=0.
20. m va nning ganday qiymatlarida tekisliklar paralle! bo‘ladi:
D3x—5y—nz-2=0, mx+2y-3z+11=0; Dnx—-6y-6z+4=0, 2x+my+3z-8=0.
21. mning qanday qiymatlarida tekisliklar perpendikular bo‘tadi:
1) 4x-Ty+22-3=0,-3x+2y+mz+5=0; 2) x—mpiz=0,2x+3y+mz—-4=0.

22. Tekislik tenglamalarini tuzing:
1) M,(2;2:-2) nugtadan o‘tuvchi va berilgan tekislikka paratlei:

a) x-2y-3z=0; b} 2x+3y+2z-1=0;

2) M, (-1-1;2) nugtadan o‘tuvchi va berilgan ikki tekislikka perpendikular:

a) x+2y—-2z+6=0, x-2y+z+4=0; b) x+3y+z-1=0, 2x—yp+z-2=0.

3)M,(5:4:3), M,(-2;18) nuqtalardan o‘tuvchi va beriigan tekistikka
perpendikular:  a) Oxy; b) Oyz; ¢} Oxz.

23. M(-233)nuqtadan va x~2y—2z+6=0, 2x+3y—z+3=0 tekisliklarming
kesishish chizig‘idan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

24. M(2-2)nuqtadan  o‘tuvchi va  x+3y+2z+1=0, 3x+2p-z+8=0
tekisliklar kesishish chizig‘iga perpendikular tekistik tenglamasini tuzing,
25. M,(2,0:0), M,(0;1;0) nuqtalardan o*tuvchi va Oxy tekislik bilan 45°1i
burchak tashkil giluvchi tekislik tenglamasini tuzing.
26. Tekisliklarning kesishish nuqtasini toping:
1) x+2y-2+2=0, x—y—22+7=0, 3x~y~2z+11=0;
2) x—2y—4z=0, x+2y—4z+4=0, 3x+y—z—4=0.
27. M, (5-1:4) nugtadan M, (3:3;0), M,(0;-3:4), M.(0:0:4) nugtalar yotuvchi
tekislikkacha bo‘lgan masofani toping.
28. Oxoqning 2x+y~2z+6=0, x+2y+2z-9=0 tekislikiardan teng uzoglikda

yotuvchi nuqtasini toping.
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29, 2x—y-2z-5=0tekislikka parallel bo‘lgan va M,(4;3;-2) nugtadan 4 =3
masofadan o‘tovchi tekislik tenglamasini tuzing.
30. kki yog'i 12x+3y~4z—-4=0 va 12x+3p—4z+ 22 =0 tekisliklarda yotuvchi
kubning hajmini toping.
31. M43 nugtaning 3x~4y«12z+14=0 tekislikdan chetlashishini toping.
32. M30)nugtaning 2x+9y—62+33=0 tekislikdan chetlashishini toping.
33, 1Dx+2y-27-5=0, Sx+y—z—1=0parallel iekislikiar crasidagi masofani

toping.

3.5. FAZODAGI TO‘G‘RI CHIZIQ
3.5.1. Fazodagi to‘g‘ri chiziq tenglamalari
To ‘g ri chizigning kanonik tenglamasi

Analitik geometriyaning bir gancha masalalarint yechishda fazodagi
to'g‘ri chizigning kanonik tenglamasi deb ataluvchi maxsus tenglama
keng qo‘llaniladi. Bu tenglamani R
keitirity chigaramiz.

Fazoda biror lo‘g'ri chizig RN s
berilgan bo*isin. Bu to‘gri chizigga g ™~
parallel bo‘lgan (voki bu to‘g'ri w
chizigda yotuvchi) nolga teng
bo‘lmagan har qanday vektorga bu
to‘g'ri chizigning  yo ‘naltiruvchi

vekiori deyiladi. (@] ¥y
Berilgan M, (x,;»,;z,) nugtadan
X

o‘tuvchi va yo‘naltiruvchi vektori
§={p:q:r} bo‘lgan [ to‘g'ri chiziq
tenglamasini tuzamiz. Buning uchun
I to‘g‘ri chizigning ixtiyorly M(x;y;z) nugtasini olamiz va

adl
—

34-shakl.

MM ={x—x,;y - y,:2—2z,} vektorni yasaymiz {34-shakl).
Bunda § va M, M vektoriar kollinear bo‘ladi. Tkki vektorning
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Kollinearlik shartidan topamiz:

X=X V=¥ _Z-Z (5.1)
P q r

Bu tenglikiarni ! to'g'ri chizigda yotuvchi har bir M{(x;y;z)
nuqtaning koordinatalari ganoatlantiradi, va aksincha agar M(x;y;z)
nuqta ! to‘g‘n chizigda yotmasa, u holda uning koordinatalari (5.1)

~ kollinear bo*imaydi.

{(5.1) tengliklarga 10 °g i chizigning kanonik tenglamasi deyiladi.

Bunda ixtiyoriy 5 yo‘maltiruvchi vektorning p, ¢, » koordinatalari
bu to‘g'ri chizigning yo‘naltiruvchi parametrlari va § vektorning
yo‘naltiruvcht  kosinuslari  bu  to‘g'ri chizigning yo'naltiruvchi
kosinuslari deb ataladi.

To‘g'ri  chizigning kanonik tenglamasidan uning boshga
tenglamalarini keltirib chigaramiz.

To‘g'ri chizigning kanonik tenglamasini

X-% _y-y,
7 q ’

X—X, z-2

14 r

0

tenglamalar sistemasi deb qarash mumkio.

Bu tenglamalarning har ikkalasi birinchi darajali tenglamalar
hisoblanadi, ya’ni tekislik tenglamalari bo‘ladi. Bundan fazodagi to ‘g i
chizig ikkita parallel bo‘lmagan tekislikning kesishisidan hosil bo ‘ladi
degan xulosaga kelish mumkin.

Masalan, 3‘_511=—y5=-2§ to‘g‘ri chiziq 2x+5y-2=0 va 3y-2z=0

tekisliklarning kesisish chizig‘i bo‘ladi.

Shunday qilib, agar o, va o, tekisliklaming » ={4;B,;C,} va
7, ={4,;B,;C,} normal vektorlari kollinear bo‘imasa, bu tekisliklarning
kesishishidan hosil bo‘lgan 7 to‘g‘ri chiziq quyidagi tenglamalar
sistemasi bilan ifodalanadi:

{Alx+B,_y+C,z+Dl=0, (52)

Ax+By+CZ+D,=0.
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Bu tenglamalar sistemaga fo'g ri chizigning umumiy tenglamalari
deyiladi.
(5.2) umumiy tenglamalari bilan berilgan to‘g‘ri chizigning kanonik
tenglamasi quyidagi tartibda topiladi.
1. To‘g'rn chizigning  biror M,(x,;y,;z,) nuqtasi topiladi.

Buning uchun avval noma’lum >
>/
%, /

x,,¥,.z, koordinatalardan biriga
qgiymat beriladi va bu qiymat
o~
snalxﬁ\l\zy/

(5.2) tenglamalardagi mos
o‘zgaruvchi  o‘miga qgo‘yiladi,
keyin  boshqa  koordinatalar
(5.2) sistemani yechish orqgali
aniglanadi.

2. To‘g'n chizigning 5
yo‘naltiruvchi vektori topiladi. /

to*g“ri chiziq A, va 7
vektorlarga perpendekular 35.shakl.
bo‘lgani uchun 517, 515,

bo‘ladi (35-shakl). Bundan
B C

S":r"e!x@:[ B C
) 2

S

| Ly
| 4 5 } (53)

vektor aniqianadi.
3. Topilgan M, nuqta va 7 vektor asosida kanonik tenglama

tuziladi.

=2y +3z+1=4, . . . . . .
xTeyTae tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.

[-misol,
e {2x+y—4z—8=0

Yechih. Misol shartiga ko‘ra:
A=1,B=-2,C=3,4,=2,B=1,C,=-4.
To'g‘ri chizigning M, (x,;¥,;z,) nuqtasini topish uchun z, =0 deb
olamiz.
U holda
[ x,~2y,=-1,
2x,+ ¥y, = &
sistemadan x, =3, y, =2ekanini topamjz.
To‘g'ri chizigning yo‘naltiruvchi vektorini (5.3) formuladan
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kollinearlik shartidan topamiz:

X=X Y= 272 (5.1)
r q r

Bu tenglikilami 7 to'g‘ri chiziqgda yotuvchi har bir 3{x;y;z)
nuqtaning koordinatalari ganoatlantiradi, va aksincha agar M(x;y;z)
nuqta ! to‘g‘n chiziqda yotmasa, u holda uning koordinatalari (5.1)
tengliklarni qanoatlantirmaydi, chunki bunda 5 va MM vektorlar
kollinear bo*imaydi.

(5.1) tengliklarga to ‘g ‘vi chizigning kanonik tenglamasi deyiladi.

Bunda ixtiyoriy 5 yo‘naltiruvchi vektorning p, g, » koordinatalari
bu to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi parametrlari va § vektorning
yo‘naltiruvchi  kosinuslart  bu  to‘g‘ri chizigning yo'naltiruvchi
kosinustari deb ataladi.

To'gri  chizigning kanonik tenglamasidan uning boshqa
tenglamalarini keltirib chigaramiz.

Tog'ri chizigning kanonik tenglamasini

=% _FY7h

P q
X—x, z-2

P r

tenglamalar sistemasi deb garash mumkin.

Bu tenglamalarning har ikkalasi birinchi darajali tenglamalar
hisoblanadi, ya’ni tekislik tenglamalari bo‘iadi. Bundan jfazodagi to ‘g 'ri
chizig ikkita parallel bo ‘lmagan tekislikning kesishisidan hosil bo 'ladi
degan xulosaga kelish mumkin.
f—ll—z—y—:—% to‘g‘ri chiziq 2x+5y—-2=0 va 3y-2z=0
tekisliklarning kesisish chizig‘i bo‘ladi.

Shunday qilib, agar o, va o, tekisliklaming # ={4;8:C} va
n, ={A4,:B,;C,} normal vektorlari kollinear bo‘imasa, bu tekishklarning
kesishishidan hosil bo‘lgan 7 to‘g‘ri chiziq quyidagi tenglamalar
sistemasi bilan ifodalanadi:

Masalan,

{A,x+81y+C,z+Dle, (52)

Ax+B,y+C,Z+D,=0.
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Bu tenglamalar sistemaga fo ‘g ri chizigning umumiy tenglamalari
deyiladi.

(5.2) umumiy tenglamalari bilan berilgan to‘g‘ri chizigning kanonik
tenglamasi quyidagi tartibda topiladi.

1. To‘g'ni chizigning biror M,(x,;y,;z,) nuqgiasi topiladi.
Buning uchun avvali noma’lum
x,,¥,.Z,  koordinatalardan biriga
giymat beriladi va bu qiymat
(5.2) tenglamalardagi mos
o‘zgaruvchi  o‘miga go'yiladi,
keyin  boshqa  koordinatalar
(5.2) sistemani yechish orgali

e /\\.,

aniglanadi.

2. To'g'ri chizigning 3
yo‘naltiruvchi vektori topiladi. /
to‘g‘ri chiziq A, va B,
vektorlarga perpendekular
bo‘lgani uchun §.14, 5 L7

bo‘ladi (35-shakl). Bundan
B C
B, C,

. ¢
C

2

$

.fzﬁ\xﬁ!:{

[N

B | .
A5 |} (5.3)
A, B
vektor aniglanadi.

3. Topilgan M, nugta va 5 vektor asosida kanonik tenglama
tuziladi.

x=2y+3z+1=0,

! ~miso!.{ tenglamani kanonik ko‘rintshga keltiring.

2¢v+y—4z-8=0

Yechih. Misol shartiga ko‘ra:
A=1,B==2,C=3,4,=2, B =1,C,=—4.
To‘g'ri chizigning M (x,;¥,;2,) nuqtasini topish uchun z, =0 deb
olamiz.
U holda
[ x, =2y, =-1,
(2%, + ¥o= &
sistemadan x, =3, y, =2 ekanini topamiz.
To‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektorini (5.3) formuladan
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topamiz:

i\)’—'

l I !
L i 1211“ 0,5}
A4

!
I
1
i

M, nuqta va § vektorning koordinatalarini (5.1) tenglamaga
gqo‘yamiz:

yoki
3_y22
2

*=
f

(5.1) tenglamada

belgilash Kiritamiz.
Bundan
X=X, + pi,
V=3, “qt, 54
z=z,+¥

tenglamalar kelib chiqadi, bu yerda r € R — parametr.

(3.4) tenglamalarga to‘g'ri chizigning parametrik tenglamalari
deviladi.

Ma’lumki, fazodagi chizigning uchta  parametrik (skalyar)
tenglamalarini bitta vektor tenglama bilan ifodalash mamkin.

Demak, (5.4) tenglamalarni

i+ (5.5)

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda 7={x;y;z}, ¥ ={x,: ¥z}~ mos
ravishda M(x;y;z), M,(x,;y,;z,) nuqtalarning radius vektorlan;
§ ={p:q,r} —to‘g ri chiziqning yo‘naltiruvchi vektori (34-shakl).
(3.5) tenglamaga to ‘g ri chizigning vektor tenglamasi deyiladi.
Berilgan M,(x;y:z) va M,(x,;y,;z,) nuqtalardan o‘tuvchi / to‘g'n
chiziq tenglamasini tuzamiz. Buning wchun ! to‘g'ri chizigning
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yo‘naltiruvchi vektori sifatida
8= Ef;fz ={x, —x.y, — ¥z, — 2}
vektorni olamiz va (5.1) tengliklardan

Xoxy _Yoh 278 (5.6)

X=X V.= 7%
tengliklarni keltirib chigaramiz.
Bu tengliklarga  herilgan ikki nugtaduan o'tuvchi to‘gvi chizig
tenglamasi deyiladi.

3.5.2. Fazeda ikki to‘g‘ri chizigning o‘zaro joylashishi
Ikki to ‘g ri chiziq orasidagi burchak

-X, Y-y z-2 x=x, y- -z R
XTHRYTHLETE %2 YTV 275 tenglamalari bilan
2 g, s 7 4, "
berilgan ikki /, va i, to“g‘ri chiziqlar orasidagi burchak ¢ bo‘lsin.
Bunda to‘g'ri chiziglarning yo‘naltiruvchi vektorlari 3 ={p;q.:n},

5, ={p,;q,;n} ga va ular orasidagi burchak to‘g‘ri chiziqlar orasidagi

burchaklardan biriga teng, ya'ni ¢=(/ ,4,)=(5,.5,) bo‘ladi.
@ burchak kosinusini topamiz:

08 = .5152- - I__;__p:{)z 1f’?’l"?’z ‘:‘rirz’ . (57)
IS0 Jp +ql+57pl +q; +7;

2-misol x=3t-2,y=0,z=~+3vax=2~1, y=0,z=(-3
o‘g‘ri chiziqlar orasidagi o‘tmas burchakni toping.
Yechish. To‘g'ri chiziglar tenglamalarini  kanonik shaklga
keltiramiz:
x+2 y z-3 x+1_y _z+3

3 0 -1 2 0 I

U holda (5.7) formuladan topamiz:

cos@p= N

3:240-0+(-1)-1 L2
PO (=) N 0 e 2
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O‘tmas burchak uchun cosg = —%‘2— bo‘ladi. Bundan ¢=135".

Ikki to ‘g ‘ri chizigning perpendikularlik sharti
{, L1, bo‘lsin. U holda cosg=0 va (5.7) tenglikdan topamiz;

pp,tqq, tEn =0. (58)

Bu tenglik ikki to‘g‘ri chizigning perpendikularlik shartini
ifodalaydi.

Ikki to ‘g ‘ri chizigning parallellik sharti
{, va [, to‘g‘ri chiziglar parailel bo‘lsin. U holda & ={p;q,:r} va
5, ={p,;q,;r,} vektorlar kollinear bo‘ladi. Ikki vektorning kollinearlik
shartidan ikki to‘g‘ri chizigning parallellik shartini keltirib chigaraamiz:

P S N (5.9)
P 4 h

Tkki to‘g ‘ri chizigning bir tekislikda yotishi
I, va I, to‘g'ri chiziglar bitta o tekislikda yotsin. M,(x,;y;z)- /,
to*g’ri chizigning nuqtasi va M, (x,;,;2,) - {, to‘g‘ri chizigning nugtasi
bo‘lsin.
U holda 5 ={p;q:r}, & ={psain}, MM, ={x, - x5y, - »iz, -2}
vektorlar o tekislikda yotadi, ya’ni bu vektorlar komplanar bo‘ladi.
Vektorlarning komplanarlik shartiga ko‘ra topamiz:

X=X Y:—¥ Z,7E

Py 4 no =0 (5.10)
P, q, ro

Bu tenglik ikki to‘g‘ri chizigning bir tekislikda yotishi shartini
ifodalaydi.
Ikki to‘g 'ri chizigning ayqash bo‘lishi

1 va I, to‘g'ri chiziglar ayqash bo‘lsa, 3 ={p;:q.;%}.5, ={p,;9.:}»
MM, =4{x, - x;y, - y,;2, —2,} vektorlar bir tekislikda yotmaydi, va’ni
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komplanar bo‘lmaydi.
Shu sababli

‘xz_xx Yo =¥ %,7Z

P, a, n iﬂ- G.11)
| P, 9, " |

bo‘ladi. Bu shart ikki to‘g’ri chiziqning ayqash bo‘lishini belgilaydi.

Tkki to ‘g ‘ri chizigning ustma-ust tushishi

i va I, to‘g‘ri chiziglar ustma-ust tushsin. U holda bu to‘g‘ti
chiziglar birinchidan, parallel  bo‘ladi va ikkinchidan,
MM, ={x,~x3¥, = ¥,;2,~2,}
vektor bu to‘g'ri chiziglardan birida, masalan /, da yotadi.

Shu sababli
Po_4_n
P 4 (5.12)
X, =X _ V.=V %%
P, g  rn

{(5.12) tengliklar ikki to‘g‘ri chizigning ustma-ust tushish shartini
ifodalaydi.

3.5.3. Fazoda to‘g‘ri chiziq bilan tekislikning
o‘zaro joylashishi

To g ‘ri chiziq bilan tekislik orasidagi burchak

To‘g‘ri chizig bilan uning

tekistikdagt proeksiyasi orasidagi

burchakka 1o°‘gri chiziq bilan

tekislik orasidagi burchak deyiladi.

et YTY 277

P q r

chiziq bilan o:4x+By+Cz+ D=0

tekislik orasidagi burchak ¢

bo‘lsin. U holda to‘g‘ri chizigning o
vo'naltiruvehi vektori §={p;q:r}

bilan tekislikning normal vektori x 36-shakl.

to‘g'ri
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r={4,B;C} orasidagi burchak  =90°-¢ bo‘ladi (36-shakl).
cosy =sin g tenglikni hisobga olib, topamiz:

sing= et APEBGHCE] (5.13)
NA B +C L pP+ g +77
" -— . . °
3-misol. TI—_- y;‘.:z 25 to'g‘ri chiziq bilan 2x—y-z+9=0

tekislik orasidagi o°tkir burchakni toping.
Yechish. lzianayotgan burchakni (5.13) formula bilan topamiz:
sinp=—d 2 X CN D D]

2R+ =1+ (1 P 1 (2

1
=5
Bundan ¢=35".

To‘g‘ri chiziq bilan tekislikning perpendikularlik sharti

{ic bo‘lsin. U holda to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektort
§={p;¢;r} va tekislikning normal vektori n ={4; 5.C} kollinear bo‘ladi.
Bundan

(5.14)

o i
2 {ty

c
- ¥
to*g ri chiziq bilan tekislikning perpendikularlik sharti kelib chigadi.

To‘g‘ri chiziq bilan tekislikning paralellik sharti

1llo bo‘lsin. U holda, 5§ L 7 bo‘ladi.

Bundan
Ap+Bg+Cr=0. (5.15)

Bu tenglik to‘gri chiziq bilan tekislikning parallellik shartini
ifodalaydi.

4-misol. M, (-1;2,-3) nuqtadan o‘tuvchi va 2x-3y+6z—-1=0
tekislikka perpendikular to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish. To‘g‘ri chiziq bilan tekislikning perpendikularlik shartiga
ko‘ra,

Bundan g = —-32-];, r=3p.
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Demak, M, (-12;-3), 5= ﬂrP;“% P;3P}-
L
U holda (5.1) tenglamaga ko‘ra:

x+l_y-2_z+3
==
P2 P
P
yoki

x4+l y-2 z+3
2 -3 6

Bu masalani boshqacha yechish mumkin. To‘g‘ri chiziq tekislikka
perpendikular bo‘lgani sababli tekislikning normal vektori  to‘g‘ri
chizigning
vonaltiruvehi vektori bo‘ladi, ya'ni § ={2;-3;6}.

U holda a,(-1;2;-3) nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning kanonik
tenglamasi:

x+1 y-2 z43

2 -3 6

5-misol. m ning qanday qiymatida x+2_y-l_z+3 to‘gri
3 m  m+l
chiziq va 3x + y -3z ~1=0 tekislik parallel bo‘ladi?
Yechish. m ning izlanayotgan qiymatini to‘g'ri chiziq va
tekislikning parallellik shartidan topamiz: 3-3+1-m+(-3)-(m+1)=0.

Bundan m=3,

To'g‘ri chiziq bilan tekislikning kesishishi

Agar /llc bo‘lmasa, u holda to‘g'ri chiziq va tekislik kesishadi.

Shu sababli
Ap+ Bg+Cr 20 (5.16)

bo‘ladi.

Bu shart to*g‘ri chiziq bilan tekislikning keshishishini belgilaydi.

Shunday gilib, (5.16) shart bajarilsa, to‘g‘ri chiziq bilan tekislik
gandaydir nugtada kesishadi. Bu nuqta Af,(x.v,.z) bo‘lsin. U holda
M (x,,y,z,) nuqtaning koordinatalari to‘g‘ri chiziq va tekislikning
tenglamalarini qanoatlantiradi:

xlﬂxo:yl'"yozzl ~ 2, (51?)
p q r
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Ax, + By, +Cz, +D=0. (5.18)

Bu tenglamalardan A1,(x,,y,,z,) nuqtani topish quyidagi tartibda
amalga oshiriladi:
1°. (5.17) tenglama parametrik ko‘rinishga keltiriladi:
X, =X, +pl, Y=y, t+qt, z,=z,+rt; (5.19)

2°.x,y, va z, lar (5.18) tenglamaga qo‘yiladi va u ¢ ga nisbatan
yechiladi;

3. ¢ ning topilgan qiymati (5.19) tenglamalarga qo‘yiladi va
M (x,,y,,z,) nugta aniglanadi.

6-misol. . x+12=y+zl:z;l to‘g‘ri chiziq bilan 2x+3y-z-3=0
tekislikning kesishish nuqtasini toping.
Yechish.
. X +2 y+1 z -1
1. = = =4,x,=-2~t, y=-1-2, z =143t
-1 -2 3

2. 22-8)+3(-1-2)—-(1+3)-3=0= (=—1;
3 x==2—(-=-1 y=-1-2-(~D)=1, z,=1+3-(~)=-2.

Demak, M, (-1;1-2).

To ‘g ‘ri chizigning tekislikda yotishi
! to‘gri chizig o tekislikda yotsin.
U holda birinchidan, 5§17 bo‘ladi va ikkinchidan, to‘g’ri
chiziqning M, (x,;y,;z,) nuqtasi tekislikda ham yotadi.
Shu sababli

JAp+Bq+Cr =Q,

p i (5.20)
14x, + By, +Cz, + D=0.

(5.20) shart to‘g‘ri chizigning tekislikda yotishini belgiiaydi.
3.5.4. Nuqtadan to‘g‘ri chizigqacha bo‘lgan masofa
— X - Y=Y

q
chizig berilgan bo‘lsin. / to‘g‘ri chiziq M,(x,;¥,;z,) nuqtadan o‘tadi va

M, (x;;¥,;z,) nuqta va ad el tenglama bilan [ to‘g‘ri
r
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§={p;q;¥} yo‘naltiruvchi vektorga ega bo‘ladi. M,(x;y;z) nuqtadan
to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa d bo‘lsin.

Izlanayotgn 4 masofa M,M, va 5 vektorlarga qurilgan
parallelogramm balandligining uzunligiga teng bo‘ladi (37-shakl).

Bu paralielogrammning

Z

yuzi | MM, x5 | ga teng, M,
Bundan '
RLAILL (5.21)
18]

kelib chigadi.

7-misol. M, (1;~1;-2) nuqtadan
x+3 342 z-8
3 2 -2
bo‘lgan masofani toping. : 37-shakl.
Yechish. Misolning shartiga ko‘ra:
M, (-1;-2), M (-3;-2:8), §={3;2;-2}.

to‘g‘ri chiziqqacha

Bundan
MM, =41 (-3);-1- (-2);-2 - 8} = {4;1:10}.
U holda
- if ik
MM xs=14 1 -10]|=
5'3 2 —2!’

= (-2 +20)7 —(~8+30)7 + (8 —3)k =187 - 22 + 5k,
MM, x51= /18" +(<22) +5% =717, |5 = {3 + 27 +(=2) =17,
(5.21) formula bilan topamiz:
W17
d =—=—=T(ub).
N )
3.5.5. Mashgqlar

1. Berilgan to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasini tuzing: 1)M,(%L-2)
nugladan o‘tuvchi va §={2;3;-1} vektorga parallel; 2) A4,(2-3-1) nuqtadan
o‘tuvchi va Oy o‘qqa parallel; 3) A7.(2-1-2) nugtadan o‘mvchi va
6x+2y-—4z-5=0 tekislikka perpendikular.
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2. M,(2:-3:5) nuqtadan o*tuvchi berilgan to*g'ri chiziglarga paraliel to‘g ri
chiziq tenglamasini tuzing:

{ x+3y+ z+6=0
FAL_yHl 222 oy 3aye—l4Bzelr J Xr3yE 2460,
D==5=57 Dasddys—lidz=log 3 |25~ y-4z+3:0,

3. M(-3:6;2) nuqgtadan o‘tuvchi va Oz o'gni to‘g'ri burchak ostida kesuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

4. M(~1;2:-3) nugtadan o‘tuvchi va koordinata o'qlari bilane =2, g=2
3 4

y= —2{- burchaklar tashkil giluvchi to‘g‘ri chiziq tenglamalarini tuzing.
5. Berilgan nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasini
tuzing:
DM, (-1:2:2), M, (3i1-2) M (-2, M, Gi-1)
6. M(2%2:~1) nugtadan o‘tuvchi va &= {1,2}, b= {-131} vektorlarga
perpendikular to‘g’ri chizigning nmumiy tenglamasini tuzing.

7. To‘g‘ri chiziq tenglamasini parametrik ko‘tinishga keltiring:

2!

8x~4y~z+6=0; (x—y+2z+1=0.

x+y—z=1=0,

1y {5x+y—3z+5=0,

8. To‘g'ri chizig tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiring:

| {4x—y—::+l2=0, Z)J x+y-z+3=0,
) { y-z- 2=0 2x-y  -l=0

9. Uchburchakning uchlari berilgan: A(-1,2;3). B(-1-2;1).C(3:4:5). 4 uchdan
o‘tkazilgan mediana tenglamasini tuzing.

10. 48CD parallelogrammning ikki uchi 4(-1,20), B(%)3)va diagonallari
kesishish nugtasi O(-2;1;2) berilgan. Parallelogramm ChHtomonining tenglamasini
tuzing.

11. To'g'ri chiziglar orasidagi o‘tkir burchakni toping:
1) =243, y=0,z=3—¢ va x=-1+2,y=0,z=-34¢;

2) x_y-2_z+2 va 2x+y— z-1=0.
2x—y+3z+5=0

12, M(-2;3;~1) nugtadan o‘tuvchi va berilgan to‘gsi chiziglarga
perpendikular to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing:

ni-2.222

x+l_ y+l_z-2 2) x-5_ y+l_z~3 x+2 y  z+]
2 1 3 ' ’

1 -1 2

>
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13, M(:-12) nugtadan o‘tuvchi va = —2_xrl 272

to*g'ri chizigga
1 3 5 g qq

parallel to‘gri chiziq tenglamasini tuzing.
14. To‘g'ri chiziglaming ozaro joylashishini aniqlang:

-5 y—-4 z-3
NE2 YT 270 iRt p=6l,z= 341
)—4 30 " FERLE

z)iﬁhﬁg_z“ &yl %42
2 2 1T =2 3 -1

15, To‘g'ri chizig bilan tekislik orasidagi burchakni toping:

‘ ) 2 x-2y~1=0,
1) _——:f—-‘% 2%+2¥-9=0; 2)1[v_ 1270 x+2y~2z+6=0.
[ ly— z-2=0,

16. To‘g‘ri chiziq bilan tekislikning o‘zaro joyiashishini aniglang:

L x-y+d4z-6=9 x+1 y=2 z+2
1 [ :  3x-y+6z-12=05  2) S —=mi—-=——, Zx4y-dz-8=0.
)sz,__y,_z...3=o, wo e R T

17. To*g'ri chiziq bilan tekislikning kesishish nugtasini toping:
1) x=4_y-1_z-5

2, x=3y—2z+5=0; 2)

- SEP AP AR Y )
1 5 4

18. 3/(4;5-6) nuqtadan berilgan tekistikka tushirilgan perpendikular
tenglamasint tuzing:
1) x-2y-3=0; 2) x—y+z-5=0.

19. m va n ning qanday giymatlarida 5-732)'4;1:5:'3 to*g'ri chizig:
1) mx+2y—-4z+n=0 tekislikda yotadi; 2) mx+ny+3z-5=0 tekislikka

perpendikular  bo‘ladi;  3) 2x+3y+2mz—nr=0 tekislikka parallel bo‘ladi.

20. M(L;-1~1) nugtadau o‘tuvchi va bertigan to‘g‘ri chizigga perpendikular
tekislik tenglamasini tuzing:

prXl_oyr2_z+2 p) BRI S
2 -3 4 4 -1 =2
. (z=3p+5=0 e s . e
21. M(9;1;2) nuqtadan va < to‘g'ri chizigdan o‘tuvchi tekislik
126+ y+z-2=0

tenglamasini tuzing.
22. -{:1 - y—:l = 2;2 to*g'ri chiziq bilan x + y—2z-4=0 tekislikning
3 =

kesishish nugtasini toping.
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23. M(2;3;4)nuqtaning x_l—l_:_y_-_!:%—_-_l_ to‘g‘ri chizigdagi proeksiyasini
toping.
|'8x+2y+3z+6=0, el 1 . cpett o X¥Y y—4 z-1 .
. 12x+4y+ 24120 to‘g‘ri chizigdan o‘fuivchi va ——= Ry to‘g‘ri

chiziqqa paralle! tekislik tenglamasini tuzing,

3x+y-4z45=0, C o -
25. { ;+ L. 22; _1=0 to‘g‘ri chiziadan va M(1-1;2) nugtadan o‘tgan tekislik

tenglamasini tuzing.
26. M(2;-3;-1) nuqtadan berilgan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofani
toping:
i3 yr2_ztl gy Xt _yx2 _z+l
4 3 5 2 -1 2

3.6. IKKINCHI TARTIBLI SIRTLAR

Oxmyz koordinatalar sistemasida x, y,z o‘zgaruvchilarning ikkinchi
darajali tenglamasi bilan aniqlanuvchi sirt ikkinchi tartibli sirt deyiladi.
Uchta x,y va z o‘zgaruvchining ikkinchi darajali tenglamasi
umumiy ko‘rinishda
A +BY +C2 + Dy + Exz + Fyz + Gx + Hy+ Kz + L =0, (6.1)

kabi yoziladi, buw yerda A4,B,C,D,E F,G H.K.L-0‘zgarmaslar;
A +B*+C* #0.

Har qanday (6.1) ko‘rinishdagi tenglamani koordinata o‘glarini
parallel ko‘chirish va burish orqali kanonik ko ‘rinishga keltirish
mumkin. Kanonik tenglamada har bir o‘zgaruvchi fagat bir marta, bitta
(yo nolinchi, yo birinchi, yo ikkinchi} darajada gatnashadi. (6.1)
tenglama koordinatalar sistemasining o‘qlari sirtning simmetriya o‘qlari
bilan ustma-ust tushganida va koordinatalar boshi maxsus tanlanganida
(masalan, markaziy-simmetrik sirtlarda simmetriya markazi tanianadi)
kanonik ko‘rinishni oladi.

Shu bilan birga ikkinchi tartibli sirt

F(x,)=0 (G(x,y)=0, H(x,2)=0) (6.2)

tenglama bilan berilishi mumkin. Bunday tenglama bilan aniglanuvchi
sirtlar silindrik sirtlar deyiladi.
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Sirtlarning shaklini tasavvur qilish va chizish uchun «parallel
kesimlar usuli» deb ataluvchi usulni go‘llaymiz. Bunda sirtning shakli
uning koordinata tekisliklari yoki bu tekisliklarga parallel
tekisliklar ~ bilan  Kkeshishish chiziglarini (kesimlarini) tekshirish
yordamida o‘rganiladi.

3.6.1. Sfera

Fazoda markaz deb ataluvchi nuqtadan teng uzoqlikda yowuvchi
nuqtalarning geometrik o'rniga sfera deyiladi.

M, (x,;¥,:z) nuqtadan R masofada yotuvchi fazodagi nuqtalami
qaraymiz. Bu nuqtalardan biri M(x; y;z) nuqta bo‘lsin.

Steraning ta'rifiga ko‘ra, { M M|=R.

Bundan

V=3 +(y=y) +(z-2,) =R
voki
(x—x) +(y-p) +(z-2,) =R". < (6.3)

(6.3) tenglamaga sferaning kanonik tenglamasi deyiladi. Bunda
M,(x,;¥,:2,) nuqta sfera markazi, R masofa sfera radiusi deb ataladi.

I-misol. Markazi M (-2:2;)nuqgtada yotgan va 2x+y-2z-5=0
tekislikka uringan sfera tenglamasini tuzing.

Yechish. Sfera  tekislikka  uringani  sababli  uning
M, (-2;2:ymarkazidan 2x+y-2z-5=0 tekislikkacha bo‘lgan masofa
sferaning radiusiga teng bo‘ladi.

Nugtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa formulasidan topamiz:

R12 D412+ 1-5) 9

J2P+ P+ (-2) 3

U holda (6.3) formulaga ko‘ra,
(x+2Y +(y=2)Y +(z~1)* =9.

3.6.2. Ellipsoid

Oxyz koordinatalar sistemasida
A S (6.4)
a b ¢

kanonik tenglama bilan aniqlanuvchi sirtga ellipsoid deyiladi.
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Ellipsoidning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesimlarini
garaymiz. Bu tekisliklarning har biri z=#4 tenglamaga ega bo‘ladi.
Bunda # - birorta son.

Kesimda hosil bo’lgan chiziq

xz y2_ _hl
PR T (6.5)
z=h

tenglamalar sistemasi bilan aniglanadi.
(6.5) sistema teng]amalanm tekshiramiz.

{h]>cbo‘lganda JC—+b— <0 bo‘ladi va (6.5) sirtning z =4 tekishk
a
bilan kesishish nuqtasi manlld bo‘Imaydi.
|hl=¢c, ya'ni h=xc¢ bo

z: =0 befladi. Bunda sirtlar

(0;0;,¢) va (0;0;—) nugtalarga kesishadi va z=c va z=-c tekisliklar
berilgan sirtga urinadi.
| k| < c bo‘lganda (6.5) tenglamalarni quyidagicha yezish mumkin:

2 2

J'x:+2,?:x,
al b

|z=h

bu yerda aﬁaJl , b= b\zjl h

Demak, kesimda yarim ofqlari a4
hosi! bo‘ladi (38-shakl). Bunda |#|
gancha kichik bo‘lsa, yarim o‘qlar
shuncha katta bo‘ladi. #=0 da
ular  o‘zlarining eng  katta
qiymatlariga erishadit: g, =a, b, =b.

(6.4) sirtning x=h va y=#h
tekisliklar bilan Kesimlari ham
ellipslardan iborat bo‘ladi. .

Shunday qilib, garalgan
kesimlar (6.4) tenglama bilan

aniglanuvchi  sirt  38-shaklida
keltirilgan  ellipsoiddan  iborat
bo‘lishini ko‘rsatadi.

va b  bolgan ellips
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a,b,c kattaliklarga ellipsoidning yarim o'glari deyiladi. Yarim
o‘glar har xil be‘lganda ellipsoid uch o0'qli ellipsoid bo‘ladi. Yarim
o‘glardan istalgan ikkitasi bir-biriga teng bo‘lganda ellipsoid aylanish
ellipsoidi bo‘ladi.

Yarim o‘glaming uchalasi teng bo‘lganda ellipscid tenglamasi

X*+y'+2° =R’ R=g=b=c (6.6)

bo‘lgan sferaga ayiaradi.
2-misol. f;—+::;-=l clipsning Ox va Oy oqlari atrofida
a L

aylanishidan hosil bo‘lgan sirtlarning tenglamalarini toping.

Yechish. Agar ikkinchi tartibli chiziq F(x,y)=0 tenglama bilan
beriigan bo‘isa, u holda bu sirtning Ox oqi atrofida aylanishidan hosii
bo‘lgan sirt F(xty’ +z')=0 tenglama bilan, Oy oqi atrofida
aylanishidan hosil bo‘lgan sirt esa F(&J/x’ +z°;y)=0 tenglama bilan
aniglanadi.

-"—2— —Z— =lellipsning Ox oqi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirt

[}
tenglamasini topamiz:

NN

2 2
x Yy !
P AR
a? .’:‘l

=1 yoki = -
} az b‘

Ellipsning Oy oqi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirt
tenglamasini shu kabi topiladi:

2,
uf___n_} =1

a ¥
Hosil bo‘lgan tenglamalarning har ikkalasi aylanish ellipsoidini
aniglaydi.
3.6.3. Giperbeloidlar

Oxyz koordinatalar sistemasida

LA A A (6.7)

a;. b! cl

kanonik tenglama bilan aniglanuvchi sirtga bir pallali giperboloid
deyiladi.
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Bu sirtni Oxy tekislikka parallel z=# tekisliklar bilan kesamiz.
Kesimda

yoki

z=h,

tenglamalar sistemasi bilan aniglanuvchi chiziq hosil bo‘ladi. Bu chizig

yarim o‘glari a.kza\‘1+h—: va b!zb\(!i+~h; bo‘igan ellipsdan iborat.
c c”

Yarim o‘qlar h=0 da eng kichik qiymatlariga erishadi: a,=a,b =b. |h|
ning o‘sishi bilan ular o¢sib boradi.
Sirtning Oxz va Oyz tekisliklar bilan kesimlarni

¥z, X2
a:. cz” bz cl 2
y=0 x=0

\

tenglamalar  sistemalari bilan
aniqlanuvchi  giperbolalardan  iborat
bo‘ladi.

Kesimlarning tahlili shuni
ko‘rsatadiki, (6.7) tenglama bilan
aniqlanuvchi giperboloid musbat va
manfiy yo‘nalishlarida chegaralanmagan
holda kengayuvchi «trubkay»
ko‘rinishdagi sirtdan iborat bo‘ladi (39-
shak}).

a=% bo‘lganda (6.7) tenglama
bir pallali  aylanish  giperboloidni
ifodalaydi.

Oxyzkordinatlar sistemasida

LYoz (6.8)

a b ¢
kanonik tenglama bilan aniqlanuvchi sirtga ikki pallali giperboloid
deyiladi.
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Bu sirtning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesisish chizig®i

p ' e _hcz (6.9)

tenglamalar sistemasi bilan aniqlanadi. Bunda |h|<c bo‘iganda z=4#
tekislik sirtni kesmaydi, {#|=c bo‘lganda z=c va z=-¢  tekisliklar
sirtga  (0;0;¢) va
(0,0;-¢) nugtalarga urinadi, [4|>c¢ bo‘lganda z =& tekislik sirtni kesadi.
|#]> ¢ bo‘iganda (6.2) tenglamalarmi quyidagicha yozish mumkin:
x? K
17 *“Z? =

u}
z=Ah,

(Bt
\jl__l b, —b\] 1

Bu chiziq |{#[ ning o‘sishi bilan yarim

buyerda ¢ =a

o‘qlari o‘suvchi ellipsni beradi. ¢
Sirtning Oxz va Oyz tekisliklar 5 i
bilan kesimlari g A
AN

Jfl z - 1 {L_z_z—_l i E ‘%\‘a-.
R P et TR TS
y=0 x=0 =

tenglamalar sistemalari bilan
aniglanuvchi giperbolalar bo‘ladi. 40-shakl.
Bu kesimlar {40-shakl) (6.8)
sirtning ikki pallali giperboloid deb atalishiga sabab bo‘ladi. a=5
bo‘iganda (6.8) tenglama ikki pallali
avianish giperboloidni aniglaydi.

3-misol.  x*-4y* +4z" +2x+8y-7=0 tenglama bilan aniglanuvchi
sirt turini toping,
Yechish. Tenglamauing chap tomonini to‘la kvadratlarga ajratamiz:
2 +2x+1-4(" +2y+ ) +4z° -1+4-7=0,
(x+1Y -4y -1y +42° =4
Bundan
2 2 2
SN
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X=x+1, y'=y-1, z'=z deb, Oxyz sistema markazini '(-110)
nugtaga parallel ko‘chirish orqali O’x'yz’ sistemaga o‘tamiz,
Bu sistemada tenglama
x'l 2‘2 vl2

2

ko‘rinishni oladi.
Bu tenglama 0%’ oq bo‘ylab yo‘nalgan bir pallali giperboloidni
aniqglaydi.

3.6.4. Konuslar

Oxyzkoordinatalar sistemasida
LYo (6.10)

kanonik tenglama bilan aniqlanuvchi sirt ikkinchi tartibli konus
deyiladi.
(6.10) sirtning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesisish

2 W2 b
chizigi *_+7_ =" _ 4 boladi.
a C
U #=0 da 0(0;0,0) nuqtaga
aylanadi.

7#0 bo‘lsa, kesimda
x* ¥
mj + u[;;i? =1,
) (%)
z=h,
tenglamatiar sistemasi bilan
aniqlanuvchi ellips hosil bo‘ladi. Bu
ellipsning yarim  o‘qlari |k| ning
o‘sishi bilan o‘sadi.
Sirtning Oxz va Oyz tekisliklar
bilan kesimlari

sistemalar bilan aniglanuvchi ikkita kesishuvchi to‘g‘ti chiziglardan iborat
bo‘ladi (41-shakl).
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3.6.5. Paraboloidiar
Oxyz koordinatalar sisterasida
AZ’J a>0,b>0,c>0 6.11)
[4

kanonik tengiama bilan aniqlanuvchi sirt elliptik paraboloid deyiladi.
Bu sirtning Oxy tekisiikka paralle] tekisliklar bilan kesimi ushbu

[ 42 2
| L,
(ak)’ (A}
([ z=hh>0
tenglamalar sistemasi bilan

ariglanuvchi ellips  bofladi. Uning
yarim o‘qlari |4| ning ofsishi bilan
o*sadi.

Sirtning Oxz va Oyz tekisliklar
bilan kesimlarida z = i(:-z- va z-“;—
parabolalar hosil bo‘ladi (42-shakl).
Shu sababli (6.11) tenglama bilan 42-shak].
aniglanuvchi sirt elliptik paraboloid
deyiladi.

a=b bo‘lganda (6.11) tenglama aylanish paraloidini aniglaydi.

4-misol. M, (0;6;0) nuqtadan va y=-b tekislikdan teng vzoqlikda
yotuvchi nugtalarning geometrik o‘rnini toping.
Yechish. M(x;y;z) izlanayotgan

nugta bo'lsin. z
Masala shartiga ko‘ra "
(MM =y + 8]
yoki
Jx +(y-b) +2 Jy+b]. / o
Bundan / O

x4+ —2yb e b 2 =yt 2ph + B _
x*+z' =4by 43-shak!.
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yoki

X2 Zz

S =
4 4b

Sirtning Oxz tekislikka parallel tekislik bilan kesimi ushbu

X! 137 = 4bk,
y=h, h>0

y.

tenglamalar sistemasi bilan aniglanuvchi aylanalardan iborat. Sirtning

Oxy va Oyz tekisliklar bilan kesimlarida y:g};— va }:ib parabolalar
hosil bo‘ladi.

Bu sirt aylanish paraboloidini aniqlaydi (43-shakl).

Oxyz koordinatalar sistemasida

xl 2

Y =z a>0, 550 (6.12)
a b
kanonik tenglama bilan aniqlanuvchi  sirt giperbolik paraboloid
deyiladi.

Sirtning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesimi

2 2
[‘ f‘T - y = I’
(ah)'  (bh) z y
1 z=hh>0 o
| S {
tenglamalar  sistemasi  bilan j{
aniglanuvchi giperboladan, Oxz q\"’ : .
va Oyz tekisliklar bilan kesimlari I S /%« (W S S

xz }"2 H
z=" va z= o parabolalardan
a

iborat bo‘ladi. !
Shunday  qilib, (6.12) -

tenglama bilan  aniglanuvchi 4d-shakl.

sirtning ko‘rinishi «egar» shaklida bo‘ladi (44-shakl). Bu sirt giberbolik

paraloboid deb ataladi.

SR |
s g

3.6.6. Silindrik sirtlar

Tekislikda L chiziq va bu tekislikka perpendikular / to‘g‘ri chizig
berilgan bo‘lsin.

198



L chizigning har bir nuqgtasi orqali / to‘g‘ri chizigqa parallel gilib
o‘tkazilgan to‘g‘ri chiziqlar to‘plamidan hosil bo‘lgan sirtga silindrik
sirt deyiladi. Bunda L chiziq silindrik L
sirtming  yo ‘naltiruvchisi, 1 to‘g'ri i AT
chizigga parallel bo‘lgan to‘g'ri !
chiziqlar silindrik sirtning yasovchilari E
deb ataladi (45-shakl).

Owyz  koordinatalar  sistemasini
Oz o'q ! yasovchiga parallel va Ul
L  yo‘naltiruvchi Oxy  tekislikda
yotadigan qilib tanlaymiz. 45-shak.

L yo'naltiruvchining Oxy tekislikdagi tenglamasi #(x,y)=0
bo‘lsin. U holda F(x,y)=0 tenglama yosovchilari 0z o‘qqa paralie}
bo‘lgan silindrik sirtni ifodalaydi.

Silindrik sirtning nomianishi va tenglamasi z
L yo'naltiruvchining shakli asosida aniglanadi. _—1

}f

Agar  Oxy teklshkdalgi .zyo naltiravehi N ,{_‘_ﬂ”}/
ellipsdan iborai bo‘lganda %4--;’—2- =1 tenglama i !
elliptik silindrni ifodalaydi (46-shakl). | ;

x*+y° =R’ tenglama bilan aniglanuvchi : g
doiraviy silindr elliptik silindming xususiy | 4= T2
holi bo*ladi. Gl m -

Shu kabi i;--—i—n-_-lten;_z,lama giperbolik %
a

silindrni  (47-shakl), y*=2px tenglama
parabolik silindrni ifodalaydi (48-shakl).

/"‘ﬁi

S
R T
_i_____;w,i {/; |
! i// 0{\\i ’ l//”
I S §
| i
H P
%

47-shaki, 48-shakl.
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3-misol. x’ =2z tenglama bilan aniglanuvchi sitt shaklini chizing.
Yechish. Berilgan tenglamada y qatnashmaydi va x*=2z

chiziq Oxz
tekislikda yotuvchi parabolani ifodalaydi.
Shu  sababli {(x :022’ tenglama
=

yosovchilari Oy o°qqa parallel bo‘lgan
parobolik silindmi ifodalaydi.

Parabola y=0 tekislikda 0Oz o0‘gga
nisbatan simmetrik bo‘ladi, uchi 0(0;0,0)
nuqgtada yotadi va M, (-2;0;2), M.(2;0;2)
nuqtalardan  o°tadi. Chiziq shaklini Maple
paketida chizamiz (49-shakl):

> withi{ploish E

> imficitplotdd(Ix 272a), v=d..4, y=0..4, 49-shakl.

g=d 4, grid={13,0 8,130);

3.6.7. Ikkinchi tartibli sirtlarning
to‘g‘ri chizigli yasovchilari

To‘g‘ri chiziglarning harakatidan
hosi!l bo‘ladigan sirtlarga 20 ‘g%
chizigli sirtlar deyiladi. Bu sirtlarning
yasovchilari fo ‘g ri chizigli yasovchilar
deb ataladi.

To‘g'ri chizigli sirtlarga konus
sirtlar va silindrik sirtlarlar misol bo‘la
oladi. Bundan tashqari, bir pallali
giperboloid va giperbolik paraboloid
ham to‘g‘ri chiziqli sirtlar bo‘lishi
isbotlangan.

Bir pallali giperboloidning har bir
nuqtasi orqali

{ Y
Jz,,z: (H_,x} x.z {1y
a ¢ b
: .
ﬁ_zzl(}_z) 5,.£=1(1+1J 2
a ¢ k\ b)) la ¢ I\ b 50-shakl.
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tengiamalar bilan berilgan to‘g‘ri chiziglar oilasidan  fagat  bitta
chiziq o‘tishi ko‘rsatilgan, bu yerda a,b,c — bir pallali giperboloidning
yarim o‘qlari, £,/ -nolga teng bo‘lmagan sonlar.

Shunday qilib, (6.13) tenglamalar 4va ! ning turli giymatlarida bir
pallali giperboloidda yotuvchi va uni to‘liq qoplovchi cheksiz tog'ni
chiziglar sistemasini tashkil giladi. Bu to'g‘ri chiziglarga bir pallali
giperboloidning o ‘g ri chizigli vasovchilari deyiladi.

Shu kabi

(6.14)

tenglamalar bilan berilgan to‘g‘ri chiziglar giperbolik paraboloidning
to‘gtti chiziqii yasovchilari bo‘ladi.
To'g'ri chizigli yasovchilardan bir pallalt glperbolmd sirtiarning

vasovchilari qurilish va
texnikaning  konstruksiyalarida
keng foydalaniladi.

Musalan, bir pallali
giperboloidning  to'g'ri  chizigh
vasovchilari  bo‘yicha  metall

balkalar joylashtirilgan
radiomachta, suy va  yadro
qurilmalarining minoralari,

teleminoralar (masalan, Guanjou
{Xitoy) teleminorasi, 50-shakl),
tirgaklar va uzatmalar (51-shaki}
kabi konstruksiyalar ishlab
chiqiigan. Bunday konstruksiyalar
yengil va mustahkam  bo‘lgani sababli keng tatbiq etiladi.

3.6.8. Mashqiar

i. Sferaning tenglamasini tuzing: 1) diametriaridan birining uchlari
M, (%5-3) va  M,(2--35) nugtalarda yotgan; 2) markazi M,(3;-5,-2) nuqtada
yotgan va 2x-y-3z+11=0 tekislikka uringan. ‘

2. Sfera markazining koordinatalarini va radiusini toping:
x4y +254x-y+z=0; )2ty a2t - ba+8y+102+25=0.
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3. Har bir nugtasidan M (-3;0;,0) va M,(3;0;0)nuqtalargacha bo‘lgan
masofalar kvadratlarining yig‘indisi 36 ga teng bo‘lgan fazoviy
nugtalarning geometrik o‘mini toping.

4. M{O;%;O) nuqtadan va y= ‘; tekislikdan teng uzoqlikda yotgan fazoviy
nugtalarining geometrik o‘rnini toping.

S. Har bir nugtasidan M, (0;0,-4) va M,(0;0;4) nugtalargacha bo‘lgan
masofalar yig‘indisi 10 ga teng bo‘lgan sirtning tenglamasini tuzing.

6. Har bir nuqtasidan A, (-5,0;0) va A, (5,0,0)nugtalargacha bo‘lgan
masofalar ayirmasining moduli 6 ga teng bo‘lgan sirtning tenglamasini tuzing,

7. Berilgan sirtning ko‘rsatilgan o‘qlar atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirt
tenglamasini tuzing:

2 2 2 2 2
1 =-5——,O va Oz, 2 J‘——y—=1,0 va Oy; 3N Lo opva oz
) z=-7.0x va Oz AT TR Vet

8. Markazi koordinatalar boshida yotgan va yo‘naltiravchilari x> -2z+1=0,
y-z+1=0 tenglamalar bilan berilgan konus tenglamasini tuzing.
9. mning ganday giymatlarida x+my -2 =0 tekislik 1'2: + % =y elliptik
parabaloidni 1) ellips bo‘yicha; 2) parabola bo‘yicha kesadi?

10. Berilgan sirtlarning kesishish chizig‘ini aniqlang:

2 2 2 2
D E X 2z 3x-y+6z-14=0; ) A 22y 3 yr6z-id4=0;
3 6 4 3
~1? +Nn? 2 2 2
3) w(f...__l) _o+ J) =2z, x-2y-1=0; 4) x—+y——£—==-1, 5x+2z+5=0.
4 3 3 9 25

11. Har bir nuqtasidan /(3;0.:0) nuqtagacha va x=1 tekislikkacha bo‘lgan
masofalar nisbati +/3 ga teng bo*igan fazoviy nugtalarning geometrik o°rnini
toping.

12. Berilgan sirt va to‘g‘ri chizigning kesishish nuqtasini toping:

13. Berilgan tenglama bilan aniglanuvchi sirt turini aniglang:
1) 36x% +64y? -1442" +576 =0; D)+ Y+ -2x+p+2)-22=0;
3) 3x% +2y* ~122=0; 4) 165" 43y +1627 —64x -6y +19=0,
5) 25x% -9y*-225=0; 6) 9x* —4y* ~362=0;
7) 4x* +3y* =52> +60 =0, 8) x'+y'-2x-3=0.
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MATEMATIK ANALIZGA

Matematik analiz tarixdan «Cheksiz
kichiklar tahlilinga mos bo‘limlar majmuasi
bo‘lib, u differensial va integral hisobni
birlashtiradi. Matematik analiz sistemali
bo‘lim sifatida XVII-XVIII asrlarda [.Nuyton,
G.Leybnis, [.Eyler, J.Lagranj va boshqa
olimiar asarlarida yuzaga keldi. Uning asosi
bo‘lgan limitlar nazariyasi XIX asrda O.Koshi
tomonidan ishlab chiqildi. Matematik ana-
lizning boshlang‘ich tusbunchalari XIX—XX
asrlarda to‘plamlar nazariyasi, oflchamlar
nazariyasi, haqiqiy o‘zgaruvchi funkstyalari
nazariyalarining rivojiga asoslanib chuqur
tahlil qilindi va umumlashtirildi.

Matematikaning «Matematik analizga
kirish» bo‘limida matematik analizning asosiy
tushunchalari bo‘lgan bir o‘zgaruvchining
funksiyasi, sonli ketma-ketlikiar, limitiar,
cheksiz kichik funksiyalar va uzluksizlik
tushunchalari o‘rganiladi.

4.1. HAQIQIY SONLAR
4.1.1. Te‘plam

To'plam matematikaning boshlang‘ich
(ta‘riflanmaydigan) va muhim tushunchalari-
dan biri hisoblanadi. To‘plam deganda tayin
xossaga ega bo‘lgan ixtiyoriy tabiatli
obyextlar majmuasi tushuniladi. Masalan,
guruhdagi talabalar to‘plami, butun sonlar
to‘plami, berilgan puqtadan o‘tuvchi to‘g‘n
chiziglar to‘plami.
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To‘plamni tashkil etuvchi obyektlarga to‘plamning elementiari
deyiladi. To‘plam, odatda, lotin alifbosining bosh harflari bilan, uning
elementlari esa shu alifboning kichik harflari bilan belgilanadi.

A to‘plamning a,b,c,d elementlardan tashkil topganligi 4 ={a,5,c,d}
kabi voziladi. Ba’zan to‘plam sonlar, belgilar, so‘zlar yoki formulalar
yordamida beriladi.

a elementning 4 to‘plamga tegishli ekanligi ae 4 deb yoziladi.
b elementning A4 to‘plamga tegishli emasligi »< A(yoki bg 4) kabi
belgilanadi. Masalan, 4={2,4,6_8} to‘plam uchun 4e 4 va 5€ 4.

4 to‘plam chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo‘lsa 4
to‘plamga chekli to ‘plam, aks holda cheksiz to ‘plam deyiladi. Masalan,
A={x:6<x<20,xe N} chexli to‘plam, B={x:x>15xeN} cheksiz
to*plam bo‘ladi.

Bitta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo sk o ‘plam deb
ataladi va @ kabi belgilanadi. Masalan, 4={x:x"+1=0,xe R} bo‘sh
to‘plam, chunki x*+1=0 tenglama haqiqiy soniar to‘plami R da
yechimga ega emas.

Agar 4 to‘plamning har bir elementi B fo‘plamning ham
clementi bo‘lsa 4 to‘plamga B (o ‘plamning qismi (gismiy io’‘plami)
deyiladi va Ac B (yoki B> 4) kabi belgilanadi. Masalan, 4={234} va
B={1,23,4,5} bo‘lsa 4 B bo‘ladi.

Agar Ac B va Bc 4 bo'lsa 4 va B8 to‘plamlarga teng to ‘plamlar
deyiladi va 4=B xabi yoziladi. Demak, 4=B tenglk 4 va B
to‘plamlaming bir xil elementlardan tashkil topganini bildiradi.

4 va B to‘plamlaming har ikkalasiga tegishli bo‘lgan element bu
to‘plamlarnng umumiy elementi deyiladi.

1-ta’rif. 4 va B o ‘plamlarning birlashmasi (yoki yig ‘indisi) deb
vlarning kamida bittasiga tegishli bo'lgan elementlardan tashkil topgan
to‘plamga aytiladi va 4.u B (yoki 4+ B) kabi belgilanadi.

Demak, AU B={x:xe 4 yokixe B}.

2-ta’rif. 4 va B 1o ‘plamlarning kesishmasi (yoki ko ‘paytmasi)
deb ularning barcha umumiy elementlaridan tashkil topgan to‘plamga
aytiladi va 4~ 8 (yokid-B) kabi belgilanadi.

Demak, AnB={x:xe AvaxeB}.

3-ta’rif. 4 to‘plamdan B to plamning ayirmasi deb 4 to‘plamning
B to‘plamga kirmagan elementlaridan tashkil topgan to‘plamga
aytiladi va 4\B kabi belgilanadi.
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Demak, A\B={x:xc dvax € B}.
Masalan, A4={,3,57} va B={2579 to‘plamlar uchun
AUB={23579), AnB={5T}, A\B={,3}. B\ 4={2.9}bo‘ladi.
B to‘plam 4 to'plamning qismiy to‘plami bo‘lsa, 4\B ayirma
B to‘plamning 4 to ‘plamga to ‘Idiruvchisi deyiladi.
1-3 ta’riflarning chizmadagi ifodasi 1-shaklda keltirilgan. Bunda
AnB, AU B, AAB bo‘yab ko‘rsatilgan.

S

1-shakl

4.1.2. Sonli to‘plamlar

Hagqiqiy sonlar va ularning asosiy xossalari

Elementlari sonlardan iborat bo‘lgan to‘plam sonii to ‘plam
deviladi.

Son matematik analizning asosiy tushunchalaridan biri bo‘lib, uzoq
tarixiy rivojlanish yo‘liga ega. Narsalarni, buyumlarni sanash zaruriyati
tufayli natural sonlar paydo bo‘lgan. Natural sonlar to‘plamiga ularga
qarama-qarshi sonlami va nol sonini go‘shish bilan butun soniar
to‘plami hosil gilingan. Matematikaning taraqqiyoti ratsional sonlarning
va keyinchalik irratsional sonlarning kiritilishini taqozo etgan. Ratsional
sonlar to‘plami va irratsional sonlar to‘plami haqiqiy sounlar to‘plami deb
atalgan.

Shunday qilib, N« Z < Qc R sonli to'plamlar hosil gilingan, bu
yerda N ={1,23,.,n,.}—barcha natural sonlar to‘plami;
Z = {0 +1,32,.. 4n,. } —barcha butun sonlar to‘plami;

0= { LpeZ, qu} -barcha ratsional sonlar to‘plami; R—- barcha

hdqlqu soniar to piami.
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Har ganday ratsional son yoki chekli o*nli kasr bilan yoki cheksiz
davriy o‘nli kasr bilan ifodalanadi.  Masalan, %:1,5 — (1,500...),

% =(0,333...—ratsional sonlar.

Ratsional bo‘lmagan haqiqiy sonlarga irratsional sonlar deyiladi.
Irratsional son cheksiz davriy  bo‘lmagan o'nli kasr bilan

ifodalanadi. Masalan, 2 =14142356... 7 =31415926..—irratsional

sonlar.

Shunday qilib, hagigiy sonlar to‘plamini barcha cheksiz o°nli kasrlar
to‘plami deyish va R={x: x=a,aa,a,..} kabi yozish mumkin, bu yerda
acZ,c, €{0,1,2,.9},i=12,...

Hagqiqiy sonlar to‘plami R quyidagi asosiy xossalarga ega bo‘ladi.

1. R to‘plam tartiblangan to‘plamdir, ya’ni istalgan ikkita har xil a
va b sonlar uchun a <6 (yoki b <a) tengsizlik bajariladi.

2°. R to‘plam zichdir, ya’ni istalgan ikkita har xil « va b sonlar
orasida a<x<b tengsizlikni qanoatlantiruvchi cheksiz ko‘p x haqiqty
sonlar mavjud bo‘ladi;

3. R to‘plam uzluksizdir.

Son o‘qi. Sonlarning sodda to‘plamlari

Hagqiqiy sonlarning uzluksizligi xossasi asosida barcha hagiqiy sonlar
to‘plami bilan to‘g‘ri chiziq nugqtalari to‘plami orasida bir giymath
moslik o‘rnatiladi.

Buning uchun biror to‘g‘ri chizigda (u gorizontal yo‘nalgan bo‘lsin
(2-shakl)) musbat yo‘nalishni, © hisob boshini va masshtab birligini
tanlaymiz. Musbat x sonini
ifodalash uchun bu to‘g'ri
chizigda O hisob boshidan o‘ng
tomonda tanlangan masshtab 2-shakl.
birligida berilgan x songa teng
masofada yotuvchi M nuqtani olamiz; manfiy x sonini ifodalash uchun
esa bu to‘g‘ri chizigda O hisob boshidan chap tomonda | x| songa (bu son
haqgida keyingi bandda tushuncha beriladi) teng masofada yotuvchi M
nugtani olamiz; x=0 soniga O hisob boshi mos keladi.

Barcha nuqtalari uchun barcha haqiqly sonlar to‘plami bilan
ko‘rsatilgan bir qiymatli moslik o‘rnatilgan to‘g‘ri chizigqa son o ‘gi (yoki
sonli to ‘g 'ri chizig) deyiladi.

=ty M

Is) x



Shunday gilib, har bir hagigiy songa son o‘qining yagona M nuqtasi
mos qo‘yiladi va aksincha, bu son o‘gining har bir M nuqtasiga yagona
x haqiqgiy son mos keladi. Bunda haqiqiy son va son o‘qining nugqtasi
bitta x belgi bilan ifodalanadi. Shu sababli «x son» so‘zi o‘riga ko'p
hollarda « x nugta» so‘zi ishlatiladi.

Son o‘qi haqiqiy sonlarning joylashishi to‘g‘risida ko‘rgazmali
ma’lumot beradi. x, <x, tengsizlik x, nuqta x, nuqtaga nisbatan chapda
yotishini anglatadi, x, <x, <x, tengsizlik x, nuqta x, va x, nugtalar
orasida yotishini bildiradi.

aeR, beR, a<b bo‘lsin. Haqigiy sonlar to‘plamining quyidagi
qism to‘plamlariga oraliglar (intervallar) deyiladi:

[a:b}={x: a< x < b} -kesma (yopiq oraliq, sigmment);

(a;b) = {x:a < x < b} - interval (ochiq oralig);

[a:b)={x:a<x<b},(a;b] = {x :a < x < b} - yarim ochiq intervallar;

(mosh)={x:x<b}, (~o;b)={x:x<b}, [ag+o)={x:x2a},

(@) ={x:x>a}, (—w;+x)={x:-w < x <+w}-cheksiz intervallar.

Bunda ¢ va b sonlar mos ravishda bu oraliglarning chap
vao‘ng
chegaralarini aniglaydi, ~« va +w belgilar son o‘qi nuqtalaricing ©
nugtadan
chapga va o‘ngga qarab cheksiz uzoqglashishini simvolik tasvirlaydi.

x,(x, e Rynuqtani o‘z ichiga olgan har ganday (a;b) intervalga
x, nuqtaning atrofi deyiladi. Xususan, (x,-g;x, +¢) interval x,
nugtaning ¢ atrofi deb ataladi. Bunda x, soniga bu atrofning
markazi, ¢ (¢ >0) soniga bu atrofning radiusi deyiladi.

Agar x e(x,-&;x,+¢) bo'lsa, u holda x -e<x<x,+&¢ yoki
tx—x,}<e tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlikning bajarilishi x nuqta
x, nuqtaning ¢ atrofiga tushishini bildiradi.

Soenning absolut giymati

4-ta’rif. x (x € R) sonining absolut giymati (yoki moduli) deb x>0
bo‘lganida x sonining o‘ziga, x manfly bo‘iganida (—x) soniga aytiladi.
x sonining absolut giymati | x| belgi bilan belgilanadi.
Demak, ta’rifga ko‘ra,
] x, agarx>0,
Ixl= {— x, agarx <Q.
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Sanning absolut giymati quyidagi xossalarga cga.
1“ xeR da|x20, [-x[=lx]|, ~|xI<xx|;
2". a>0 da |x|<a tengsizlik -a<x<a tengsizlikka ekvivalent
bo‘ladi;
F.xeR,yeRda

Pt
xi |x]

[x+yl< x|+ y} 1x=yRxi-1y} |2yl iy A

Bu xossalarning isboti bevosita sonning absolut giymati ta’rifidan
kelib chigadi. Ulardan birini, masalan, jx+y|qxi+|y| bo‘lishini
isbotlaymiz.

Ishoti. x+y >0 bo‘lsin.

Uholda |x+yl=x+y, x<xi, y<ly| boladi.
Bundan
|[x+yl=x+y<ixi+{y].

x+y <0 bo‘lsin.
U holda
[x+yl=~(x+3)=(x)+(-y), —x<x|, ~y g y|
bo‘ladi.
Bundan
fx+yi=E0+Edx)+pl

Sonli to‘plamning aniq chegaralari

5-ta’rif. Agar shunday M soni topilsa va istalgan xe X uchun x<M
tengsizlik bajarilsa, X haqigiy sonlar to‘plami yugoridan
chegaralangan deyiladi.

Masalan, X = (-,1] to‘plam yuqoridan chegaralangan.

6-ta’rif. Agar shunday = soni topilsa va istalgan xe X uchun x>m
tengsizlik bajarilsa, X haqiqiy sonlar to‘plami quyidan chegaraiungan
deyiladi. .

Masalan, barcha natural sonlar to‘plami quyidan chegaralangan.

208



7-t2a’rif. Agar X to‘plam ham quyidan ham yuqoridan
chegaralangan bo‘lsa, y’ani shunday =m va M sonlari topilsa va istalgan
xe X uchun m< X <M tengsizlik bajarilsa, X haqiqiy sonfar to‘plamiga
chegaralangan deyiladi.

Bu ta'rifdan agar X to‘plamning eclementlari biror kesmada
jovlashsa, u holda bu to‘plam chegaralangan bo‘ladi degan xulosa kelib
chiqadi.

Yugoridan {(quyidan) chegaralanmagan to‘plamga yugoridan
(quyidan) chegaralanmagan deyiladi. Masalan, barcha natural sonlar
to‘plami yuqoridan chegaralanmagan (ammo quyidan chegaralangan)
bo‘lsa, barcha manfiy sonlar to‘plami quyidan chegaraianmagan (ammo
vyugoridan chegaralangan). Barcha butun sonlar to‘plami, barcha
ratsional sonlar to‘plami, shuningdek, barcha haqiqiy sonlar to‘plami
ham quyidan, ham yuqoridan chegaralanmagan.

Agar X to‘plam yuqoridan M soni bilan chegaralangan bo‘isa, bu
songa X fo'‘plamning vugori chegarasi deyiladi. Bunda M sonidan
katta bo‘lgan ixtiyoriy M’ son ham X to‘plamning vuqori chegarasi
bo‘ladi.

8-ta’rif. Agar istalgan xeX uchun x<M bo‘lsa va yetarlicha
kichik ixtiyoriy £>0 musbat son uchun shunday x*e X soni topilsa va
M —g <x*<M tengsizlik bajarilsa, M soniga X fo ‘plamning aniq yugori
chegarasi deyiladi.

Boshqgacha aytganda, X to‘plamning aniq yuqori chegarasi X ning
barcha yuqori chegaralarining eng kichigi bo‘ladi. '

X to‘plamning aniq yuqori chegarasi M =supX {(yoki M =sup{x})

bilan belgilanadi (lotin tilida supremum — cng yuqori so‘zidan olingan).

Yuqoridan chegaralanmagan X to‘plam uchun ta’rif asosida
sup X =+cc deb olinadi.

Agar X to‘plam quvidan m soni bilan chegaralangan bo‘lsa, bu
songa X fo ‘plamning quyi chegarasi deyiladi. Bunda m sonidan kichik
bo‘lgan ixtiyoriy m' son ham X to‘plamning quyi chegarasi bo‘ladi.

9-ta’rif. Agar istalgan xeXuchun x2m bo'lsa va yetarlicha
kichik ixtivoriy £>0 musbat son uchun shunday x*e X soni topilsa va
m<x*<m+¢ tengsizlik bajarilsa, m soniga X to ‘plamning aniq quyi
chegarasi deyiladi.

Shunday qilib, X to‘plamning aniq quyi chegarasi X ning barcha
quyi chegaralarining eng kattasi bo‘ladi.

X to'plamning aniq quyi chegarasi M =inf X (yoki M =inf{x})
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bilan belgiianadi (lotin tilida infimum — eng quyi so‘zidan olingan).

Quyidan chegaralanmagan X to‘plam wuchun ta’rif asosida
inf X =-c deb olinadi. Masalan, X =i'1,-;—,...,]—,...} to‘plam uchun

~ n 4

infX=0, supX=1.

X to‘plamning aniq chegaralari uchun quyidagiu tasdiq o‘rinli
bo‘ladi.

1-teorema. Har qanday yuqoridan (quyidan) chegaralangan bo‘sh
bo‘lmagan haqiqiy sonlar to‘plami aniq yuqori (aniq quyi) chegaraga
ega bo‘ladi.

4.1.3. Matematik mantiq elementlari

Mantiqiy belgilar

Ta’riflaming, teoremalarning ifodalanishida va bosga matemtik
tasdiqlarda ko‘pincha ayrim so‘zlar va butun ifodalar takrorlamb keladi.
Bunday hollarda ularning yozilishida mantigiy belgilarni qo‘tlash qulay
bo‘ladi.

Matematik mantiqda mulohaza deb rost yoki yolg onligi bir giymatli
aniglanadigan darak gaplarga aytiladi. Masalan, «Yer quyosh atrofida
aylanadi», «6 oddiy son» gaplari mulohaza bo‘lsa. «kech kirmogda»,
«matematika giyin fan»
gaplari mulohaza bo‘lmaydi.

a mulohazaning inkori &~ «o emas» yoki «a bo‘lishi to‘g'ni
emas» deb o‘qiladi.

a va § mulohazalarning konyunksiyasi o A p- «o va B» deb
o‘qgiladi.

a va f mulohazalarning dizyunksiyasi av - «a yoki f» deb
o‘qiladi.

o va B mulohazalaming implikatsivasi o= p- «agar « bo’lsa,
u holda B bo‘iadi» (yoki «a dan g kelib chiqadi»} mulohazasini
bildiradi.

a va B mulohazalarning ekvivalensivasi copf- « a va B
ekvivalent» (yoki «a dan g kelib chiqadi va B dan o kelib chigadi»)
mulohazasini bildiradi.

Mavjudlik  kvantori 3~ «mavjudkin, «topiladiki» so‘zlarini
bildiradi.
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Umumiylik kvantori ¥ -«har qanday», «ixtiyoriy», «barchay
so‘zlarini ifodalaydi.

:— «o'rinli bo‘ladi», «bajariladi» so‘zlarini anglatadi.
+» —«moslik» ni bildiradi.

Mantigiy belgilar yordamida vozilgan tasdiglarni tushunish va
o‘qishni osonlashtirish uchun belgilarning har biriga tegishli bo‘lganlari
alohida qavslarga olinadi.

Masalan,

(Ve > 038 > 0)(Vx # x,.| x — x, |< 8} f(x) - A|<€)

yozuv  «ixtiyoriy &>0 son uchun shunday & >0 son topiladiki, x ning
x, ga teng bo'lmagan va |x-x <& tengsizlikni qanoatlantiruvchi
barcha giymatlarida | f(x)- A|<¢ tengsizlik bagariladi» deb o‘giladi.

Zarur va yelarli shartiar

B —birorta mulchaza bo‘lsin. 8 mulohaza kelib chigadigan har
qanday a mulohazaga g mulohaza uchun yetarii shart deyiladi.

f# mulohazadan kelib chigadigan har qanday ¢ mulohazaga g
mulohaza uchun zarur shart deyiladi.

Masalan, «: «x soni nolga teng» va B: «xy ko‘paytma
nolga tengy
mulahazalari bo‘lsin. Bunda o mulohaza 8 mulohaza uchun yetarli
shart bo‘ladi. Haqgiqatan ham, xy ko‘paytma nolga teng bo‘lishi uchun x
nolga teng bo‘lishi yetarli. x nolga teng bo‘lishi uchun xy ko‘paytma
nolga teng bo‘lishi zarur. Ammo, S mulohaza ¢ mulohaza uchun
yetarli shart bo‘lmaydi, chunki xy ko‘paytma nolga teng bo‘lishidan x
sonining, albatta, nolga teng bo‘lishi kelib chigmaydi.

«Agar o mulohaza rost bo‘lsa, u holda B mulohaza rost bo‘ladin
teoremani o= f ko‘rinishda yozish va quyidagi ifodalardan biri
bilan berish mumkin: «a mulohaza g mulohaza uchun yetarli shart
bo‘ladin; « 3 mulohaza o mulohaza uchun zarur shart bo‘ladi».

Agar a va g mulohazalarning har biridan ikkinchisi kelib chigsa,
va'ni (@ = ) ~{f = a) bo‘lsa, u holda & va 8 mulohazalarning har biri
ikkinchisi uchun zarur va yetarli shart bo‘ladi va @ < g deb yoziladi.

Bu yozuv boshgacha quyidagicha o‘qgilishi mumkin:

1) & o°rinli bo‘lishi uchun g o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli;

2) o fagat va fagat g bajarilsa o‘rinli bo‘ladi;
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3) a faqat va fagat g8 rost bo‘lganida rost bo‘ladi.

Matematik induksiya metodi

Matematik induksiva metodi muhim matematik isbotiiash
usullaridan biri hisoblanadi. Bu usul » natural songa bog'lig tasdiglarni
isbotlash uchun qgo‘llaniladi.

Uni umumiy holda ifodalymiz: » natural songa bog‘liq biror
tasdigni (masalan, formulani) isbotlash quyidagi tartibda amalga
oshiriladi:

1) tasdigning to‘griligi #»=1 da tekshiriladi (agar n=1da tasdiq
ma’noga ega bo‘lmasa, tekshirish tasdiq ma’noga ega bo‘ladigan eng
kichik » dan boshlanadi);

2) tasdiqg biror n (n>1)da to‘g‘ri deb faraz qilinadi va uning n+1 da
to‘g‘ri bo‘lishi isbotlanadi. Keyin bu tasdigning istalgan » natural son
bajarilishi haqida
xulosa chigariladi.

Matematik induksiya metodi bilan Nuyton binomi formulasi deb
ataluvchi

(a+b) =Cd" +C'a"b+ + Ca™b" + ..+ b (1.1)

formulani isbotiaymiz, bu yerda »—natural son; 0<i<n.
(1.1) formulada qatnashayotgan

ct = ! —
kln— k)!

koeffitsiyentlarga binominal koeffitsiyentlar {(yoki n ta elementdan
ktadan gurublashlar soni) deyiladi, bu yerda = (en foktorial) belgi
orqali birinchi » ta natural son ko‘paytmasi belgilanadi. Binominal

koeffitsiyentlar va faktorial uchun quyidagi bog‘lanishlar o‘rinli bo‘ladi:

k4l £ k-1,
CH 4+ CH=C",

(n+\=n\(r+1) (bunda ¢!=1 deb olinadi).
(1.1) formulani isbotlaymiz. Buning uchun: i) formula to‘gri
bo‘lishini » =1da tekshiramiz:
1

. 1
i _ 0 ) LN S = .
(a+d) =Cla' +Ca b-—m_“a+i!'0!b at+b;

2)(1.1) formula biror » da to‘g‘ri bo‘ladi deb faraz qilamiz va
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{n + 1) da sha kabi formula o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz, ya’ni

{a+b)" =Cla™ +C,a'b+..+Cla™ b + .+ Clab" +C b (1.2)

el “n+l “n+l

formulani isbotlaymiz.
Haqiqatan ham,

(a+b)" =(Ca" + C'a™ b+ ..+ Ca™*b' + ..+ C'b" Ya+b)=

=™ + Cla"b+ .+ Ca™ Y + L+ Clab” + Clah+ ..+

+Cla™ B + L+ C7ab” + CI = Cla" +(C + Ca™b + ..+
+{CF+CP N + LA (CT R CYab” + CRbY
Binominal koeffitsiyentlar nchun

Cl=1=Cl, C+Cl=Cl,, C O™ =CY,

ntl?

C A=, Cr=1=C)

[ “n+l

bo‘lishi inobatga olinsa, oxirgi tenglikdan (1.2) tenglik kelib chigadi.
Demak, matematik indoksiya metodining 1) va 2) bandlari
bajarilgani uchun
Nyaton binomi formulasi istalgan » natural soni uchun to‘g ri bo‘ladi.
{1.1) formula gisqacha
(a+b) =¥ Crab’
ko‘rinishda yoziladi.
Xususan, (1.1) formuladan »=2 va n=3da tanish gisqa ko‘paytirish
formulalari kelib chigadi:

(a+b) =C}a’ +Ciab+ 16" =a’ + 2ab + b*;

(et by =Cla’ +C,a’b+Clab® + C)0* =a’ +3a’b+3ab” +b’.
4.1.4. Mashqlar

1. 4 va B to‘plamlar berilgan. 4~B, 4LB, 4\B, B4 to‘plamlarni

toping.
1) 4={1234}, B={455) 2) A={1348), B={1245789}:

3) A={xeR: 5 +x-20=0), B={xe R X’ ~x+12=0}.
2. 4-musbat juft sonlar to‘plami va B - musbat toq sonlar to‘plami bo‘lsa,

A B va AU B to'plamlarni toping.
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3. A-barcha 2 ga bo*linadigan sonlar to‘plami va B~barcha 5 ga
bo‘linadigan sonlar to‘plami bo‘lsa, 4~ B to‘plamni toping.

4. lg5 irratsional son ekanini ko‘rsating.
5. V2 -5 <4/3-2 ekanini ko‘rsating.

6. Berilgan to‘plam elementlarini toping,

1) 4={zxeN:x*-3x-4<0}; 2) Az{xe;‘V’:logi-le<2}.

¥ Zx

7. Berilgan tenglamalarni yeching,
1

1)|3xﬂ4!=5, 2) -2 +2x-3=1;
3) Vit 127 =0, 4) \f(x—<23;=—x+2.

8. Berilgan tengsizliklarni yeching.

Dix-2p21 2) [P~ Tx+12p x* ~Tx +12;
3) st +2(x+3)* —10<0; 4 Jaxeh < x-1.

9. Berilgan X to‘plam uchun supX va inf X larni toping.
) X={xeZ:-5<x<0}); 2} X={xeR:x<0}.

10. Tengliklarni matematik induksiya metodi bilan isbotiang:

1) 1+3+6+.+ n(n2+lv): n(n+1)(n+2)’ VneN:

p 2) 143+5+ .+ (2n—~1)=n".

4.2. SONLI KETMA-KETLIKLAR

4.2.1. Sonli ketma-ketliklar

I-ta’rif. 123,..n,.. natural sonlar qatorining har bir » natural
soniga mos qo‘yilgan x,x,,x,,...x,.. haqiqiy sonlar to‘plamiga sonii
ketma-ketlik (yoki ketma-ketlik) deyiladi va {x }bilan belgilanadi.

Bunda x,x,,x,,..,x,.. sonlar {x }ketma-ketlikning hadlari, x, bu
ketma-ketlikning umumiy hadi, » uning nomeri deb ataladi.

Agar ketma-ketlikning har bir hadini topish mumkin bo‘lsa, ketma-
ketlik berilgan deyiladi. Ketma-ketlik analitik yoki rekurrent usullarda
berilishi mumkin.
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Analitik usulda ketma-ketlikning umumiy hadi formula ko‘rinishida
berifadi. Bunda » ga 1,2,3.4,.. qiymatiar beriladi va ketma-ketlikning
mos badlari topiladi.

Masalan, x =(-1)"-n formula {x }={-12,-3....,(-1)"-n,..} ketma-
ketlikni beradi. '

Rekurrent wusulda ketma-ketlikning birinchi (yoki bir nechta
birinchi) hadi beriladi va keyingt hadni (voki bir nechta keyingi
hadlarni) birinchi {yoki bir nechta birinchi) had (hadlar) asosida topish
formulasi  beriladi. Masalan, x =a, x, =x,+d rekurrent formula
arifmetik progressiyani, x, =6, x,, =xg rekurrent formula geometrik
progressivani beradi.

Agar VYrneN uchun x =c{(ceR) bo‘lsa, {x} ketma-ketlikka
0 ‘zgarmas ketma-ketlik deyiladi.

2-ta’rif. Agar shunday M soni (m soni) topilsa va Yne N uchun
x, €M (x,2m) tengsizlik bajarilsa, {x } ketma-ketlikka yugoridan
chegaralangan {(quyidan chegaralangan) deyiladi.

Jta’rif.  Agar {x} ketma-ketlik ham quyidan ham yuqoridan
chegaralangan bo'lsa, ya'ni shunday m, M sonlari topilsa va Vne N
uchun m<x <M  tengsizlik bajarilsa, {x} ketma-ketlikka
cheguralangan deyiladi.

A=max{| m|,| |} bo‘lsin. U holda ketma-ketlikning
chegaralanganlik shartini |x {< 4 ko‘rinishda yozish mumkin.

4-ta’rif. Agar ¥4>0 son uchun {x} ketma-ketlikning |x |> 4
(x,>4 yoki x <-4) tengsizlikni qanoatlantiruvchi hadi topilsa, {x}
ketma-ketlikka chegaralanmagan deyiladi.

Ta’riflardan ko‘rinadiki, ketma-ketlikning barcha elementlari u:
vugoridan  chegaralangan  bo‘lsa, (—~o;M] oraliqga, quyidan
chegaralangan bo‘lsa |m;+oc) oraligga, ham quyidan ham yuqoridan
chegaralangan bo‘lsa {m;M] oraligga tegishli bo‘ladi. Chegaralanmagan
ketma-ketlik ynqoridan yoki quyidan chegaralangan bo‘lishi mumkin.

Chegaralangan va chegaralanmagan ketma-ketliklarga misecllar
keitiramiz.

1ix y={r’ +1}={25,10,..,n" +1,..} —quyidan chegaralangan (m=2),
ammo yugoridan chegaralanmagan,

24y = {n"} = {~1,-4,-9,..,~n" .. b - yugoridan chegaralangan
(M =-1), ammo quyidan chegaralanmagan.

215



2 -
?,'g}— chegaralangan (m=0,M =1).
n -

3.4z, = {%1} - {0,

4 4u,} ={(-1) n}={-1,2.-34,...(-1)"n,...} - chegaralanmagan.

S-ta’rif. AgarvreN uchun: x, <x_, bo‘lsa, {x,} ketma-ketlikka
qat'ly o'suvchi deyiladi; x >x_ bo‘lsa, {x} ketma-ketlikka gqat‘y
kamayuvchi deyiladi; x,<x,, bo‘lsa, {x} ketma-ketlikka
kamaymaydigan deyiladi; x 2x, bo‘lsa, {x} ketma-ketlikka
o'smaydigan deyiladi.

Barcha bunday ketma-ketliklar umumiy bitta monoton ketma-ketlik
nomi bilan birlashtiriladi. Bunda o‘suvchi va kamayuvchi ketma-
ketliklarga gat iy monoton ketma-ketliklar deyiladi.

Monoton ketma-ketliklarga misollar keitiramiz.

. {x}= —ﬂ—lzu,%,é,...,—gn,... - ofsuvchi va chegaralangan
nell 1234 7nal

ketma-ketlik.
2. {y.}={nn}={11.2,2,...,n,n,.} -kamaymaydigan va

chegaralanmagan ketma-ketlik.

3. {z)= {;12} = {1}%1}}— kamayuvchi va chegaralangan

n

ketma-ketlik.

4 1
U :1;?,"}: L]’l

ketma-ketlik.

Ikkita {x} va {y,} ketma-ketlikning yig‘indisi  ayirmasi,
ko ‘paytmasi, bo linmasi (bunda y =»0)deb, har bir hadi bu ketma-
ketliklar mos hadlarining yig‘indisidan, ayirmasidan, ko‘paytmasidan va
bo‘linmasidan iborat bo‘lgan ketma-ketlikka aytiladi.

Ko‘rsatiigan amallar simvolik tarzda quyidagicha yoziladi:

= +2)  E3-=in -0

it ¢ :
,—>—-p—0'smaydigan va chegaralangan
nn

1
Ll

RN ¢ S 3 W
A R ﬁ\yn}*,yﬂ? .

Xususan, {x } ketma-ketlikning m songa ko‘paytmasi m-{x } deb.
har bir hadi {x,} ketma-ketlik mos hadining shu  songa
ko‘paytmasidan iborat bo‘lgan {m-x,} ketma-ketlikka aytiladi.
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4.2.2. Cheksiz katta va cheksiz kichik ketma-ketliklar

6-ta’rif. Agar VA4>0 son uchun shunday ~nomer topilsa va
Vn>N uchun jx >4 tengsizlik bajarilsa, {x } ketma-ketlikka cheksiz
katta ketma-ketlik deyiladi.

Har qanday cheksiz katta ketma-ketlik chegaralanmagan bo‘ladi.
Ammo chegaralanmagan ketma-ketlik cheksiz kaita bo‘lmasligi

I'4

mumkin, Masalan, {nsin %} shunday ketma-ketliklardan biridir.

7-ta’rif. Agar Ve >0 son uchun shunday N =N(e) nomer topilsa
va Vn>N uchun {x |<¢ tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-ketlikka
cheksiz kichik ketma-kethik deyiladi.

I-misol. {a}= {l].: ketma-ketlik cheksiz kichik ekanini ko‘rsating.
nj ,

. . i N 1
Yechish. We>0 son olamiz. |, g:! Lice tengsizlikdan »n>—
] £

1
tengsizlik kelib chigadi. & ni 1 ning butun gqismi, va’'ni Nz[lJ
£ £

desak, u holda Va> N uchun |, <ebo‘ladi. Demak, ta’rifiga ko‘ra,

3
{'JL ketma-ketlik cheksiz kichik bo‘ladi.

n

9

Keltirilgan misoida ¥ =[1 nomer ¢ gabog'liqbo‘iadi, ya’ni

;|
€3
& ning turli qiymatida har xil giymatlarni gabu! giladi. Masalan, £=01
da N=1i0, £=0,01 da N=100. Shu sababli cheksiz kichik ketma-
ketlikning ta'rifida N = N(g) deb yozilgan.

1-tecrema. Agar {x } ketma-ketlik cheksiz katta va x #0,neN

i ']iL ketma-ketlik cheksiz kichik bo‘ladi, va aksincha

HJ

bo‘lsa, u hoida {

X

(11
jo.}— cheksiz kichik va a, #0, neN bo'lsa, {—\— cheksiz Katta
L,

bo‘ladi.



Isboti. {x} cheksiz katta ketma-ketlik, x, #0 bo‘lsin. V& >0 son
olamiz va A:l deymiz. 6-ta’rifga ko‘ra bu A soni uchun shunday
£

N nomer topiladi va VYn>N uchun |x [> 4 tengsizlik bajariladi.

)
Bundan ¥n>~N uchun f L =|—]—<—}1~=£ bo‘ladi. Bu esa {—1} ketma-
Xo | Eal X,

n

ketlikning cheksiz kichik bo‘lishint bildiradi. Teoremaning ikkinchi

gismi ham shu kabi isbotlanadi.

Cheksiz kichik ketuoa-ketfiklar guyvidagi xossalarga sga.

1°. Ikkita (chekli sondagi) cheksiz kichik ketma-ketlikning
algebraik yig’indist cheksiz kichik ketina-ketlik bo‘ladi.

2°,  Ikkita (chekli sondagi) cheksiz kichik ketma-ketlikning
ko‘paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.

3% Cheksiz kichik ketma-ketlikning chegaralangan ketma-
ketlikka ko‘paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.

4°. Cheksiz kichik ketma-ketlikning chekli songa ko‘paytmasi
cheksiz kichik ketma-ketlik bo*ladi.

Xossalardan  birining, masalan, 3-xossaning isbotini keltirish
bilan chegaralanamiz.
{x} chegaralangan ketma-ketlik, {«_} cheksiz kichik ketma-ketlik
bo‘lsin. {x, -a,} ketma-ketlik cheksiz kichik bo‘lishini isbotlash kerak.
{x } ketma-ketlik chegaralangan. Shu sababh biror 4>0 son va
vm uchun |x, |< 4 bo‘ladi.

Ve >0 son olamiz. {a} cheksiz kichik bo‘lgani sababli %‘;0 son
uchun shunday ¥ nomer topiladi va V>N uchun |¢, |<§.7 bo‘ladi.

U bolda Yn>Nda |x,-o, x| |a,i< A-% =g bo‘ladi.
Demak, {x, -a,}- cheksiz kichik ketma-ketlik.
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4.2.3. Ketma-ketlikning limiti
8-ta’rif. Agar Ve >0 son uchun shunday N = N(¢) nomer topilsa va
¥n>N uchun |x —al<z tengsizhk bajarilsa, a soniga {x,} ketma-

ketlikning limiti deyiladi va bu limx, =a kabi voziladi.

2-misol. Limit ta’rifidan foydalanib, limz—ni% =1 bo‘lishini
n-or% n

ko‘rsating.
Yechish. Ve>0 olamiz. Misolning shartidan topamiz:
3n-2 | 1-3|_ 3
| x, —1]={ —1[=| = .
{30 +1 Bn+1 3n+1

| x, —a|<¢& tengsizlikni qanoatlantiruvchi » ning qiymatlarini topish
3 T . 3-
uchun ——<¢ tengsizlikni yechamiz: n>>_%
3n+i 3e

N nomer sifatida %&E sonining butun gismini, ya’ni N(s):[%_ﬁi]
&
sonini olish mumkin. Bunda Ve >0 son olinganda ham Va>N uchun
|x, —li<e bo‘ladi.
Shu sababli ketma-ketlik limitining ta’rifiga asosan,
lim 2n—-1

b

= 2+ ’

Ma’lumki, |x, -al<s tengsizlik x, had a nuqtaning & atrofiga
tushushini bildiradi. Shu sababli ketma-ketlikning limiti ta’rifini
quyidagicha talgin qilish mumkin: agar limx, =a bo‘lsa, u holda a«
nuqtaning istalgan ¢ atrofi uchun shunday N nomer topiladi va n> N
nomerli barcha x, nuqtalar 2 nuqtaning ¢ atrofiga, ya'ni (a-¢;a+¢)

intervalda yotadi va bu "

intervaldan 1ASNQATIAR Gt PRI me
berilgan  ketma-ketlikning g=& 4 aie %
chekli sondagi nuqtalari 3-shakl.

joylashadi (3-shakl). Bu
jumla ketma-ketlik Zimitining geometrik ma nosini anglatadi.
4.2.4. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar

8-ta’rif. Chekli limitga ega bolgan ketma-ketlikka yaginlashuvchi
ketmma-ketlik deyiladi.



Yagqinlashuvchi bo‘lmagan ketma-ketlikka wzoglashuvchi ketma-
ketlik deyiladi.

{x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi va a limitga ega bo‘lsin. U holda
{x,~a}={a,} cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi, chunki Ve>0 son
uchun shunday N(¢) nomer topiladi va vn>N uchun !, |5 x, - al<e
bo‘ladi. Shu sababli yaqinlashuvchi va a limitga ega bo‘lgan ixtiyoriy
{x,} ketma-ketlikning umumiy hadint x,=a+a, ko‘rinishda yozish
mumkin bo‘ladi va aksincha, {x} ketma-ketlikning istalgan hadini
x,=a+a, ko‘rinishida ifodalash mumkin bo‘isa, u holda limx, =a
bo‘ladi, bu yerda {x, }- cheksiz kichik ketma-ketlik.

Shunday qilib, cheksiz kichik ketma-ketlikning limiti nolga teng
bo‘ladi. Cheksiz katta ketma-ketlik limitga ega bo‘lmaydi. Uning limiti
« deb belgilanadi.

Yaginlashuvehi ketma-ketliklar guyidagi xossalarga ega,

1°. Yaginlashuvchi ketma-ketlik yagona limitga ega bo‘ladi.
2°. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi.
3°. Agar {x} valy,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo‘lsa, u
holda  {x +y}  ketma-ketlik yaqinlashuvchi va
!'ig: {(x,xy )= !.]E:l x, * ?_1_{13 v, bo‘ladi.
4°, Agar {x} valy,} keima-ketliklar yaqginlashuvchi bo‘lsa, u
bolda {x,-¥} ketma-ketiik vaginiashuvchi va
lim %,y = lim %, lim », boladi.

5°. Agar {x } va {y,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi va lim y, #0

X . . . x, limx,
bo‘lsa, u holda —"—} ketma-ketlik yaqinlashuvchi va lim -2 ==2>="
Y. =y, lmy,
bo‘ladi.
6°. Agar {x )} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
fime-x, =¢-limx, (ceR) bo‘ladi.

7°. Agar {x} va {v,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi va VneN
uchun x, <y, bo‘isa, uholda lim x, <lim y, bo‘ladi.

8°. Agar {x} va {z,} ketma-ketliklar yagintashuvchi,
limx, =limz,=a va vrne Nuchun x <y <z bo‘lsa, u holda

"o ey

lim y, =a bo‘ladi.
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Xossalardan birining, masalan, 3-xossaning isbotini keltirish bilan
chegaralanamiz.
limx =a. limy =5 bo‘lsin. U holda x =a+e¢, va y =b+p,

v

bo‘ladi, bu verda {a, }. {8,} cheksiz kichik ketma-ketliklar.

Bundan
x, £y ={atb)+(a, £B,)
kelib chiqadi.

Cheksiz kichik ketma-ketlikning 1-xossasiga asosan {e, +8,}
cheksiz kichik ketma-ketlik. Shu sababli {x, t+y } ketma-ketlik a+d
limitga ega bo‘ladi, ya’ni

i (5, 5,0~ 2 im .

n+ 2

3-misol. {x,}= “ ) } ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanini

ko‘rsating.

. . .. . +2 +2n 3n 3
Yechish. Birinchidan, x, =" =<%22"- —:1 ==,
h n n n

Bunda ¥n>6 uchun x, s% bo'ladi. Tkkinchidan, YneN uchun

MF2142_3 06 bo'ladi. Agar y, =0, 2 =-217 belgilash kiritsak,

n = 2 i ”

n n n
limy =limz, =0 va ¥n>6 uchun y, <x, <z, bo‘ladi. U holda 8-xossaga

ko’ra,
limx, =0, ya'ni berilgan ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Har ganday ketma-ketlik ham limitga ega bo‘Imaydi. Ketma-ketlik
limiti mavjud bo‘lishi haqidagi teorema bilan tanishamiz.

2-teorema (Veershtrass teoremasi). Har qanday chegaralangan
monoton ketma-ketlik limitiga ega bo‘ladi.

Isboti. Monoton kamaymaydigan ketma-ketlikni garaymiz.
x £x,8x,<..Sx,<x,,<.. va shunday A/ soni topilsin va x <M
bo‘lsin. Elementlari bu ketma-ketlikning hadlaridan tashkil topgan X
to‘plamni garaymiz.

Shartga ko‘ra, bu to‘plam bo‘shmas va yugoridan chegaralangan.

U holda
4.2 banddagi i-teoremaga asosan, X to‘plam aniq yuqori chegaraga ega
boladi, Bu chegarani « bilan belgilaymiz va 2 soni berilgan ketma-
ketlikning limiti bo‘lishini ko‘rsatamiz.
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a soni x  ketma-ketlik elementlarining aniq yuqori chegarasi
bo‘lgani uchun uning xossasiga ko‘ra, Ve >0 son uchun shunday W~
nomer topiladi va n>Nda x, >a—¢ bo‘ladi. Ikkinchidan, aniq yuqori
chegaraning ta’rifiga asosan, barcha » lar uchun x <a<a+e bo‘ladi.
Shunday qilib, n>N uchun a-e<x <a+e, ya'ni |x, —ale tengsizlik
kelib chiqdi. Bu tengsizlik a soni {x } ketma-ketlikning limiti bo‘lishini
bildiradi.

Monoton o‘smaydigan  ketma-ketiik uchun teorema shu kabi
isbotlanadi.

fzoh. Monoton ketma-ketlikning  chegaralanganligi  uning
yaqinlashuvchi bo‘lishining zarur va yetarli shartini beradi.

Hagiqatan ham, agar monoton ketma-ketlik chegaralangan bo‘lsa,
u holda 2-teoremaga ko‘ra, u yaginlashadi; agar monoton ketma-ketlik
yaqinlashuvchi bo‘lsa, yaqinlashuvchi ketma-ketlikning 2-xossasiga
asosan, u chegaralangan be‘ladi.

2- teoremadan ichma-ich qo‘yilgan kesmalar haqidagi lemma kelib
chiqadi.

[a;b]1.[a,:8,],...[a,;b],.. kesmalar ketma-ketligi berilgan bo‘lib,
bunda [a;6]>[a,;:8,]>...0[a,:b,]1>.., ya’ni har bir kesma o‘zidan
oldingi kesmaning ichiga joylashgan va lim(b, -a,)=0 bolsin.
Bu kesmalarga ichma-ich go‘yilgan kesmalar deyiladi.

Lemma (Kantor lemmasi). Ixtiyoriy ichma-ich qo‘yilgan kesmalar
ketma-ketligi uchun bu ketma-ketlikning har biriga tegishli bo‘lgan ¢
nuqta mavijud va yagona bo‘ladi.

Bu lemma hagiqiy sonlar to‘plamining uzluksizligi yoki son
o‘qining to‘laligi haqidagi muhim xossani ifodalaydi.

Yagqinlashuvchi ketma-ketlikning xossalari va limitlar hagqidagi
teoremalar nafaqgat nazariy, balki amaliy jihatdan ham muhim
ahamiyatga ega. Ulardan,
masalan, ketma-ketliklarning limitini hisoblashda keng foydalaniladi.

d-misol. tim>""L imitni toping.
= 8n—1

Yechish. Kasrning surati va maxrajidagi ketma-ketliklar limitga
ega emas, chunki ular chegaralanmagan. Shu sababli bo‘linmaning
limiti haqidagi  S-xossani to‘g‘ridan-to‘g‘ri qo‘llab bo‘lmaydi. Bu
xossani qo‘llash uchun avval ketma-ketlikning surat va maxrajini » ga
bo‘lamiz va keyin yaqinlashavchi ketma-ketlikning  xossalarini
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go'llaymiz:

1 1 . .1
lim 2 _lim3+__1%(3+ J-l"‘“r'gs“"%;v 3403
aw 8’!—1 LEdd 8 _ —l_ “m(g__l_] |1_mS _ l]ml 8-0 8
| lim

4.2.5. ¢ soni

RN
{x"}:{[HlJ} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlik
n

uchun  Nyuton binomi formulasimi a =1, b=l da go‘llaymiz
n

+ an-Dn~2).(n-(n-1)) 1

X, =]+n~—l-+n—(n;1)-i+...
n 21 nt n! "

yoki

R o [

(2.1) tenglikdan ko‘rinadiki, » ning o‘sishi bilan uning o‘ng
tomonida musbat qo‘shiluvchilar soni ortib boradi. Bundan tashqari

nM@deMkamwmw4lqOmJ Kattaliklar ortadi.
n n H

S
Shu sababli {x,} = {Ll + EJ } ketma-ketlik monoton o‘suvchi bo‘ladi.
n

(2.1) tenglikka ko‘ra,
@+1J>2. 22)
n

(2.1 tenglikda gavs ichidagi har bir ifoda birdan kichik va shu

bilan birga, n>2 da ~l-<L1 bo‘ladi.
nt 27

Bundan
1 1 1 1
x<t+l+ =+ +—<l+l4+—+. . +—=14+—-=3 (2.3)
" n! 2 2™ -1
2
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kelib chigadi. Demak, (2.2) va (2.3) tengsizliklarga ke‘ra, 2<x <3,
ya’ni {x } ~chgaralangan.

Shunday qilib, {x} ketma-ketlik monoton o‘suvchi va
chegaralangan. U holda Veershtrass teoremagasiga ko‘ra u
yaginlashadi, ya’'ni chekli limitga ega bo‘ladi. Bu limitni ¢ harfi bilan
belgilaymiz.

Demak,

n—o n

fim (1 +d } e (2.4)

e soniga Neper soni deyiladi. e soni irratsional son. e soni
matematikaning bir gancha masalalarida muhim rol o‘ynaydi. e soni,
masalan, natural logarifmning asosi bo‘ladi: x>0 sonining natural
logarifmi Inx bilan belgilanadi. Bu paragrafda ¢ soniga fagat ta’rif
berildi va u 2 <e <3 tengsizlikni qanoatlantirishi ko‘rsatildi. Keyinchlik
e somnining qiymatini istalgan aniglikda topish usullari ko‘rsatiladi.

4.2.6. Mashgqgiar

1. Ketma-ketlikning dastlabki to*rtta hadi berilgan. Uning umumiy hadini
toping:

pilll 2) 5B 1B 65
25811 2 6 24
3) =11-11,...; 4) 1515.....

2. Chegaralangan ketma-ketliklarni ko‘rsating:

n

1) x, Ry 2) x, =cosnx + Ugn,

3) %, :kﬁ; 4y x =vn’ +1-n:
Jn

5) %, =1 m 6) x, =In(n+1)—inn.

3. Ketma-ketliklardan qaysilari monoton va qaysilari qat’iy monoton?

n

1)x,= ; Ny =lx =—"_:
)X, n-2" )5 =hx, X+l
3) x,,:?:; 4) x”:,i,
n 5"
3”
5) z, = Wn} 6)%, =~
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IR L.
71777287 -1
T LR 2
I - ketma-ketlik
14 z.Q 50 "In

J—- ketma-ketlik cheksiz kichik ekanligini isbotlang.

; ga teng limitga ega ekanligini ketma-

ketlikning limiti ta’vifidan foydalanib isbotlang,

6. Ketma-ketlikiarning limitini toping:

1) x, === ;
} x, S
3n+n’
) X, = s
2n° 4 3n+7
5)x, _[rzlll —(2- I!)'__
2r 7
3 &2
T} x, =om I
1+3n°  Sntd

9) x, =nt 2-fn=-2;

”) X, rz(_nh—c\_ ”
13) x, = _2_"7_'_“;
Vnt4n+s
15) x, = A
{n+i~2nl
17} x, 2 S+4-7+.. +2n LG*:;)
’I+)
19) x, :—l— #--~—I-~-+.. + ! e
B E R A U CLA S
21 5, =
37 +1
23) "n_":z -*-:j—-% 2—+ ﬁ.,l..i%,;
4 16 64 ar
25) x, :TJ-C(;sniwjﬁ-,;
i 6nil
27) %, = !{] _l] -
Y
. \30—1
29) x, =f 2011
\2!‘!— )

2) 3nt 2
T 4R
4y x | 2 r3nt
" A -2m)
6) 5 D (a1
oo 30’ +2
8) x zi__fi
T a2 2n4Y
10} x, = A P

2) x, =Vn' -4n* —n,

(2n 4 I)H( 4 1.)!.

16) x, = .,
(2n+3)|—(2n¢2),
18) z, = F2F3Tn
=2+t
0y x =t b 1
24 4.6 2"(2”'+—2)
22) X, .".'.6_‘.{:_1'5 3mlv
' 2-3%+1
24) x, 10-3_2::_2 -t :
2-3" 45
t b3
26) Xy =—sian' + :
4} n -1
_“l\\llnx
28\ \ n_| .
- \tt+a)
1\\351
30)x =} ——-
N t |



4.3. BIR O‘ZGARUVCHINING FUNKSIYASI

4.3.1. Funksiya

Ikki to‘plam elmientiari orasidagi bog‘lanishni ofrnatishga
asoslangan funksiya tushunchasi matematik analiz kursida o‘rganilsada,
nafagat bu kursning, balki butun matematikaning asosiy
tushunchalaridan biri hisoblanadi.

Funksiya tushunchasi

1-ta’rif. Agar ¥ to‘plamning har bir x soniga biror £ qoidaga

ko‘ra, ¥ to‘plamning bitta y soni mos qo‘yilgan bo‘lsa, x to‘plamda
Junksiya berilgan deyiladi va f:x >y yoki y = f(x) kabi belgilanadi.

Bunda f funksiya X to‘plamni Y to‘plamga akslantiradi deb
aytiladi. X to'plam f funksiyaning aniglanish sohasi deb ataladi va
D(f) bilan belgilanadi, yeY to‘plam f fimksiyaning qivmatlar sohasi
deb ataladi va E(f) bilan belgilanadi.

Bunda x furksiyaning argumenti yoki erkli o zgaruvchi, y funksiva
voki x gabog'liq o‘zgaruvchi deb ataladi.

y=f(x) funksivaning x=x/(x, € X)nugtadagi xususiy gqiymati
f(x,)=y, yoki ylk =y, kabi belgilanadi. Masalan, f(x)=3x" -2 bo‘isa,
SO)=-2, f)=1.

y=f(x) funksiyaning grafigi deb Oxy  koordinatalar
tekisligining  abssissasi x argumentning ¢iymatlaridan va ordinatasi
» funksiyaning mos qiymatlaridan tashkil topgan barcha (x;7(x)),
xe D(f) nuqtalari to‘plamiga
aytiladi. Funksiyaning grafigi tutash y
chizigdan (egri chizigdan yoki to‘g‘ri e —
chizigdan) iborat bo‘lishi yoki ayrim s \
nuqtalardan tashkil topishi mumkin,
masalan, y=n!, neN funksiyaning ; "
grafigi 126,.... nuqtalardan iborat
bo‘ladi [

Har ganday chiziq ham biror e V2 = VL ¥
funksiyaning grafigi bo‘lavermaydi,
masalan, x+y' =1 aylana 4-shakl.
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funksiyaning grafigi bo‘imaydi, chunki har bir xe(-11) uchun y ning
bitta emas balki ikkita giymati mos keladi: y =/1-x* va ¥, =—V1-x
(4-shakl). Bunda funksiya ta’rifining bir giymatlilik sharti buziladi.

Ammo aylananing quyi yarim tekislikdagi bo‘lagi y=-+1-x*
funk-sivaning, yunqori varim tekislikdagi bo‘lagi esa y=+i—x"
funksiyaning grafigi bo‘ladi.

Funksiyaning berilish usullari

Funksiyaning berilishi, ya’ni x ning har bir qiymatiga y ning
vagona qiymatini topish turli usulda berilgan bo‘lishi mumkin. Amalda
funksiya berilishining analitik, jadval va grafik usullari ko‘p go‘llaniladi.

Analitik usuida x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish bir yoki
bir nechta formula orqali beriladi. Masalan,

, . x—35, agar x <3,
y=x', y=sin2x, y=

x' +2, agar x>3.

Funksiya y=f(x) ko‘rinishda yozilganda, ayrim hollarda
funksiyaning aniglanish  sohasi D(f) ko‘rsafilmaydi. Bunda,
funksiyaning aniqlanish sohasi x ning f(x) funksiya ma’noga ega
bo‘ladigan barcha qiymatlari
to‘plamidan iborat deb garaladi.

Jadval usulida x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish jadval
orqali beriladi. Masalan, logorifmik fuksiyalarning, trigonometrik
fuksiyalaming jadvallari.

Amalda jadval orqali funksiyani kuzatish natijalari yoki uning
tajribada olingan qiymatlari beriladi.

Grafik usulida fuksiya-ning grafigi beriladi. Bunda funksiyaning
argumentning u yoki bu qiymatlariga mos giymatlari bevosita shu
grafikdan topiladi.

x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish yuqorida keltirilgan uch
usul bilan chegaralanib gqolmasdan, boshqa shakllarda berilishi ham
mumkin. Masalan, EHMning hisoblash programmasi shaklida,
tavsiflardangina iborat holda.

Funksiyaning monotonligi
v = f(x) funksiya X to‘plamda aniqlangan va / =(a;6) < X bo‘lsin.
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2-ta’rif. Agar Vx,x, e/ uchun x <x, bo'lganda f(x)<f(x,)
(f(x)> f(x,}) tengsizlik bajarilsa, ¥,
y=f(x) funksiyaga I intervalda
o ‘suvchi (kamayuvchi) deyiladi.

3-ta’rif. Agar Vx,x e/ uchun . 4
x,<x, bolganda  fGx)<fGx,) i
(f(x)2 f(z,)) tengsizlik bajarilsa, ' S ]
y=f(x) funksiyaga [ intervalda ! i
kamaymaydigan (o’ smaydigan) _'2 ol 3 e %
deyxladl S-shaki.

Masalan, grafigit  5-shaklda
berilgan  funksiya (-2;1) intervalda kamayuvchi, (1;6) intervalda
kamaymaydigan, (3;6) intervalda o‘suvchi.

Barcha bunday funksiyalar 7 intervalda moenoton jfumksiva nomi
bilan umumlashtiriladi. Bunda o‘suvchi va kamayuvchi funksiyalarga I
intervalda qat’iy monoton funksiyalar deyiladi. Funksiya monoton
bo‘igan intervallar monotonlik intervailari deb ataladi.

Funksiyaning juft va toqligi

v = f(x) funksiya X to‘plamda aniqlangan bo‘lsin.

Agar Vxe X uchun —xe X va f(-x)= f(x) bo'lsa, F(x) funksiyaga
juft  fumksiva deyiladi. Masalan, y=x’, y=cosx, y=+1+x —juft
funksiyalar.

Juft funksiyaning grafigi ordinata o‘giga nisbatan  simmetrik
‘bo‘ladi.

Agar Vxe X uchun —xe X va f(-x)=-f(x) bo‘lsa f(x) funksiyaga
toq funksiya deyiladi. Masalan, yv=x', vy =sinx-toq funksiyalar.

Toq funksiyaning grafigi koordinata boshiga nisbatan simmetrik
bo‘ladi.

Juft ham, tog ham bo‘lmagan funksiya umumiy ko’rinishdagi
funksiya deb ataladi. Masalan, y=x-2, y=+x- umumiy ko‘rinishdagi
funksiyalar.

f(x) va g(x) funksiyalar juft funksivalar bo‘lsa,

F0)+ (), F) -2, f&) g, L& E )’ (g(x)#0)
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funksiyalar ham juft bo‘ladi.
fixy va g{x) funksiyalar toq funksiyalar bo‘lsa,

J ) +gix), f{x)-g(x)
funksiyalar toq bo‘ladi,
. f .
)-8, £ (g () 20)
g(x)
funksiyalar esa juft bo‘ladi.

I-misol.  f{x)=Mm(2x+1+ax") funksiyalarning tog  ekanini
ko‘rsating.
Yechish. Tog funksiya uchun

f=x)=—F(x) yoki f(x)+ f(-x)=0
bo‘ladi.
Tekshirib ko‘ramiz:

S+ f(=x)=(2x + v'!_+4x’_) +1In(-2x + J il?f} =
=In(l +4x" - 4x")=In1=0.

Bu munosabatdan x e D(f) bo‘lsa, - x e D(f) bo‘lishligi kelib chiqadi.
Demak, funksiya toq.

Funksiyaning chegaralanganligi

y= fix) funksiya X to‘plamda aniglangan bo‘lsin.

4-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas M soni topilsa va Vxe X uchun
Ff{(x)sM tengsizlik bajarilsa, f(x) fuksiya Xto‘plamda yuqoridan
chegaralangan deyiiadi.

5-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas m soni topilsa va vxe X uchun
F(x)zm tengsiziik bajarilsa f(x) funksiya X to‘plamda quyidan
chegaralangan deyiladi.

6-ta’rif. Agar f(x) funksiya ham quyidan, bham yuqoridan
chegaralangan bo‘!sa, y’ani shunday o‘zgarmas m va u sonlari topilsa
va Vxe X uchun m< f(x) <M tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X
to‘plamda chegaraiangan deyiladi.

Masalan, y=1-x* funksiya yugoridan A =1 soni bilan
chegaralangan, y=2+x" funksiya quyidan m=2 soni bilan
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chegaralangan, y=sinx funksiya quyidan m=~1 soni bilan va
yugoridan # =1 soni bilan chegaralangan.

Funksiyaning davriyligi

y = f(x) funksiya X to‘plamda aniqlangan bo‘lsin.

7-ta’vif. Agar shunday o‘zgarmas T(T=#0) son topilsa va
VxeXuchun x+TeX, x-TeX. f(x2T)= f(x) bo'lsa, fix)funksiyaga
davriy funksiya deyiladi. Bunda 7 larning eng kichik musbat giymati
7, ga f{(x) funksiyaning dovri deyiladi.

Masalan, vy=sinx funksiyaning davri 2z, g¢ tunksiyaning

davri .

2-misol. f(x)=4sin3x +3cos3x funksiyaning eng katta qivmatini va
davrini toping.

Yechish. acosx +bsinx=+a’ +b* cos(x ) (q) =arglg EJ formulaga

a

ko‘ra,

f(x)=3" +4% cos(3x — p) = 5c0s(3x ~ @), ¢ =argig %

3 )
. . . .. 2& . a: . by 4
Asos(ax+¢) funksiyaning davri 7, =-— bo‘ladi. Bundan 7, =5
a

4.3.2. Teskari funksiya

Aniglanish sohasi X va giymatlar sohasi ¥ bo‘lgan y=s(x)
funksiya berilgan bo‘lsin. Agar bunda har bir ye¥ giymat yagona
xe X qiymatga mos go‘yilgan bo‘lsa, u holda aniqianish sohasi v va
giymatlar sohasi X bo‘lgan x=g¢(y) funksiya aniglangan bo‘ladi. Bu
funksiya y=f(x) ga teskari funksiya deb ataladi va x=9(3)= 17 (3)
kabi belgilanadi.

y=f(x) va x=0p(y) funksiyalar o zaro feskari funksiyalar deyiladi.
Bunda y= f(x) funksiyaga teskari x=¢(y) funksiyani topish uchun
f(x)=y tenglamani x ga nisbatan yechish (agar mumkin bo‘lsa) yetarfi.
Masalan, y=4" funksiyaga teskari funksiya x=log_y funksiva bo‘ladi.
y=x" funksiyaga xe[0;]da x=./yteskari funksiya mavjud, x<[-1;1] da

230



csa mavjud emas, chunki bunda y ning har bir giymatiga x ning
ikkita qiymati, masalan, y=1 ga x, =-1, x, =1 mos keladi.

Teskari funksiya ta’rifiga kora, y=jf(x) funksiya X va ¥
to*plamlar o‘rtasida bir qiymatli moslik o‘rnatsagina y = f(x) funksiya
teskari  funksiyaga  ega

bo‘ladi. Bunda har qanday y
gat’ly ~monoton  funksiya =/
teskari  funksivaga  ega / )
bo'ladi  deyish  mumkin / Sy=x
bo‘ladi. Bunda agar funksiya A
o‘ssa (kamaysa), u holda M, 4 e
unga teskari funksiya ham Y TN f,.,f"’”'
o‘sadi (kamayadi). e Ry ---4/_’ s j’,z

y=f(x) va unga teskari a4 /;
x=g(y) funksiyalar bitta egri A Yo *
chiziq bilan ifodalanadi, ya’ni - P
ularning grafigi ustma-ust ¥ =)

tushadi. Odatdagidek, 6-shakl.
argument (erkli o‘zgaruvchi)
x bilan va funksiya (bog‘lig o‘zgaruvchi) y bilan belgilansa, y = f(x)
funksiyaga teskari funksiya y=¢(x) deb yoziladi. Bu y=f(x) egri
chizigning M,(x,;y,) nugtasi y=¢(x) egri chizigning M,(y,;x,) nuqtasi
bo‘lishini bildiradi. Bu nuqtalar y=x to‘g‘ri chizigga nisbatan
simmetrik bo‘ladi (6-shakl). Shu sababli o zaro teskari y= f(x) va
y=o0(x) funksiyalarning grafiklari 1 va Il choraklar koordinata
burchaklarining bissektrisalariga nisbatan
simmetrik bo‘ladi.

4.3.3. Murakkab funksiya

X to'plamda qivmatlar sohasi Z bo‘lgan z=¢(x} funksiya
aniqlangan bo‘lsin. Agar Zz to‘plamda y= f(z) funksiya aniglangan
bo‘lsa, u holda X to‘plamda y= f(o(x)) murakkab funksiya (yoki
z=p(x) va y=f(z) funksiyalarning superpozitsiyasi} aniglangan
deyiladi.

z=@(x) o‘zgaruvchi murakkab funksivaning oraliG argumenti deb
ataladi. Murakkab funksiyaning oraliq argumentlari bir nechta bo‘lishi
ham mumkin,
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Masalan, y=cos5x murakkab funksiya, chunki u y= f(z)=cosz
va z =¢(x)=5x funksiyalarniag superpozitsiyasidan iborat.

4.3.4. Elementar funksiyalar sinfi

Quyida keltirilgan funksiyalarga asosiy elementar funksiyalar
deyiladi.

1. O‘zgarmas funksiya y =C(C € R).

O‘zgarmas funksiya: D(f) = (~o;+x), E(f)={C) chugaralangan Juft,
davri ixtiyoriy 7.

Ofzgarmas funksiyaning grafigi abssissalar o‘qiga paraliel to‘g‘ri
chizigdan iborat bo‘ladi.

2. Darajali funksiva y=x", acR,a+0.

Hamma darajali funkstyaning grafiklari (;1) nugtadan o‘tadi.

1) a=n. n-butun musbat son. Bunda funksivaning grafigi
koordinatalar boshida abssissalar o‘qiga urunadi (#>2 da); » juft son
bo‘lganda ordinatalar o‘giga nisbatan simmetrik, » toq son bo‘iganda
esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo‘ladi (7-shakl). n=1da

Iva 1l choraklar koordinata burchaklari bissektrisalarining grafigini
ifodalaydi (7-shakl).

y E” =3 ¥ ‘ 3
3 s 117= -2
in=2 ;. b
3 A
t\ 'g/ =1 ! ‘}
- Y
5 7 Sl
", N F i Hans ¥
\ ey - M
" A o < E i . -~
/9 ! x e —1 O 1 £
v e
173 NG
4 N
f
n=-14
}
]
7-shakl. 8-shakl.

2) a=-n, n~butun musbat son. Bunda funksiyaning grafigi » juft
son bo‘lganda ordinatalar o‘giga nisbatan simmetrik, » tog son
bo‘lganda esa  koordinatalar  boshiga nisbatan  simmetrik
bo‘ladi (8-shakl). »n=1da teskari proporsional bog‘lanish grafigini
ifodalaydi (8-shakl).
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m .
3 a=r, r=—, m va n—0‘zaro tub butun sonlar. Bunda » juft son
n

bo‘iganda D(f)=[0i+), »n toq son bo‘lganda D(f)=(~oc;+0).
Fuunksiyaning grafigi » tog va m juft son bo‘lganda ordinatalar o‘giga
nisbatan simmetrik (9-shakl), » va m tog sonlar bo‘lgnida
keordinatalar boshiga nisbatan simmetrik  bo‘ladi {(10-shakl). r <t da
grafik koordinatalar boshida ordinatalar o‘qiga urinadi (9, 10-shakl),
r>1 da grafik koordinatalar boshida abssissalar o‘qiga wrinadi (11-
shakl).

¥ ¥ y - x;
§
! f
y=x f
A 2 !
3 =% ;
y=x_. ‘I /
~. b ‘/z"' H
“-\}' fr9 1 * 1 —-'-/?/
- —
of 1 X 5] " p
9-shakl. 10-shakl. 11-shakl.

Ya=4q. qzﬂ<0, mva n-o‘zaro tub butun sonlar, n=-!. Bunda
n

n juft son bo‘lganda D(f)=(0q+oc)(12-shakl), n toq son bo‘lganda
D(fy=(~=0)w{0+x). Funksiyaning grafigi » toq va m juft son
bo‘lganda  ordinatalar o‘giga nisbatan simmetrik, » va m togq
sonlar bo‘lganda esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik
bo‘ladi (13-shakl).

Vi ¥
: i
H 3 gy ’
iy =X 2 5
H »\,
: 1
2‘%. oy o i X
5, N,
IR ™
i S 2”,
o : 4
g ;
12-shakl. 13-shakl.
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3. Ko‘rsatkichli funksiya y=a°, ae R,a>0,a+1.
Ko‘rsatkichli funksiyada D(f)=(—c0;+), E(f)=(0;+). Bu funksiya
a>1 bo‘lsa, R da monoton o‘suvchi, 0<a<i bo‘lsa, R da monoton

kamayuvchi.
Ko‘rsatkichli funksiyaning grafiklari (6;1) nugtadan o‘tadi.
Ko‘rsatkichli funksiyalar grafiklari 14-shakida keltirilgan.

y
y
; y=log, x
\ / @>1) ..
Ij E /” -
y=a* fy=a \
1
O<a<i) (a>1) ol -
i A
7
o &
e : y=log, X
* (0<a<l)
14-shakl. 15-shakl.

4. Logarifmik funksiya y=log,x, acR, a>0, a+1.
Logarifmik funksiyada

D(f)=(0;+x) va ¥

E(f)=(-0;+®). a>] bo'lsa,

D(f)da monoton  o‘suvchi, y=cosx . . ﬂ«\‘{: s@ ¥
0<a<l bo‘lsa, D(f)da \ < " N\
monoton kamayuvchi;, y=a i \\ —/25 4 72( EEANE
ga teskari funksiya. et Rh

Logarifmik funksiyalarning 16-shakl.
grafigi (1,0) nugtadan o‘tadi.
Logarifmik funksiyalarning grafigi 15-shaklda keltirilgan.

5. Trigonometrik funksiyalar:

e y=sinx: D(f)=(-w0), E(f)=[-1!], chegaralangan, toq,
davri 22 (16-shakl).
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o y=cosx: D(f)=(~x;+x), E(f)=[~1i], chegaralangan, juft, davri
2z (16-shakl);

®y=Igx: E ,E Y ‘ EE Eg si
x ) N O |
D)= (2n—l)§;(2n+1)5—i, nez, SO N O I
J srof g 13 EL
] s i TR k-2
E(f) = (—c;+0), toqg, davri z (17-shakl); DA Vi }‘ :
oy =clgx: PAS I PAS IR
D(f)=(r;(n+ )7}, neZ, -m_mihg I T
E()=(xs40), 105, AR T e
davri 7 (17-shakl). T A
, A A I
6. Teskari trigonometrik ‘ it 1; .
Sunksivalar:
e y=arcsinx: D(f}={-11], 17-shakl.
|
£ ;’):r—-fgf , chegaralangan, toq, monoton o‘suvchi (18-shakl);
£
L s
Vi 4
7 y=arcsinx FTTTTTT s
Y Tty 1Y
s : ; ’i,\'».
S PN
s ! Al ) = arceosx
R B N
é;’; }
2 -1 O 1 x
18-shakl. 19-shak].

sy=arccosx: E(f)=[-1l], E(f)={0;x], chegaralangan, monoton
kamayuvchi(19-shakl);

y 74
_ R A IR L | -
- pr-tab .
51 7 y=arcigx N
i N
Q/ X f s,
L i 2§ N\, y=arccigr
_N::“_‘”_'_"_Aj _____ __F_E_______.______ i &
Q
20-shakl. 21-shakl.
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* y=qreigx: D(f)=(—ec;+0), E(f) =( g' %} tog, monoton
/

o‘suvchi (20-shakl);

ey=arccigx: D(f)=(-x;+c), E(f)=(0;z), monoton
kamayuvchi (21 -shak?).

Asosiy elementar funksiyalardan chekli sondagi arifmetik amallar
(qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish, bo‘lish) va superpozitsiyalash
yordamida hosil qilingan bitta formula bilan berilgan funksiyaga
elementar funksiya deyiladi.

Masalan, y=P (x)=ax"+ax""' +..+a, x+a , y=Ig (sin2x)+ >,
1 5 .
y=arccos— +4x* — elementar funksiyalar.
x

Elementar bo‘lmagan funksiyalarga quyidagi funksiyalar misol
bo‘ladi:

r

J 1, agar x>0, ¢ .
y=signx={ 0, agarx=0, y=4" agar x > U,
~1, agar x<0, x*, agar x<0,
3 5 g My
U P S ST | S, SN
3 55 M7 @n+hMzatl)

4.3.5. Giperbolik funksiyalar

Ko‘rsatkichli funksiyalardan hosil qilinadigan quyidagi elementar
funksiyalarga giperbolik funksiyalar deyiladi:

e giperbolik sinus: y = shx, -shakl);
y 3
! .
[ e o ! i
‘f y=4 32 , y =chx
s Y 1
P x 5 Z
‘ g
g’{ 0 -
{
22-shakl. 23-shakl,
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e*+e”

s giperbolik kosinus: y = chx, chx=- 5 (23-shakl);
» giperbolik tangens: y = thx, thx = et — e; {(24-shakl);
e +e
» giperbolik kotungens: y = cthx, cthx = fj+ e__x (25-shakl).
e —e
y
1
1 %
\x..&
Ty = thx L e
P
0 y R A
e T, 1
S A i N,
-1 "u,,‘\
i
24-shakl. 25-shakl.

4.3.6. Oshkormas va parametrik
ko‘rinishda berilgan funksiyalar

Agar x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish y=/(x)
ko‘rinishda ifodalansa, bu funksiyaning oshkor ko‘rinishdag: berilishi
hisoblanadi. Shuningdek, ayrim hollarda funksiyaaing oshkormas
ko‘rinishidan foydalanishga to‘g*ri keladi.

Funksiya X to‘plamda aniqlangan bo‘!sin. Agar har bir x € X songa
mos go‘yilgan vagona yp son  F(x,»)=0 tenglamani gancatlantirsa,
y=f(x) funksivaga Fix,y)=0 fenglama bilan oshkormas ko rinishda
berilgan funksiya deyiladi.

Agar x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish ikkita x=x() va
v=wu({), te X funksiyalar berilgan bo‘lsin. U holda Oxy koordinatalar
tekisligining  koordinatalari  (x(¢);»()) bo‘lgan barcha nuqtalari
to‘plamiga parametrik ko‘rinishda berilgan chiziq (egri chiziq yoki
to‘gri chiziq) deyiladi. Bunda s parametr deb ataladi.

Agar parametrik ko‘rinishda berilgan chiziq y= f(x) funksiyaning
graligini ifodalasa, bu funksiyaga parametrik ko ‘rinishda berilgan
Sfunksiya deyiladi.
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4.3.7. Mashgqlar

1. Funksiyaning aniqlanish sohasini toping:

1) f(x)= 5"—8,

3) fix)="a-x*;

5) /&)= \[v]?uxﬂs"

) fx)=Jx=7 +10-x:

9) S =Vx-2+V2-x +/x" +4;

11) f(x)= arcsin x - arccos(4 - x),

13) f(x)=log,Inlgx;

15) f(x)=¢"log,(2-3x);

17) f(x)=+3-4x +am:cosx3

19) f(X)=i]—T3

X' -3x+

~5sin 2x.

—4x

1+x

2) f() —-*2'—5"'; 6.

5 .
(x-Dx+2’
6 =Y

cosx
8) f(x)=V2r+1-Vx+1;

]0) f(x)= J_J s"'%,r,z—x;

4 f(x)=

12) f(x) = arcsin{x—2)+ 3In(x ~2);
14) f(x) = nsinx;

(Jx=347= x]
[__ i

16) f(x) = 1n1 e
VX

1
I 8) f(x) = MCCOSL:—%+ZX;

20) fix=20G13)
8~x*

2. Funksiyaning qiymatlar sohasini toping:

1} flx)=x*+4x+2;
3) f(xy=2sinx-5;
5) f(x)=2" -1

7) f(x)=v9-x*;
9) /(=315 —5:

1) fxy=——>

2x2+4x+5;

2) S =VT-x+2;

4) fix}=sinx+cosx;
6) f(x)=2¢ +1

8) /)= Lareg

. 2x-3

i x)= —:

0) f = 3
12) /06) =
2x° -4x+3
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3. f(x)=x"3" funksiya berilgan. Quyidagilarni toping:

H N\
DIVATE 2) f(-¥4); 3) fl=xy; 4 £ {-; |
J
4. Funksiyaning monotonlik oraliglarini toping:
1) f(x)=x-5x+6; 2) f{x)=x"+arcsm x;
H f(x}:;l]—; 4} f(x)= arctgx—x.
5. Funxsiyaning juft, toq voki urmumiy ko‘rinishda ekanini aniqlang:
D f)=x"-3x-x"; 2) f(=x"+52"+1,
1) fx)= f—géi; 4) f(x) = cigdx + cos2x;
X
) fix)= mfa*—x}, 6) F)=In(x+yx’ +1);
\3 -X
7) flxy=2]x{-3 8) f(x)=x|x};
z . - 26-27
9) fix)=3" (x+sinx); 10) j{x}=[~—-£~w .
/
6. Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlarini toping:
1) 7/(x)=(k—n)cos’x+n (0<k <n), 2) f(x)=4sinx";
3} f{x)=sin2x+cos2x; 4) f(x)=3sinx+4cosx;
5) f(x)=sin’x+cos’ x; 6) f(x)=|cosdx|.

7. Funksiyaning monoton, gat’iy monoton yoki chegaralangan ekanini
aniglang:

1) f(x)=sin’ x, 2) fy =22,
x+7

N o _5' x, agar x<0,
3 ) =A3x-4; 4')f(x)_1~3, agar x> ).

8. Funksiyaning davrini toping:
1) f(x)=-2 cosg; 2) f(x)=ctg(2x—3);
3) fin= tgx—cos%; 4) flx)= smgcosgcosxcoﬂx;
5} f(x) =sin* x—~cos’ x; 6) f(x)=sin2x+cos3x;
7) flx)={sin2x|; 8) f(x)gcos3x|;
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% f(x)=sm%~» cns%’f;

2x 3 . x
1¢ =ftg = —cte -+ 80~
) f(x) =1 3 cig =~ +sin 3

9. Funksiyaga teskari funksiyani toping:

1) y=3x+5;

3) y=4+log,x;

2))’_? """ ;
+x

4) y=2sn3x.

i0. f{g(»)) va g(f(x) murakkab funksiyalarni toping:

1) f()=3x+1, gx)=x"
3 f)= %1, £(0)

11. Funksiyaning grafigini chizing:

1) y=x"+4x+3;

2x-1
3 =.L.x :
Yr=33

5) y=xsmx,

7) y = arccos|x|;
12. Ayniyatnti isbotlang:
l 3 X .
1) luthzx:c Eg 2) cth’x~1= T
3) chx = ch2x+l 4) Shiy= chlx—-!‘;
2 2
2 f—
5)sh(lnx):-)c l; 6)ch(1nx)=f—ﬁ,
2x 2x

2) f(x)=sinx, g(x)=x;

4) flx) =27, gln)=

2) y=-2sin3x;
4j y=-2*|x};
6) y=x+sinx.

1
8) y=3=.

13. Qaysinagta y+cosy—x=0 fonksiya grafigiga tegishli ekanini aniglang:

A10); BOO) c(%;g); Dn 1)

. fx=t-1, . . . C e
14. Qaysi nugta ¥ :2 iparametrlk tenglamalar bilan berilgan egri chiziqga
=ity

tegishli ekanini aniglang: A(1:3). B( l~4§\| C(2:8), D{0).

15. Berilgan funksiyani y = y{x) ko‘rinishga keltiring:

L lx=t+2, x =3sins,
DA . 2){ i
y=t +4+5; |y =2cost.
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4.4. FUNKSIYANING LIMITI
4.4.1. Funksiyaning limiti

Funksiya limitining ta’riflari
Biror X sonli to‘plam berilgan bo‘lsin.
1-ta’rif. Agar x,eX nuqtaning ixtiyoriy £ (¢>0) atrofida X
to‘plamning cheksiz ko'p elementlari yotsa, x, nuqtaga X toplamning
limit nugtasi deyiladi.

3 .. o
Masalan, X = f-l—:ne N to‘plam uchun x, =0 limit nugta bo‘ladi.
i” | p ; q

Sf(x) funksiya X toplamda aniqlangan va x, nugta X toplamning
limit nugtasi bo‘lsin.

2- ta’rif. (funksiya limitining «ketma-ketlik tilidagin yoki Geyne
fa’rifi). Agar X toplamning  nuqtalaridan  tuzilgan x, nugtaga
yaqginlashuvchi har ganday {x } ketma-ketlik (x, = x,) olinganda ham,
bu ketma-ketlikka mos {f(x,)} ketma-ketlik hamma vaqt yagona A4
limitga intilsa, A soniga f(x) funksiyaning x, nuqtadagi yoki x -»x,
dagi limiti deyitadi va bu lim f(x)= 4 deb yoziladi.

3- ta’rif. (fumksiya limitining «c -§ tilidagi» yoki Koshi ia’rif}).
Agar Ve>0 son uchun shunday §>0 son topilsa va x ning
0<jx-x,| <é tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha xeX, x#x,
giymatlarida | f(x)- Aj<e tengsizlik bajarilsa, A soniga  f(x)
funksiyaning x, nugtadagi voki x-— x, dagi limifi deyiladi va bu
im f(x)= 4 deb voziladi.

Funksiya limiti vchun berilgan Geyne va Koshi ta’riflari o‘zaro
ekvivalent ekanligi isbotlangan. Shu sababli funksiyaning nugtadagi
limitini topishda bu ta'riflarning istalgan biridan foydalanish mumkin.

x, ga intiluvchi {x,} ketma-ketlikni yetarlicha ke‘p usul bilan
tanlash mumkin bo‘lganligi uchun Geyni ta’rifidan funksiyaning limitini
topishdan ko‘ra, funksiyaning nugtada limitga ega bo‘lmasligini
ko‘rsatishda foydalanish qulaylikka ega bo‘ladi. Buning uchun x, ga
nuqtada limitga ega bo‘lmagan birorta {f(x,)] ketma-ketlikni topish
yetarli yoki har xil limitlarga ega bo‘lgan {f(x))} va {f(x")} ketma-
ketliklarni ko‘rsatish kifoya.
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1-misol, S(x)= sinl funksiya x=0 nuqtada limitga ega
X

bo‘lmasligini ko‘rsating.

Co
Yechish. x=0 nugtaga intiluvchi ikkita { L} va i % ketma-

N7 ) l-725+2mr5
ketliklarni qaraymiz. Mos {f(x)} ketma-ketliklar har xil hmitlarga

Ay
mtiladi: {sinnn} ketma-ketlik nolga intiladi, { sir{zzi +2nx |} ketma-ketlik
L /3

esa birga intiladi.

Demak, f(x)= silfll funksiya x =0 nuqtada limitga ega bo‘lmaydi.
x

2- misol. lim(3x-2) =1 ekanini ko‘rsating.

Yechish. Y& >0 son olamiz. Shunday & >0sonni ko‘rsatishimiz
kerakki, | x~1|< § bo‘lganida | f(x)-1|<g bo‘isin.

Bunda f(x)=3x-2: | f(x)~1|4(3x-2)~ 1o 3x~3{43(x - D}=3|x ~ 1]

bo‘lgani uchun § =§ deb olsak, jx~1j< & bo‘lganda | f(x)-1j<¢ bo‘ladi.
Demak, lim(3x-2)=1.

Xususan,£=1da<5=§-, g:l da 5=l.
3 2 6

Shunday qilib, & son ¢ songa bog‘liq bo‘ladi. Shu sababli
keyingi ta’riflarda & = 5(¢) deb olamiz.

Izoh. Funksiyaning x, nuqtadagi limiti ta’rifida x, nugtaning o‘zi
qaralmaydi. Shunday qilib, funksiyaning x, nuqtadagi qiymati
funksiyaning bu nuqtdagi limitiga ta’sir gilmaydi. Bundan tashqari,
funksiya x, nuqtada aniqlanmagan bo‘lishi ham mumkin. Shu sababli
x, nuqtaning atrofida (x#x, bo‘lganda) teng bo‘lgan ((x=x, da har xil
qiymatga ega bo‘lgan yoki ulardan bittasi voki har ikkaiasi
aniqlanmagan) ikkita funksiya x-»x, da bitta limitga ega bo‘lishi
yoki ularning har ikkalasi limitga ega bo‘imasligi mumkin.

3
x, x

;eO,b‘] e Lt top
| x=0 05 tim 7 (x} limitni toping.

3- misol. f(x) z{

Yechish. g(x)=x', —o<x <+ funksiya x=0 dan tashqari, barcha
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migtalarda  f(x) funksiya bilan ustma-ust tushadi va lim g(x)=0
bo'ladi. Shu sababli lim £{x)=0.

Funksiyaning nuqtadagi himiti ta’rifini geometrik nugtayi nazardan
shunday talgin qilish mumkin: agar A4 soni f(x) funksiyaning

x, nuqtadagi limiti bo‘lsa, 4 nuqtaning istalgan ¢ atrofi uchun

d

x, nugtaning shunday & atrofi y

topiladi va & atrofdagi barcha .

x (x#x,) nuqtalarda f(x) funksiya- J;Jffxl
ning mos qiymatlari 4 nugtaning e L;*Inf
« atrofida yotadi. Boshgacha ] }/ P2
aylganda F(x) funksiyaning / oo

& atrofdagi grafigi A= | “"—1: 4;'" {
y=A-g va y=A+¢& to'g'ri chiziglar A

bilan  chegaralangan, kengligi 0 B %, %, +8 x
2 ga teng bo‘lgan tasmada 26-shaki.

joylashadi (26-shakl).

4-ta’rif. Agar Ve >0 son uchun shunday §=6(¢)>0 son topilsa
va  x ning x,<x<x,+6 {x, -8 <x<x,) tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha giymatlarida | f(x}-4|<z tengsizlik bajarilsa, 4 soniga f(x)
funksivaning x, nuqtadagi o‘ng (chap) limiti deyiladi va
Jim F(x)=4 yoki f(x+0)=4 (lim f(x)=4 yoki f(x~0)=4) Kkabi
belgilanadi.

f(x) funksiyaning x nuqtadagi o‘ng va chap limitlari bir tomonlama
limitlar deb ataladi. Agar f(x) funksiyaning x, nuqtadagi o‘ng va chap
iimitlari mavjud va bir-biriga teng, ya’ni f(x, +0)= f(x, -0)= 4 bo‘lsa,
nugtada f(x) funksiyaning limiti mavjud va lim £ (x) = 4 bo‘ladi.

X,

= f(x) funksiya (—oo;+w0)intervalda aniqlangan bo‘lsin.

5- ta’rif. Agar Ve >0 son uchun shunday &=4(¢)>0 son topilsa
va x ning x>3 (x<-5)tengsizlikni qganoatlantiravchi barcha
giymatlarida | f(x)-Al<e tengsizlik bajarilsa, 4 soniga f(x)
funksiyaning  x-»+00 (x> —w) dagi  limiti  deyiladi  va
lim f(x)=4 (lim f(x)= ) kabi belgilanadi.

Funksiyaning cheksizlikdagi limiti ta’rifini geometrik nuqtayi
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nazardarn bunday talqin gilish mumkin: agar lim f(x)= A (lim f(x)=4)
bo‘lsa, Vve>0 son uchun shunday 6=8()>0 son topiladiki,
xe(f40) (xe(-==8)) larda  f(x) funksiyaning  giymatlari
A nuqtaning ¢ atrofida yotadi.

Limitlar haqidagi teoremalar

Funksiya limitining «ketma-ketlik tilidagi» ta’rifi vaginlashuvchi
(Limitga ega) ketma-ketliklarming xossalarini funksiyaning limiti uchun
o‘tkazish imkonini beradi. Bu xossalarni ifodalovchi teoremalar bilan
tanishamiz va uvlarning ayrimlarini isbotlaymiz. Bu teoremalarda
qaralayotgan funksiyalar x — x, da limitga ega deb hisoblaymiz.

I-teorema. Funksiya x — x,da yagona limitga ega bo‘ladi.

2-teorema. ikkita funksiya algebraik vig‘indisining limiti bu
funksiyalar limitlarining algebraik yig‘indisiga teng, ya’'ni

(/) + () = lim /()% lim g(x).

Isboti. Ixtiyoriy {x,} kema-ketlik olamiz.
Bu ketma-ketlik uchun x, - x,, x, #x,, x, €D(/)nD(g) bo‘lsin.
U holda
lim (f(x) 1 g(x))= lirf:u(.(f(xﬂ) tglx))=

X, n

=lim f(x)xlim g(x )=lim f(x)*lim g{(x).

X pty

Demak,
hm(f(x) £ g(x)) = lim f(x) £ lim g{x).

3-teorema. lkkita funkstya ko‘paytmasining limiti bu funksiyalar
limitlarining ko‘paytmasiga teng, ya’ni
lim(f(x) g(x)) = lim f(x)-lim g(x).
1-natija. O‘zgarmas funksiyaning limiti uning o‘ziga teng, ya’'ni

imC=C.

1%,

2-natija. O‘zgarmas ko‘paytuvchini limit belgisidan tashqariga
chiqazish mumkin, ya’ni

lim(k- () = k-lim /(x), k< R
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3-natija. Funksiyaning musbat ko‘rsatkichli darajasining limiti bu
funksiya hmitining shu tartibli darajasiga teng, ya'ni

lim( £ ()Y’ =(lim ()", p>0.

4-teorema. Ikki funksiya bo‘linmasining limiti bu funksiyalar
limitlarining nisbatiga teng, ya’ni
lim f(x}

fim L) = T tim g 20,
g0 tm g0

S-teorema. Agar x, nuqtaning biror atrofidagi barcha x uchun
f(x) < g(x) tengsizlik bajarilsa, u holda tim f(x)<lim g(x) bo‘ladi.

T x-¥%p

6-tcorema. Agar x, nuqtaning biror atrofidagi barcha x uchun
f(x) < p(x) < g(x) tengsizlik bajarilsa va lim /(x)=lim g(x}) =4 bo‘lsa,

u holda lim @(x) = 4 bo‘ladi.

ERTN

7-teorema. lim g(x)=0, lim f(x)=C=#0 bo‘lsin.
U holda:

I}y agar |x--x, |<&(&8 >0) tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x

uchun ﬁﬁwﬁ) bo‘lsa, lim ﬁﬂ:m bo‘ladi;

g(x) = g(X)
2) agar |x—x,|<8 (6>0) tengsizlikni qanoatlantiravchi barcha

x uchun @d) bo‘lsa, iim '—f»(i)«:—oo bo‘ladi.
&(x) wx (%)

8-teorema. Agar lim f(x)=A=c bo‘lsa, u holda x, nugtaning
yetarlicha kichik atrofidan' olingan x (x=x,) giymatlarda f{x)funksiya

chegaralangan bo‘ladi.
Isboti. Shartga ko‘ra, lim f(x)=A#«. Funksiya limitining Koshi

ta'rifiga ko‘ra, Ve >0 son uchun shunday & >0 son topitadi va x ning
6<ix-x,| <6 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha qiymatlarida
| fixi—Aj<eg, ya’ni A-g< f(x}<A+e tengsizlik bajariladi. Demak, x
ning 0< |x~x,j <& tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha qiymatlarida
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f(x) fupksiyaning qiymatlari (4-£;4+¢)oraligda bo‘ladi. Bu
funksiyaning (x, - §;x, +8), x#x, oraliqda chegaralanganligini bildiradi.
9-teorema. Agar. 1) limg(x)=¢, va x, nuqtaning shunday

3%

(x,—d;x,+06), §>0 atrofi mavjud va bu atrofdan olingan barcha x lar
uchun  ¢(x)=:, bo‘lsa, 2) lim f(©)=8 bo‘lsa, u holda x—>x, da
murakkab f(p(x)) funksiya limitga ega va lim f{p(x))= B bo‘ladi.

¥—xy

Yugqorida keltirilgan teoremalar x -+ da ham o‘rinli bo‘ladi.

2 - - . 0 »
4- misol. EI_IEL—:-ngZIS limitni toping.

Yechish. Bu limit uchun ikki funksiya bo‘linmasining limiti
haqidagi teoremani qo‘llab bo‘lmaydi, chunki x —» 5 da kasming maxraji
nolga teng bo‘ladi. Bundan tashqari, suratning limiti ham nolga teng.

Bunday hollarda % ko‘rinishdagi anigmashk berilgan deyiladi.

Bu anigmaslikni ochish uchun kasming surati  va maxrajini
ko‘paytuvchilarga ajratamiz va kasmni x-5#0 (x—5, lekin x#5)ga
bo‘lib, topamiz:

. (x=-5)x-3) . x-3 2

m =lim = —

S (x—-5Kx+5) v¥x+5 10 5
2% +3x7 +1

3- misol. lim~5————— limitai toping.
e ' +4x ~x

Yechish. Bu misolda x >= da - ko‘rinishdagi anigmaslik hosil
(> o)
bo‘ladi. Kasrning surat va maxrajini x ning yugori darajasiga, ya’'ni

x* gabo‘lib, topamiz:
2x* +3x° +1

3

: X

im =lim
x—m x3 + 4x2 -x P 11
X

Ajoyib limitlar
Birinchi ajoyib limit: tim > 1.
740 X

Isboti. 0<x <% bo‘lsin.
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Radiusi R=1 ga teng bo‘lgan aylananing radian olchovi x ga teng

bo*lgan markaziy burchagiga mos yoyini qaraymiz (27-shakl).
Shakldan quyidagilarga ega bo‘lamiz:

AMOA yuzi < MOA sektor yuzi < ALOA yuzi;

AMOA yuzi: S, :%OA-MKZ%-l-sinx:};sinx;

<&

MOA sektor yuzi: S, :—}-—OA - M4 :-z -1 -x:ix;
2 2 2
e . o
ALOA vuzi: S, d--:-z-OA LA =3 l-igx = Etgx.

Bundan sinx<x<sgx kelib chigadi. Tengsizlikni sinx>0 ga
bo*lamiz:

X i . sinx
l<—"—<-—-— yoki cosx<-—"-<1.
sinx cosx x

Endi x <0 bo‘lsin.

sin(—x) sinx .
(=x) _sinx , cos{-x)=cosx ekanidan

- X% X y
x <0da ham L
. N"'\ /
sin x :
cosx < —— <1, \\{?f f
lim essx =1, lim l—lbc';r‘1 ani uchun oxirgi /\ ’
Pl s oo x—0 - .g g / \'!'\\\é
tenglikdan 6-teoremaga ko‘ra, /x %
< 3 Py
fim 20 =1, o KATTE
XA X

— 27-shakl.
6-misol. tim" %% fimitni toping.
x X

Yechish. x—0 da % ko‘rinishdagi aniqmaslik berilgan.

Almashtirishlar bajaramiz:

! (

2sinzl-x—) sink—x»)

l-cosx _ 2 2
- x
2
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4
. X
Slﬂti)
=1

x>0 da %—)0 va 1- ajoyib limitga ko‘ra, lim

x

Demak,

Tkkinchi ajoyib limit : lim [l + l) =e
b ] x

Isboti. Ma’lumki, lim (1 + 1] =e, neN.

n

x>1bo’lsin. n=[x] deb olamiz. U holda x=n+a, bu yerda

<<l
n<x<n+] tengsizlikdan topamiz:

i 1 1
n+l x n

—1__ n l x l\]nf'.

(HnHJ <(1+XJ <(1+n) . 4.1
x—> o da n-»w.

U holda

yoki

Shuning uchun (4.1) tengsizlikdan 6-teoremaga ko‘ra,

lim { 1 +1J =e
e x
kelib chigadi.
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Endi x<-1 bo‘lsin. x=-y deb olamiz.

U holda
lim (l+£) :lim(l—ij :lim(]+—l—J =
P S x Y0 y Yo }, - 1

LY 1
=tim|l+——| - lim|l1+——i{=e-l=¢
yor y—1 yore y—~i
lim(l+-l—] =e.
Xy x

7- misol. le(E-?’x—l-) limitni toping.
X0 xX—

Demak,

Yechish. x—x da 1° ko‘rinishdagi aniqmaslik beriigan.
Qavs ichidagi Kkasrning butun qismini ajratib, almashtirishlar
bajaramiz:

Fem
3x—1

\ et 2t 35 20171
o s T [ 5)
U o2x-1y N 2x-1) 2x-1) |

x—> da 2x-1->» bo'lgani sababli 2-ajoyib limitni qo‘llab,

topamiz:
~ 2x-l
lim| 1+ I =e.
= 2x -1
3_"1' 3z-L
fim—% =3 ckanidan lim| = \ =e'.
X ru l 2 P x—lj
2-1
X

4.4.2. Cheksiz kichik fanksiyalar

Ta’riflar va asosiy teoremalar

6-ta’rif. Agar lim f(x) =0 bo‘lsa, f(x) funksiyaga x — x, da cheksiz
kichik funksiya deyiladi.
Funksiyaning limiti ta’rifiga ko‘ra, lim f(x)=0 tenglik quyidagicha
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talgin qilinadi: Ve >0son uchun shunday &=6(¢)>0 son topiladi va
x ning 0<|x~x,|<& tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarda
| f(x)|< e tengsizlik bajariladi.

x>, +0,x—x, -0, x —>+m0, x »—oda cheksiz kichik funksiva shu
kabi ta’riflanadi.

Cheksiz kichik funksiyalar ko*pincha cheksiz kichik kattaliklar yoki
cheksiz kichik deb ataladi va odatda, grek alifbosining «, 8 kabi harflari
bilan belgilanadi.

Cheksiz kichik funksiyalarga x—0 da a=x', x-3 da B=x-3,
x—~>knkeZ da y=sinx funksiyalar misol bo‘ladi.

7-ta’rif. Agar lim f(x) =co0 bo‘lsa, f(x) funksiyaga x - x, da cheksiz
katta funksiya deyiladi.

Bunda f(x) funksiya fagat musbat qiymatlar qabul gqilsa,
lim f(x) = +e0 deb, fagat manfiy giymatlar qabul gilsa, lim f(x)=-o deb

yoziladi. Masalan, x >1da f (x):;—l-i cheksiz katta funksiya bo‘ladi.

Cheksiz kichik funksiyalar uchun o‘rinli bo‘ladigan teoremalar bilan
tanishamiz.

10-teorema. lim f(x)= 4 bo‘lishi uchun x —»x, da a(x)= f(x)- 4
funksiya cheksiz kichik bo‘lishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. 11311 f(x)=4 bo'lsin. f(x)-A=a(x) funksivani
olamiz.

U holda
fima(x)=lim| /(x) - 4] = lim f(x) - fim 4= 4~ 4=0.

Demak, a(x)= f{x)— 4 funksiya cheksiz kichik.

Yetarliligi. f(x)-A=a(x), bu yerda a(x) cheksiz kichik funksiya
bo‘lsin. Bundan f(x) = 4 +a(x).

U holda

lim f (x) = im(4 + a(x) = lim A + lima(x) = 4 +0= 4.

Quyidagi teoremalar x — x,da deb garaladi.

11-teorema. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalarning
algebraik yig‘indisi cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

12-teorema. Cheksiz kichik funksiyaning chegaralangan funksiyaga
ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.
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4-natija. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalarning
ko*paytmasi cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

S-natija. Cheksiz kichik funksiyaning chekli o‘zgarmas songa
ko'paytmasi cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

13-teorema. Cheksiz kichik funksiyaning nolga teng bo‘imagan
limitga ega funksiyaga bo‘linmasi cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

Yuqorida keltirilgan teoremalar x >, x> x, -0, x> x,+0 da ham
o'rinli bo‘ladi.

14-teorema. Agar x— x, da a(x) funksiya cheksiz kichik bo‘lsa,

u holda x - x, da _2—5 funksiya cheksiz katta bo‘ladi va aksincha agar
(X

1
Jx)

x-»>x, da f(x) funksiya cheksiz katta bo‘lsa, u holda x - x, da

{unksiya cheksiz kichik bo‘ladi.

1

5 funksiya x—2 da cheksiz kichik
x_

8-misol. a(x)=(x-2) sin’

bo‘lishini ko‘rsating.
Yechish. lir'zll(x—z)" =0 ekanidan B(x)=(x-2)° funksiva cheksiz
kichik.

<1.

g(x)=sin*

! , x# 2 funksiya chegaralangan, chunki [sin‘~~]~»
x-2 | x-2

a(x) funksiya cheksiz kichik B(x) funksiyaning chegaralangan
#(x) fuoksiyaga ko‘paytmasidan iborat. Demak, 12-teoremaga
ko‘ra, a(x) tunksiya x—2 da cheksiz kichik.

Cheksiz kichik funksiyalarni tagqoslash

Ma’lumki, cheksiz kichik funksiyalaming yig‘indisi, ayirmasi va
ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiyalar bo‘ladi. Bu tasdigni cheksiz
kichik funksiyalarning bo‘linmasi uchun ta’kidlab bo‘lmaydi, chunki
biita cheksiz kichik funksiyaning boshqa cheksiz kichik funksiyaga
nisbati har xil natijaga olib kelishi, ya’ni chekli son bo‘lishi, cheksiz
katta bo‘lishi, cheksiz kichik bo‘lishi yoki limitga ega bo‘lmasligi
mumkin.

Cheksiz kichik funksiyalar bir-biri bilan unisbati yordamida
taqqoslanadi.

a{x) va PB(x) funksiyaar x-» x, da cheksiz kichik funksiyalar
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bo‘lsin.
1. Agar lim BE ;—A#:O(A chekli son) bo‘lsa, a(x) va p(x) bir xil
x
tartibli cheksiz kichik funksiyalar deyiladi.

2. Agar llm E—%—O bo‘lsa, a(x) funksiya B(x) funksiyaga nisbatan

yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya deyiladi va bu o =0(8) kabi
belgilanadi.

3. Agar fim ﬂi ;—oc bo‘lsa, a{x) funksiya B(x} funksiyaga nisbatan

x

quyi tartibli cheksiz kichik funksiya deyiladi.

4. Agar lim ﬁg; mavjud bo‘lmasa, a(x) va S(x) funksivalarga
taqqoslanmaydigan cheksiz kichik funksiyalar deyiladi.

Misollar keltiramiz:

1) x>0 da sin3x va sinx funksiyalar bir xil tartibli cheksiz kichik

3sm3x . sin3x
sin3x i Simer e g
funksiyalar, chunki lim -=1lim —3@ = 3x 23,
Faat Sln x x>0 SIh X R sSiny ]
>hx lim o
b4 =0 x

2) x>0 da 2x' funksiya 5x funksiyaga nisbatan yuqori tartibli

cheksiz kichik funksiya, chunki hm; 2 _

v Sx 5

3) x>0 da sinx funksiya x’ funksiyaga nisbaian quyi tartibli

cheksiz kichik funksiyalar, chunki lim>=~ = lim > . ot

L
S0yt = oy g o

4) xsin ! va x funksiyalar x >0 da taqqosianmaydigan cheksiz
X

1
xsm—-

kichik funksiyalar, chunki lim-

=lim sm — limit mavjud emas.




Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar

Bir xil tartibli cheksiz kichik funksiyalar orasida ekvivalent cheksiz
kichik funksivalar muhim ahamiyatga ega.

a(x) va p(x) funksiyalar x »x, da cheksiz kichik funksiyalar
bo‘lsin.

8-ta’rif. Agar lim%—ﬁ%zl bo‘lsa, u holda x - x, da a{x) va B(x)

xPxy x

vkvivalent cheksiz kichik funksiyalar deyiladi va o(x)~ f(x) kabi
belgilanadi.

Masalan, x-»0 da sinx va x funksiyalar ekvivalent cheksiz

kichik funksiyalar, chunki lim sinx I.

X

Cheksiz kichik funksiyalar uchun o‘rinli bo‘ladigan teoremalar
bilan tanishamiz.

15-teorema. Agar ikkita cheksiz kichik funksiya nisbatida cheksiz
kichik funksiyalarning har ikkalasini yoki ulardag bittasini ekvivalent
cheksiz kichik funksiya bilan almashtirilsa, u holda bu nisbatning limiti
o‘zgarmaydi.

Ishoti. x »>x, da a~a' va pg~f bo'lsin.

U holda
im%=tim%. % B _jim % m B im® =1 i = tim L,
» XX a ﬁ v opt xoxe ﬁ -k oy ﬁ X-2Ep ﬁ
ya'ni
Ilm--=1un-q—,-
x-> x r,,ﬁ

16-teorema. Ikkita ekvivalent cheksiz kichik funksiyaning aytrmasi
ularning har biriga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya
bo‘ladi.

17-teorema. Chekli sondagi har xil tartibli cheksiz kichik
funksiyalarning yig‘indisi eng quyi tartibli qo‘shiluvchiga ekvivalent
bo‘ladi.

Cheksiz kichik funksivalarning vyig‘indisiga ekvivalent bo‘lgan
cheksiz kichik funksiyaga bu yig'indining bosh qismi deyiladi.
Cheksiz kichik funksiyalarning yig‘indisini uning bosh qismi bilan
almasatirish  yugori tartibli cheksiz kichik funksiyalarni tashlab
yuborish deb vuritiladi.
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3x+7x° +4x°

9-misol. lim ————— limitni toping.
i 2sinx
2 S
Yechish. lim3—x+73f—+4x = lim3—x = limi =3 , chunki x-0 da
xse 2sinx =0y =03 )

sinx~x va 17-teoremaga ko‘ra, x—0 da 3x+7x" +4x™ ~3x.

% ko‘rinishdagi  anigmasliklarni  ochishda  ekvivalent

cheksiz  kichik funksiyalarni almashtirish prinsipidan va ekvivalent
cheksiz kichik funksiyalarning xossalaridan foydalanish mumkin.

Limitlarni hisoblashda quvidagi ekvivalentliklar go'Haniiadi.

I.x—>0 da sinx~x; 2. x>0da gx~x;

3. x>0 da arcsinx~x; 4, x>0 da arcigy~x;
5.x—>0da l—cosx~§2—; 6. x—>0da & —1~x;
7.x—>0da g ~i~xlha; 8. x—>06da In(1+x)~x;
9. x>0 da log, (1+x)~x-log, e;

10. x>0 da {J+x) ~1~mx.

2!r - 7x

- limitni toping.
sindx —arctg3x

10- misol. lim

. ) 3 mx ) *_1y— (7 -1
Yechish. lim— 2777 im (2' ) - -1
=t sindx —arctg3x ' sindx - arcig3x

x—>0da 2¥-1~3xln2, 7"-1~xIn7, sindx~4x va
arctg3x ~3x ekvivalentliklardan foydalanamiz:

. 2% -7 . 3xIn2-~xin7 3In2-In7 8
limn— =fim =S =—.
=0 gindx —arctg3x ¢ 4x-3x 1 7
4.4.3. Mashglar
1. Funksiya limitining ta’rifi yordamida isbotlang:
1) lim@x-3) =1 2) fim (1-3%)= 4;
lim =1, 4) ﬁm(L).:z_
x=1 ’ I\ d—x
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2. f(x) funksiyaning x=x, nugtalardagi chap va o‘ng limitlarini toping:

) f(x)=fx}, %, =3

X, x<2,

D=,

-4, x22, x,=12;

2) F()=2",x,=0;

2(1-x)-11-x}
e Xy =
40— x)+[1-x]

1) fx)=

3. f(x)=signx funksiyaning x,=0 nuqtada limitga ega emasligini ko‘rsating.

4. f(x)= x—{x] funksiyaning x, =2 nugtada limitga ega emasligini ko‘rsating.

5. Limitlarni toping:

1) lim (2x" +3x~1);
2

3) lim — ;

0 xt - 2x—3

\/_21 NI+2x -3,

:-.4 \f 27

7) ;,g:../.@._:z-_z;
= x

9) lim X +4x r6x+3

=1 2x? +3x+1

1) m(%ﬁi!,ﬂ#_l
x-2 x“~5x+6,

x=32

-3x+2
13} lim—
) % Iz S35 7
15) tim-— X +2x 4 2x

oy - 2% 43

17) lim x(+/4x* -1-2%);

19) um[ 12 x}

x—)r.x_
N

21) lml 1g2x

23) lim| ——x}gx,

x»—

nad
25 h'ml—(fos x_‘
>0 xsin 2x

2) lim}%g;
23" 49

x*~Tx+10

4) tim =

25 2x2 =1 1x+ 5’

wJZ—x—l
6 l —pmm——,
) i 2

8) lim vl+x—l;
x

x>0

10) lim — X +”_2

eyt —x?

/7
12) Iim( 3 +L}
e R

S
14) 1im Lx_“
eoe x4 3x—x*

5 Az
16) lim 2= =

020 + x4

18) liI{l(J—i_:Li+ x);

3 2
20) lim| —5—-—— |
xovel 5x% 41 Sx+2
X <mx

22) tim ———;

x—0 X +8in X

sin 3x

24) lim

#x 3in 2x

2

26) lim &S
X

x—>(t
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3x /_ ~\/]+c0sx
27) lim 203, 28) lim 2
)x—>u Jit2-42° )r-“' sin®x
‘/
29) fim -~1-~-«L!gz), 30) lim| zgx—-—)
0\ smx x_.; cOsx

31) lim(x - Detgmx, 32) lin}(%wx}gm:

33) Ii arcsi:x(x +1) 34) % arczg(x—:a:

S0 *+x bt x*-2x

2x~-1 3x-4

6 2x-7

o ozt

3x-2Y"" 2x43

- : 8) lim | 212
37)1&2(“3] * 3 uzls,[x*z) ,

39) lim & 40) fip 221

s B o 2 e X—e

! -
41) li_n;@o(l-lf gin x)*; 42) lk-llo(coszx)hct‘x;

-3

43) tim(3-25)"0; 44) Jim (3~ .

2 ERY 3 ©
. et -e et -e
45} iy ————— 46) lim ——————;
=0 tgx—2sin x’ =0 aresin x + 3%

47) lim (4x+ D(In(3x+2) ~In(3x—~D); 48) i_i)ngp x(n(x+1)~tnx}.

6. Quyidagilarni isbotlang:
Dx—>0 da a(x)=tg2x va B(x)=3x+x" funksiyalar bir xil tartibli;

2} x—>1 da a(x)zi:—i va f(x)=+x-1 funksiyalar ekvivalent;
X

3) x>+ da a(x)=~—1—~?— va f(x)= ! funksiyalar uchun « = o(8);
1+x" xVx+2

4) x>0 da a(x)=arcsin2x+x’ va f(x)=1i-cosx funksiyalar uchun ﬂ:a(é)/

7. Limitlarni ekvivalent cheksiz kichik funksiyalardan fqydafziﬁ'ﬁ; toping:

iy €2 2) i1 26085
=>4 In(1+ 3x) et T R VA 2
3 tim - arctg}_a_c__ 4) iim 3" _1—'
©77 =0 gin x5 4x° =>4 arcsin 2x
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tg“'(x 2)
=—~2 2 4x— 6'

5) lim

?) tim 1.
x-»0 !g2X

vl-rsm x—
9) Hm ~eer——
# 1~co8Xx

sinJx )
“)’ 50 gls _guin

17} lim o

21) lim x(™ -1);

23) Im (i.'_;lf_ 1g3x

e (1322 )1 - cos 2x)

. x"+3x—4
him —_
= aretg{x—1)

na 2 _l

&) lim——
=0 aresin x+ 2x2

10) jim YT Y -1,

0 xarcsin3x

12) tim — "¢
0 aretg 2x - arcsin 3x”

2x x
14) fim—>— >
0 aresin 2x — X

16) lim in(2+cosx) .

= sinx(e® -1}’
18) lim xln(cos3x]

0 gy —Sin 5’

20) hmvm = l:

sa% XCOSX

22) 19»(2”' -3

24) tim (_’_“_tgf_ 1)-sint 3):

e} x( sean x 1)

4.5.FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

4.5.1. Funksiyva uzluksizligining ta’riflari

f{x) funksiya x, nugtada va uning biror atrofida aniqlangan bo‘isin.
1-ta’rif. Agar f(x) funksiya x, nuqgtada chekli limitga ega bo‘lib, bu
limit funksiyaning shu nugtadagi giymatiga teng, ya’ni

lim £(5) = £ (x,) (5.1)

bo‘lsa, f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz deyiladi.
lim f(x) = f(x,) tenglik uchta shartning bajarilishini angiatadi:

1) £{x) funksiya x, nugtada va uning atrofida aniqlangan:
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2) f(x) funksiya x — x, da limitga ega;
3) funksiyaning x, nuqtadagi limiti uning shu nuqtadagi qiymatiga teng.
x, =limx ekanidan (5.1) tenglikni

lim /()= f tim:0) 2)

ko‘rinishda yozish mumkin. Demak, uzluksiz funksiya uchun limitga
o‘tish va funksiya belgilarining o‘rnini almashtirish mumkin.

Funksiya limitining ta’rifi asosida funksiya uzluksizligining ta’rifini
«& - 4§ tilida» quyidagicha ifodalash mumkin.

2- ta’rif. Agar Ve >0 son uchun shunday & >0 son topilsaki, x ning
|x-x,|<6  tengsizlikni  qanoatlantiruvchi  barcha  giymatlarida
| f(0) - fx,)|<e tengsizlik bajarilsa, f(x) fumksiya x, nuqtada vzluksiz
deyiladi.

(5.1) tenglikni

Jim (f(x)= f(x)=0 (5.3)

ko‘rinishda yozamiz.
x-- x, ayirmaga x argumentning x, nugtadagi orttirmasi deyiladi va
Ax bilan belgilanadi, f(x)- f(x,)
ayirmaga esa f(x) funksiyaning
x, huqtadagi orttirmasi deyiladi va
Ay bilan belgilanadi.
Shunday qilib, Ax=x-x, ity +A%)
Ay = f(x, + Ax) - f(x,).
Demak, f(x) funksiyaning
x, nuqtadagl orttirmasi x ning
fiksirlangan X, giymatida

G e

argument orttirmasining funkstyasi 0 x
bo‘ladi (28-shakl).
(5.3) tenglik yangi 28-shakl.
belgilashlarda
limAy=0 (5.4)

ko‘rinishni oladi.

(5.4) tenglikni uzluksizlikning argument orttirmasi va funksiya
orttirmasi tushunchalariga asoslan-gan ta’rifi sifatida quyidagicha
ifodalash mumkin.
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3-ta’rif. Agar x argumentning x, nuqtadagi cheksiz kichik
orttirmasiga /(x) funksiyaning shu nuqtadagi cheksiz kichik orttirmas
mos kelsa, f(x) funksiya x, nugtada wuzluksiz deyiladi.

Fanksiyaning  nuqtadagi uzlukizligini tekshirishda keltirilgan
ta’nflarning istalgan biridan foydalanish momkin.

1-miscl. y=cosx funksiyani uzluksizlikka tekshiring,

Yechish. y=cosx funksiya xeRda aniglangan. Istalgan xnugtani
olamiz va bu nugtada Ay ni topamiz:

AxY . Ax
Ay =cos(x + Ax) - cosx = ~2sin| x + —J sm——

AxY . Ax) ,
Bundan lim Ay = lémd[_ 2sin(x + ?) Si““i—Jz 0 kelib chigadi, chunki

chegaralangan sin(xq«"—zq funksiyaning cheksiz  kichik sin%
\ J

funksiyaga ko‘paytmasi cheksiz kichik bo‘ladi.

Dernak, 3-ta’nfga ko‘ra, y =cosx funksiya xnuqtada uzluksiz.

4-1a’rif. Agar ﬂ,'ﬁuf (x)= f(x,) (,H{{L,f (x)= f(x(,)) bo‘lsa,

(x) funksiya x, nuqtada o ‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.

l-ta’nif va 4-ta’riflardan quyidagi xulosa kelib chigadi: f(x)
funksiya x, nuqtada wuzluksiz bo‘lishi uchun u shu nugtada ham
chapdan, ham o'ngdan uziuksiz bo‘lishi zarur va yetarli.

4.5.2. Uzluksiz funksiyalarning xossalari

Nugqtada uzluksiz funksiyalarning xossalari

I-teorema (uzluksiz funksivalar ustida arifmerik amallar). f(x) va
w(v) funksiyalar x, nuqgtada uzluksiz bo‘lsa, u holda f(x)+g(x),

f()

fix)y-g(x) va {g(x,)#0) funksiyalar ham x, nuqgtada wzluksiz

bo‘ladi.
Ishoti.  f{x) va g(x) funksiyalar x, nuqtada uzluksiz bo‘lgani
wchun ular bu nugtada 7(x,) va g(x,) limitlarga ega. U holda
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funksiyaning limiti haqidagi teoremalarga ko‘ra, f(x)+g(x), 7(x)-g(x)
Jx)

va =(g(x,)#90) funksiyalaming x, nuqtadagi limitlan mavjud va

g(x)
ular mos ravishda f(x,)+g{x,), f(x,) g{x,) va 1}(5’% (g{x,)#0)) ga

Ko

teng bo‘ladi. U holda 1-ta’rifea ko‘ra, f(x)tg(x), f(x)-g(x) va

f(x)
g(x)

Bu teorema chekli sondagt funksiyvalarning algebraik yig‘indisi va
ko*paytmasi uchun ham o‘rinli bo‘ladi.

2-teorema. (murakkab funksiyaning wuzluksizligi). z=p(x)
funksiya x, nugtada uzluksiz, y = f(z) funksiya esa =, =¢(x,) nuqtada
uzluksiz bo‘lsin. U holda y= f(e(x)) murakkab funksiya x, nuqtada
uzluksiz bo‘ladi.

Isboti. z=¢(x) funksiya x, nuqtada uzluksizligidan z = @),
limp(x) =¢(x,), ya’ni x—»x, da z-»z, bo‘ladi.

(g(x,) = 0) funksiyalar x, nugtada uzluksiz.

Shu sababli z = ¢(x) funksiyaning uzluksiligidan
llﬂg flox)= 11'91 f(@)=1(z,)= flo(x,))

kelib chigadi. Bu f(e(x)) murakkab funksivaning » nugtada
uzluksizligini bildiradi.

2-teorema yordamida (5.2) tenglikni quyidagicha umumliashtirish
mumkin.

Agar z=¢(x) funksiya x, nuqtada 4 limitga ega bo'lib, y=7(z)
funksiya z=4 nuqtada wzluksiz bo‘lsa, u holda y= f(e(x)) murakkab
funksiya uchun

lim f(p(x))= f(limp(x}) (5.5

bo‘ladi.
Bu tenghik uzluksiz funksiya belgisi ostida limitga o ‘tish qoidasimi
ifodalaydi va funksiyaning limitint topishda foydalaniladi.

2- misol. hml g,(+x) (a>0,a 1) limitni toping.
X
Yechish. lmlw lim l'1og“(1+x)=1i9 log, (1 + x)*.
Xl X Y
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log, (I +x)* funksiya y=log,z va z=(+x)" funksiyalarning
inurakkab funksiyasi. lim(1 +x)f‘ =e va y=log, z funksiya z=¢ nuqtada
uzluksiz. U holda (5.5) tenglikka ko‘ra,

1 ¢
limlog (i +x)* = loga[lilxnl(! +x}* ) =log e.

. In(1
Xususan, a=1da hr‘rg—n-( tx)
£ X

1.

Sonlar o‘qida aniqlangan f(x)=C funksiyani garaymiz. Vx, e R da
lin S(x)=C=f(x,) bo‘ladi. Demak, f(x)=C o‘zgarmas funksiya
istalgan x, nuqtada uzluksiz.

S (x)=x funksiya ham x, nugtada uzluksiz, chunki limx = x,.

Xxy

Bundan 1-teoremaga ko‘ra, f(x)=x funksiya ko‘paytmalaridan
iborat y=x" (neN) darajali funksiya hamda o‘zgarmas va darajali
funksiyalardan  arifmettk  amallar  orqali  hosil  gilingan
P(=ax"+a_x""+.+ax+a,  ko‘phad (butun-ratsional funksiya)
istalgan x, e R nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Shu kabi yugorida keltirilgan teoremalar va limitlar hagidagi
teoremalar yordamida asosiy elementar funksiyalar ¢‘zining aniglanish
sohasida uzluksiz bo‘lishini ko‘rsatish va ushbu teoremani isbotlash
mumkin.

3-teorema. Elementar funksiyalar o‘zising aniglanish sohasidagi
barcha nugqtalarda uzluksiz bo‘ladi.

4-teorema. Agar f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz va f(x,)>» 4
(f{x,)<4) bo‘lsa, u holda shunday &>0 son topiladi va
Yxe{x, - 8;x,+8) uchun f(x)> A4 (f(x)<4) bo‘ladi.

Isboti. f(x,)> 4 bo‘lsin. Aniglik uchun f(x,)=4+#k deymiz, bu

yerda h>0. £=§ son olamiz. f(x) funksiyaning x, nugqtada

uztuksizligidan shunday §>0 son topiladi va x ning jx—x, <6
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha

giymatlarida L f(x)-f (.x{,)i,<—;E tengsizlik bajariladi. Bundan

Yxe(x, - &;x, +&) uchun
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h h h
f(x)>f(x0)—§=A+h—£-:A+—2—>A
bo‘ladi.

f(x,)< 4 bo‘lsin. - f(x) funksiyani qaraymiz. - f(x,)>-4 bo‘lgani
sababli yuqoridagi isbotga asosan, x, nuqtaning & >0 atrofi topiladi va
bu atrofda — f(x)>-4 yoki f(x)< 4 bo‘ladi.

S-teorema (uziuksiz funksiya ishorasining turg ‘unligi). Agar f(x)
funksiya x, nuqtada uzluksiz va f(x,)#0 bo‘lsa, u holda shunday 6 >0
son topiladi va (x,-&;x,+8) intervalda f(x) funksiya ishorasini
saqlaydi, ya’ni f(x,) funksiya bilan bir ishorali bo‘ladi.

Teoremaning isboti 4-teoremadan 4=0 bo*lganda kelib chigadi.

Kesmada uzluksiz funksiyalarning xossalari

Agar f(x) funksiya (a;b) intervalning har bir nugtasida uzluksiz
bo‘lsa, u holdau (a;0) intervalda uzluksiz deyiladi.

Agar f(x) funksiya (a;) intervalda uzluksiz bo‘lib, a4 nuqtada
o‘ngdan uzluksiz va b nuqtada chapdan uzluksiz bo‘lsa, u holda
f(x) furksiyaga [a;6] kesmada uzluksiz deyiladi.

Kesmada uzluksiz funksiyalar bir gancha muhim xossalarga ega.
Bu xossalami teoremalar orqali ifodalaymiz. Bunda teoremalarning
isbotini keltirmasdan, faqat geometrik talginini ko‘rsatish bilan
kifoyalanamiz.

6-teorema (Bolsano-Koshining birinchi teoremasi). f(x) funksiya
[a;b] kesmada uzluksiz va kesmaning 5
oxirlarida turli ishorali giymatlar qabul f(6)>0
gilinsin. U holda shunday c e (2;b) nuqta e
topiladiki, bu nugtada f(c)=0 bo‘ladi. ’vzf‘xf);‘r

Teoremaning  geometrik  talqini: :
uzluksiz funksiyaning grafigi Ox o°gning
bir tomonidan  ikkinchi tomoniga o] 1@ i
o‘tganida Ox ofqni kesadi (29-shakl). P/

7-teorema {Bolsano-Koshining :
ikkinchi teoremasi). f(x) funksiva [a;b] [
kesmada uzluksiz va f(a)=4, f(b)=5B, J(a)<0
C-A4 va B orasidagi ixtiyoriy son 29-shakl.
bo‘lsin. U holda shunday ¢ €[a;5] nugta topiladiki, f(c)=C bo‘ladi.

ot

]
1
|
t
1
'
i
b
4
]
b
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Teoremaning geometrik talgini: uzluksiz funksiya bir giymatdan
ikkinchi giymatga o‘tganida  barcha  oralig qiymatlarni gabul
qiladi (30-shakl).

8-teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi). Agar f(x)
funksiya [a#;6] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda v bu kesmada
chegaralangan bo‘ladi.

31-shaklda keltirilgan y= f(x) funksiya [&;b] kesmada uzluksiz.
Bunda vxe[a;b) uchun  m< f{) <M.

1-izoh. Teorema [a;b] kesma (a;b) interval bilan almashtirilganida

o‘rinli bo*imasligi mumkin.

Masalan, f (x)=l funksiya (0;) intervalda  uzinksiz, lekin
X

chegaralanmagan, chunki lim1 = o0,

x—w—ax
Y b4
y=fx),
./'/ ot
7 Y
o~ i 14 H =, )
s ! t H N o
e o et
/A I I N
' ; ; LM o
s@ @ e . Pl
O] a c b X ol a x X, X pox
30-shakl. 31-shakl.

9-tecrema (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar f(x)
funksiya la;b] kesmada vzluksiz bo‘lsa, u holda v shu kesmada
o‘zining eng kichik va eng
katta qivmatlariga erishadi.

31-shakida Kkeltirilgan v= f(x) funksiya [a;4] kesmada uzluksiz.
Bunda u x nugtada o‘zining eng katta M giymatini va x, nugtada
o‘zining eng kichik m qiymatini qabul qiladi.

2-izoh. Bu teorema (a;b4) interval uchun o‘rinli bo‘lmasligi
mumkin. Masalan, f(x)=x funksiya (0;l) intervalda uzluksiz, lekin
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o‘zining eng kichik va eng katta qiymatlariga erishmaydi.

10-teorema (teskari funksiyaning wzluksizligi hagidagi). Agar
y= f(x) funksiya [a;6] kesmada uzluksiz va qat’iy monoton bo‘lib,
[c;d) uning giymatlar  sohast bo‘lsa, u holda berilgan funksiyaga
teskari y=¢(x) funksiya {c;d] kesmada uzluksiz va gat’iy monoton
bo‘ladi.

4.5.3. Funksiyaning uzulish nugtalari

Agar f(x) funksiya uchun x, nuqtada funksiya uzluksizligi
l-ta’rifining  hech bo‘lmaganda bitta sharti bajariimasa, funksiya
x, nugtada wzilishga ega deyiladi. Bunda x, nuqgta f{(x) funksivaning
uzilish nuqtasi deb ataladi.

32-shaklda gfrafiklar bilan beriigan funksiylarga qaraymiz.

Bu funksiyalarning har biri uchun x, ~ uzilish nugtasi.

Birinchi holda (32,a-shakl) ta’rifning 1-sharti bajarilmaydi, chunki
funksiya x, nuqtada aniqlanmagan.

Ikkinchi holda (32,b-shakl) ta’rifning 2-sharti buzilgan, chunki
fim £ (x) limit mavjud emas.

Uchinchi holda (32,c-shakl) ta’rifning 3-sharti bajarilmaydi, chunki
lim f(x)= 4= f(x,).

Funksiyaning barcha uzilish nuqtalari  birinchi va ikkinchi tur
uzilish nuqtalariga bo‘linadi.

Yi . y . ¥
: H ;
[} 1 1l
§ \ ;
1 N [N 4
i I |
13 o™ 1
i i j
A : A=,
»“JWE }‘s ljr 4 : "»\\
'// i A %, A / V i f'l K‘»
/oo ! / \
i;’ ! \"\ : § E
3 1 H
i i i
o X, x ) Xy x O Xy X
a b c
32-shakl.



S-ta’rif. Agar x, uzilish nuqtasida f(x) funksiya chekli bir
tomonlama limitlarga ega, ya'ni Iim f(x)=4 va lim f(x)=4, bo‘lsa,
x, nuqtaga f(x) funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi.
Bunda:

a) A = A, bo‘lsa, x, bartaraf gilinadigan wzilish nugtasi deb ataladi;

b) 4 # 4, bo'lsa, x, sakrash nugtasi, | 4, - 4,| Kattalik funksiyaning

sakrashi deb ataladi.

2x-1, 1< x <],
Masalan: g(x)=

4-2n, 15x<3 funksiya uchun x, =1-sakrash

nuqtasi, bunda funksiyaning sakrashi |1-2!=1 ga teng;

sinx
P{x)= {'T’ x0, funksiya wuchun x,=0-bartaraf qilinadigan
2, x=0

vzilish nugtasi, bunda @(x)=2 o‘miga ¢(x)=1 deb olinsa uzilish

sinx
bartaraf qilinadi, ya'ni (p(x):{j_-’ x20:  zluksiz funksiva hosil

1, x=0
bo‘ladi.

6-ta’rif. Agar x,  uzilish nugtasida f(x) funksiyaning bir
tomonlama limitlaridan kamida bittasi mavjud bo‘ltmasa yoki
cheksizlikka tepg bo‘isa, x, nuqtaga f{x) funksiyaning ikkinchi
tur uzilishi nugtasi deviladi.

Masalan, 7{x)= 1 funksiya uchun x, =0 - ikkinchi tur uzilish
x
nuqtasi.

3-misol. f(x)= 3] funksiyaning uzilish nugtalarini toping va
3 yaning G

har bir uzilish nugtasining turini aniqlang.

Yechish.  Funksiya sonlar o‘qining x=

SRR

nuqtasidan boshqa

nugtalarida aniglangan va uzluksiz.
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Bunda

U hoida

Demak, x =% sakrash nuqtasi va funksiyaning sakrashi g =1-(-1)}=2.

4.5.4. Tekis uzluksizlik

f(x) funksiya (a;6) intervalda uzluksiz bo‘lsin. U holda istalgan
x, €(a;b) nugtada Ve >0 son uchun shunday >0 son topiladi va
fx-x,|<6 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x,e(a;b) uchun
| f(x)~ f(x,)|<& tengsizlik bajariladi. Bunda § ham ¢ ga, ham x, ga
bog‘liq bo‘ladi: & =45(¢;x,). Bitta £>0 son uchun har xil  xe(a;p)
nugtalarda & son turlicha bo‘lishi mumkin va bunda barcha xe(a:5) da
yagona & sonning mavjud bo‘lishi kelib chigmaydi. Bunday § =5(¢)>0
son mavjud bo‘lishining talabi f(x) funksiyaning (4:6) intervalda
uziuksiz bo‘lishi talabiga nisbatan kuchli talab hisoblanadi.

7-ta’rif. Agar Ve>0 son uchun shunday & =35(¢)>0 son topilsa
va (a;b) intervalning [x'-x"l<& tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy
x' va x" sonlari uchun |f(x")~ f(x")i<e tengsizlik bajarilsa,  f(x)
funksiya (a;b) intervalda tekis uzluksiz deyiladi.

Masalan, f(x)=x funksiya butun sonlar o‘gida tekis uzluksiz
Bunda 5 =¢ deb olish yetarli.

Agar f(x) funksiya (a;b) intervalda tekis uzluksiz bo‘lsa, u hoida
u har bir xe(a;b) nuqtada uzlouksiz bo‘ladi. Teskari tasdiq o‘rinli
bo‘lmaydi. Agar bunda (4;5) interval [a;b] kesma bilan almashtirilsa,
teskari tasdiq ham o‘rinli bo‘ladi.

11-teorema (Kantor tecremasi). Agar f(x) funksiya [a;5] kesmada
uziuksiz bo‘lsa, u holda u {a;b] kesmada tekis uzluksiz bo‘ladi.
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4.5.5. Mashglar
1. Funksiyaning uzluksizligi ta’rifidan foydalanib, berilgan funksiyalarning
Vx, € R da uzluksiz ekanini isbotlang:
1} f(x)=3x*-7; 2) f(x)=x"+7x-6.

2. Uzluksiz funksiyalarning xossalaridan foydalanib, berilgan
funksiyalaniing (—oc;+w) intervalda uzluksiz ekanini isbotlang:

1) f(x)=cos3x—e™"; 2) f(x):if;—:§+sinlx+ ey
5 -

3. Berilgan funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring va grafigini chizing:

) fx)==n 2) fixy=t+ 20
jx} x+1
. x% x%2 3x-1, x<0
3) f(x)={ 3, 52 D f= ﬁ 20
N . 3
5) flx)=27: 6) )'(X)=W
{ I, x<-3, [ X x<2,
7} f(x);jw , —3<x<3, 8) f(x_)zj 4, 2<x<§,
E x=3, x>3; g—x+7, x25
L3l o _lsinx]
N5 19 /) (x=Dsinx

4. a ning qanday giymatiarida berilgan funksiyalar uztuksiz bo‘ladi?

fx2+3x-10

L AL { 3%, xz0,
)= x—2 %% 2) flx)=1 ’
l @t -y, X272 {acosx+2, x<0.
5. f(x)funksiyaning x, nuqtadagi uzulish turini aniqlang:
4 -9
1) /= )—BH x, =3 2) F) =22, xy=-3,
x+3
3 f(x)':arctg-j— X Y 4) f(x)————m-- x, =3.
: 2x-1""" 27 e

6. Murakkab funksiyani uzluksizlikka tekshiring:

e 2 x+2, x<0, , .
0 f(2)=— ,z:{ i 2) f(2)=22" -3, z=1gx.

2241 -Lx—2,x20,
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7. Jy=o—r]

funksiyani {a; 5] kesmada uzluksizlikka tekshiring:

(x+3)(x—4)
1) [a:b={-41]; 2) {@bi=[-23].
8. r(x) funksiyani [0.2],[-3;1}.[4;5) kesmalarda uzluksizlikka tekshiring:
L =mi=?
1} f(x)ﬁ;z—;i;’gq 2) j(x)—inx+5_

9. Tenglamalar berilgan kesmada kamida bitta ildizga ega bo*lishini
ko‘rsating:

1) 23 =512 +3x42=0, [-11}; 2) sinx—x+1=0, [1;2].
10. Limitlarni toping:
a1 _ (Q+xm-1

1 !:'51; . (a>0,a+0), 2) l}_m’a——x#».
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BIR O‘ZGARUVCHI
FUNKSIYASINING
DIFFERENSIAL HISOBI

Differensial hisob — bu matematik
analizning hosila va differensial
tushunchalari hamda ularning funksiyalarni
tekshirishga tatbiqi masalalari o‘rganiladigan
bo‘limidir. Differensial  hisobning
! rivojlanishi integral hisobning rivojlanishi
» Funksiyalarni hosilalar bilan uzviy bog‘liq. Ular birgalikda
yordamida tekshirish - tabjatshunoslik va texnika uchun muhim
ahamiyatga ega  bo‘lgan  matematik
analizning asosini tashkil qiladi.

Differensial hiscbning matematik fan
sifatida yuzaga chiqishini, odatda, ZNyuton
va G.Leybnis (XVIl asming ikkinchi
yarmida) nomlari bilan bog‘lashadi. Ular
differensia! hisobning asosiy qoidalarini
mustaqil ravishda ishlab chigishgan.

‘asosiy ieoremalari

5.1. FUNKSIYANING
HOSILASI VA DIFFERENSIALI

5.1.1. Hosila tushunchasiga olib

chiklarge  asosimigan . keluvchi masalalar

differemsicd. viv vgral

hivobuni yafoige, ko= o . .
 inutoriton fon sifatida Egri chizigqa o ‘tkazilgan urinma

Geasiagan, mmmm

Avval egri chizigga  o‘tkazilgan
6 va I sonlarl bilan - urinmaning umumiy ta'rifini  beramiz.
iRkifik sunog sistemast  \yslgksiz [ egri chizigda M va M,
4 m,n-zrmgan . . '
: nugtalami olamiz (1-shakl).
M va M, nugqtalar orqali o‘tuvchi M,
to‘gri chiziqga kesuvchi deyiladi.
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M nuqta I egri chiziq bo‘ylab siljib, A/ nugtaga yaginlashsin. U
holda MM, kesuvchi M nuqgta atrofida buriladi va qandaydir M7 limit
holatiga intiladi.

Berilgan L egri chizigqa berilgan M nugtada o ‘tkazilgan urinma
deb, MM, kesuvchining M, nuqta / egri chiziq bo‘ylab siljib, A
nuqtaga yaqinlashgandagi M7 limit holatiga (agar maviud bo‘lsa)
aytiladi.

1-shakl. 'L 2-shakl.

Endi M(x;y) nuqgtada vertikal bo‘lmagan urinmaga ega bo‘lgan
y= f(x) uzluksiz funksiya grafigini qaraymiz va uning k =1ga burchak
koeffitsiyentini topamiz, bu yerda o —urinmaning Ox o‘q bilan tashkil
qilgan burchagi. Buning uchun M nugta va grafikning x + Ax abssissali
M, nuqtasi orqali kesuvchi o‘tkazamiz (2-shakl). Kesuvchining Ox o'
bilan tashkil gilgan burchagini ¢ bilan belgilaymiz.

2-shakldan topamiz:

MN _ Ay fx+An)-f(x)

p=——

MN Ax Ax
Ax—0 da fonksiyaning uzluksizligiga asosan, Ay ham

nolga
intiladi. Shu sababli Ax—>0 da M, nuqta egri chiziq bo‘ylab siljib, M

nuqtaga yaqinlashadi. Bunda MM, kesuvchi M nugta atrofida buriladi
va MT urinmaga yaginlashib boradi, ya’ni ¢ -—a. Bundan limp=a

yoki limtgo =1ga.
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