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KIRISH

Munlakatimizda sog'lom va barkamol avlodni tarbiyalash,
yoshlarning oz ijodiy va intellektual salohiyatini oshirish, mam-
Inkatimiz yoshlarini XXI asr talablariga to'liq javob beradigan
har tomonlama rivojlangan shaxslar ctib voyaga yetkazish uchun,
sarur shart-sharoitlar va imkonivatlar yaratilmogda. "Kadrlar
tayyorlash Millly dasturi" va "Ta’lim to'g'risida” gi qgonunda bel-
gilnngan keng ko'lamli aniq yo'naltirilgan chora-tadbirlarni amal-
ga oshirish keng yo‘lga qo‘yilgan. Shuningdek, ta’lim hamda ish-
lab chiqarish muassasalari bilan o‘zaro amaliy hamjihatlikni mus-
tahkamlash, ularning yaqin samarali hamkorligini ta’minlash mu-
him vazifalardan hisoblanadi.

Respublika matematika fani qudratli intellcktual salohiyatni
yaratgan. U hayotimizning ko’pgina sohalarida amalda qo‘llanil-
moqgda. Vatanimizning milliy davlatchiligi va igtisodiy mustaqil-
ligini musgtahkamlash uchun asos bo‘lib xizmat gilmoqda.

Tabily zaxiralar chegaralanganligi tufayli korxonalar hamda
umuman davlat faolivatining muvaffagiyatlari hozir ko‘p jihatdan
fan-texnika taraqqiyoti yutuqlari, chuqur ilm talab giladigan tex-
nologiyalar qanchalik keng joriy etilganligi, kadrlarning kasb tay-
yorgarligi darajasi bilan belgilanadi.

Mamlakatni jadal rivojlantirish borasidagi dasturiy vazifalarni
amalga oshirishda fanni va ilmiy infrastrukturani rivojlantirish
g‘oyal muhim ahamiyatga ega.
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birlashmalar, tarmoglar (sohalar), biror davintning igtisodiyoti

hamda global tizimlar (makrotizimlar) kirndi. Jarayoular tadqi-
qoti fani boshqaruv tizimlaridagi muammolarni yechishning kom-

pleks ilmiy usullarini yaratish va Latbiq gilish bilan shug‘ullana-
di. U ilmiy yo‘nalish sifatida XX asrning 40-yillaridan boshlab
shakllana boshladi.

Keyinchalik, jarayonlar tadqiqotining tamoyillari va usullari
moliyaviy-ishlab chigarish sohalariga tegishli bo‘lgan masalalarni
yechishga ham tatbig gilina boshlandi. Shu sababli jarayonlar
tadqiqoti kursi bo‘yicha yetuk xodimlarni tayyorlashga ehtiyoj
tug‘ildi.

Jarayonlar tadqiqoti fanining rivojlanishiga matematik
olimlardan X.Taxa, R.Bellman, R.Cherchmen, R.Dansig,
G.Ouen, T.Saati, G.Vagner (AQSH), A.Kofman (Fransiya),
L. V. Kantorovich, B. V. Gnedenko, N. P. Buslenko, L. S. Pontrya-
gin (Rossiya), S.H.Sirojiddinov, N.Yu.Satimov, T.A. Azlarov
(O'zbekiston)lar ulkan hissa qo‘shganlar.

Jarayonlar tadqgiqoti fani boshqgaruv tashkiliy tizimlarining
yanada samarali faoliyat ko‘rsatishi uchun, usullar yaratish va
ularni tatbiq gilish bilan shug‘ullanadi. Bu fanning predmeti
bir-biri bilan bog'lig bo‘lgan bir nechta bo‘linmalarni (ularning
magsadlari garama-qarshi bo‘lishi ham mumkin) boshqarish tizi-
madar.

Jamiyat taraqqiyotining harcha bosqichlarida xo‘jalik yuritish-
ni mukammal tuzilgan reja asosida olib borishga harakat gilinadi.
Bu, aynigsa, bozor mmosabatlari tiklanayotgan hozirgi sharoit-
da muhim ahamiyat kash otadi. Samarali iqtisodiy rivojlanish
yo'nalishini aniglash uchun, jarayonlarning migdoriy modellash-
tirish usullarini o‘zlashtirish zarur. Bu narsa, milliy iqtisodiyot
doirasida yaqin kelajak hamda strategik rcjalarni ishlab chigish-
da, yirik va uzoq muddatli tadbirlarni hisobgs olishda, iqti-
sodiy rivojlanishning turli variantlarini aniglashda zarur bo‘ladi.
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Shuningdek, hududiy rivojlanishning dasturini yaratish, ishlan-
malur va tadgiqotlarni muvofiglashtirilgan rejalar bilan ta’min-
Insh, magsadli dasturiy rejalashtirishda ayrim komplcks ishlarni
bnjnrish uchun, imkonivatlarni tagsimlash, tashqi bozor muhi-
Li sharoitida korxonaning ogilona faoliyat ko‘rsatishini amalga
onhirish. Ko'p hollarda, tashkiliy masalalarni tadqiq ctish uchun,
oxirgl paytda tez sur'atlarda samarali rivojlanib borayotgan tat-
biqiy matematikaning yo‘nalishi hisoblangan jarayonlar tadgiqoti
fani xizmat gilishi mumkin.

Ushibu darslik, jarayonlar tadgiqoti fanining vositalari yorda-
mida iqtisodiyot, jamivat, fan-texnika, tabiat keltirib chiqarayot-
pan muaminolarning matematik modellarini tuzish va ular yorda-
mida mukammal yechimni aniglab berishning nazariy va amaliy
hifimlarini berishga bag‘ishlangan. Bunga, birinchi navbatda ma-
tematik dasturlash, tarmoq nazariyasi, zaxirani boshqarish ma-
salasi, o'yinlar, ommaviy xizmat ko‘rsatish, optimal boshqaruy
nazariyalari va boshqa fanlar yutuglaridan foydalanish orqali cri-
shiladi.

Jarayonlar tadgigoti talabalarga, bu fanning matematik ko'r-
satkichlari haqida to‘la tasavvur berishi hamda aniq misollar
orqali jarayonlar tadgigotining usullart go‘llaniladigan sohalarni
ko‘rsatib bergan bo‘lishi kerak. Agar talaba o'z faolivatini yechim
qabul qilish sohasiga qaratgan bo‘lsa, bu ma’lumotlarni o'zlash-
tirish talabada, odatda, yetishmagan ishonchni hosil qiladi. Tala-
ba jarayonlar tadqigoti fanining matematik asosi bilimini chuqur
egallagandan so‘ng, bu sohada crishilgan yutuglarni ozlashtirish
va haqiqly muammolarni amaliy tadqiq etish bilan, bu sohada
o'zining tayyorgarlik darajasini oshirishi mumkin.
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I BOB
CHIZIQLI VA BUTUN SONLI DASTURLASH

Chizigli dasturlashning masalasi o‘zgaruvchilari chizigli teng-
sizliklarni ganoatlantiruvchi chizigli funksiyaning minimumini
(yoki maksimumini) topish, ya'ni:

n
Za,;ja:j Z b,, g = 172, e (UJ.)
71
z; 20, j=12,...,n <n (0.2)

shartlar o‘rinli bo‘lganda

z= Zc_,-x] (0.3)
i

funksiyaning ckstremumini topishdan iborat, bu yerda z; —
o‘zgaruvchilar, a;;, b;, ¢; - berilgan o'zgarmas sonlar. Bunda
(0.3) — magsad funksiya, (0.1) va (0.2) lar chegaralar deb ata-
ladi. (0.1) va (0.2) chegaralar chizigli bo‘lganligi sababli, ular or-
qali aniglangan soha R" da gavariq ko‘p yoglidan iborat ho'ladi.
Ma'lumki, agar soha chegaralangan bo‘lsa (0.3)-chizighi funksiyva
ckstremumga ushbu ko'p yoglining chetlarida (uchlarida) erisha-
di. Funksiya ckstremumini aniglashning asosiy usuli hisoblan-
gan differensial hisobni bu yerda qo‘llab bo‘lmaydi. Shu sababli
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chizigli dasturlash masalalarini yechish uchun, boshga usullar
ynralishga chitiyoj tug'ilgan. Bunday usullar bilan quyida tani-
shiniz.

(uyidagi ta’kidlarni keltirib o‘tamiz.

I. Funksiyaning minimumini topish masalasi, uning teskari
ishornsi bilan maksimumini topish masalasiga ekvivalent va ak-
Nin('hu

2. (0.1)-ko'rinishdagi tengsizliklarni kuchsiz o ‘zgaruvchilar deb
ul.n.luvv.ln T 2 0 lar yordamida tenglik holatga keltirish mum-
kin:

1)
ye . —— i — 3
E Qij; — Ly = by, 1=1,2,...,m,
I
xuddi shunga o'xshash

n
E a’ijxj S bi; ¢ = 11 2) -y M,
j=1
ko‘rinishdagi tengsizliklarni ham kuchsiz €,,; > 0 o'zgaruvchilar
yordammida tenglik holatga keltirish mumbkin:

n
§ :az'jfﬂ;f + & =b;, 1=12,...,m

i1

3. Agarz; 0 7g,aruvchl,g_,a manhymabhk sharti beriimagan bo‘l-

sa, url 1kk1‘ra manfiymas .L 1 '>00 ‘zgaruvchilarning ayrimasi:
Tj = a:; — xj bilan alIndbhtlrlbh mumkin.

Chizigli dasturlashga keltirish mumkin bo‘lgan quyidagi ma-
salalarnt ko'rib chigamiz.

1-masala. Parhez taom haqgidagi masala. Tarkibida ma’lum
miqdorda (masalan, n ta) to‘yimli masalliglar (vitaminlar, ogsil,
kraxmal va boshqalar) belgilangan miqdordan kam bo‘linagan
parhez taom tayyorlash lozim bo‘lsin. Masalliqlar xarid qilinishi
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kerak bo‘lgan ma’lum sonda (masalan, m ta) xomashyolar tar-
kibida turli nisbatda uchraydi. Xomashyolardan qanday hajm-
da xarid qilish kerakki, natijada so‘ralgan taom tayyorlansin va
uning tannarxi cng arzon giymatda bo‘lsin.

Bu masalaning matcmatik modelini tuzish uchun, quyidagi
belgilashlarni kiritamiz: z; — xarid qilinishi lozim bo‘lgan j —
xomashyoning miqdori, b; — taom tayyorlashda talab etilayotgan
i — masalligning quyi miqdori, a;;— % — xomashyoning birlik haj-
mida j — to'yimli moddaning miqdori, ¢; — j — xomashyoning
birlik hajmi narxi.

Masalaning shartiga ko‘ra,

T
> ayr > by, i=1,2,..m (0.4)
3=
tengsizliklar o'rinli bo‘lishi kerak. Mahsulot fagat xarid qilinadi,
shu sababli
"Ej Z 01 .7 = 1)27 R L (05)

shartlar o‘rinli bo‘lganda, umumiy xarajatni ifodalovchi:

n
z= Z(:j:r:j (0.6)
7=1

funksivaning minimal qiymatini aniqlash kerak bo‘ladi.

Shunday gilib, quyidagi chizigli dasturlash masalasiga kelamiz:
(0.4) va {0.5) tengsizliklarni ganoatlantiruvchi va (0.6)-chizigli
funksiyaga minimal qiymat beruvehi zy, o, ..., 2, o‘zgaruvehi-
larning giymatlari topilsin.

2-masala. Yarim fabrikat mahsulotlarini ishlab chigaruvchi
firmadan l-mahsulotdan &; birlik, 2-mahsulotdan by birlik va
hokazo m-mahsulotdan b, birlik hajmda ishlab chigarish talab
etiladi. Ushbu mahsulotlar n ta turli xomashyolarni qayta ish-
lash orgali hosil gilinadi. Bunda j — xomashyoning birlik mig-
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doridan a;; qismi ¢ — yarim fabrikat mahsulot ishlab chiqarish-
ga sarflanadi. 3 — xomashyoning birlik miqdori narxi ¢; so‘mdan
iborat bo'lsin. Xomashyolardan qanday hajmda sotib olingan-
da umumiy ketgan xarajat eng kam bo‘lib, mahsulotlar hajmiga
bo‘lgan talab to'la ta’minlanadi?

Ushbu masalaning matematik modelini tuzish uchun, quyida-
gi belgilashni kiritamiz: z; — sotib olinishi rejalashtirilgan j —
xomashyoning hajmini bildirsin. U holda umumiy xarajat:

j=1

funksiya orqali ifodalanadi. Masala shartiga asosan
n
Z u’*?‘r] = bi? E = 11 21 e (0.8)
=l

tengliklar o'rinli bo‘lishi lozim, shu bilan birga
2;,>0,5=12..,n (0.9)

tengsizliklar bajarilishi kerak.

Shunday qilib chizigli dasturlash masalasiga kelamiz. Ya'ni,
(0.8) va (0.9) shartlar ostida (0.7) — z funksiyaning minimumini
toping.

1-3 tasdiglardan foydalanib, (0.1)—(0.3)-masalani quyidagi
ko‘rinishga keltirish mumkin:

Za,,.LJ-!- Z a2 — ) —wnpi = b, i =1,2, . ,m (0.10)
F=n1+1
JZO).j:l:Qr n1)$k>0’v>0
(0.11)
k=nm+1m+2,...n 2,520 i=1,2,...,m

shartlar o‘rinli bo‘lganda



Z—er.rj—f- Z ¢y — = (0.12)

J=n;+1

funksiyaning ckstremum giymati topilsin.
— - .ot 1
1-teorema. Agar & = (1, %2, -+ Tny, Ty 11, Ty gy 05 Ty 415
T y9s s Ty Tntds o Tngm) (0.10)—(0.12) masalaning yechi-
. : . _ ] ’ 1"
mi bollsa, u holda z = (z1,79,... %0, % 1 — Tnp,

g = I o,z — 2 (0.1)—(0.3) masalaning yechimi

xn£+2 n+2: n

bo‘ladi.

Demak, umumiylikka zarar keltirmagan holda (0.10)—(0.12)
masala ko‘rilyapti deb olishimiz mumkin ckan.

(0.1), (0.2) yoki (0.8), (0.9) shartlarni qanoatlantiruvchi ixtiyo-
iy * = {x1, Zg, ..., Zn) vektor reja deb ataladi.

(0.1), (0.2) yoki (0.8),(0.9) shartlar ostida (0.7) magsad
funksiyaga minimal giymat beruvchi rejani topish, masalani
yechish, mos reja optimal reja deb ataladi.

Shu yerdan boshlab (0.10)—(0.12) masala o'rniga kompakt ko'~
rinishda yozilgan (0.7)—(0.9) masalani qaraymiz.

(0.8)-ko'rinishdagi tenglamalar sistcmasining yechimini izlash
davomida quyidagi holatlarga duch kelish mumkin. Agar (0.8)-
tenglamalar sistemasi kamida bitta yechimga cga bo'lsa, u bir-
galikda deb ataladi. Agar (0.8)-tenglamalar sistemasining biror
tenglamasini boshqalari orgali chizigli ifodalash mumkin bo‘lsa,
u bog lig deb ataladi. Agar A = (a;;) jadvalning rangi r bo‘lib,
[A,b] jadvalning rangi 7 dan katta bo‘lsa (0.8)-tenglamalar sis-
tcmasi birgalikda emas deyiladi. Agar (0.8)-tenglamalar sistemasi
birgalikda va bogligsiz bo‘lsa, u holda uning rangi m{m < n)
ga teng bo‘ladi. Agar m > n bo'lib, (0.8)-tenglamalar sistemasi
bog'ligsiz bo'lsa, u holda uning yechimi yo'q.

Bundan keyin biz (0.8)-tenglamalar sistemasini birgalikda va
bog‘ligsiz deb faraz qilamiz.

n

10



1-ta’rif. (0.7)—(0.9) masala rejasining musbat komponenta-
lariga mos kelgan A jadvalning ustun vektorlari e chizigli erkli
ho'lishsa, u tayanch reja deb ataladi.

2-ta’rif. A jadvalning z,, > 0 larga mos kelgan a,; vektor
nstunlarini o'z ichiga olgan erkli a4, 7 = 1,2,...,m vektorlar
sistemasi tayanch rejaning bazisi deb ataladi.

3-ta'rif. Bazisga mos kelgan barcha komponentalari musbat
ho‘lgan tayanch reja zosmas reja deb ataladi.

4-ta’rif. Barcha tayanch rejalari xosmas bo‘lgan masala wos-
mas maosala deb ataladi.

A = [A;, Aj/] bo'lsin, bu yorda A; — xosmas m X m o'lchamli
kvadratik jadval, A;; — esa m x {(n — m) o‘lchamli jadval. z =
[, 214] bo'lsin, bu yerda z; —m komponentali vektor, zy —n—
e komponentali vektor. U holda (0.8)-tenglamalar sisternasida.
xy; = 0 deb olish bilan x; = A;'b, b = (by, by, ..., b,,) ni hosil
ilamiz. Agar z; > 0 bo'lsa, = [z, z7;] — reja tayanch bo'ladi.
ry vektorning komponentalari bazis o zgaruvchilar, xyy vektorniki
nobuzis o ‘zgaruvchilar deb ataladi.

Agar chizigli dasturlash masalasida o‘zgaruvchilarning noman-
fivlik shartidan tashqari boshqa shartlari tengsizlik ko‘rinishda
berilgan bo'lsa, bunday masala chizigli dasturlashning standart
shakldagi masalest deb ataladi.

Agar chizigli dasturlash masalasida o‘zgaruvchilarning noman-
fiylik shartidan tashqari boshqa shartlari tenglik ko'rinishda be-
riljgan bo'lsa, bunday masala chizigli dasturlashning kanonik
shakldagi masalasi deb ataladi.

Ammo biz bilamizki, standart shakldagi masalani har vaqt ka-
nouik shaklga keltirish mumkin.

Agar kanonik shakldagi masalada optimal yechim mavjud bo’l-
sa, albatta, optimal tayanch rcja ham mavjuddir. Shu sababli op-
timal yechimni aniglash uchun, barcha tayanch rejalarni topish
yetarli bo‘ladi. Bu esa o'z navbatida, deyarli (,':l) ta tenglamalar
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sistemasini yechib chigishga olib keladi. Tushunarliki, hatto kat-
ta bo'lmagan n lar uchun, bularni aniqlash amaliy jihatdan gi-
yinchilik tug‘diradi.

Butun sonli chizigli dasturlash (BSCHD) diskret dasturlash-
ning chuqur o‘rganilgan bo‘limi hisoblanadi. BSCHD masalala-
rini yechishning bir necha usullari mavjud bo‘lib, ular masalani
yechishga yondashishi bilan asosan uchta guruhga bo'linadi. Bi-
rinchi guruhdag) usullar kesuwchi lekisliklar usuli deyiladi. Bun-
day nom bilan atalishiga sabab, avval masala butunlilik shar-
tisiz biror usul bilan yechiladi, agar reja butunlilik shartini
qanoatlantirsa, berilgan masala yechilgan bo'ladi. Aks holda
esa shunday yangi chegara qo‘shiladiki, natijada masala rejalar
to‘plamining bir qismi chetda qolib ketadi. Bunda yangi chega-
ra boshlang‘ich masalaning birorta ham rejasini yo‘qotmaydi va
qo‘shimcha chegaraga mos kelgan gipertekislik berilgan masala
rjalari to‘plamining kamida bitta butun koordinatali rejasidan
o‘tadi. Bu yangi sohada masala butunlilik shartsiz yechiladi. Agar
reja butunlilik shartini qanoatlantirsa, berilgan boshlang‘ich ma-
sala yechilgan bo‘ladi, aks holda yangi chegara qo‘shilib jarayon
qaytariladi.

Jarayonning chekliligini ta’minlash uchun, ayrim hollarda qo‘-
shimcha chegaralar ham qo‘shilishi mumkin. Ta’kidlash lozimki,
butunlilik shartisiz topilgan optimal rejani butungacha yaxlitlash
bilan berilgan masalaning rejasini, umuman olganda, hosil qilib
bo‘lmaydi. Bu guruhga tegishli bo‘lgan, R. Gomori, R.D. Yung
tomonlaridan yaratilgan uchta usul: siklik, to‘la butun sonli va
to‘g'ri usullarni ko‘rib chiqamiz.

Ikkinchi guruh usullari asosan ketina-ket ko‘rib chiqish g'oyasi-
ga asoslangan bo‘lib, bunda ko‘rib chigish soni chegaralanganligi
va masala kombinator xarakterga egaligi muhim rol o‘ynaydi.
Bunday usullardan cng ko‘p ishlatiladigani tarmoqglar va chega-
ralar usulidir. Bu usul 1960-yilda Lend va Doyglar tomonidan
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"sayyor savdogor" masalasini yechish uchun, topilgan bo'lib, key-
inchalik diskret dasturlash masalasini yechishga moslashtirilgan.
BSCHD masalalarini yechishda ishlatiladigan ko‘pgina usullar-
ning asosiy g'oyasi berilgan masalani chizigli dasturlash masalasi-
ga keltirish va rejalar to‘plamini toraytirib borish hisobiga bosh-
lang‘ich masalani yechishga asoslangan. Bunda, albatta, chiziqli
dasturlash masalasining rejalar to‘plami boshlang‘ich masala re-
Jalar to‘plamiga qaraganda kengroq bo‘ladi. BSCHD masalalarini
yechishda ko‘p hollarda chizigli dasturlash usullariga murojaat
gilishga to'g'ri keladi. Aynigsa, bu l-guruh usullariga bevosita
taallugli bo‘lib, bu guruh usullarining asosida chizigli dasturlash-
ning simpleks va ikkilanma simpleks usullari yotadi.

Xalq xofjaligining ko'p muammoli masalalarini transport
masalasiga keltirish orqali hal etish mumkin. Bu esa qo‘yilgan
masalani matematik, qolaversa igtisodiy tomondan to'la yechish-
ua imkon beradi, ya'ni optimal reja va undan keladigan sama-
radorlik ko‘rsatib beriladi. Transport masalasi, uinuman olganda.
chizigli dasturlash masalasi bo‘lib, uning ayrim xususiyatlari
hisobga olingan holda, uni yechish uchun, maxsus qulay usullar
topilgan. Potensiallar usuli, differensiallangan renta usuli, delta
usuli va boshqalar shular jumlasidandir. Albatta, barcha usullar-
da ham boshlang‘ich rcjani tanlab olish muhim hisoblanadi,
chunki agar u optimal rejaga yaginroq qilib olinadigan bo‘lsa,
keyingi hisoblash amallari kamroq bajariladi. Shuning uchun,
hoshlang‘ich rejani aniglash ham alohida masala deb garalishi
mumkin. Bu masalani yechish uchun, bir nechta usullar taklif
ctilgan, bular: shimoliy-g‘arb burchak usuli, minimal baholi usul,
ikki hissa afzalroq usul va boshgalar.

1-§. Jarayonlar tadqiqoti. Asosiy masala va bosqichlar

Berilgan masalani yechish davomida kelib chigadigan muam-
molarning yechimlarini aniglash davomida matematik model-
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lar va usullardan samarali foydalanish holati boshqaruv qaror-
larini tashkil ctishda ilmiy yondashishning haqgoniy ekanligini
ko'rsatadi.

Yaratilgan matematik model yordamida olingan yechimni
boshlanishdan, to amalga oshirishgacha bo‘lgan bosqichlarni mu-
vaffaqgiyatli bosib o‘tish ko'p hollarda tadgigotchilarning bili-
mi, ijjodiy qobiliyati va sczgirliklari bilan aniglanadi. Bulardan
kelib chiggan holda, jarayonlar tadqigoti fani tartibli boshqga-
rish masalalarini yechish vositasi bo‘lishi bilan birga, uni ham
fan, ham san’at deyish mumkin bo‘ladi. Shu bilan birga mate-
matik modelni qurish, uning adekvatligini ta’minlash va uning
yordamida olingan natijalardan foydalanish uchun, ma’lumotlar
yigish davomida keladigan muvaffaqgiyat, albatta, tadqiqotchi-
larning kerakli ma’lumot olish manbalari hamda qgabul gilingan
yechimni tatbiq etishning mas’ul xodimlari bilan ishonchli mu-
nosabat o‘rnatish qobiliyatiga bevosita bog‘ligdir.

Ta’kidlash lozimki, tuzilmaning biror masalasini yechish
uchun, shakllantirilgan ilmiy guruh formal matematik apparat-
lardan foydalanishni bilishi va hagiqiy holatni cvristik tadqiq qi-
lish qobiliyatiga cga bo‘lishi lozim. Butun uyushmaga ma’qul
bo‘lgan yechim optimal (mukammal) deb ataladi. Jarayonlar
tadqiqoti fanining muhim jihatlari quyidagilardan iborat:

1. Qo'yilgan muammoga umumiy yondoshish, ya’ni yangi
go'yilgan masala xususiy bo'lishiga garamasdan, unga bog'lig
boshqa masalalar bilan birga qarash;

2. Muammoni tadqgiq qilish davomida, gator yangidan-yangi
masalalar kelib chigadiki, binobarin ularni ham yo‘l-yo‘lakay
yechib borishga to‘g'ri keladi;

3. Muammoning optimal yechimini aniglash;

4. Muammoni yechishga umumiy (har tomonlama) yonda-
shish. Buning uchun, operatsion guruh tuziladi: unda muhandis-
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Iny, matematiklar, igtisodchilar, sotsiologlar va boshqga tegishli
fun vakillari ishtirok etadi.

Xususan. uning alohida jihatlari — tadqiq etilishi lozim bo‘lgan
Jnrayonlarning matematik modellari determinik, stoxastik, chi-
2iqli, nochiziqli ko‘rinishda bo‘lishidir. Tartibli boshqarishda u
yoki bu masalalarni tadqiq qilish jarayonining magsadi turli che-
paradar bolgan holda eng to‘g'ri yechimni topishdan iboratdir.
Jnrnyonlar tadgiqoti fanida matematik modellar va masalani
yeehish usullari ustivor hisoblanadi.

T'artibli boshqarish masalalarini formallashtirishda eng
nvval:

|. Masalani yechish jarayonida amalga oshiriladigan magsad
yoki niagsadlarni aniglash;

2. Tadgiq gilinayotgan obvektning qaysi paramectrlari sonli qiy-
matlarini o‘zgartirish mumkinligini aniglashtirish zarurdir.

Magsad deganda boshqaruv paramectrini tanlash va tatbig
elish orqali olinadigan mnatija tushuniladi. Xofjalik yuritish
doirasida tovar ishlab chigaruvehi yoki xizmat ko‘rsatuvchi sub-
yektning magsadi ko'p hollarda yoki daromadni maksimum-
Inshtirish, yoki umumiy xarajatni minimumlashtirishdan iborat
ho'ladi.

Boshqaruvda yechim qabul qilishning muhim va nozik ji-
hati, bn boshgarilmaydigan parametrlarni, ya’ni boshqaruv sub-
yekti qabul qgiladigan yechim giyvmatlariga bog'liq bo'lmagan
parametrlarni aniglashtirish hisoblanadi. Masalan, yillik mah-
sulotti sotishda firma uning hajmiga va tuzilish xususiyatlariga
nisbatan qaror qabul gilish jarayonida raqgobat tufayli narx-navo
o'zgarishi mumkinligini hisobga olgan bo‘lishi kerak. Real holat-
da boshqarilmaydigan parametrlarni e’tiborga olmaslik adekvat
ho'lmagan model qurishga va demak, xato yechim gabul qilishga
olih kelishi munkin.

Jarayonlar tadgiqoti fanida asosiy diqgat-c’tibor matematik
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modelga qaratiladi. Matematik model qurish uchun, tadgiq gili-
nayotgan obyektning faoliyat-maqsadi haqida aniq tasavvurga va
boshqariluvehi paramectrlarning givmatlar sohasini aniglab be-
ruvchi chegaralar haqida ma’lumotga cga bo'lish zarur. Magsad
ham, chegaralar ham boshqariluvchi parametriarning oshkor yoki
oshkormas funksiyalari ko‘rinishda taqdim etilgan bo‘lishi kerak.
Qurilgan modelning to‘la tahlili, barcha aniglangan chegaralar
bajarilgan holda, obycktga eng yaxshi boshgaruv ta’sirini aniglab
berishi lozim.

Haqiqiy tadqiq gilinishi lozim bo‘lgan obycktning murakkabli-
gl magsad va chegaralarni analitik ko‘rinishda ifodalanishiga sal-
biy ta’sir ko‘rsatadi. Shu sababli yechilishi zarur bo‘lgan masa-
laning mos modelini adekvat qurishni ta’minlagan holda, uning
"o‘lchamini” kamaytirish nihoyatda muhimdir. Hagiqgiy holatni
tahlil qilish davomida ko'p sondagi o‘zgaruvchilar, parametrlar
va chegaralar zarurdek bo‘lib ko‘rinsa-da, aslida ularning fagat
ayrimlari muhim hisoblanadi. Shuning uchun, modelni qurish
va obyecktning soddalashtirilgan ko‘rinishini aniqlashtirish da-
vomida muhim o‘zgaruvchilarni, parametriarni va chegaralarni
aniqlashtirish hamda haqiqiy obyecktning modellashtirish abs-
traksiyasini adckvat darajada tanlamoq zarur bo‘ladi. Yechilishi
zarur bo‘lgan muammoning hagiqiy holati tahlil gilinayotgani-
da, shunga alohida e’tibor berish lozimki, korxona faoliyatining
asosiy omili, bu daromad, chunki fagat shu orqali u faoliyat
ko‘rsatadi va rivojlanadi. Ishlab chiqarish, xomashyo, moliyaviy
va investitsiya manbalarining chegaralanganlik sharoitida mak-
simal daromad olish mukammal ishlab chiqarish tizimini qurish
va tahlil qilish matematikaning usullaridan keng foydalanishni
taqozo ctadi.

Bozor islohoti transportni rivojlantirish va undan foydalanish
sohasida ham o'z talablarini kuchaytirdi. Endi transport xizma-
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tining sifati nafagat tashigan yuklari hajmi bilan, balki transport
voritalarini yuk bilan ta’'minlanganligi, yuk tashish bahosi, trans-
portda xizmat ko‘rsatishning kutish vaqgtlari bilan belgilanadi-
gan bo'ldi. Bunday omillarning paydo bo‘lishi bozor igtisodiyoti
sharoitida, nafagat an’anaviy chizigli transport masalasi, balki
transport, sohasida faoliyat ko'rsatish davomida, yuqorida aytil-
gan ko‘rsatkichlarni e’tiborga olishni ta’'minlab beruvchi, ammo
murakkabrog bo‘lgan, nochizighi modellardan ham foydalanishni
talab ctadi.

Qimmath qogozlar, kredit va investitsion manbalarni boshqga-
rish, miqdoriy tahlil gilish usullarini ko‘rib chigish shuni ko'rsa-
tndiki, iqtisodning moliyaviy sohasida jarayonlar tadgiqotining
todellart va usullari yanada kengroq joriy ctilmoqgda. Kapital
qurilishga ajratilgan mablag‘ning ishlab chiqarish samaradorlig-
ini tahlil gilishda, odatda, optimal boshqgarishning modeli va
gral ustida optimallashtirishning diskret modelidan hamda ma-
salaning ayrim boshlang'ich parametrlarini berishda anigmaslik
bo'lgan holda chizigli va nochizigli dasturlashdan foydalaniladi.

Hozirgi vagtda bunday holatlarni tahlil qilish uchun, yetarlicha
ustillar mavjud. Bu, birinchi o‘rinda, modellarning yuqgorida aytib
o'lilgan paramctrlarga nisbatan o'zgarish sezgirligini tahlil gilish
va ko'p variantli hisoblashlarni amalga oshirish.

Mabodo, tasodifiy parametrlarning tagsimot funksiyalari be-
rilgan bo‘lsa, unda tasodifiy miqdorlarning matematik kutilmasi,
dispersiyasi, korrelyatsiya koeffitsiventlan tadqiq etiladi.

Jurayonlar tadgigotining amally masalalarini yechish davomi-
dn yigtilgan tajribalar va ularni tartibga solish quyidagi tipik
masalalar sinfini qo‘yilish mohiyati bo'yicha ajratib ko‘rishni
taquzo etadiz 1) zaxirani boshqarigh, 2) zaxiralarni tagsimlash;

3) jihozlarni ta’mirlash va aImaglﬁl{MlAkQAOtmli@ﬂf%@iﬁm‘@
korsatish; ) tartiblash; 6) tarm(xﬂx roj MAShEikIdhvitISoshidatibh;

1"'

7) marshrut tanlash; 8) o‘yinlar TJ{@MB@&?Q‘):W@W&W!
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lari; 10) yechim qabul gilish nazariyasi; 11) birgalikda yechiladi-
gan aralash masalalar.

Zaxirani boshqarish masalasi. Ushbu masala jarayonlar
tadqiqoti fanida keng tarqalgan va har tomonlama o‘rganilgan
hisoblanadi. Zaxirani boshqarish masalasi quyidagi maxsuslikka
cga. Zaxira miqdorining ko‘payib borishi bilan ularni saglab tu-
rish xarajatlari ortadi, ammo yetishmaslik orgasidan kelib chi-
qadigan yo‘qotish kamayadi. Demak, zaxirani boshqarishning
masalalaridan biri, shunday zaxira hajmini aniqlash lozimki, na-
tijada saqlash va yetishmaslik orgasidan kelib chiqadigan xara-
jatlar minimum bo‘lsin.

Zaxiralarni tagsimlash. Bajarilishi lozim bo‘lgan ma’lum
sondagi ishlarning har birini to‘la-to‘kis bajarish uchun, mavjud
zaxiralar hajmi yetishmaydi. Masalaning berilish shartiga ko‘ra.
zaxiralarni tagsimnlash modeli uch guruhga bo‘linadi:

1. Ham ishlar soni, ham zaxiralar hajmi berilgan. Mavjud zaxi-
ralarni shunday tagsimlash kerakki, natijada yoki foyda maksimal
bolsin, yoki xarajat minimal bo‘lsin.

2. Fagat mavjud zaxiralar hajmi berilgan. Ishlarning qanday
tarkibi yordamida maksimal foydaga cga bo‘lish mumkin.

3. Faqat ishlar berilgan. Ishlab chigarishning xarajatini ka-
maytirish uchun, berilgan ishlarni bajarishda qanday vaxiralar
zarur ckanligi aniglansin.

Jihozlarni ta’mirlash va almashtirish. Bunday masalalar
ishlayotgan jihozlarning yemirilishi, eskirishi ogibatida vangisi-
ga almashtirish zarurligidan kelib chiqadi. U holda, bunday ji-
hozlarni yoki ta’mirlash orgali uning texnologik holatini yaxshi-
lash, yoki yangisiga almashtirish zaruriyati paydo bo‘ladi. Bunda
mumkin bo‘lgan masalalarning qo'yilishlari quyidagicha.

Ishlatilishi davomida cskirgan jihozni ta'mirlash yoki vangisi-
ga almashtirish vagtlarini shunday aniqlash kerakki, natijada
ta'mirlash bilan almashtirish xarajatlari minimal bo‘lsin.
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Shunday jihozlar bo‘lishi mumkinki, nlarning uskunalari bu-
tmlay ishdan chigib, tiklab bolmaydi. demak, bunday jihoz-
fnrnd, albatta, almashtirish zarur bo‘ladi. Bu holda masalaning
qo'yilishi quyidagicha bo‘ladi.

Jihozlami ishdan chigishini bartaraf etish uchun, oldindan
ko'riluligan tadbirlar vaqtlarini shunday aniqlash kerakki, na-
Lifmedn tadbir va tadbirlar orasida jihoz ishdan chiqishi ogibatida
Ihilnmay turish xarajatlari minimal bo'lsin.

Ommaviy xizmat ko‘rsatish masalalari. Ommaviy xizmat
ko'runtish talablar va buyurtmalarga xizmat ko‘rsatishni tahlil
va tadgiq gilish bilan shug'ullanadi. Zero, navbat kutish hodi-
wawi ishilahy chigarish amaliyotida, kundalik turmushda tez-tez
nehrab turadi. Bunga yaqgol misollar: qo’nish yoki uchib ketish
navhatini kutib turgan samolyotlar, maishiy xizimat ko‘rsatish
shoxobehalaridagi navbat kutish, avtomat telefon stansiyalaridan
nhinharlararo so‘zlashuv chagirig'ini kutish va hokazo.

Buyurtmalar va xaridorlar oqimining boshqrib bo‘lmasligi va
tasodiliy bo'lishligl sababli ham navbat kntish hodisasi kelib chi-
anadi. Apar jihozlari vetarlicha ko'p bo'lsa, albatta, navbat kutish
ro'y hermanydi, ammo bunda jihozlarning ishlamay turib qoli-
shi nntijuside qo'shimeha xarajatlar kelib chiqadi. Aksincha, ji-
hovlarning kamligi navbat kutishlar sonini oshirib yuboradi, bu-
ning natijasida kutish xarajatlari paydo bo‘ladi. Shu sababli om-
maviy xiziatl ko‘rsatishning quyidagi masalasi kelib chigadi. Xiz-
mnl ko'rsatish jihozlari sonini shunday aniqlash kerakki, natija-
din kutish va o'z vaglida xizmat ko‘rsatilimaganligi sababli kelib
chiqudipnn xarajatlar minimal bo'lsin.

Tartiblash., Xizmat gilishni kutib turgan talablarning mos
ketmn kethiging aniglash tartiblash deb ataladi. Bir voki bir nechta
Lahnbpn xizinat ko‘rsatuvchi jihozlar bo‘lsin. Barcha talabga xiz-
mal ko'rsntishini boshlash va tamomlash vagtini aniglash zarur.

Bundnn tashqgari har bir talabni bajaruvehi jihozni aniglash,
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uni ganday ketma-kectlikda ishlatish va har bir operatsiyaning
bajarishlik davomiyligini ko‘rsatigh kerak.

Bunday masalalar ko'p nomdagi mahsulotlarni ishlab chiqa-
rish jarayonida turli dastgoh va asboblar kombinatsiyasidan foy-
dalanadigan korxonalar ishining kalendar rejasini tuzishda ke-
lib chigadi. Bunday shartlarda tartiblash masalalari jadval tuzish
masalalari deb ataladi.

Tarmoqli rejalashtirish va boshqgarish. Bunda bir nechta
tadqgiqotlarlardan tashkil topgan yirik kompleks ishning tamom
bo'lishi bilan, uning elementi hisoblangan jarayonlarning bosh-
lanish vaqtlari orasidagi munosabatlar o‘rnatiladi. Bunday masa-
lalar murakkab va qimmat turuvchi loyihalarni ishlab chiqishda
dolzarbdir. Masala qat'ly qo'yilishi uchun, quyidagilar ma’lum
bo‘lishi kerak: kompleksni to‘la bajarish uchun, zarur bo‘lgan
barcha tadqiqot ishlari ro‘yxati; tadqgiqot ishlarining bajarilish
ketma-ketligi.

Har bir jarayon uchun zarur bo‘lgan zaxira hajmi bilan, uning
davomiyligi o‘rtasidagi bog‘lanish bo‘lsin.

Bu holda jarayonlar tadgiqotidan iborat bo‘lgan kompleksni
tarmoq grafi yordamida ifodalash mumkin bo‘ladi.

Bunda quyidagi masalalar kelib chigadi.

1. Ishlar komplcksining bajarilish muddati berilgan. Har bir
ishning boshlanish muddatlarini shunday aniqlash kerakki, nati-
jada quyidagi kriteriyalarning biri minimal bo‘lsin: a) ishlar kom-
pleksini bajarish uchun, ketgan umumiy xarajatlar; b) zaxiralar-
ning tekis sarf gilinmasligi natijasida kelib chigadigan o'‘rtacha
og‘ish ko‘rsatkichi; ¢) ishlar kompleksini berilgan muddatda ba-
jarilmaslik ehtimoli; d) mavjud zaxiralar hajmini zarur hajmdan
o‘rtacha og'ish ko‘rsatkichi.

2. Umumiy zaxiralar hajmi berilgan bo‘lsin. Har bir ishning
boshlanish vaqtini shunday aniqlash kerakki, natijada butun
kompleksni bajarish uchun, ketgan muddat minimal bo‘lsin.
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Marshrut tanlash. Marshrut tanlash masalasi transport va
aloga tizimlarida uchraydi. Masalan, ikki shahar orasidagi eng
qisqa masofani topish. Bunda marshrutlarga turli chegaralar
qo'yilishi mumkin. Har bir shaharda fagat bir marta bo‘lish shar-
ii bilan barcha shaharlarni eng qisqa marshrut bo‘ylab aylanib
chigish {(kommivoyajyor masalasi).

O‘yinlar nazariyasi. Tabiat va jamiyatda shunday hodi-
salar borki, unda ishtirok etayotgan tomonlarning maqgsadlari
ustma-ust tushmasdan, unga crishish uchun, turli imkoniyatlarga
cga bo'lishadi. Bunday hodisalar ziddiyatlar deb ataladi, ularni
o‘rganish o‘yinlar nazariyasining predmeti hisoblanadi.

Hodisaning davom etishi, undagi ishtirokchilarning qabul qil-
vani. yvechimlariga bog'liq, shuning uchun, har bir ishtirokchi
hoshqalarning mumkin bo‘lgan harakatlarini hisobga olgan hol-
da, o'z yechimini gabul qilishi lozim bo‘ladi. O‘yinlar naza-
riyasining masalalari, xususan, igtisodda, harbiy sohada, sot-
siologiyada, texnikada, sportda va inson faoliyatining boshqa
ko'rinishlarida namoyon bo‘ladi. O‘yinlar nazariyasi ziddiyath
holatlarda optimal harakatni aniqlashtiradi.

Markov jarayonlari. Ushbu jarayon chckli holatlardan ibo-
rat bo‘lgan stoxostik harakatlarni o‘rganadi. Bunda bir holat-
dan boshga bir holatga o‘tish ehtimolliklari berilgan bo‘lib, ular
Markov zanjirlari orgali ifodalanadi. Har bir o‘tishdan kcladigan
foyda (zarar) aniglangan bo‘ladi.

Bu jarayonning muhim xususiyatlaridan biri ham o'tish chti-
molliklarini, ham foyda (zarar)ni ifodalovchi jadvallar mos holat-
da gabul gilingan yechimga bog'liq bo‘ladi. Masalaning maqgsadi:
chekli yoki cheksiz qadamdan so‘ng kutilgan foyda (zarar)ni mak-
simum (minimum) qiluvehi strategiyani aniqlashdan iborat.

Yechim qabul qilish nazariyasi. Yechim gabul qilish na-
sariyasining o‘ziga xos masalalari bo‘lib, ular quyidagilar:
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1) Ko‘p magsadli bo‘lishlik. Murakkab masalalarni vechish
davomida turli ko‘rinishdagi bir nechta magsadlarga crishish-
ga harakat qilinadi. Odatda, bu magsadlar ziddiyatli holatda
bo‘lishadi.

2) Vagt omilining ta’siri. Masala yechimining barcha muhim
ta’siri keyinchalik namoyon bo‘ladi. Masalan, yangi tovar ishlab
chiqarish jarayonida bir necha yil davomida katta xarajat bilan
tavakkaliga ish yuritishga to‘g'ri kelishi mumkin.

3) Tushunchalarni formallashtirishning iloji yo ‘qligi. Masalan,
yaxshi niyat, obro‘, his-hayajon, hazil, intilish, siyosiy harakatlar
va hokazo.

4} Anigmaslik. Ko'p hollarda gabul qilingan yechimning oqi-
bati oldindan ma’lum bo‘lmaydi.

5) Yechim gabul qilishning dinamik ko‘rinishga ega bo‘lishligi.
Berilgan masalani oxiriga yetkazish uchun, yechimlar ketma-
ketligini bajarish kerak bo‘ladi.

6) Jamoa bo‘lib yechim qabul gilish. Ko'p hollarda yechim qa-
bul gilish ma’suliyati bir shaxs tomonida cmas, balki jamoaga
yuklanishi mumkin.

Birgalikda yechiladigan aralash masalalar. Bir xil tur
modelli masalalarni bir vagtning o'zida yechishga to'g'ri keladi.
Masalan, ishlab chiqarishni rejalashtirish va boshqarishda quyi-
dagi masalalarni yechish talab ctiladi:

1) har bir mahsulotlar turidan gancha migdorda ishlab chi-
qarish va ulardan tuzilgan har bir to‘daning hajmi aniglansin
(ishlab chigarishni rejalashtirish masalasi);

2) ishlab chiqarishning optimal rejasi aniglangandan so‘ng, ish-
lab chiqarish buyurtmalarini jihozlar bo‘yicha tagsimlashni amal-
ga oshirish (tagsimlash masalasi);

3) ishlab chigarish buyurtmalarini qanday ketma-ketlikda va
gachon bajarish lozim?(Kalendar rejalashtirish masalasi).

Bu masalalarni bir-biridan ajratgan holda yechish mumkin
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cimas. Shuning uchun, avval, ishlab chigarishning optimal yechi-
mini topish. Keyin bu optimal yechimdan foydalangan holda, ji-
hozlarni optimal tagsimlash. Oxirida bu taqgsimlash asosida, ish-
tarning optimal bajarish grafigi aniqlanadi.

Ammo bunday ko‘rinishda masalalar ketma-ketligini baja-
rish hamma vaqt ham masalaning optimal yechimini bermaydi.
Shu sababli gidirilayotgan yechimga yetarlicha yaqin yechimni
aniglab beruvchi ketma-ket yaginlashish usuli ishlatiladi.

Jarayonlar tadqiqotining asosiy bosqichlari

Tekshirilishi lozim bo‘lgan muammoga (loyihaga) jarayonlar
tadgigotini qo‘llash davomida quyidagi bosgichlar ketma-ketligi
bajariladi:

1. Tekshirish maggsadini aniglash (maqgsad funksiya);

. Muammoni tavsiflash;
. Muammoning bajarish rcjasini tuzish;
. Modelni qurish;

Ut W

. Hisoblash usulini ishlab chigish;
. Dasturlarning texnik jihatlarini ishlab chigish. dastur tuzish
va ularni sozlash;

7. Ma’lumotlar to'plash;

8. Modelning adckvatligini tckshirish;

9. Olingan natijalarni amaliyotga tatbiq etish.

jo]

1. Tekshirish maqgsadini aniglash

Ko‘rilayotgan loyiha tadqiqoti tugallangandan so‘ng, uning
natijasini aniglab beruvchi magsad tavsiflab berilgan bo'lishi ke-
rak. Bu tavsif bir tomondan juda ham "tor", ikkinchi tomon-
dan juda ham "keng" bo‘lmasligi shart, chunki bunda yechilishi
inurakkab bo‘lgan muammolarga duch kelib golish mumkin. Shu
sababli ham, olinadigan magsad "o‘rtacha" bo‘lib, u haqiqgiy, rcal
holatni. iloji boricha, to‘la aks cttirgan bo'lishi kerak.

[shlab chiqarish yoki tijorat sohasida, magsad, olinadigan foy-
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dani maksimum qilish bo‘lsa, tijorat bo‘lmagan sohalarda xizmat
ko‘rsatish sifatini oshirish vazifasi yotadi.

Lekin qaralayotgan masalalarni tijorat va tijorat bo‘lmagan
sohalarga bo‘lib qarash har vagt ham to‘g‘ri bo‘lavermaydi. Ular
bir-biriga bog'langan bo‘lishi mumkin.

1-masala. Xizmat ko'rsatish sohasida keladigan foyda migdori
ko‘rsatilgan xizmat sifati bilan aniglanadi, u esa tabiiy, xarajatga
bog'liq boladi. Yoki sogligui saqlash sohasini olsak, u yerda ham
sifatli xizmat ko‘rsatish xarajatni talab ctadi.

Shu bilan birga ko‘rilayotgan muammoda bir gancha bo‘lin-
malar bo‘lib, ularning maqgsadlari turlicha bo‘lishi mumkin. Bun-
day holda muammoning umumiy magsadi ayrim bo‘linmalarning
manfaati hisobga olingan holda tuzilishi lozim.

2-masala. [shlab chigarishda mahsulot ishlab chigarish va so-
tish bo‘limlarining magsadlari umumiy daromadni maksimum qi-
lish, lekin ularni ayrim-ayrim olib qaralsa, magsadlari farq giladi,
hatto qandaydir ma’'noda qarama-qarshidir.

Sotish bo‘limi xaridor talabini o'z vaqtida gondirish magsadida
ko'proq zaxira mahsulotga cga bo'lishga harakat giladi; ishlab
chigarish bo'limi esa zaxira mahsulotni saqlash uchun, jov talab
etilishi va bunga xarajat bo‘lishligi sababli, ortigcha mahsulot
ishlab chiqarishga harakat gilmaydi. Bunday hollarda, umumiy
maqgsadga erishish ma'nosida, kelishuvga erishiladi.

Demak, tadqgiq qilinishi lozim bo‘lgan muammoda magsadni
aniglash ko‘p parametrlarga (omillarga) bog'lig bo‘lib, bu bog'la-
nishlar, albatta, hisobga olingan bo‘lishi kerak. Chunki, aks hol-
da, muammo to‘la hal etilmagan bo‘ladi, bu ecsa oz navbatida
ilmiy yondashuvga ishonchni yo‘gotadi.

2. Muammoni tavsiflash

Loyihaning bajarish rejasi tuzilishi bilan uning bosqichlari
vaqt ma'nosida tartibga solinadi. Bu esa ishning bir marom-
da olib borilishini, demak, lovihaning o‘z vaqtida yakunlanishini

24



ta'minlaydi. Reja asosida ishni olib borish xodimlarning ijodiy
faoliyatini ham namoyon etadi, bu esa ularga biriktirilgan vaz-
ifalarni muddatida bajarilishiga yordam berib, loyihani muvat-
fagiyatli tamomlashga turtki bo'ladi.

Ish rejasidan chetga chigish qo‘shimcha qiyinchiliklarga olib
keladi. Bu esa o'z navbatida, tadqiq qilinayotgan muammoning
dolzarbligini yo‘qotish bilan birga, buyurtmachi tomonidan gizi-
qishni susaytirishi, hatto undan voz kechishga ham olib kelishi
mnmkin.

Shuning uchun, loyihani reja asoschida, iloji boricha qisqa
muddatda bajarishga harakat qilinadi.

Ayrim vaziyatlarda shunday holatlar ham uchrashi mumkinki,
bunda ko‘proq ish bajarish magsadida, o'ylanmasdan tadgigot
ko‘lani kengaytirib yuboriladi; bu esa loyihaning bajarish mud-
dalini kechiktirib, asosiy ish bajarilmasdan qolib ketishiga sabab
ho'ladi.

Reja tuzishda ayrim bosqichlar yanada maydaroq (batafsilroq)
ko‘rinishga keltirilib, topshiriq shaklida yoritiladi. Bu csa loyiha-
ning bajarish vaqtini va imkoniyatlarini baholashda qo’l keladi.

Bundan tashqari, loyiha tadqiqotini ketma-ket bosqichlarga
ho'lish moliya manbalarini, ishchilar va vaqtinchalik imkoniyat-
larni baholashda eng yaxshi, ishonchli yo'l (yo‘sin) hisoblanadi.
Loyiha rejasini tuzish jarayonida ish bajaruvehilarga vazifaning
tekis tagsimlanishiga katta e'tibor beriladi.

Bu o'z navbatida, topshiriglarning o'z vaqtida tamomlanishi-
ni va ularni qabul qilib olish sharoitini yaratadi. Shu bilan birga
loyiti reja asosida olib borilsa, uning bosgichlarini bajarish na-
zornt ostiga olinib, natijalari asosida yuqori, qabul giluvchi rah-
harlarpa hisobot tagdim ctish va keyingi bosqichlarni bajarish
uchun, rixsat olish imkonini beradi.
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3. Muammoning bajarish rejasini tuzish

Tadgiqlanishi lozim bo‘lgan muammoning to‘g'ri tavsiflanishi
jarayonlar tadqiqotining muhim bosqgichlaridan biri hisoblana-
di. Chunki bu tavsiflash orqali muammoning muhim jihat-
lari atroflicha muhokama gilinadi. Shu bilan birga ma’lumotlar
yig'ish ham talab gilinadiki, bu bilan muammoning tub mohi-
yati aniglanib, uning o‘tgan vagtdagi holati tekshirilib, kelajak-
da kutilayotgan natijalar oydinlashadi hamda masalaga taalluqli
bo‘lgan o‘zgaruvchilar orasida bo‘lgan bog‘lanishlar xususiyatlari
to'la o‘rganib chiqiladi.

Muammoni tavsiflashning muhim jihatlaridan yana biri shun-
dan iboratki, "uni kichikroq muammolarga {masalalarga) ajra-
tib, ularni alohida tadqiq gilish mumkinmi?" degan savolga javob
berishdan iborat.

Agar tadqiglanishi lozim bo‘lgan muammo murakkab bo‘lib,
uni kichikroq masalalarga bo'lib qaralsa, albatta, uni hal qilish
osonlashib, umuman submukamimal yechimni hosil gilamiz. Bun-
da, hosil gilingan kichik masalalar o‘zaro bog'liq bo‘lmasa (ke-
sishmasa), biz mukammal yechimga vaqin bo‘lgan yechimni oli-
shimiz mumkin bo‘ladi. Shu bilan birga kichik masalalarni bir
paytda (parallcl) yechib borish imkoni tug‘iladi.

Hozirgi zamon iqtisodiyotida texnik ishlab chigarish, savdo-
sotiq kon’yunkturasi va boshqa omillarning o‘zaro bog'ligligi mu-
rakkab muammolarning vujudga kelishiga sabab bo‘ldi. Bun-
dan tashqari, korxona magsadlari turlicha, hatto qarama-garshi
bo‘lgan bo‘limlardan iborat bo‘lishligi yechim qabul qilishni
vanada murakkablashtiradi. Korxonaga bog'liq bo‘lmagan tashgi
omillar, umuman, aniglanmagan bo‘lishi ham mumkin. Ammo
shu narsa ayonki, boshqaruv masalalarida qo’llanilgan operatsion
tadqiqotning afzalligi, uning qo‘llanishi orqali kelgan sof foyda or-
qali o‘lchanadi.
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4. Modelni qurish

Modellar uch turga ajratiladi: tasviriy, o‘zshashlik va sim-
volli. Tasvirly modclda ko‘rilavotgan obyekt kichraytirilib, yoki
kattalashtirilib aks ettiriladi. Masalan: globus, xarita yer shari-
ning, qo'g‘irchoq odamning modeli bo‘lib, bularda obyckt kichik-
laghtirib tasvirlangan bo‘lsa, atomning Bor modclida, aksincha
kattalashtirib ko‘rsatiladi.

()‘xshashlik modelida, biror-bir xususivat, xossa boshqa bir
lizik jarayon xossasini aks cttirish uchun, foydalaniladi. Masalan,
xaritadagi gorizontal chiziglar, haqgiqatda, dengiz sathiga nis-
batan balandlikni bildiradi. Eng ko'p targalgan o‘xshashlik
modelidan fovdalanish, bu eclcktro-magnit tcbranishdir. Buning
yordamida, mexanik, transport, gidravlik va iqtisodiy jarayon-
larni aks ettirish mumkin.

i/
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1.1-rasm 1.9-rasm

Ipga osilgan matematik mayatnikning tebranish qonunini (1.1-
rasm), unga o‘xshash tebranishga ega bo‘lgan tebranuvchi kon-
Lurdan (1.2-rasm) foydalanib o'rganish munkin va aksincha.
Tebranish konturi induktiv g'altak (L), kondensator (C), garshi-
lik (R) va manbalardan tuzilgan bo‘ladi.

Biror bir jarayonning boshqariladigan va boshqarilmaydi-
pnn ozparvehilarini belgilab olish yordamida, uning simvol-
Iomaodel quriladi. Bunda o‘zgaruvchilarning o‘zaro bog'lanishi
tenglmnlar, tengsizliklar va funksivalar orqali berilib, jarayon
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formallashtiriladi. Bu esa uni tahlil gilish va optimal yechim-
larni aniglashda matematik usullardan foydalanish uchun, keng
imkoniyatlar ochib beradi.

Simvolli modellardan foydalanish boshqalarga nisbatan sod-
daroq bo'lishligi bilan birga, u anigroq va to‘laroq ma’lumot ham
beradi, bu esa jarayonni tahlil qilishda muhim rol o'ynaydi.

Bulardan tashqari simvolli modelda stoxostik (ya'ni tasodifiy
miqdorlar bo‘lgan) jarayonlarni ham tavsiflash imkoniyati bor.
Bunda, ko‘p hollarda tasodifiy migdorlarning o‘rtacha qiymati
hisoblanib olinadi, shundan so‘ng hosil bo‘lgan determinik model
bilan ish olib boriladi.

Simvolli modelning umumiy ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

flz,y) — extr,
gi(x7 y) < bis i = 1323 <y T,
bu yerda z = (x,%9,...,2,) — boshqariladigan vcktorni,
y = (Y1,y2, .-, %) — boshqarilmaydigan o‘zgaruvchilarni aniq-
laydi. f(z,y) — « boshqaruvga mos kelgan effektui (foyda,
zararni) bildiradi va u magsad funksiya deb ataladi, g; — 1 —
xomashyoning iste’mol qilish funksiyasi; b; — ¢ — xomashyoning
hajmi (miqdori, zaxirasi) ni bildiradi.

5. Hisoblash usulini ishlab chiqish

Ko'rilayotgan muammoning modelini qurish bilan bir qatorda,
uni yechish uchun, sonli usullarni ham tanlab olish kerak bo‘ladi.
Bunda quyidagi savollarga alohida e’tibor berish zarur:

1) Imitatsion modeidan foydalanish kerakmi yoki biron-bir op-
timallashtirish usuli yctarlimi?

2) Modelda tasodifiy miqgdorlar ishtirok etadimi yoki deter-
minik yondoshuv yetarlimi?

3) Ayrim munosabatlarning nochiziglik bo‘lishligini hisobga
olish shartmi yoki chizigli munosabatlar yetarlimi?
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4) Mavjud ycchish usullari yetarlimi yoki yangi usul yaratish
kerakmi?

Umuman, matematik model yordamida muammoni hal etish-
da ishlatiladigan sonli usullar amaliyotda foydalanish mumkin
ho‘ladigan natijaga olib kelishi nuqtayi nazardan tanlab olingan
bo'lishi kerak. Bundan tashqari, ayrim test sinovlari orgali tanlab
olingan sonli usulni tekshirib ko‘rish ham bu bosqgichga taallugli
ho‘ladi.

Bunda, yana shunga ¢’tibor berish lozimki, biron-bir hisoblash
nsulini tanlashdan oldin go‘yilgan muammoning to'la tavsifi be-
rilgan bo‘lishi kerak. Shunda ayrim soddalashtirishlarni amalga
oshirish mumkin bo‘ladi va bunday soddalashtirishlarni bir necha.
yo'nalishda olib borish imkoniyati tug'iladi, bu esa modelning
ndekvatligini ta’minlashda muhim bo'lishi mumkin.

[hisoblash usulida quyidagi ikki holat bo‘lishi mumkin:

1) soddalashtirilgan masalada optimal ycchimni topish;

2) tola tavsiflangan masalaning o‘zida taqribiy optimal
yeehimmni topish.

Amaliyot nuqgtayi nazardan garalsa ikkinchi holat birinchisiga
garaganda afzalroqdir. Chunki soddalashtirilgan modelda muhim
o' zpruvehilar tushirib qoldirilgan bo‘lishi mumkin.

131 holot topilgan mukammal yechim amaliy natijani bermasli-
piga olib keladi. Bu csa o'z navbatida, buyurtmachilarda modelga
nishatan ishonchsizlik keltirib chigaradi.

[Tozirgi zamon hisoblash texnikalarining rivojlanishi ikkinchi
holalni qo‘llash; ya’ni ko'p o‘zgaruvchilar va ular orasidagi mu-
1nkknb hog'lanishlarni hisobga olish imkonini beradi. Bu holda
optannl yeehim topilmasa ham, muhim o‘zgaruvchilar (omillar)
lnobhpa olingan bo'ladi.

Diinnk, topilgan taqribly optimal yechim amaliy nuqtayi
nnzitdnn mulimdir,
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6. Dasturning texnik topshiriqlarini ishlab chiqish

Oldingi bosqichda yaratilgan sonli hisoblash usuli uchun dastur
tuzish, jarayonlar tadgiqotining ajralmas qismidir. Bunda, dastur
tuzishni reja bo‘yicha olib borish texnik topshiriq asosida amalga
oshiriladi. Texnik topshirigni aniq va puxta tuzish orqali dasturni
o'z vaqtida sifatli tugallash va xarajatni nazorat qilish mumkin
bo‘ladi.

Bundan tashqari, tuzilgan dasturni sifatli rasmiylashtirish
buyurtmachi talabini to‘la qondirish imkonini beradi. Bunda
buyurtmachi aniq ishonarli va tushunarli bo‘lgan hujjatlar bilan
ta’minlangan bo‘lishi kerak. Eng asosiysi, buyurtmachining ta-
lablari birinchi o‘rinda ¢’tiborga olingan bo‘lib, dastur mohiyati
shunga qaratilgan holda tuzilgan bo‘lishi zarur.

Ko'p hollarda, loyiha uchun, alohida dasturlar tuzishning
hojati bo‘lmaydi, kerakli dasturlarni hisoblash markazlari yoki
hisoblash texnikasi bilan ta’'minlangan maxsus bo‘limlardan to-
pish imkoni bo‘ladi. Agar yangi dastur tuzish zaruriyati tug'ilsa,
bu boshqa bo'lim zimmasiga yuklatiladi, fagat uni bajarilish
muddati va sifatini nazorat gilish kerak bo‘ladi. Bularning bar-
chasi jarayonlar tadqiqoti bo‘yicha mas’ulning rcjasi asosida olib
borish kerakligini bildiradi.

7. Ma’lumotlarni to‘plash

Bu bosqgichda tadgiqot natijalarini amaliyotga tatbiq etish
va modelni tekshirish uchun, ma’lumotlarni to'plash va tahlil
gilish amalga oshiriladi. Ta’kidlaymiz, yuqoridagi bosqich-
larda ma’lumotlarni to‘plash muammoni tavsiflash va modcl
qurish magsadida olib borilgan edi. Ma’lumotlarni to‘plash
bosgichida keraksiz anigliklarga e’tibor berish natijasida fursatni
hoy berib qo‘yish ham mumkin. Bunda, tuzilgan model qaysi
o‘zgaruvchilarga nisbatan sezgirligini aniglab olish muhimdir.
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Shundan so‘ng zarurat bo‘lsa, muhim ma’lumotlar anigligini
oshirish mumkin bo‘ladi. Bu csa ma’lumotlar to'plash vaqtini
han, sarf-xarajatni ham kamaytirishga olib keladi.

8. Modelning adekvatligini tekshirish

Qurilgan ixtiyoriy model real jarayonni taxminiy aks cttirgani
sababli, uni yanada takomillashtirish, yaxshilash vazifasi turadi.
Buni amalga oshirish uchun, quyidagi ikkita masalani amalga
oshirish zarur: |

1) modelni tekshirish usulini aniglash;

2} bu usulni go‘llash.

Tajriba usuli yordamida modelning qaram-qarshiliksizligi,
turg unligi, sezgirligi, amaliyligi va ishlash qobiliyati tckshiriladi.
Bularni ro‘yobga chigarish uchun, oldingi bosgichda to‘plangan
ma’lumotlar kerak bo‘ladi. Agar muhim parametrlar (omillar)
ckstremal qiymatlariga nisbatan o‘zgartirib ko‘rilganda model
natijalari mantigly ziddiyatlarga olib kelmasa, ko'rilgan model
qarama-qarshiliksiz bo‘ladi. |

Modelning turg‘unligini va sczgirligini tckshirib ko‘rish ham
muhim talablardan hisoblanadi. Bunda turg'unlik va sezgirlik
modelda ishtirok etgan o‘zgaruvchilarga nisbatan bo‘lib, ular-
ning qgiymatlarini o‘zgartirish orqali model natijalari solishti-
rib ko'riladi. Bu bilan modelning har bir o‘zgaruvchiga nis-
hatan turg'unlik va sczgirlik darajasi aniglanadi. Buni yaqqolroq
tasavvur gilish uchun, o‘zgaruvchilar va natija orasidagi bog'la-
nishm grafik ko‘rinishda tasvirlash ham mumkin.

Modeclning amaliyligini aniglash uchun, haqgiqiy jarayon bilan
model natijalari orasidagi ayirmani hisoblash talab etiladi. Agar
hn ayirma yo'l qo‘yilgan farqdan kichik bo‘lsa, modeldan foyda-
lanish mumkin, aks holda amaliylik yo‘qolgan bo‘ladi. Bu holda
model gqaytadan tekshirilib, undagi mavjud kamchiliklar bartaraf
ctiladi. Buni quyidagi mantiqiy chizina orqali ifodalash mumkin
(1.3-rasm).
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Natijani olish muddati va uning sifatiga garab, modclning
ishchanlik qobiliyatiga baho berish mumkin. Bundan tashqari,
modcldan foydalanish vaqtlari va natijalari yo'l qo'yilgan chega-
radan chiqib ketmasligi kerak.

Aynigsa, loyiha natijalaridan bir marta foydalanish hollarida,
modelning xossalarini nazorat ma’lumeotlari bilan tekshirish ju-
da ham muhimdir. Modelni tckshirishda zarur jihatlardan biri
shundan iboratki, hisoblash tadbirlari tugallanib, natija olingan-
dan so‘ng, uni tangidiy nazoratdan o'tkazish lozim bo‘ladi.

Demak, model yordamida natija olingandan so‘ng ham, ayrim
narsalarni aniqlashtirishga va tekshirishga to'g'ri keladi. Bu ishlar
amalga oshirilgandan so‘ng, rahbariyatga barcha alternativ vari-
antlarning baholarini hamda xulosa va tavsiyalarni taqdim etish
mumkin bo‘ladi. Bu csa go‘yilgan muammoning tub mohiyati-
ga yetib borish, model qurish davomida paydo bo‘lgan shubhali
holatlarni tarqatish uchun, o‘ziga xos yakunlovchi bosqichdir.

9. Olingan natijalarni amaliyotga tatbiq etish
Mode!l yordamida olingan yechimni amaliyotga tatbiq ctish
bosqichi eng muhim bo‘lib, bunda butun olib borilgan ishlarga
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yakun yasaladi. Lekin shuni unutmastik kerakki, muammoni hal
qilish davomida bu bosgich nazarda tutilgan bo‘ladi. Chunki
oqibat-natija shu tatbiq etish va olingan natijalarning afzallik-
lari orqali namoyon bo‘ladi. Muammoni yechishga jarayonlar
tadqigotini go‘llash muvaffaqiyati, ko‘p jibatdan, olingan nati-
jular va yuqori boshqaruv rahbariyati orasidagi alogada gancha-
lik yaqintik ta’minlanganligi bilan belgilanadi. Bu jarayonda kelib
chigadigan to‘siq, asosan, tushunmovchilik va o‘zgarishga qarshi-
lik bilan bog'ligdir. Shunga o‘xshash to‘siglarni yengib chiqgish
nehun, buyurtmachilarni fanga ishontira bilish keraklicha vaqgt va
gat’iyatlik talab giladi. Yana shuni e’tiborga olish lozimki, agar
taclqiqotchilar va rahbariyat o‘rtasida hamjihatlik, yaxshi muno-
sthal bo‘lmasa, umuman ijobly natijalarga erishib bo‘lmaydi.

Bulardan tashqari, tadgiqotchi olingan natijalarni amaliyot-
po tatbig qgilishdan avval, tckshirishning puxta rejasiga ega
ho'lish, haqiqiy natija bilan tajriba natijalarini tagqoslab be-
radigan usulga, ro‘y berishi mumkin bo‘lgan qiyinchiliklarni
osonlasheiravehi choralarga ega bo'lishi va keyinchalik ham, agar
zaruriyat tug'ilsa, amaliy tekshiruvlar o'tkazishga rahbariyat
ruxsatini olish kerak bo‘ladi.

2-§. Chizigli dasturlash

Chizigli dasturlash masalalarini yechish uchun, samarali
hisoblangan simpleks usul qo‘llaniladi.

Simplcks usul. Agar a;p > 0, ¢ = 1,2, ..., bo'lsa, jadval
lo'y'ri jouz, agar ag; > 0, j = 1,2, ...,n bo'lsa, jadval ikkilanma
Joiz deyiladi. Jadval bir paytda ham to‘g‘ri joiz, ham ikkilanma
joiz ho'lsa, mos reja optimal bo‘ladi, vani magsad funksiyaga
mnksimm giymat beruvehi bo‘ladi.

2.2), (24) sistema xzy, Ty, ..., Tnem noma’lumlarga nisbatan
thrngonal ko'rinishda deb ataladi.
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Agar ay > 0,i=1,2,...,m bo'lsa: ) = 29 = ... = 1, = 0,
Tptl = G10, - Tngm = Ao (2.1)—(2.3) masalaning boshlang'ich
tayanch rcjasini tashkil qiladi. Bunda z,y1,Zpi9: ooy Tngm —
bazis, x1, T9, ..., T, — nobazis o'zgaruvchilar bo‘ladi.

Chizigli dasturlashning quyidagi kanonik shakldagi masalasi
berilgan bo‘lsin:

n
o = Qgg + Zagj(-»xj) — Max, (2.1)
j=1
(3
Z AT + Tpyi = G0, = 1,2,...,m, (2.2)
=1
2,20, j=12 . .n+m (23
(2.2) tenglamalar sistecmasidan quyidagiga ega bo‘lamiz:
n
Tpti — Q40 — Z ;4. 7= 1, 2, ey (2/1)
=1

(2.1)—(2.3) masalani jadval ko‘rinishda ifodalash qulay, bunda
jadval elementlari tenglamalar sistemasining koeffitsiventlari va
ozod hadlaridan iborat bo'lib, jadvalning ko'rinighi 2.1- jadvalda
keltirilgan.

Endi chiziqli dasturlash masalasini ycchishda asosiy hisoblan-
gan simpleks usulning algoritmini ko‘rib chigamiz.

1. Boshlang'‘ich jadval to‘g'ri joiz, va’ni a; > 0, 1 = 1,2, ....m
bo‘lsin.

2. Agar ag; > 0, j =1,2,...,n bo'lsa hisob to'xtatiladi, topil-
gan reja optimal. Aks holda:

Apg = 1I£’lgn @p;
shartni ganoatlantiruvehi ag, element topiladi. Bunda s ustun
hal giluvehi ustun bo‘ladi;
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2. 1-jadval

1 —I —Ta ... -5 ... -z,
Xy = ann agl 2 e ap; .- Qpn
|0 —1 0 . 0 s 0
ry = 0 Q -1 0 0
r,= 0 0 0 0 -1
Tyl = a1g a11 Q12 Q14 Qin
Lovm = Amq Q1 Am2 Qm j Uy

3. Quyidagi
arg .Gy
— = min —
Qyy ig>0 Gy
shartdan » — satr aniqlanadi. Bu satr hal giluvchi satr, a,4 ele-
inent esa hal giluvchi element deyiladi.

4. Quyidagi

Ay )
a;cj = Qkj —a—”aks, k#r, j#s;
s
! Ugs . . <k< < i<
gy =~ arj:{]t ]?éS,,O_ <n+m, 0<j<n
8

formulalar  yordamida keyingi jadvalga o‘tiladi.  Nobazis
o'zearuvehl bo‘lgan z, 2, ga almashtiriladi, keyin 2-qadamga
o'titadi,

Bu jarayon l-qadamda O-satr clementlart nomanfiy sonlardan
iborat bo‘lguncha davom ettiriladi. Shundan so‘ng jadvalning
chap tarafidagi bazis o‘zgaruvchilarning qiymatlarini a;y ga teng

35



gilib olish bilan optimal reja topiladi. apy o‘rnida magsad funk-
styaning mos giymati hosil bo‘ladi.

1-misol. Quyidagi chizigli dasturlash masalasi berilgan
bo'lsin:

z = ~r1 — 4Ty + dx3 + 94 — 325 — max,
T1— Tg— Tg — 225 = —1,
1 + Lo+ 2x3 4 3x4 = 5,
r; >0,7=12,..5

Murakkab bo‘lmagan almashtirishlardan so‘ng ushbu masala

quyidagi ko'rinishga keladi:
zg = —14 + 1023 + 18x4 — max,
71 =2— 13— X4+ Ts,
Ty =3 — X3 — 2T4 — X5,
z;>0,73=12 .5

Oxirgl masalani 2.2-jadval ko‘rinishda yozib olamiz. Ush-
bu jadval ikkilamchi joiz emas, shu sababli mos reja optirnal
bo'lmaydi. O-satr elementlaridan l-ustundan (2=-14) tashqari
manfly bo‘lganining eng kichigi tanlab olinadi, u —18 ga teng.
Shu element joylashgan —z4 ustun hal giluvehi ustun hisoblana-
di. min %, % = % bo‘lganligi sababli z; — satr hal qgiluvchi satr
bo‘ladi. Shunday qilib 2 soui hal giluvchi element bo'ladi. Sim-
pleks usulning 4-qadamidagi formulalarga asosan, keyingi, 2.3-
jadvalga o‘tiladi.

2.3-jadval yana ikkilamchi joiz bo‘lmaganligi sababli, topilgan
reja optimal emas. Bu jadvalda z3 — ustun hal giluvchi ustun
bo'lib, min(% 15,2 %) = 1 bo‘iganligi sababli z; — satr hal
giluvehi satr, bu satrdagi % soni hal giluvchi clement sifatida oli-
nadi. Simpleks jadvalning 4-qadamiga asosan, keyingi 4-jadvalga
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o'tiladi. Bu jadval ham to'g'ri, ham ikkilamchi joiz bo‘lganligi
#nbabli, mos reja: x1 =0, 2o =0, 3 = 1, z4 = 1 optimal bo’lib,
magsad funksiya(z) maksimal qiymat 14 ga crishadi.

2.2 -jadval 2.3 -jadval
I T I —z3 —x4 —25
xg =|—141-10{—18| 0 zo=| 13| -1, 0 | 9
€y = 2 1 1 —1 £y = % rzl" 0 —g
=3 1 211 ze=| 2 | 3 -1 }
2.4 -jadval

1 35 —x9 —75
ro={14 {0 [0 {6

H

3= 1 [~1]0 |-3

za=1 |0 [|—-1]| 2

Stmpleks usulning chekli ckanligini ko‘rsatamiz. Simpleks usul,
i ketma-ket tayanch rejalarni ko‘rib chigish bo‘lib, magsad
funksiyaning giymatini "yaxshilashdan" iboratdir. Ma’'lumki,
hunda magsad funksiyaning (zg) qator elementlari tayanch re-
jnlar orgali yagona usulda aniqlanadi. Bunda, fagat bir jad-
valdan ikkinchisiga o‘tilganda magsad funksiyaning qiymati
o'zparmasdan golishl mumkin. Tushunarliki, bundav hol ro'y be-
nuli, agar tayanch reja xos bo‘lsa, bu bilan min 22 = 0 bo'ladi.
Yo'ni, masalan, ma’lum qadamdan so'ng yana dwaldl tayanch
reinpa gayta kelish mumkin. Shuning uchun, simpleks usulning
chekliliging ko'rsatish avvalgi tayanch rejaga qayta kelmaslik
sl ti bilan ckvivalentdir. Chunki tayanch rejalar soni chekli
bo'tih, ko'pi bilan (:J) taga teng bo'ladi.
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1-ta’rif. oy, a; € R", oy # o bo'lsin. o vektor a; vektordan
Icksikografik ma'noda kichik deyiladi (belgilanadi «; < ), agar
¢ = a; — a; vektorning noldan fargli birinchi elementi manfly
sondan iborat bo‘lsa.

Xuddi shunday ma’noda, leksikografik katta (belgilanadi a; >
), katta cmas (belgilanadi o < @), kichik emas (belgilanadi
a; > «y) tushunchalari kiritiladi.

Masalan, o; = (1,3,-2,2) vektor o = (1,3,1,0) vektordan
lcksikografik ma’noda kichik, chunki ayirima ¢ = o, — a; =
(0,0, —3,2) vektorning noldan fargli birinchi elementi (-3) manfiy
sondan iborat.

2-ta’rif. Noldan farqli «; € R™ vektor leksikografikx ma'noda
musbat (manfly) deviladi (belgilanadi o; > 0(a; < 0)), agar
a; vektorning noldan fargli birinchi clementi musbat {manfiv)
sondan iborat bo'lsa.

Boshlang'ich jadvalda z;— satrdan boshqa har bir satr
clementlaridan tuzilgan vektorlarning barchasi leksikografik
ma’noda musbat bo‘lsin. Mabodo, bu shart bajarilmasa ustun-
larning o‘rnilarini va o‘zgaruvchilarni almashtirish yoki sun'iy
o‘zgaruvchilar kiritish yordamida bunday holatni hosil qilish
mumkin. Bunda hal giluvchi clementni tanlash quyidagicha amal-
ga oshiriladi. p — satrda ixtiyoriy biror ¢, < 0 tanlab olinadi va
bu ustun hal giluvchi ustun sifatida ishtirok giladi. Ushbu z, —
ustundagi barcha a;; > 0 clementlar uchun, (Z—:‘:, %1 %ﬁ) vek-
torlar tuziladi va bu vektorlar ichidan leksikografik ma’noda mi-
nimumi tanlanadi. Keyinchalik ushbu satr hal giluvehi satr sifati-
da olinadi.

Shu qoida bilan simpleks nsulni qo‘llash chekli gadamdan song
masala ycchilishligini tasdiqlash uchun, quyidagi ikki xossani
ko‘rsatish yetarli: 1) har bir jadvalda zq — satrdan boshqa satr —
vektorlari musbat aniqlangan; 2) xg — satr har bir iteratsiyadan
so‘ng leksikografik ma'noda o‘sadi.
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Birinchi xossani isbotlash uchun, har bir a; > 0 shartni gano-

y e
Arg? fpg’ 7Y ars

atlantiruvehi @ satr vektordan a;yg (Qm 4l m) vektorni ayi-

\Grs’ Grs? 7" s ais) @ig 7 ay
Lor leksikografik ma'noda kichik bo‘lganligi uchun, hosil bo‘lgan
nyirima vektor leksikografik manoda musbat z; — satrni tashkil
(qituai.

raniz. Ammo (gm &l Qﬂ*) vektordan (91‘2 i | dm) ek
s

t,« < 0 satrlar uchun, bu ayirima ikkita leksikografik ma'noda
mnsbat vektorlarning yig'indisidan iborat. Shu sababli biz yana
leksikografik ma'noda musbat vektorlarni hosil gilamiz. Shu bilan
I xossaning to'g'riligi ko‘rsatildi.

londi ikkinchi xossaning to‘g'riligini ko‘rsatamiz. [teratsiya da-
vontida g - satrga x, — satrni ‘{‘%1 ga ko'paytirish va go‘shish
orgadi v ozgartiriladi. o — satr vektor leksikografik mamnoda
tmushal. bo‘lganligi sababli xy — satr leksikografik ma’noda o'sadi.
31 qoida asosida olib borilgan simpleks usul optimal yechimga
oliby keladi, chunki hech bir tayanch reja ikki marta ishtirok et-
maydi.

2-misol. Quyidagi 2.5-jadval ko‘rinishdagi misolni qaraylik.
Apnr hal qiluvehi satr sifatida 4-ustun olinsa, u holda hal gi-
Invehi element shu ustunning clementi bo‘lgan 2 soni (oxirg
strdugd) boladi, chunki bu satr elementlarini 2 soniga bo‘lganda
honil bo'lgan sate vektor boshqga satr elementlarini 4-ustunning
mos ninshat. soniga bo‘lgandagi satr vektorlardan leksikografik
s nada kichik bo'ladi.

NXuddi shunga o'xshash, agar hal giluvchi satr sifatida 5-ustun
olinem, u holda hal qiluvehi element shu ustunning clementi
b Iy 23 soni holadi.

Xuddi shunday, agar hal giluvehi satr sifatida 6-ustun olinsa,
i holde hal giluvehi element shu ustunning elementi bo‘lgan 4
not Lo ladi.
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2.5 -jadval

0 — ustun

v

0111610 |=5|-3[<5|a0=satr
olo 110l 1]1]3
010|110 |-1]38]|2

310 01! 30]2

0102 0] 21 =1

Bu hal giluvchi clementlarning barchasi 2.5-jadvalda yulduzcha
bilan belgilangan.

Ikkilamchi masala. Har bir chizigli dasturlash masalasiga
o'zaro bir qiymatli moslik orqali boshqa bir chiziqli dasturlash
masalasini mos qo‘yish mumkin. Bu masalalar bir-birlari bi-
lan muhim bog‘lanishga ega bo‘lib, biri ikkinchisi hagida to‘la
ma’lumot beradi. Shu sababli shartli ravishda birinchi masala
to'qg‘ri masala, ikkinchisi ikkilamchi masala deb ataladi. Quyida
ikkala masalalarning bog‘ligliklari haqida ma’lumot berilgan.

Standart ko‘rinishdagi masalalar:

to'g'ri masala ikkilamehi masala,
n m
Zaijarj > b (Z = 1,2, m) Zaij% < ¢ (j = 1,2, ,n)
j=1 i~1
z; >0 =12,..,n) 4% >0(=12..,m)
shartlar ostida shartlar ostida
i3 ™m
z = chy:j w = Z biy
j=1 i1

z funksiyaning minimumi w funksiyaning maksimumi topilsin.
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Kanonik ko‘rinishdagi masalalar:

to‘gri masala ikkilamchi masala
n m
Zaijmj =b;(i=12,..,m) Zaijyi >ci(j=12..,n)
=1 =1
;> 0(j=1,2,...,n)
shartlar ostida shartlar ostida
n m
z= ¢ w=3 by
j=1 i—1

7 funksiyaning maksimumi w funksiyaning minimumi topilsin.

To‘g'ri va ikkilamchi masalalar orasidagi bog'lanish quyidagi
ikkilamchilikning birinchi tcoremasi va undan kelib chigadigan
natijalar orqali ifodalanadi.

I-tcorema. Ikkilamchi mos masalalarning birining yechimga
ega ho'lishi ikkinchisining ham yechimga ega bo'lishligini ta’-
minlaydi. Bunda magsad funksivalarning qiymatlari mos optimal
yechimlarda, bir-biriga teng bo‘ladi.

{-natija. Ikkilamchi mos masalalarning birini yechimga cga
ho'lishi uchun, ularning har biri kamida bitta rejaga cga bo‘lish-
ligi zarur va yetarlidir.

2-natija. Ikkilamechi mos masalalarning biri rejaga cga, ikkin-
chisining rejalar to'plami bo‘sh bo‘lishligi uchun, birinchi ma-
nnluning magsad funksiyasi rejalar to‘plamida. chegaralanmagan
hotlishi zarur va yetarlidir.

S-natija. (kkilamchi mos masalalarning = (I, Ty, ..., In) va

# . 4o, ..., Thn) rejalari optimal bo‘lishligi uchun, Z T =
j=

i
): by, tenplikning bajarilishi zarur va yetarlidir.
[
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Ikkilanma simpleks usul algoritm orqgali amalga oshiriladi.

1. Boshlang'ich 2.1-jadvalda ag; > 0, 7 = 1,2, ..., n, ya'ni jad-
val ikkilanma joiz bo‘lsin;

2. Agar a;y > 0, 7 > 1 bo'lsa, u holda masala yechilgan bo‘ladi.
Aks holda a;p < 0 shartni qanoatlantiruvchi biror a,q tanlab
olinadi, 7 — satr hal qiluvchi satr deyiladi;

3. Quyidagi
Grj ,
O =y — —2ag,, k#7, j#5;
Qrg
I_aks,!_()- L 0<k< m. 0 < i<
aks—_a :a'rj—a.j#s)e > __n“}‘fn., SJIsn
T8

almashtirishlar yordamida keyingi jadvalga o‘tiladi.
Ta’kidlaymiz, hal giluvchi clement har doim manfiydir.
2 va 3 gadamlar a, larning barchasi manfiymas bo‘lgunga
qadar takrorlanadi.

3-§. Butun sonli chiziqli dasturlash

2-paragrafda,  biz chizigli dasturlash masalasi hagida
ma’lunmotga ega bo‘ldik. Agar o‘zgaruvchilarga yana qo‘shimcha
shart: barcha o‘zgaruvchilardan yoki ularning ayrimlaridan bu-
tunlilik talab gilinsa, mos ravishda to‘la butun sonli yoki gisman
butun sonli chizigli dasturlash masalasiga kelinadi. Shunday
qilib BSCHD masalasi quyidagicha bo‘ladi. Ushbu

T
Doagay > ay, 1=1,2,...,m,

41 a1
xT; > 01 7 = 172= sy T (31)

x; —butun, 3 =1,2,...,mn <n,
shartlar ostida
n
To = gy + Z (l()j(—.’!?j) (32)
J-l
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funksiyaning ekstremumi topilsin. Biz bundan keyin, aniglik
uchun, (3.2)-funksiyani maksimumga tckshiramiz.
(3.1)-shartlarni qanoatlantiruvchi z = {zy, 2, ..., &n) vektor-
lar joiz rejalar deb ataladi. Maqgsad funksiyaga maksimum giymat
beruvchi joiz reja optimal reja deyiladi.
Yuqorida, 2-§ ga o‘xshab, bu yerda ham (3.1)—(3.2) masalani
kanonik va diagonal shaklga keltirish mumbkin:

Ty = agy + il(),oj(—:):j) — max,
i
T = —(-—:v',-),nj =1,2,...,m,
Tnti = Gi + ;aij(—)z:j, 1= 1?2, ey 112,
z; >0, = 11,2,...,n+m,
xj—butun, 3=1,2,...,n1 <n+m.

Ta'kidlab o‘tamizki, bunda masalaning to‘la yoki gisman bu-
(unlilik sharti o'garmaydi. Endi BSCHDga doir quyidagi masa-
[alarui ko‘raylik.

I-masala. Daryo kemachilik boshqarmasi shuni anigladiki,
n ta marshrut bo'yicha mavsum davomida o‘rtacha sondagi
vo'lovehilar yurar ckan. Transport vositasini ishlatilish sama-
radorligi har bir marshrut bo‘yicha ishlatilish samaradorliklar
vig'indisidan iborat bo‘lib, ularning har biri o‘z navbatida mos
marshrutdan keladigan foyda bilan marshrutga ketgan xarajat
nyirmasiga teng. Fovda sotilgan biletlar soni bilan, xizmatchi-
lurpa ketgan hag va yoqilg'i uchun, ketgan sarflar orqalt aniq-
lnnadi. Qavsi marshrutga qanday turdagi kemadan nechtadan
nyralilsa, yo'lovehilar to‘la tashiladi va keladigan foyda maksimal

botlnedi?
Ma'lumki, o‘zgaruvchi faqat ikkita 0 va 1 giymatlarni gabul

G, bunday o‘zgaruvehi bul o zgaruvchist deyiladi. Shunga aso-
wnn, bunday o‘zgaruvchisi bo‘lgan masalalar bul masalalari deb
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yuritiladi. Quyida ko‘riladigan 2-masala shunday masalalardan
biridir.

Faraz qilaylik, 7 — marshrut bo‘yicha mavsumn davomida b1 ta
vo‘lovchi qatnasin. Bu marshrutda 1,2, ..., m turdagi kemalardan
foydalanish mumkin va har bir ¢ — turda,gz kerna, uchun, quyidagi
ko‘rsatkichlar ma’lum:

1) a;; — yuk ko‘tarishlik (o‘rinlar soni);

2) a;3 — xizmat ko‘rsatuvchilar soni;

3) a;3 — mavsum davomida sarflanadigan yoqilgi migdori;

4) ¢;j — j — marshrut bo‘yicha ¢ turdagi bitta kema ishlatil-
ganda keladigan foyda,

5} mavsum davomida ishlatiladigan yoqilg'i miqdori b3 dan,
xizmat ko‘rsatuvchilar soni ¢sa by dan oshmasin.

— j— marshrutdagi ¢ turdagi kemalar sonini bildirsin. U
holda, shartga ko‘ra chegaralar quyidagicha bo‘ladi:

E anty < b, 5=1,2,.
Tre

Z E azZ-Tfj < b2 )

F=14d=1
nom

Z zazdmz] < b&

J li=
Tij > O—butun, i=12,...,m, j=1,2,...n

Masalaning qo‘yilishiga asosan, berilgan sohada shunday x =
(%11, #19, ..., Ty ) vektorni topish kerakki, u

nom
E E Cijfliij

j1 =l

funksiyaga maksimal qiymat bersin.
2-masala. Faraz gilaylik, n ta turli turdagi samolyotlar bo'lib,
ularni n ta yo'nalishga tagsimlash lozim bo‘lsin.
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Agar 7 — turdagl samolyot j — yo‘nalishga qo'yilsa, bundan
keladigan foyda ¢;; ga teng. Samolyotlarni yo'nalishiarga shunday
tagsimlash kerakki, natijaviy foyda maksimal bo'lsin.

Bu masalani yechish uchun, quyidagi o‘zgaruvchini kiritamiz:

__J 1, agar ¢ — samolyot j — yo'nalishga xizmat qilsa,
40 0, aks holda.

U holda quyidagi BSCHD masalasiga kclamiz

H

Y~ a5 =1 (har bir yo‘nalishga bitta samolyot tayinlanadi);
[

n

3 @, = | (har bir samolyot fagat bitta yo‘nalishga tayinlanadi),
4]

o, hutun, 7=1,2,..,m

shartlar ostida

Cz‘jxij
j=1 i=1

funksiyaning maksimumini toping.

Kesuvchi tekisliklar usuli

3u bo'limda biz l-guruhga tegishli bo‘igan siklik, to‘la butun
qonli va to'g'ri algoritmlarni ko‘rib chiqamiz. Bularning birinchi
ikkitasi Gomori, uchinehisi Yung usullari deb ham ataladi. Bu
algoritinlar asosida simpleks usul yotadi. To‘la butun sonli va
(opri usullarni siklik usuldan asosiy fargi shundaki, agar ularda
hoshlang'ich jadval butun elementlardan iborat bo'lsa, keyingi
pclvallarda ham butunlilik saglanib goladi.

i3 usullarni bayon qilish davomida uchraydigan ayrim bel-
palashlar, o‘zgarishlar va ta’riflarni keltiraylik. Berilgan masala
thingronal holga keltirilgan deb faraz qilinadi.
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Endi (3.3), (3.4) tengliklar yordamida 3.1-jadval tuziladi. Unda
7o joylashgan satr 0-satr, 1-ustun, ozod hadlar ustuni deb atala-
di. —x;(j = 1,2,...,n) joylashgan ustun elementlaridan tuzilgan
vektorni o;(¢ = 1,2, ..., n) bilan belgilaymiz.

7
To = Qon + E agj(~xj) — Inax, (33)
J=1
z;=—(—z;), 7=1,2,....n,
n
Tnei = Qi — D 4585, 1 =1,2,...,m, ,
=1 (34)
z; 20, 7=12,...n+m,
z; — butun, 7 =12/ .., ny.
8.1 -jadval
1 —1) —Ty ... —Zj e —Tp
To=| ago agy an2 S Qo e Ao
= 0 -1 0 0 0
T, 0 0 0 0 -1
Tp+l =1 Q10 ay) a2 aij A1n
Tntm =| aAmo am1 Am2 o QA j o Amn

1. Siklik algoritm (Gomorining birinchi usuli)
Bu algoritm to‘la butun sonli masalalar uchun, mo‘ljallangan
bo'lib, bunda asosan, simpleks usuldan foydalaniladi.
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Quyidagi BSCHD masalasi berilgan bo'lsin:

n

Ty = agg + Z ag;(—x;) — max (3.5)

Gl

I = -"'(—-.Tt'}:‘-,')j nj = 1,2, ey T

Tpi = Gip — Y G2y, 1= 1,2,..m, i
P (3.6)

z; >0, 7=12,...,n+m,

z;—butun, j=1,2, .. n+m.

Bu yerda z; = —{~x,} ayniyatlarning qo‘shilishi masala re-
Jasini aniglashni osonlashtiradi.

Endi, bevosita, algoritmni bayon gilishga o‘tamiz. Buning
achun, {3.5), (3.6) masalaga mos jadvalni tuzamiz. Uning
ko‘rinishi 3.1-jadvaldan farq gilmaydi. Bu yerda, jadval ikkilan-
ma joiz va uning barcha elementlari butun sonlardan iborat deb
favaz qilinadi.

Agar jadval ikkilanma joiz bo‘lmasa, u holda, yangi

Tpimil =M — 21— 29— ... — Zp

(bu yerda M - yctarlicha katta son) chegara qo’shilib, shu satr va
leksikografik ma’noda minimam bo‘lgan ustun yordamida bitta
iteratsiva amalga oshiriladi. Shundan keyin jadval ikkilanma joiz
ho‘lib qoladi. Agar a; > 0,7 = 1,2,...,n + m va butun bo‘lsa.
masala yechilgan bo‘ladi, aks holda jadval tagiga vangi shunday
chegara qo‘shiladiki, bu bilan jadval to‘g'ri joiz bo'lmay goladi.
Keyin ikkilanma simplcks usul vordamida jadval to‘g'ri joiz ho-
latga, keltiriladi. Shundan keyin ham a (i = 1,2, ....,n + m) lar-
ning birortasi butun sondan iborat bo‘lmasa, yana yangi chegara
go'shiladi va jarayon qaytariladi.

Ehtimoldan holi emaski, yetarlicha chekli chegara qgo’shishdan
so'ng biz uchlari butun koordinatali nugtalardan iborat bo‘lgan
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"kichraytirilgan" sohaga cga bo‘lamiz. Bu sohada boshlang'ich
masalaning optimal rejasini aniqlash qiyinchilik tug‘dirmaydi.

Lekin bu yerda yangi chegaralarni topish va algoritmuing chek-
liligini ko‘rsatish qgiyinchiligi mavjud. Endi yangi chegaralarni to-
pish yo‘lini ko‘rsatamiz. Faraz gilaylik, z; larni butunlik sharti hi-
sobga olinmay yecchilgan masalada biror o‘zgaruvchining givmati
butun sondan iborat bo‘lmasin, u holda soddalik uchun, indeksni
tashlab yuborsak, mos tenglama quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

T =ag+ Z aj(—z;). (3.7)
jed

Bu yerda J jadvalning vuqori satrida yozilgan o‘zgaruvchilar-
ning indckslari to‘plami.

Ma’lumki, b sonining butun gismi deb, b dan katta bo‘lmagan
eng katta butun songa aytiladi va [b] orgali belgilanadi. Masalan:
[2,6] = 2,{—1,3] = —2. Ushbu f = b — [b] qiymat b sonining
kasr gismi deyiladi. (3.7)-tenglikda ishtirok ctayotgan ozod had
va, koeffitsiyentlardan quyidagi kasr gismlarni hosil qilamiz:

fo=1ao—|ad, fy=10a;—[a)], j€J

1-teorema. Agar z = (x1,%2,...,Zn4m) (3.5), (3.6) ma-
salaning joiz rcjasi bolsa, u holda quyidagicha aniglangan
o‘zgaruvchi

s=—fot+ Y fiz (3.8)
jed
manfiy emas, hamda butun bo‘ladi.
Isbot. Avval biz uni butunligini isbotlaymiz. (3.7) dan
z=laol + fo+ Y _{laj]+ fi}(~a))
jed
tenglikni hosil qilamiz. Bundan, elementar almashtirishlar yorda-
mida, quyidagi tenglikka kelamiz:
s=—x+[ag + fo+ Y [a](—x;).
jeJ
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Butun gismining aniglanishi va teorcma shartiga asosan bu
tenglikni o'ng gismi butun, demak, ¢ ham butun.

[iudi ¢ ning manfiy emasligini ko‘rsatamiz. Buning uchun, tes-
karisini faraz qilamiz, ya'ni s < 0 bo‘lsin. Kasr qismlarning
aniglanishiga asosan 0 < fy, fi < 1 va z; > 0 bo'lishligini hisob-
pa olsak, unda quyidagi:

-1 < f[]‘i‘ij&?j <0

JjeJ

{enprizlik kelib chigadi. Bundan —1 < s < 0, ya'ni s butun emas.
B yuqoridagi tasdiqqa ziddir, demak, s > 0. Shu bilan teorema
ihot. ho'ldi,

Alpenitn davomida (3.8)-tenglammaga mos satr jadval tagiga
vozblivht v hal qiluvehi satr sifatida olinadi, chunki u bazis
n'aparuveln bo'lib, manfiy — fy givmatga ega. Keyingi iteratsiya-
e 1 nobazis o'zgaruvehi bo'lib, hal qiluvehi satr s = —(—3)
avinyalpa aylanib qoladi va keyinchalik u tashlab yuboriladi.
(4 8) tenplamadagi ¢ Gomori 0 ‘zgaruvchisi deb ataladi. Agar joiz
remlar to'plami chegaralangan sohadan iborat bo‘lsa, algoritm
chekli bho'ladi. Algoritm quyidagi qadamlardan iborat bo‘ladi.

I Xnddi chizigli dasturlash masalasi kabi (3.5), (3.6) masala
nitnpleks yoki ikkilanma simpleks usuli bilan yechiladi. Agar a;y >
01 1,2, ..,n+m; ay >0, 7=12.,n bolsa, optimal reja
tapilpan ho'ladi (oxirgl jadvalda «; > 0, j = 1,2, ..., n bo'lishligi
han Lalab gilinadi).

2. Apar ap(i = 1,2,...,n + m) larning barchasi butun bo‘lsa
(3.5), (13.6) masala yechilgan bo‘ladi, aks holda, kasr songa mos
kelgan satlr hosil giladigan satr deb olinib, (3.8)-tenglik tuziladi
va 1 jadval tagiga yozib go'yiladi. Bu bilan jadval to‘g'ri nojoiz
bo'lib, ikkilanma joiz bo‘lib qolaveradi. Keyin, oxirgi satrni hal
qiluvehi satr sifatida, ikkilanma simpleks usul bilan bu masala
vechiladi. 1, 2-qadamlar ozod hadlar ustunida butun sonlar hosil
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bo‘lgunga qadar qaytariladi (agar agy butunmas sondan iborat
bo‘lsa, O-satr ham hosil giladigan satr sifatida olinishi mumkin).
Endi siklik algoritm yordamida quyidagi misolni yechaylik.

1-misol. Quyidagi butun sonli chiziqli dasturlash masalasi be-
rilgan bo'lsin:

Tg = Txy + 919 — max,
—xz3 + 3z < 6,

Tr1 + 29 < 35,

T, x2 = 0 — butun.

Tengsizliklarning chap tomoniga mos ravishda xs, x4 > 0 larni
go'shib, diagonal ko‘rinishga keltiramiz:

xy = ~7(—x1) — 9(~122),
Ty = —(-21),

Ty = —(—12),

Ty = 6 — (—.’81) + 3(—.’1:2),
Ty = 35+ 7(—.?71) + ('—.’L'z),
Ty, X9, X3, T4 > 0 — butun.

Algoritmga asosan avval x(, zg,, 3, 4 larning butunligini ta-
lab gilmasdan simpleks usul bilan yechamiz Buning uchun, mos
3.2-jadvalni tuzib, unga simpleks usulni qo‘llab 3.4-jadvaldagi
x1 = 3/2, 7/2 optimal rcjaga ega bo'lamniz.

3.4-jadvalda o‘zgaruvchi z1(= 9/2) kasr son, shuning uchuu,
bu satr hosil giladigan satr deb olinadi va bu satr elementlarini
kasr gismi yordamida yangi satr tuziladi. Bu yangi satr hal qiluv-
chi satr bo‘lib xizmat giladi. Hal giluvchi ustun topilib ikkilan-
ma simplcks usul yordamda keyingi, 3.5-jadvalga o‘tiladi. Bun-
da zy joylashgan satrning birinchi elementi kasr sondan iborat
bo‘lganligi uchun, bu satr hosil qiladigan satrdir.
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3.2-7adval 3.8-judval 2. 4-jadval

I =z —i 1 —r) ~I3 1 —z4 —x3
= 0 | =71 -9 ] 18 | —10{ 3 63 | £ B
o= 0 | -1] 0 0 110 " ‘-2’ ‘- 3 >
xg = 0 0 -1 2 | -3 | & z 2| %
= 6 | -1 3 o o [ 1 0 0| -1
ra=| 851 7 | | 33 | B 3 | 0 [ -1} 0
3.5-jadval - % . % - %*
1 —zy —s
ol w [ 1 ] ] | Sbdad
Ty = %‘? % —% To =] 55 % 2
zp= ¥ 0 | 3 n=l 4 | 1|1
o= = | 3 |-8 To= 3 -1
ze=| 0 | -1 ] 0 ra=l 1 I
s = .__% v 0 _3;_ Ts = 4 —%’ %6

Yana yangi satr qo‘shilib, u hal qiluvchi satr bo‘lib xizmat
giladi va hokazo. Bu jarayon ozod hadlar ustunida butun sonlar
paydo bo'lgunga qadar davom ettiriladi yoki bunday reja yo‘qgligi
ko‘rsatiladi. Bu masalada, 3.6-jadvalda 1 = 4, 2o = 3 optimal
rejnga cga bo‘lamiz, maqgsad funksiyaning qiymati csa g = 55
tenp, ho'ladi.

2. 'To‘la butun sonli algoritm

31 algoritmning to‘la butun sonli deb atalishiga sabab, agar
bosblang'ich jadval clementlari butun sonlardan iborat bo‘lsa,
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keyingi iteratsiya jadvali elementlari ham butun sonlardan ibo-
rat bo‘ladi. Boshlang‘ich jadval ikkilanma joiz bo‘lsa, keyincha-
lik ham bu xossa saqlanib qoladi. Agar a;(i = 1,2,...,n + m)
larning barchasi nomanfiy bo‘lsa, masala yechilgan bo‘ladi. Aks
holda, hal qiluvchi element —1 bo‘lgan yangi hal giluvchi satr
tuziladi va ikkilanma simpleks usul yordamida yangi jadvalga
o‘tiladi. Bu yerda hosil qiladigan satr sifatida eng kichik indeksli
ap < 0(i =1,2,...,n+m) olinadi.

Bizga (3.5), (3.6) BSCHD masalasi berilgan bo‘lsin.

Faraz qilaylik, "

T =ay+ Z a;j(—z;) (3.9)
j€d
biror satrga mos indekssiz yozilgan tenglama bo‘lsin (bu yerda J
bazismas o‘zgaruvchilarning indekslar to‘plami).
2-teorema. Faraz gilaylik, A biror musbat son bo‘lib (3.9)-
tenglamadagi z, z;j(7 € J) lar nomanfiy, butun bo‘lishsin. U
holda

s= 3 + 1D (5] (== (3.10)
jed
tenglik bilan aniglangan s manfiymas va butun bo‘ladi.

Isbot. s ning butunligi sonning butun gismini aniqlanishi va
z;(j € J) larning butunligidan kelib chigadi. Manfiy emasligini
ko‘rsatish uchun, teskarisini faraz qilaylik, ya’ni s < 0, u holda s
ning butunligidan s < —1 ckanligi kelib chigadi.

Shuningdek, (3.9)-tenglamadan ushbuga ega bo‘lamiz:

xr ay @
X~ T
jed
S+ Y Sz = fo+s, (3.11)

jed
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bu yerda

= % ” [9/\1] jef{0}ul (3.12)

(3.11) va (3.12)-tengliklardan quyidagi tengsizlikni hosil gilamiz:

§+ijxj§ﬁ)~l<0.
jedJ
Lekin bunday bo‘lishi mumkin emas, chunki chap tomondagi bi-
rinchi ifoda musbat. Bu ziddiyat teoremani isbotlaydi.
Boshlang‘ich jadval ikkilanma joiz bo‘lishi kerak, agar bu shart
bajarilmasa, yangi

Trtm+1 =M~ Ty =Ty — i — Ty

satr qo‘shish bilan xuddi siklik algoritmdagi kabi ikkilanma joiz
jadvalga o‘tishimiz mumkin (bu yerda M — yetarlicha katta son).

Endi algoritmni bevosita bayon qilishga o‘tamiz:

1. boshlang‘ich jadval elementlari butun sonlardan iborat va
ikkilanma joiz jadval bo‘lsin;

2. ajp < 0(i = 1,2,...,n + m) shartni qanoatlantiruvchi eng
kichik indeksli v — satr tanlab olinsin, bu satr hosil qilinadigan
satr bo‘ladi, agar a;y > 0(z = 1,2,...,n + m) bo'lsa, u holda
masala yechilgan bo‘ladi;

3. musbat A soni tanlab olinsin (uni tanlash sharti quyida kel-
tirilgan) va jadval tagiga (3.10)-tenglamaga mos satr yozilsin. Bu
satr hal giluvchi satr bo‘lib xizmat qiladi;

4. likkilanma simpleks usul bilan keyingi jadvalga o‘tilsin, oxir-
gi go‘shimcha satr o‘chirilsin va 2-qadamga qaytib o‘tilsin.

Endi A sonini tanlash shartini keltiramiz:

a) hal giluvchi element —1 ga teng bo‘lishi kerak, ya'ni

5]~
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b) ap ustun leksikografik raa’noda mumkin qadar kamaysin.
Ushbu ustun keyingi o‘tilgan jadvalda

Q)
o+ 5] e
ga teng bo'lib goladi (£ — hal giluvchi ustun), Demak, A ganchalik
kichik bo‘lsa, bu ay ustunning leksikografik mamoda tez kamayi-
shi ta'minlanadi.

a), b) shartlarni qanoatlantiruvchi A sonini tanlash qoidasi
guyidagicha bo‘ladi:

1) Faraz gilaylik, v hosil giladigan satr bo‘lsin;

2) a,; < 0 ga mos kelgan a; vektorlar ichida leksikografik
ma’noda minimum bo‘lgan vektor «g bo'lsin (a,; > 0 barcha j
larda bo‘lsa, u holda masalaning rcjasi yo'q);

3) p; soni ayj < 0 ga mos o < :—:1 shartlarni qanoatlantiruvchi
eng katta, butun musbat son bo‘lsiJn;

4) p; larga mos A; lar quyidagi:

oy
Aj = --ﬂ—J
tenglik bilan aniglansin;
5) A soni A; larning eng kattasiga teng qilib olinsin, ya'ni

A= max/\

2-misol. Quy\dam BSCHD mabalam garalayotgan bo'lsin:
Ty = —2x) — 5Ly — T3 — MaX,
3y + dxo 4+ 23 2 5,
Txy 4+ 25 + Sx3 2> 18,
10z1 + 59 + 1223 > 26,
1, T2, 3 > 0 — butun.

(3.13)

(3.13) tengsizliklarning o‘ng tomoniga x4, 25, 2 > 0 larni mos
ravishda qo‘shib diagonal ko‘rinishga keltiramiz:

To = 2(—x1) + 5(—x3) + (—z3) —> max,
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T, = —{—x;),1=1,2, 3,

2y = =5 = 3(~x1) — 4=22) — (—23),

Ty = —18 — 7(—51,'1) - 2(—JL2) - 5(—‘-123),
xg = —26 — 10(—xy) — b(~xz2) — 12(—x3),
z; > 0—butun, 2 =1,2,..., 6.

Boshlang'ich jadval quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi {3.7-jadval).

3.7-jadval 3.8-jadval
1 —x; —x2 —I3 1 -z —x9 —5y
zo=]0]2 |51 zo=-2]113]1
sn=lol2]s5]1 21={0|-1/0 10
z9=[0 [0 [-1]0 2=l 0 [0 |[—1]|0
23= 0 |0 |0 |1 =2 | 1|2 |-1
2= -5 =3 -4|-1|4 ra= -3 -21-21-1|
25 =|—13}-71-2|-5 5= —8|—-21 8 |-5
26 =|-26|-10] -5 [-12 Ze=| 2| 2 | 19|-12]
=12 —1lee o sp=| -2 (-1 {—1]-1

Bu jadval ikkilanma joiz jadval bolib, z4 joylashgan satr birin-
chi elementi (x4 glymati) manfly, shuning uchun, u hosil giladigan
satr bo'ladi. Bu satrning barcha clementlari manfiy sonlardan
iborat bo‘lganligi uchun, oy, g, a3 vektorlarning leksikografik
minimumini topamiz, bu «ay vektordir.

Quyidagi
0!7' 3
ay < —=, 3= 1,2,3
Hj
shartlardan eng katta musbat, butun uj sonlarni aniglaymiz:
fy = Lo =4, p3 = 1. 3mm Aj = — ” tenglik yordamida

A, lar topiladi: Ay =3, Ag =1, Ag =1, domak A=3.
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Shu A = 3 yordamida yang) chegara:
s1=-2+1 +2.’L'2+J?3

hosil qilib jadval tagiga yozib qo‘viladi. Bu yangi satr hal giluv-
chi satr bo‘lib xizmat qiladi, a3 ustun csa hal qiluvehi ustun,
ularning kesishgan joydagi element --1 hal giluvchi elementdir.
Bu hal qiluvchi element yordamida keyingi 3.8-jadvalga o‘tiladi.
3.8-jadvalda ham z4 satr hosil giladigan satrdir. Bu satrning bar-
cha elementlari manfiy, shuning uchun, o, s, ag vektorlardan
leksikografik ma’noda minimumi topiladi, u ¢ vektordir
o .
ap <2, =123
L

shartdan g, e, ps lar aniqlanadi: py = 1, g9 = 3, ug = 1, A;
lar A; = —'—:‘i“j tenglikdan topiladi: Ay = 2, Ay = % A3 = 1 kelib
chigadi, demak, A = 2. By A = 2 yordamida sy hal qiluvchi
satr tuziladi. Keyingi jadvallarda ham oldingi jarayonni davom
cttirib, 6-iteratsiyadan so‘ng to'g'ri joiz jadvalga cga bo‘linadi.
Ya'ni, berilgan masalaning optimal rejasi: 1 =2, 2o =0, 3 =1

magsad funksiyaning qiymati esa g = —5 bo‘ladi (3.9-jadval).
8. 9-jadval

I —s5 —x9 —84

Ly = -5 1 3 0

Xy = 2 -2 2 1

zo=l 010 |—=110D0
Xy == 1 3 —2 —é__

=2 |-310 1

Iy = 13 1 2 -3
ze=| 6 | 16|-9(—14




3. To‘g‘ri algoritm

Bu algoritmning "to‘gri" deyilishiga sabab, biz har bir ite-
ratsiyada to'g'ri joiz jadvalga ega bo‘lamiz. Ya'ni, hisoblash da-
vomida har vaqt masalaning taqribiy rejasini olishimiz mumbkin
ho‘ladi.

To'la butun sonli algoritmda asosan, ikkilanma simpleks usul
ishlatilib, hal giluvchi element ~1 ga teng bo'lgan bo‘lsa, bu al-
poritmda simpleks usul ishlatilgach, hal giluvchi clement 11 ga
teng bo'ladi. Quyidagi BSCIID masalasini ko'raylik:

7%
Ty = Qoo + Z (I,()j(—flij) — Inax,
i1

T
Tni = Qo +5‘—21 ay(~7) i=1,2...,m, (3.14)

L / .
vy =—(-2;), 7=12,...,n,
r; 20,7=12,...,n+m,
aj—butun, 7 =1,2,...,n1 <n+m.
bu yerdn: ag,, ai; @i lar butun, nomanfiy ho‘lgan sonlardir.
I'nrnz gilaylik, simplcks jadvalda v hal giluvchi satr; £ hal qi-
Invehi ustun bo'lsing ya'ni
a @i
L g
Qye it

tenpsizlik  barcha musbat a;; lar uchun, o'rinli. Quyidagi

qo‘shimeha:
= |20 E’:ﬁ] .
s l%e]+z[/\ (—x;)

jeJ
tenglama tnzilsin, agar A = ay deb, undan hal qgiluvchi satr
sifatidn foydalanilsa, hal giluvehi element 1 ga teng bo‘ladi.
[Bu csa keyingi jadval clementlarining butuuliligini saglab qoladi.
ar | %
Agﬂ'r [ataf

ham, reja ham o‘zgarmaydi.

= () ho'lsa, ravshanki, magsad funksiyaning qiymati
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Ammo bu algoritmning chegaralanganligini ta’minlamasligi
mumkin. Bu xuddi chizigli dasturlashdagi cheksiz qadamli ma-
salalarga olib keladi. Lekin chizigli dasturlashda o‘zgaruvchilar,
chegaralar soni chekli ckanligidan foydalanib, cheksiz qadam bo‘-
la olmaslik ko‘rsatiladi. BSCHD da esa har safar yangi chegara
qo‘shilib borilaveradi, shuning uchun, qadamlar soni chegaralan-
ganligini boshgacha yo‘l bilan ko‘rsatish kerak bo‘ladi.

Bir jadvaldan keyingisiga o‘tish o ‘tish sikli deb yuritiladi, o'tish
sikli statsionar sikl deb aytiladi, agar 0 < a,g < a, bo'lsa,
o‘tuvchi sikl deb aytiladi, agar 0 < a,y < a9 bo'lsa. Agar sikl
o‘tuvchi bo‘lsa, u holda ¢y < —1 bo‘lganligi uchun, magsad
funksiyaning qiymati kamida bir birlikka oshadi. Dcmak, che-
garalangan maqsad funksiyada, chekli gadamdan keyin optimal
rejaga kelinadi.

Shunday qilib, asosiy muammo statsionar sikllar soni chcga-
ralangan ckanligida bo‘lib, buni ko‘rsatish uchun, o‘tish va sta-
tsionar sikllarni farglamasdan ko‘ramiz. Algoritmning chegara-
langanligini ta’minlash uchun, quyidagi uch o‘zgarishni kiritish
kerak bo‘ladi:

1) boshlang'ich jadvalga go‘shimcha satr qo‘shib yoziladi;

2) hal qiluvchi ustun yangi goida asosida tanlab olinadi:

3) hosil giladigan satr ham quyida berilgan qoida bo‘yicha oli-
nadi.

Jadvalga qo‘shib yoziladigan yangi satr

n
T, =aw+ Y (—2) (3.15)
i1

ko‘rinishda bo‘lib, agg butun son shunday taulab olinadiki, (3.14)
shartlarni qanoatlantiruvehi ixtiyoriy joiz rejaning nobazis x; (¢ =
1,2,...,n) larning giymatida z; manfiymas, butun bo‘lib golishi
kerak, Bu L — satr hal giluvehi ustunni tanlashda muhim rol
o‘ynaydi. ay; (3.15)-tenglamadagi biror iteratsiyadan keyin j —
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ustunga mos kelgan koeffitsiyentni bildirsin. Har bir a; vektor
uchun, yangi r; vektor quyidagicha aniglanadi:

.= (a()j Ant14 an—i—mj)
j e ——-’ b -t., -
ar; Qrj ar;

Musbat a;; larga mos r; vektorlarning leksikografik minimumi
r¢ bo'lsin, unda ¢ hal giluvchi ustun bo‘lib xizmat giladi.

Endi hosil giladigan satrni aniglaymiz. Buning uchun, uni tan-
lash usulini keltiramiz, u algoritmning chekliligini ta’minlaydi.

Tanlash usuli. Biror satr keltiriladigan satr sifatida olinishi
mumkin, agar u tanlangan satr ¢ uchun, biror chekli iteratsiyadan
keyin a;z < ayg tengsizlik bajarilsa {bu tengsizliklarning barchasi
hitta jadvalda bajarilishi shart emas).

Bu usulni ganoatlantiruvchi ixtiyorily qoida joiz qoide deb ata-
ladi. Bunday joiz qoidalar ko‘p bo‘lib, quyida shulardan bittasi
kellirilgan.

Faraz qilaylik, ushbu

s = [a—ﬂ] + 7; [ﬂ} (~z;) (3.16)

Ay Ay

vangi chegara hosil qilingan bo‘lsin. Jadvalning to'gri joizligi-
ni saqlab qolish uchun, hosil giladigan satr quyidagicha tanlab
olinishi kerak:

s
0< [—-’ﬂ} < 0, (3.17)
Uyg
bt yerda
a'.
d; = min iy
>0 Qe

Biz V(#) orqali (3.17) — shartni qanoatlantiradigan satrlar
to'plaunini belgilaymiz.

Endi V{#) dan hosil giladigan satrni tanlab olishni ko‘rib chi-
qamiz. Anigki, agar o‘tish siklli bo'lsa 8; > 1, ya’ni a;y < ay
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barcha 1 lar uchun, bajariladi. Shuning uchun, statsionar siklni
ko'ramiz, unda 6, < 1 bo‘ladi.

Quyidagi

V(f)={z':og9i°<1}.
aif
belgilashni kiritamiz.
Algoritmni bevosita keltirishdan avval joiz qoidani keltiraylik.
Qoida. a) Faraz qgilaylik, V,(£), p — iteratsiyada hosil bo‘lgan
to‘plamni bildirsin va uni elementlar soni bittadan ortiq bo‘lsin:

‘/p(‘ﬁ) = {/Ulz V25 -0 vk--i—?}

u holda v € V,(¢) satr hosil qiladigan satr sifatida olinadi, agar
v — satr Vi(€), ..., V,(€) to‘plamlarda bo‘lgan v; clementlarga nis-
batan avval paydo bo‘lib va keyingi to‘plamlarning barchasida
ishtirok etib kelgan bo‘lsa;

b) avval a) da olingan v— satr, v € V(£) bo'lgunga qadar
olinaveradi, agar v€V(£) bo'lsa a) ga o'tiladi.

Endi to‘g'ri usulning algoritmini keltiramiz.

1. Boshlang'ich jadvalga (3.15) ga mos satr qo‘shilsin. Bu yerda
ao butun musbat son shunday tanlab olinadiki, (3.14) ni qano-
atlantiruvchi ixtiyoriy joiz rejaning nobazis x1, g, ..., Z, giymat-
larida z; > 0 — butun bo‘lishi kerak.

2. Optimallik sharti tekshirilsin: agar ag; > 0 barcha j € J
lar uchun, o‘rinli bo‘lsa, masala yechilgan bo‘ladi, aks holda 3 ga
o'tilsin.

3. a;; > 0 ga mos keluvchi r; vektorlarning leksikografik mini-
mumi r, topilsint, bu ustun hal giluvchi ustun bo‘ladi.

4. Quyidagi

V() = {i:ogi”i?geg}
14474
to‘plamndan joiz qoida asosida hal giluvchi satr tanlab olinsin.
5. (3.16)-tenglamaga mos satr jadval tagiga yozilsin.
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6. ay hal giluvehi ustun va oxirgi satr hal giluvchi satr deb
olinib, keyingi jadvalga o‘tilsin.

7. Oxirgi satr tashlab yuborilsin va 2 ga o‘tilsin.

Yugorida aytilganga asosan, boshlang'ich jadval to‘g'ri joiz bo'-
lishi kerak. Bundan kelib chigadiki, algoritm samarador ishla-
shi uchun, mumkin gadar "yaxshi" bazis rcjani aniqlash kerak
ho'ladi. Ko'pgina, tatbigly masalalarda bu "yaxshi" reja ma’lum
ho'ladi yoki uni aniglash mumkin bo‘ladi.

Fndi to‘g'ri algoritm uchun, sonli misol ko'ramiz.

3-misol. Quyidagi BSCHD masalasi, odatdagidek, diagonal
holga keltirilgan bo‘lsin:

Ty = T + To 4+ X3 — Max,

@y =224 2(—x1) — (—2z2) + 22(—1x3),
T =6+ 2(—-1121) - (”‘-’52) + 6(_'7:3)7
26 = 2+ 2(~z1) — 5(—2p) + 2(—x3),

2y = —(=21),
o = —(—123),
w3 = —(-=3),

Xy, T2, ..., L7 :_> 07
I1, L2, ..., L7 - butun.

(Qo'shinicha chegarani quyidagicha kiritamiz:
$11=10—£E1—$2—~2,‘3.
Boshlang'ich jadval quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi (3.10-jadval):
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3. 10-jadval 3. 11-jadval

1 =z ~2p —x3 1 —s8 —19 —23
zo=l 0 |—1]—1]—1] wo=|111]-4]0
za=| 221 2 |7 | 2 xs=| 20-2] 131 20
z5=| 6 1] 6 z3={ 4 |—2| 5|4 |
o=l 2 | 2 |-5]2 ze=| 0 | -2 0
;= 1 {—4|1 |1 =5 |4 [-11] 5
r= 0 |-1]0 |0 o= 1|13
zo=l 0 | 0 [~1|—1 za=[ 0 | 0 |=1] 0 |
z5=l 0 ] 0 |0 |1 o= 0 |0 |0 [-1
zr= 10]1 [1[1 = 0 |—1] 4
si=| 1 | 11]-3]1 s=l 0 |[-2] 1

oy vektor leksikogralik ma’noda minimum, demak, 1-ustun hal
qiluvchi ustun bo'lib xizmat qiladi.

;0
~— (a;; > 0
air ( if )

nisbatning eng kichigiga xg — satrda crishiladi, u hosil giladigan
satr bo‘ladi V(1) = {6} hosil qgiladigan satr yordamida (zg satr
clementlarini 2 soniga bo‘lish orqali) hal qiluvchi satrni topamiz.
Hal qiluvchi element 1 ga teng, simpleks usul bilan keyingi jad-
valga o‘tamiz. Bu jalvalda oy ustun hal giluvchi ustun bo‘lib,
Vi(2) = {5, 6}, lekin g — satr oldingi V(1) da ham ishtirok ct-
ganligi uchun, uni yana hosil qiladigan satr sifatida olamiz. Bu
joiz goidadan kelib chiqadi (3.11-jadval).

Bu jarayonni davom cttirsak 3.12-jadvalda quyidagi optimal
rejaga ega bo'lamiz: 1 =4, 29 =2, 23 =0
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3. 12-jadval
1 =87 %6 —a3

0= 611015

= 0 |0 |0 [--1
x = 4 |-1]0 L—S

Kombinatorik usullar

Kombinatorik usullarning asosty goyasi ko‘p imkonivatlar (re-
jalar) to‘plamidan istigbolli, ya'ni optimal rejani o'z ichiga olgan
to'plamni ajratib olishdir. Ayrim kombinatorik usullarda chizigli
dusturlashning usullari ishlatiimaydi. Bundan tashqari, ularning
chepnralanganliging isbotlash shart emas, bu ko'p hollarda usul-
ning o'zidan kelib chiqadi.

Usullardan eng ko‘p ishlatiladigani va muhim ahamiyatga ega
bo‘lgani tarmoglar va chegaralar usulidir. Bu usulni 1960-yilda
L.end va Doyglar taklif etgan bo'lib, keyinchalik uning ko'pgina
maxsus BSCHD masalalarini yechishda modifikatsiyalari topil-
pann. Xususan, tarmoglar va chegaralar usuli gisman BSCHD ma-
sulasing yechish uchun, ham ishlatilishi mumkin.

Bu ginruhga tegishli usullardan yana biri additiv algoritmdir. U
bul o'zgaruvchili masalalarini yechishda ishlatiladi. Bu algoritin
ham ketnia-ket ko'rib chigishlar sonini kamaytirish bilan xarak-
terlanadi.

Tarmogqlar va chegaralar usuli

Bu algoritm gistnan va to‘la butun sonli masalalarni yechishda
ishlatiladi. Uning g'oyasi har safar masalani ikkita chizigli das-
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turlash masalasiga keltirish, ya'ni tarmoqlashdir. Shundan ke-
yin har bir tarmoqdagi chizigli masalani yechish bilan magsad
funksiyaning ckstremum giymatiga quyi chegara topiladi. Bun-
day tarmoqlash jarayoni butun sonli optimal reja topilishiga
gadar davom ettiriladi. Bizga quyidagi BSCHD masalasi beril-
gan bo‘lsin:

n
L(z) = Z Qg;T; — Max,
=1

n
ap;x; < b, i=1,2,...,m,
jg W= (3.18)

0<z;<4a;,73=1,2,..,n,
@; - butun, j=1,2,..n. (3.19)

Buuday masalani yechish uchun, tarmoqlar va chegaralar usuli
quyidagi qadamlardan iborat bo‘ladi:

1. Faraz gilaylik, (3.18), (3.19)-shartlar bilan n o'lchovli fazoda
chegaralangan, yopiq va gavariq Gy soha aniglangan bo‘lsin;

2. Gy sohada L{r) magsad funksiyaga maksimum qiymat be-
ruvchi xp optimal reja topiladi. Agar zp (3.19), shartni qano-
atlantirsa, berilgan masala yechilgan bo‘ladi, aks holda keyingi
qadamga o'tilsin;

3. L{zp) ni &(Gp) deb belgilansin va keyingi iteratsiyaga
o'‘tilsin;

Birinchi iteratsiya.

1. Optimal reja xy ni butunmas komponenti z; =
aniglansin. Gy ni quyidagi usul bilan G’gl), G?) to‘plamlarga
ajratilsin:

G?) = {.’12 €Gy:x; < {CIIZ'()]},
G?) = {.’L' € Gy x> i.’I‘,gf + Z}
2. L(z) maqsad funksiyaning Ggl) to‘plamda optimal rejasi :sg'l)

topilsin. L(z) funksiyaning G?) to‘plamda optimal rcjasi .7:52) to-
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pilsin. Quyidagi belgilashlar kiritilsin:
&G = L), €G) = Liz?).

3. Optimallik sharti tekshirilsin: agar x(f) (3.19) shartni
qanoatlantirib

£GPy = max(€(GY), £(GP))

ho‘lsa, u holda masalaning optimal rejasi, aks holda keyingi ite-
ratsiyaga o‘tilsin;

k+1-iteratsiya.

Faraz qilaylik, £ ta itcratsiya bajarilgan bo‘lib, 0( ) y o=
[, 2, ..., to‘plamlar hosil qilingan bo‘lsin.

l.ekin masalaning optimal rejasi topilmagan bo‘lsin. U holda,
quyidag usul bilan &(Gg))j i=1,2,...,7 lar vordamida istigbolly
lo' p!um G ) aniglanadi.

G “ ) ot ‘plamni tarmoglash uchun, :1:( v) rcjadan butun bo‘l-

imapan komponenta tanlab olinib, quyldagl to'plamlar tuziladi:

W e QY x, < lagl), GO={r € Gy xy 2 [mw] + 1}

2. Magsad funksiya L(z) ning G}”) .t =1, 2 to'lamda maksi-
inal giymati va optimal rcjasi topilsin:

WP (3 v} N (
LGV = LX), §Gy) = LX), X)), X9,

A4 Oplimallik sharti tekshirilsin: agar X,g"l) (3.19)-shartni gano-

ntlnlirsn, (a‘([‘ " tolam keyinchalik tarmoqglanmaydi va u fiksirlab
qo'yilndi, liluulau tashqari

§(GY) = max (G

. N
Lenglik barcha oxirgi G};) to‘plamlar uchun, bajarilsa, X,(CU; opti-
mal reja bo‘ladi, ya’'ni masala yechilgan bo‘ladi. Aks holda, tar-
moqlash iteratsiyasi davom ettiriladi.
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Algoritmning chekliligini (3.19)-shart ta’minlaydi. Shu bilan
birga algoritmdan ko‘rinib turibdiki, n; soni qanchalik kichik
bo'lsa, iteratsiyalar soni ham shunchalik kam bo‘ladi. Yana, shuni
ta’kidlash lozimki z; < xy, yoki z; > [zi0] + 1 chegaralar yan-
gi chegaralar bo‘lib, sohani "kichraytiradi" va shu bilan birga
hosil bo‘lgan yangi masalalarni yechish uchun, avvalgi jadvallar-
dan foydalanish mumkin. Buning uchun, yangi chegaraga mos
satr jadval oxiriga qo'shib yoziladi.

Tarmoqlar va chegaralar usuli aynigsa, butun sonli chiziqli das-
turlash masalalarini yechishda samarador usullardan hisoblana-
di. Chunki bu holda tarmoglanish soni kam bo‘lib, optimal re-
jaga tezroq kelinadi. (3.19)-ko‘rinishdagi chegaralarni quyidagi
qo‘shimcha masalalarni vechish orqali topish mumkin:

& — max, (3.20)

n
Z Qi T < bia 1= 1’ 2’°"1m'7
j=1

z; 20, 5=1,2,...,n

Bunda d; = [2,5 = 1,2,..,;m bofladi, bu yerda
:L‘g, j = 1,2,...,n1 (3.20) magsad funksiyasining maksimal
qiymatidir.

4-§. Transport masalasi

Transport masalasining umumiy qo‘yilishi quyidagicha A,
As, ..., A;, ..., A bir xil turdagl mahsulot bilan savdo giluv-
chi ta’'minot punktlari bo‘lib, A; — punktdagi mahsulot mig-
dorining hajmi a; birlikka teng bo‘lsin. Shu mahsulotlarni By,
By, ..., Bj, ..., B, iste'mol punktlariga tarqatish talab qilinsin.
Bunda B; — iste'mol punktiga olib kelinishi kerak bo‘lgan mah-
sulot migdori hajmi &; birlikka teng bo‘lsin.
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A; — ta’minotchidan B; — iste’molchiga birlik mahsulotni olib
horish xarajati ¢;; so‘mga teng bo'lsin. Ta’minot punktdagi mah-
sulotlarni iste’molchilarga eng kam xarajat bilan tagsimlash ta-
lnh ctilsin, Berilgan masalani yechish uchun, z;; bilan A; -
tn'minotchidan B; — iste’molchiga tashib ketilishi mo‘ljallangan
mahsulot migdori belgilanib, masalaning matematik modeli tuzi-

i, ya'ni:
m n
E E CijTi; — min, (4.1)

i1 j=1
n
ZTJ =a;, i=12..m, (4.2)
i—1
m
> mj=bj, j=1,2,..,n, (4.3)
i=1
520, 1=1,2,...m, j=1,2,..,n. (4.4)

Bu yerda {4.2) har bir ta’minotchidan olib ketiladigan mahsulot
miqdoriga, (4.3) csa har bir iste’'molchiga olib kelinadigan mah-
sulot miqdori hajmiga bo‘lgan chegarani bildiradi, (4.1)-maqsad
funksiya deb atalib, u mahsulotlarni tashib ketilishining umumiy
xarajatini aniglaydi. Demak, (4.1), shu umumiy xarajatni mini-
mum qilish kerakligini bildiradi.

(4.2), (4.3) va (4.4)-shartlarni qanoatlantiruvchi vcktorla,r
to‘plami mos transport masalasining rejalar to‘plami deb ata-
ladi. Rejalar to‘plamiga tegishli bo‘lgan har bir x;; vektor mos
transport masalasining rejasi deb ataladi.

Shunday qilib transport masalasining qo'yilishi quyidagidan
iborat: rejalar to‘plamidan shunday rcjani aniqlash kerakki; u
(4.1) magsad funksivaga minimal giymat bersin.

1 n
1-ta’rif. Agar iai = Y_ b; tenglik bajarilsa, mos transport
i=1 il
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masala yopik transport maselasi, aks holda ochiq transport ma-
sala deb ataladi.
1-teorema. Ixtiyoriy yopiq transport masalasi yechimga ega.
Isbot. Teorema shartiga ko‘ra,

m n
E a; = E bj.
i=1 j—1

m m
Quyidagi belgilashni kiritaylik: 3~ a; = Y b; = p > 0. U holda
i=1 7=1
x,J = 9—’;1 t=1,2..,m,7 =12 .,n reja bo'ladi, hagigatan,
;i = 0 tengsizlik ixtiyorly ¢ = 1,2,...,m, j = 1,2,....n larda

o‘rinli bo‘lishliligi tushunarli, bundan tahhqwrl

m
=3 e, S-S Y,
z 2=1

=1 =1

demak, (4.2), (4.3) va (44) shartlarning barchasi bajariladi.
Ko'rsatamizki, rejalar to‘plamida

m n
=D cmy
i=1 j=1
magsad funksiya ham yuqoridan, ham quyidan chegaralangan.
Quyidagi belgilashlarni kiritaylik: ¢ = min ey, ' = max Cij, U

Tt
holda bir tomondan z = Z E iy < ¢ Z )L = (” L a; =

i—1 j=1 i=1 §=1 i—
m n

¢"p, ikkinchi tomondan z = Y3 ¢ja; > c’ZZmU =

=1 y=1 t=1 j=-

m

dYa; = dp, demak, p < z < p. Shunday qilib, bo'sh
i=1

bo‘lmagan rcjalar to'plamida maqsad funksiya chegaralangan

ekan, bundan kelib chiqadiki, masala yechimga ega. Teorema is-
bot bo‘ldi.
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Ochig transport masalasida ikkita hol bo‘lic;hi mumkin' a)

1 7t

Y. a; > Y bj— ta’minot istc’'moldan ortig; b) Zaz < Z b —
i j=1 i=1 j=1

iste’mol ta'minotdan ortiq. Ikkala holda ham maqsad funksiya
ko‘rinishi o'zgarmaydi. Birinchi a) holda soxta Bn+1 — iste molchl

punkt, uning talab mahsulot miqdori-b,; = Zag ij,

ikkinchi b) holda soxta A4 — ta’ mmotchl punkt kmtlhb umno

mavjud mahsulot miqdori-a,. 1 = Z b; — Z a; ga deb olinadi.

i—1 j—1
4. 1-jadval
— : . e
T’ minot- Iste’molchilar avju
chlfllilll}t?t I mahsulotlar
N __FI By o B; ”'_ B, miqdori
1) €12 . Cij P Cin
Ay J a
R (4] (5,51 S €25 —_ on
Ay as
cul e cij 1 e
A a;
Cmll Cm2l - Cmgl - Crmn
Am A
- ne Lo - -
Talablar | & by e b ... bn a; = S b,
J y 1 et vl
iz

Soxta istemolchi B,,41 bo‘lgan a) holda, barcha ta’minotchilar-
dan bu iste’molchiga mahsulotni olib borish xarajatlari nol deb
olinadi, ya'nui: ¢y = 0,7 = 1,2, ..., m. Aslida, bu yo‘nalishlar
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bo‘yicha mahsulot tashilmaydi. Soxta ta’minotchi A1 bo‘lgan
b) holda ham, undan barcha istemolchilarga mahsulot tashish
xarajati nol deb olinadi, ya'ni: ¢my1; = 0,7 = 1,2,...,n. Bu
holatlarda optimal rejada eng kam xarajatga ega bo‘lgan yechim
to‘g'ri keladi.

Bu mulohazalardan kelib chigadiki, har vagt ochig transport
masalasini yopiq transport masalasiga keltirish mumkin ekan.
Shuning uchun, umumiylikka zarar keltirmagan holda, masala-
ning yechish usullari fagat yopiq (4.1)—(4.4) ko‘rinishdagi trans-
port masalasi uchun, berilishi yetarli bo‘ladi. (4.1)—(4.4) trans-
port masalasini quyidagi jadval ko‘rinishda berish, berilgan ma-
salaning yechish usullarni bayon qilishda qulaylik tug'diradi.
Bunda xarajatni bildiruvchi ¢;; sonlari kataklarning o‘ng yuqori
burchagiga yoziladi. Oxirgi ustun va satrlarga mos ravishda
ta'minot punktlarida mavjud bo‘lgan va iste’'molchilarga zarur
bo‘lgan talab — mahsulot miqdorlari yoziladi.

1. Boshlang‘ich rejani aniglash usullari

Shimoliy — g‘arb burchak usuli. Bu usul b; — iste'mol-
chining talabini A; — ta’minotchining mavjud mahsuloti bilan
gondirishdan boshlanadi. Agar talab to'la gondirilsa (buning
uchun, a; > b bo'lishi kerak), unda A; ta’minotchining ortib qol-
gan mahsuloti bilan B, iste’molchining talabi qondirishga o‘tiladi
va hokazo. Mabodo, Ay ta’minotchi Bj iste’'molchining talabini
to‘la qondira olmasa, u holda As ta’minotchining mahsulotidan
foydalanishga o‘tiladi va uning yordamida By iste'molchining ta-
labi, yoki to‘la, yoki gisman qondiriladi. Yopiq transport masala-
si qaralayotganligi sababli, bu jarayon ta’minotchilarning barcha
mavjud mahsulotlarini istc’'molchilarga to‘la targatib bo‘lgunga
qadar davom cttiriladi. Bu jarayonning har bir qadamida, yoki
mos ta'minotchi mahsuloti to‘la targatib bo'linadi, yoki mos
iste’molchi talabi to‘la qondiriladi.
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4.2-jadval

r'-'l::;':minot- i Istc’'molchilar Mavjud
il 3 mahsulotlar
chlar Bl» B By |Bs By Bs migdori
P 3 6 9 8 3 100
Ylso {20
- . 5 1 5 i =1 -~
: 40 {110 |o
8 7 9 2 5
As 180 |20 200
i 3 4 3 A 8
Ay 150 150
Talablar | 80 60 110 | 180 | 170 600

Mabodo, ikkala hol bir paytda ro‘y bersa, va’ni bir nech-
ia ta'minotchilarning mavjud barcha mahsulotlari to'la tagsim-
lanib, mos iste'molchilarning talablari to‘la qondirilsa, bunda
mos o‘ng katakka, voki pastdagi katakka nol soni yozib qo‘yiladi.
Ayrim kataklarga bunday nollarni yozish bilan xosmas (bu hag-
da quyida aytilgan) boshlang'ich reja hosil qilinadi. Bu usulni
quyidagi misolda bayon ctamiz. Ay, A, Az, A4 ta’minotchilar
bo‘lib, ularning mahsulot migdoriari mos ravishda a; = 100, as =
150, ag = 200. ay = 150 ra teng bo'lsin. Shu mahsulotlarga chtiyo-
i1 bo'lgan By, Bs, Bs, By, By iste'molchilar bo‘lib, ularning mah-
sulotga bo‘lgan talablari mos ravishda b, = 80,by = 60,03 =
110,b; = 180,b5 = 170 ga teng bo'lsin. A; ta’'minotchidan
B; — iste’molchiga birlik mahsulot tashish xarajati ¢;; quyidagi:
C11 = 5,612 = 6, C13 = 9,Cl4 = 8, Cls = 3,621 = 9, Cog = 4,(:23 =3
Cop = 4,095 = 5,031 = 8,39 = T,c33 = 9,¢4 = 2,¢35 = 5,41 =
3,c40 = 4,043 = B,c44 = 4,c45 = 8 sonlar bilan aniglangan
bo'lsin. Bu masalani 4.1-jadval kabi, quyidagi ko‘rinishda yoza-
mlz:
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A; ta'minotchining mavjud mahsuloti 100 ga teng. Bu hajm-
dagi mahsulot yordamida eng kichik tartib raqamlii iste’'molchi
bo'lgan B ning talabini gondirishdan boshlaymiz: 100 ning 80
birligi By ga ajratiladi, qolgan 100-80=20 birlik mahsulot B
iste’molchiga beriladi, undan so‘ng bu iste’'molchiga yetishma-
gan 60-20=40 mahsulot migdori A ta'minotchi mahsuloti bi-
lan to‘ldiriladi. A ta’'minotchining qolgan 150-40=110 mahsulo-
ti By iste’'molchining talabi bo‘lgan 110 uchun, yetarli. Shunday
qgilib, bu qadamda A;, A; ta’minotchilarning mahsulotiari to'la
tagsimlanib bo‘lindi va Bj, By, By iste’'molchilarning talablari
to‘la qondirildi. Shuning uchun, o‘ng tarafdagi katakka nol soni
yozib qo'yilgan (4.2-jadval).

Endi Az ta’minotchining mavjud mahsulot miqdori va By is-
te’'molchining talab mahsulot miqdorlari qaraladi. 4.2-jadvaldan
ko‘rinib turibdiki, ta’minotchining mavjud mahsulot miqgdori
(200) iste’molchining talab mahsulot migdori {180} dan katta,
shu sababli A3 ta’minotchining mahsuloti bilan £, iste’molchi
talabi to‘la qondiriladi. Mos katakka 180 soni yozilgandan so‘ng,
o‘ng katakka o‘tiladi, bu bilan Az ta’minotchida qolgan 20 bir-
lik mahsulot miqdori Bs iste’molchiga beriladi. Shundan so‘ng
Ajg ta’'minotchining mahsulot miqdori tugaydi, shu sababli past-
ki katakka o‘tiladi, hamda A4 ta’minotchining mavjud mahsu-
lot migdori (150) bilan Bs iste’molchining qolgan talabi (150)
to‘la qondiriladi. Bu jarayon asosida boshlang‘ich reja taqgsimoti-
ga ega bo'lamiz: 11 = 80,212 = 20,213 = Ty = T15 =
0, 91 = 0, Ty = 40, Xogz = 110, Toy = X9y = U, Ty = Xz =
z33 = 0,234 = 180,235 = 20, 041 = Tgp = Ty3 = Ty =
0, 45 = 150. Bu boshlang‘ich rejaga mos kelgan umumiy xara-
jatni aniglash uchun, ikkita son yozilgan kataklardagi sonlarni
o‘zaro ko‘paytirib yig'indisini topish kerak bo‘ladi. Ko‘rilayotgan
misol uchun, topilgan boshlang'ich rejaga mos umumiy xarajat
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D-804+6-20+4-40+3-110+2-180+5-20+ 8- 150 = 2670
hirlikka teng bo‘ladi.

Minimal baholi usul. Bu usulning mohiyati shundan iborat-
ki, avval eng kichik son yozilgan katak tanlab olinib (agar bun-
duy kataklar soui bittadan ko'p bo‘lsa, ularning ixtiyoriy bittasi
tanlab olinadi), bu orqali iloji boricha ko'p mahsulot jo‘natiladi.
Anigrog'i, shu katakka mos ta’minotchi va iste’'molchi mahsu-
lot. miqdorlarining cng kichigi yoziladi. Bunda, albatta, yoki
iste’molchi talabi to'la qondirilgan bo'ladi, yoki ta’'minotchining
malisuloti to‘la sarf bo‘ladi, yoki ikkalasi ham bajariladi. Shun-
dat so‘ng yoki mos ustun, yoki mos satr, yoki mos ustun,
salr katak clementlari keyingi hisoblashlarda ishtirok etishmay-
di. Bundan keyin, qolgan katak clementlaridan eng kam xarajatli
ho'lgant tanlab olinib, shu katakka mos tagsimlanish yuqoridagi
kabi amalga oshiriladi. Shundan so‘ng oldingi jarayon takrorlana-
di va bu jarayon barcha ta’minotchilarning mahsulot migdorlari
Lo'la tagsimlanib, talablar to'la gondirilguncha davom ettiriladi.
Bu usulni yugorida ko‘rilgan misolda bayon qilamiz.

4.3-jadval
— — : N
Ta minot- Iste’molchilar 3
chilar B, B, | B By B Inahgulotlgr
5 migdori
5 6 9 8 3
A 100 100
h B 4 3 1 5
A
2 40 | 110 150
A ° ! ? ? b 200
o 180 |20
A 13 4 5 1 g 150
Molso |20 50
Talablar | &G 60 110 180 170 600




4.3-jadvaldan ko‘rinib turibdiki, eng kam xarajat 2 ga teng
bo'lib, u A3By katakda joylashgan. Unga mos kelgan talab 180,
berish mumkin bo‘lgan mahsulot esa 200 ga teng. Shuning uchun,
bu katakka 180 yozilgan. Shundan so‘ng iste’molchi talabi to‘la
gondirilgani uchun, keyingi hisoblashlarda B, ustun katagida, joy-
lashgan xarajat sonlari ishtirok etishmaydi. Qolgan kataklardagi
eng kichik element 3 bo‘lib, u A By, A2B3, A;B; kataklarida joy-
lashgan. Shu kataklardan birortasi, masalan, A;Bs tanlab olin-
gan bo'lsin. U katakka mos kelgan talab bilan, mavjud mahsu-
lot miqdorining eng kichigi 100, demak, bu katakka 100 yozilgan
bo'lishi kerak. Shundan so‘ng A; ta’'minotchining mahsuloti tu-
gaydi. Shu sababli keyingi hisoblashlarda A; satr katak clement-
lari ishtirok ctishmaydi. Qolgan katak clementlarining eng kichigi
3 bo'lib, u A2B3, A4By kataklarda joylashgan. Ulardan birortasi,
masalan, A4B; tanlab olingan bo‘lsin. Bu katakka mos kelgan
maviud mahsulot migdori 150, talab esa 80 ga teng. Shuning
uchun, ushbu katakka 80 yozilgan. Shundan so‘ng iste’molchining
talabi to‘la qondirilgan bo‘ladi. Bundan keyingi hisoblashlarda
By ustun katak elementlari ishtirok etishmaydi. Qolgan katak-
lar clementlarining eng kichigi 3 bo‘lib, u AyB3 katakda joy-
lashgan. Ushbu katakka mos kelgan iste’molchining talabi 110,
ta'minotchining mavjud mahsulot miqdori 150. Demak, A;B;3
katakka 110 soni yoziladi va bu bilan keyingi hisoblashlarda Bs
ustun katak elementlari ishtirok ctishmaydi. Qolgan katak ele-
mentlarining eng kichigi 4 bo'lib, u A9 By, AyBy, AyBy va AyB,
kataklarida joylashgan, bunda B, ustuniga to'g'ri kelgan AsB,
va A4B4 kataklari hisobga olinmaydi, chunki By istc’'molchi ta-
labi to‘la qondirilgan. Shuning uchun, Ay B, katakka 40 (chunki
Ay ta’'minotchida 40 mahsulot miqdori qolgan edi}, A4Bs ga 20
sonlari (chunki By iste’molchiga yana 20 mahsulot miqdori kerak
edi) yozilgan. Mahsulotlari tugagan ta’minotchilarga va talablari
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lo'ln qondirilgan iste’molchilarga mos kelgan satr va ustunlardagi
kntaklar elementlari hisobga olinmagan holda, eng kichik xara-
jntni topamiz, u 5 ga teng. Bu son AgBj katakda joylashgan.
Unhibi katakka Ag ta’minotchida qolgan 20 mahsulot miqdorini
yozamiz, Oxirgi A, By katak qoldi, unga 50 soni vozilish kerak.

Shanday qilib  4.3-jadvalda boshlang‘ich tagsimotni hosil
gildik, unga asosan: x1; = 100, 9 = 40, xog = 110, 234 =
[80), £yn = 2[], Xy = 8[) Ty = 20) Tys — 50. Bu bOShl&l’lg"iCh
rejapn tos kelgan xarajat 3- 100 +4-40+3-110+2-1804 5 -
204 3-80+4-20+ 8- 50 = 1970 ga teng bo‘ladi.

Demak, ushbu usul yordamida topilgan boshlang‘ich rejaga
mos xarajat, shimoliy-g'arb usulida topilgan boshlang’ich reja
xnrajatipn qaraganda kichik, bunga sabab, oxirgi usulda aniglan-
pati hoshlang'ich reja berilgan xarajatiarni hisobga olgan holda
tuzildi,

Ikki karra afzalroq usul. Bu usuluing mohiyati quyidagicha:
nvval har bir satrda eng kichik clementli katak (kataklar) tan-
lahy olinib 4/ bilan belgilanadi, keyin har bir ustunda eng kichik
clenientli katak (kataklar) ham 4/ bilan belgilanadi. Shundan
so'ng ayrim kataklar 4// belgili, ayrim kataklar 4/ belgiga ega
bo'lishadi. Ikki belgili \/y/ kataklarning har biriga mos ravishda
{alab va mavjud mahsulotlarning eng kichigi yoziladi. Agar bu ja-
rayon davomida mavjud mahsulotlar migdorini iste’'molchilarga
to‘la tagsimlashga crishilsa, unda boshlang'ich reja aniqlangan
bo‘ladi. Aks holda bir belgili y/ kataklarga o‘tiladi va ularning
har birl uchun, mos ravishda mavjud mahsulotlar talab asosida
tagsimlanib chigiladi.

Mabodo, bu jarayon davomida barcha mavjud mahsulotlar
miqdori istc’molchilarga to‘la tagsiinlanib chigilsa, mos bosh-
lang'ich reja aniglanadi. Aks holda, ortib qolgan mahsulot mig-
dori ikkinchi — minimal baholi usul yordamida iste’molchilarga
to'la tagsimlanadi va mos boshlang‘ich reja aniglanadi.
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4-4-jadval

Ta’minot- Iste’'molchilar ai\’i‘a‘l’juf'i
chilar B B B B B |malisu otlar
1 2 i 74 125 miqdori
A R R N 100
' 100
9V AT 4] 5
A .
? 0 [110 150
81 71 9 WV2 ! E
A !
’ 180 |20 200
VV3 |V 4 5 1 8
A .
“ o180 120 50 150
Talsblar | 80 | 60 | 110 | 180 | 170 600
PR S

Yuqorida ko‘rilgan misolga uchinchi usul — ikki karra afzalroq
usulini go‘llaymiz. 4.4-jadvaldan ko‘rinib turibdiki, birinchi A;
satrda eng kichik clement 3 ga teng va u beshinchi By ustunda
joylashgan, shu sababli bu katakka / belgi qo‘yiladi. Tkkinchi
Aq satrda eng kichik element 3 ga teng va u uchinchi B ustunda
joylashgan, shu sababli bu katakka 1/ belgi qo‘yiladi. Uchinchi A3
satrda eng kichik element 2 ga teng va u to‘rtinchi B4 ustunda
joylashgan, shu sababli bu katakka +/ belgi qo‘yiladi. To‘rtinchi
Aq satrda eng kichik element 3 ga teng va u birinchi By ustunda
joylashgan, shu sababli bu katakka ham 4/ belgi qo‘yiladi.

Xuddi shu jarayon ustunlar bo‘yicha ham qo‘llanilsa, AyDBs,
AQB;;, A3B4, A4Bl kataklar \/\/ belgini oladi, Ang, A482
kataklari csa bir marta 4/ belgini oladi. Avval \/4/ belgili katak-
larning har biriga mos talab va mavjud mahsulot miqdorlarni
hisobga olgan holda tagsimotni aniglaymiz. A; By katakka mos
kelgan talab 170 bo‘lgan holda, mavjud mahsulot migdori 100,
shu sababli ushbu katakka ularning cng kichigi bo‘lgan 100 soni
yoziladi. Endi ikki belgili A;Bs katakni qaraymiz, unga mos kel-
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pin talab 110 bo'lib, mavjud mahsulot migdori 150, demak, ular-
ning eng kichigi bo‘lgan 110 soni ushbu katakka yoziladi. Keyin-
ph ikki belgili katak A3gB,, unga mos kelgan talab 180, mavjud
mnhisitlot imigdori esa 200, shu sababli bu katakka 180 soni yozil-
pan. Oxirgi ikki belgili katak A4B; bo‘lib, unga mos kelgan talab
migdori 80 va mavjud mahsulot 150, demak, ushbu katakka 80
yozilgan. indi bir belgili kataklarga o'tamiz. Bir belgili A;B;
kitnkks mos kelgan talab 60, ammo Ap ta’minotchining qolgan
mnhslot migdori 40 ga teng, shu sababli ughbu katakka 40 so-
ni yozilgan. Navbattagi bir belgili katak A4B5 bo'lib, unga mos
kelgnn talab 20 ga teng, Ay ta’minotchida ham 20 miqgdorida
mahsnlot qolgan, shu sababli ushbu katakka 20 soni vozilgan.
Natijndn Ay va A4 ta’minotchilarda mos ravishda 20 va 50 miq-
dorida mahsulot migdorlari qoldi, hamda By iste’molchining ta-
Inbi qondirilmadi. Shu ikki katakka nisbatan minimal baholi usul
o' lanilsa, Az By katakka 20 mahsulot migdori, A4B5 katakka 50
mnlisilot. migdori yoziladi. Bu bilan barcha ta’minotchilarning
muvjid mahsulot migdorlari iste’molchilarga to‘la tagsimlandi.
1.1 jadvalga asosan, boshlang'ich tagsimot hosil gilindi, demak:
Irys = 100, Tog = 40 Tog = 110, 234 = 180, Ty = 20, Ty =
80, xq9 = 20, x5 = 50. Bu boshlang’ich rejaga mos kelgan xara-
jut 3-100+-4-40+3-1104+2-1804+5-20+3-80+4-204-8-50 = 1970
ga teng bo'ladi.

Bu yerda ham, avvalgi usuldagidek maqsad funksiyaning giy-
mati 1970 chigadi (lekin bu, umuman har vagt ham teng chigadi,
degani cmas). Endi boshlang‘ich reja yordamida optimal rejani
topish usullaridan bo‘lgan potensiallar usulini ko‘rib chigamiz.

2. Potensiallar usuli

Bu usul bilan, avval aniglangan boshlang‘ich reja yordamida,
ketma-ket mavjud mahsulotlarni qayta tagsimlash orqali opti-
mal reja topiladi. Bu jarayon xarajat jadvali yordamida amalga
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oshiriladi. Bunda, eng e’tiborlisi, agar reja buzilmagan bo‘lsa,
har bir qgadamdan so‘ng magsad funksiyaning qiymati kamida
bir birlikka kichiklashib boradi. Bu bildiradiki, ushbu usul, chek-
li iteratsiyadan so‘ng, albatta, optimal rejaga olib keladi. Shu
bilan birga ma’lum kriteriya yordamida optimal reja topilgani,
voki topilmagani, har bir qadamda, kuzatib boriladi.

Bundan keyin z = {z1, Zi2, ..., Tma) vektor bilan biror reja
belgilanadi. Ya'ni ushbu vektorning komponentalari (4.2)—(4.4) -
shartlarni qanoatlantiradi.

Demak, ta'rifga asosan:

m

m n ki3
mind Y ez =) ) ot

i=1 j=1 =1 j=1

w

-* a— y —
E Zip =@, 1=12,..,m,
J=1

m

N .
E z=b, 3=12,..n,
i=1

r5;20,i=12.,m, j=12,..,n

bu yerda yig‘indining minimumi barcha rejalar bo'yicha olinyap-
ti.

2-ta’rif. (4.1)—(4.4) masalaning yechimini ifodalovchi z* =
(x1], T59) oy o) Yeja optimal reja deb ataladi.

3-ta’rif. Agar z = (211, Z12, .--; Zmn) Tejaning musbat kompo-
nentalari soni n+m — 1 dan ko'p bo'lmasa, bunday reja tayanch
reja deb ataladi.

4-ta’rif. Agar © = (Z11, Z12, ..., Tmn) tayanch rejaning musbat
komponentalari soni, aynan n +m — 1 ga teng bo‘lsa, bunday
reja buzilmagan tayanch reja, aks holda buzlgan tayanch reja
deb ataladi.
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2-tcorema. Biror z* = (27}, =3y, ..., Zhy,) tayanch rcja beril-
pan transport masalasining optimal rejasi bo‘lishligi uchun:

Uf + V' = ¢, agar a3; >0,
U+ V] < ¢y, agar zj; =0,
1=1,2,...m, 1=1.2,..,n

shurtlarni  ganoatlantiruvehi n + m ta U7, Vi, 1 =
[,2....,m, 7 = 1,2, ...,n sonlarining mavjud bo‘lishiligi yetarli
va ngar 27 = (27, 2y, .., Tpyy) buzilmagan reja bo'lsa zarur
hamdir. Bunda U7 Ba V' lar mos ravishda fa’minotchi va
wste 'molchilarning potensiallari deb ataladi. .

Isbot.  Yetarliligi.  Chizigli dasturlash  nazariyasida
ko‘rsatiladiki; to‘g‘ri va unga ikkilamchi bo‘lgan masalalarning
magsad funksiyalarining optimal rejadagi giymatlari bir-biriga
teng boladi. Shu bilan birga quyidagi tcorema o‘rinli bo‘ladi
(uning isboti keltirilmaydi).

3-teorema. Agar to‘g'ri masalaning ¢ — sharti optimal rcja-
da tengsizlik ko'rinishda bo‘lsa, unga mos ikkilamchi masalaning
optimal rejasining i — komponentasi nolga teng bo'ladi. Agar
ikkilamchi masalaning optimal rejasi i — komponentasi musbat
bo'lsa, unga mos to‘g'ri masalaning ¢ — chegarasi optimal rejada
tenglik holda bo‘ladi.

Bu teoremadan kelib chigadiki: a) mahsulot soni (x;; > 0)
yozilgan kataklar uchun, potensiallar yigindisi shn katakka mos
kelgan xarajatga teng bo'lishi kerak, ya’ni

U, +V; = ¢j;

b) mahsulot soni yozilmagan (z;; = 0) kataklar uchun, potensial-
lar yig'indisi shu katakka mos kelgan xarajatdan kichik yoki teng
bo'lishi kerak, ya'ni
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Endi, bevosita topilgan boshlang‘ich rejalarni "yaxshilash",
ya’ni optimal rejani aniglash ko‘rib chigiladi.

Agar biror band bo‘lmagan katak uchun, (4.5)-shart o‘rinli
bo‘lmasa, topilgan reja optimal emas, uni "yaxshilash" kerak
bo'ladi. Potensiallar usuli bir nechta bosqichdan iborat.

Potensiallarni aniqlash. U;, V; potensiallar har bir berilgan
reja uchun, tuziladi va bunda v
Ui+ V= ¢y (4.6)
tenglamalar sistemasidan foydalaniladi. Berilgan rejaning band
kataklari soni n + m — 1 ta bo‘lganligi sababli, ularga mos ra-
vishda tuzilgan (4.6) — tenglamalar sistemasi ham n +m — 1 ta,
o‘zgaruvchilar soni esa n+m ta. O‘zgaruvchilar soni tenglamalar
sonidan bittaga ko‘p bo‘lganligi sababli, biror o‘zgaruvchiga aniq
qiymat beriladi, odatda, buning uchun, band kataklari nisbatan
ko'p bo'lgan A; satr tanlanib, U; = 0 deb olinadi. Shundan
keyin, qolgan potensiallarning giymatlari (4.6)-tenglamalar sis-
temasidan bir giymatli aniglanadi. Masalan, 4.4-jadvalda keltiril-
gan boshlang‘ich rcjaga mos potensiallarning giymatlarini topish
kerak bo‘lsin. Buning uchun, 4.4-jadvalga shu potensiallar qiy-
matlarini ko‘rsatadigan go‘shimcha ustun va satr kiritiladi. Band
kataklar AlBg,, AQBQ, A2.B3, A3B4, A3B5, A4B], A4BQ, A435
bo'lib, ularning soni n +m — 1 = 8 ga teng bo‘lganligi uchun,
berilgan boshlang‘ich reja buzilmagan rejadir. Shu band kataklar
uchun, mos (4.6)-tenglamalar sistemasini tuzamiz:

U+ V=3 U+ Vo=4, Ub+ V3 =3, Us+V; =2,

U3+‘/5=5, l]4+‘/1 =3, []4+%=4, U4+‘/5:8

Bu tenglamalar sistemasi 8 ta tenglamadan va 9 ta no-
ma’lumdan iborat.

A4 — satrda band kataklar soni ko'p bo‘lganligi sababli Uy = 0
deb olinadi. U holda Uy = -5, U =0, U3 = -3, Vi =3, V4 =

(4.7)

80



4, V3 = 3, V4 = 5, V3 = 8 qiymatlar (4.7)-tenglamalar sis-
temasidan topiladi. Ular qo‘shimcha ustun va satr kataklariga
mos ravishda yozib go‘yiladi. Bular boshlang‘ich rejaning poten-
stallari bo‘lib xizmat qgiladi. Band bo‘lmagan kataklar uchun, op-
timallik sharti — (4.5) tekshiriladi, agar (4.5)-tengsizlik barcha
kataklar uchun, o‘rinli bo‘lsa, mos reja optimal bo‘lib, masala
yechilgan hisoblanadi, aks holda (4.5)-shart bajarilmagan katak-
ka mos ravishda musbat U; 4 V] —¢;; — soni katakning yuqorisiga
gavs ichiga plyus belgisi bilan yozib qo‘yiladi.

4.5-jadval
_T:_r;:r;)t- Istemolchilar Mavjud
“chilar ¢ mahsulotlar
ML B B | By Be | Bs | migdori |
o WU3 |4 |3 |5 |8 ]
A A > 6 ) 8 3 160
! 100
e g ; s s
Ay 10 o | o GO A9 g
— - BiSmmm bbby v s
A 3 8 7 9 2 S 200
o 180 | {20
3 1 By 4| 8
A 0 + 150
! 80 | 20 50 Y
Talablar &0 60 110 180 170 600

Ko'tilnyotgan sonli misolda A, — satr kataklari uchun: —5 +
40 7 ~544-6=-7, ~5+3-9=—11, -5+5—8=

8, Ay satr kataklari uchun:5 -2 -9 = —6, 5+0 -4 =
I, Ht 3 -5 = 3. Demak, A3By; Ba Ay Bs kataklarda optimallik
sharti buzilar ckan. Shuning uchun, ularga mos ravishda Us +
Voo ey o 1L Uy 4+ Vi — 5 = +3 sonlari yozilgan; As — satr
kataklari uehin: 22 -8= 8 2-1-7=-6,2 2-9=
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—9; A4 — satr kataklari uchun: 0+3-~5= -2, 0+5—4 = +1.
Demak, A;B, katakda ham optimallik sharti buziladi, shuning
uchun, u katakka Uy +V;— ¢4 = +1 soni yozilgan. Shunday qilib,
uchta AgBy, A2Bs Ba AsB,; kataklarda (4.5)-optimallik sharti
bajarilmaydi.

3. Yopiq zanjir tuzish va mahsulotlarni qayta taqgsim-
lash

1-bosqichda qavs ichida plyus sonlari bilan aniglangan katak-
lardan eng katta son yozilgan katak ajratib olinadi(mabodo bun-
day kataklar bir nechta bo‘lsa, ularning ixtiyoriy bittasi tanlab
olinadi) va keyinchalik bu katak band katakka aylantiriladi (bu
bilan yangi bitta band katak paydo bo‘ladi).

Biz ko‘rayotgan misolda bunday katak A;Bs(+3) dir. Bir
uchi shu katakda, golgan uchlari boshga band kataklarda
yotgan, tomonlari gorizontal yoki vertikal ko‘rinishda bo‘lgan
ko'pburchak yasaladi. Ko‘rsatiladiki, bunday ko‘pburchak har
vaqt yagona aniglanadi. Bu ko‘pburchakning boshlang‘ich uchi
AsBs ni < + > bilan belgilanib, qolgan uchlarini ketma-ket
&« — > va < + > bilan belgilanadi. Shundan so‘ng <« — >
uchlarga mos kelgan mahsulot migdorlarining eng kichigi anigla-
nadi.

Ko‘rilayotgan sonli misolda (4.5-jadval) ko‘pburchak uchlari
AsBs, AyB,, AyBy va AyBs kataklardan iborat bo‘lib, < — >
uchlardagi minimal mahsulot migdori 40 AsBy katakda joylash-
gan. Shu minimal mahsulot miqdori ko‘pburchakning <« + >
bilan belgilangan boshlang'ich Ay B; uchiga o‘tkaziladi va boshqa
< + > bilan belgilangan uchlardagi mos mahsulot migdorlari-
ga go‘shiladi, < — >> bilan belgilangan uchlarga mos mahsulot
miqdorlaridan ayiriladi. Bunda minimal mahsulot migdori joy-
lashgan <« — > uchdagi katakka mahsulot miqdori yozilmaydi.
Agar cng kam mahsulotli kataklar soni bir nechta bo‘lib qolsa,
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u holda bu kataklarda, ayrilgandan keyin hosil bo‘lgan nol soni
snqlab qolinishi kerak, chunki band kataklar soni m +n — 1 ta
ho'lishi shart.

4.6-jadval
"‘*",;‘!{?‘ ot- Iste'molchilar maﬁ;i‘i{(i) ?1(; :
chilar Bi | B | By | Bs | B miqdori
wl3 |4 |6 |5 |8
5 6 9 8 3
A ]-5 100 100
P ] 9 1 3 1 5 150
2 . el
_____ 110 40
4 3 8 i 9 2 5 200
31 180 | |20
3] A4 kns (4 8
A 0 + = 15
4 80 | 60 10 %0
Talablar 80 | 60 | 110 180 | 170 600

Ko'rilayotgan misolda AyB, katakda cng kem mahsulot miq-
dori 40 ga tengdir, bu mahsulot migdort A9 By katakka o‘tkaziladi
va A4 B katak < + > belgili bo‘lganligi uchun, undagi 20 mah-
sulot miqdoriga 40 soni qo‘shiladi va hosil bo'lgan 60 soni yozi-
ladi, A4Bs katak <« — > belgili bo‘lgani uchun, undagi mos
mahsulot migdori 50 dan 40 soni ayiriladi va hosil bo‘lgan 10
somi yozib qo'yiladi, bu bilan quyidagi 4.6-jadval hosil bo‘ladi.

Ao B5 katak band bo‘lib goldi, shuning uchun, potensiallar qiy-
matlari ham mos ravishda o‘zgarishi kerak. Bu quyidagi poten-
siallarni o‘zgartirish bosqichida amalga oshiriladi.

4. Potensiallarni o‘zgartirish

Yuqoridagi jarayon natijasida yangi band katak hosil bo‘lib qo-
ladi, demak, bu katak uchun, optimallik sharti (4.6) — tenglik ba-

83



jarilishi kerak. Bu esa potensiallarning giymatlarini o‘zgartirishga
olib keladi. Bunda, shunga harakat qilish kerakki, natijada qiy-
mati o‘zgaradigan potensiallar soni iloji boricha eng kam bo‘lsin
(aslida, bu yerda ikkita yo‘l bor, yoki ta’minotchi potensiali
qiymatini, yoki iste’molchi potensiali giymatini o‘zgartirish).
Ko'rilayotgan misolda, vangi band katak Ay B5 uchun, Us + V5 =
cg5 tenglik bajarilgan bo‘lishi kerak, demak, yoki U, ni, yoki V; ni
o‘zgartirish kerak bo‘ladi.

4 6-jadvaldan ko‘rinib turibdiki, buning uchun, U, ning qiy-
matini kamaytirish magsadga muvofig, chunki bu holda, fagat
U; ning giymati o‘zgartiriladi. Aksincha agar V3 ning qiy-
mati kamaytirilsa, unda Uy, Us, U, larning ham qiymatlarini
o'zgartirishga to'g'ri kelar edi.

Us+Vy = Uy +8 = 5, bundan Uy = --3 ckanligi, U+ V3 = —3+
V3 = 3 dan esa, V3 = 6 ekanligi kelib chigadi. 4.6-jadvalda, yangi
rcjaga mos hisoblangan potensiallarning qiymatlari ko‘rsatilgan.

Shundan so‘ng 2-bosgichga o‘tiladi. Band bo'lmagan katak-
lar uchun, optimallik sharti (4.5) ni faqat potensial giymat-
lari o'zgargan satr va wustunlar uchun, olib borish yetarli.
Ko'rilayotgan misolda bu As satr va Bz ustunlardir. Optimallik
sharti esa AyBs va AqB; kataklarda bugzilgan, ya’'ni mos ravishda
0+6>5va0+4+5 >4 Bu kataklarga mos ravishda qavs ichida
& + > belgisi bilan U+ V3—cy3 = 0+6—5=1, Uy+Vi—cy =
0+ 5 — 4 =1 sonlari yozib qgo‘yilgan.

Bu sonlar bir-biriga teng bo‘lganligi sababli, ulardan biror-
tasi, masalan AyBj tanlab olingan bo‘lsin. Bir uchi shu katakda,
qolgan uchlari band kataklarda bo‘lgan ko‘pburchak (xususan
to‘rtburchak) 4.6-jadvalda ko‘rsatilgan. Ko'pburchakning bosh-
lang‘ich katakda joylashgan uchini < 4+ > bhelgi, qolgan uchlar
ketma-ket <« — > va € + > belgilar bilan belgilab chiqi-
ladi. Shundan so‘ng < — > belgili uchlarga mos kelgan cng
kam mahsulot migdori aniqlanadi. Ko‘rilayotgan sonli misolda
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bu mahsulot migdori 10 ga teng bo'lib, u A4B; katakda joy-
lashgan. Bu mahsulot migdori 10 A4 Bs katakdan A4 Bj katakka
olib o‘tiladi. Shundan so‘ng 10 soni ko‘pburchakning <« + >
belgili uchlari joylashgan mos mahsulot migdorlariga qo‘shiladi,
& - >» belgili uchlari joylashgan mos mahsulot migdorlaridan
ayriladi. Natijada, yangi mahsulot tagsimotiga cga bo‘linadi, u
1.7-jadvalda keltirilgan.

4. 7-jadval

’[’a;i?iilggt.- _ Blste‘n;;lchllar]} _ mﬁi‘{gﬁf;
. 1 22 3 124 5 miqdori
wl 4 |5 |6 |5 |8
4 |-s 5 6 9 8 3 100
100
4 |3 g 4 3 4 5 50
100 50
8 7 9 2 5
A |3 180 | 20 200
A |-1 3 ] 5 1 8 50
80 | 60 | 10
Talablar 80 | 60 | 110 | 180! 170 600

Bu verda, yangi A4Bs band katagi hosil bo‘ldi, shuning uchun,
mos potensiallarning qiymatlarini aniqlash talab etiladi. Bu-
ning uchun, Uy potensialning qiymati o‘zgartiriladi Uy + V3 =
Uy + 6 = 5 bo'lishlik shartidan Uy = —1 kelib chiqadi. Bun-
dan kelib chigadiki, AyB; va AyBs band kataklari uchun, mos
ravishda Uy + By = 3, Uy + Vo = 4 tengliklari bajarilishligi
kerak, bu esa Vi = 4 va V, = 5 bo'lganda o‘rinli bo‘ladi. Bu
o'zgarishlardan so‘ng, potensiallarning yangi giymatlari uchun,
tckshirish mumkinki (4.5)-shart bajariladi. Demak, 4.7-jadval
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yordamida topilgan x5 = 100, 293 = 100, 295 = 50, 34 =
180, x35 = 20, z41 = 80, x40 = 60, x43 = 10 reja optimal reja
ekan.

Ushbu rejaga mos kelgan minimal xarajat: 3 x 100+ 3 x 100 +
OXB804+2x180+5x204+3 x80+4 x60+5 x 10 = 1840. Shu
bilan berilgan sonli misol to‘la yechildi.

Bunda shunga e’tibor berish lozimki, har bir tuzilgan jad-
valda satrdagi band kataklarda joylashgan mahsulot migdorlari
yig'indisi mos zaxira mahsulot miqdoriga teng bo‘ladi.

Xuddi shunday har bir ustundagi band kataklarda joylashgan
mahsulot migdorlari yig'indisi mos talab migdoriga teng bo‘ladi.
Bu faktni har bir yangi tuzilgan jadvalda tekshirib borish
maqsadga muvofiq.

Nazorat uchun savollar

1. Jarayonlar tadqiqotining asosiy masalalarini sanab o'ting.

2. Zaxirani boshqarish masalasida boshqaruv parametri.

3. Jihozlarm ta’'mirlash va almashtirish masalasi haqida.

4. Zaxiralarni tagsimlash modelining mohiyati nima?

5. Ommaviy xizmat ko‘rsatish nima? Misollar keltiring.

6. Marshrut tanlash masalast uchun amaliy misollar keltiring.

7. O'yinlar nazarivasi qanday holatlarni o'rganadi va nimani
hal giladi?

8. Qanday holatlar Markov jarayonini tashkil giladi?

9. Markov jarayonini tadqiq gilish nima?

10. Yechim gabul qilish nazariyasining qo‘llanish sohalari ni-
malardan iborat?

11. Jarayoullar tadgiqoti fanining kelib chiqishiga turtki
bo‘lgan omillarni ayting,

12. Jarayonlar tadqigotining muhim tomonlari nima?

13. Masalaning matematik modeli nimani anglatadi?

14. Jarayonlar tadqiqotining asosiy bosqichlari nechta?
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15. Jarayoular tadgiqotining asosiy bosqichlari nimalar? Sanab
oting.

[6. Jarayonlar tadqiqotining asosily bosqichlari nimadan bosh-
nnadi?

17. Modellarning bir-biriga mos kelishligi ganday kriteriya bi-
lnn aniglanadi?

I8. Chizigli dasturlash masalasida boshlang'ich reja qanday
aniglanadi?

19. Chizigh dasturlash masalasida rcjani optimallika tekshirish
kriteriyasi nimadan iborat?

20). Nobazis o'zgaruvchi bilap almashtirilishi lozim bo‘lgan
o'zgaruvehi ganday aniglanadi?

21. Qanday clement hal giluvchi bo‘ladi?

22. To'g'ri va ikkilanma joiz jadvallar nima?

23. Chizigli dasturlash masalasining standart va kanonik
ko‘rinishlari ganday bo‘ladi?

21. To'g'ri va ikkilamchi masalalar bir-biri bilan qanday
hog'langan?

25. Transport masalasining matematik modeli tuzilsin.

26. Asosiv chegaralar va o'zgaruvchilar soni aniglansin.

27. Asosily chegarani aniglagan jadvalning rangi topilsin.

28. Trasport masalasining rejalar to‘plami ta’rifini bering.

29. Ochiq va yopiq transport masalasi orasidagi farq
aniqlansin.

30. Ochiq transport masalasi yopiq transport masalasiga kel-
tirilsin.

31. Yopiq transport masalasi doim yechimga cga ckanligi
ko‘rsatilsin.

32. Yopiq transport masalasining xarajat jadvali tuzilsin.

33. Buzilgan va buzilmagan rcjalarga ta’rif berilsin.
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34. Boshlang'ich rejalarni aniqlashning ganday usullari
mavjud?

35. Potensial nima?

36. Potensiallar giymatlarini topish algoritmini tushuntiring.

37. Potensiallar qiymatlarini o‘zgartirish usulini tushuntiring.

38. Optimal reja nima?

39. Optimal rejani aniglash kriteriyasini (mezonini) keltiring.

40. Qayta tagsimlashda ko‘pburchak tuzishni tushuntiring.

41. Potensialning boshlang'ich giymati qanday aniglanadi?

42. Band kataklar uchun Potensiallar givmatlari ganday
bo‘ladi?

43. Bandmas kataklar uchun Potensiallar qanday bo‘ladi?



Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1.2. Chiziqli dasturlash mavzusiga doir
1. Quyidagi chizigli dasturlash misoliga simpleks usulni
qo‘llash orqali optimal rejani va maqsad funksiyaning mos qiy-
matini toping:
T1+ X3 — Xq + 225 = 2,
To—Ty+2r4—T5=1
L > 03 J = 1323"'a5
shartlar ostida

zo=11—-23— 24 — 23 — min

topilsin.

2. Quyidagi chiziqli dasturlash misolini kanonik ko‘rinishga
keltirib, so‘ng simpleks usulini go‘llash orqali optimal rejani va
magsad funksiyaning mos qiymatini toping:

221 — 22+ 123 < 1,
4r, — 29+ 23 > —2
3z;+23 <5x;>0,j=1,2,3
shartlar ostida
Ty = T1 — X9 — 3Ty — min
topilsin.
3. Quyidagi chizigli dasturlash misoliga simpleks usulni

go'llash orqali optimal rejani va magsad funksiyaning mos qiy-
matini toping:

211 — Ty + 323 — 224 =3,
-+ 20y —4drs+dry =1
z; 2 0, j = 1,2,...,4

shartlar ostida
xg = 6xy + 39 + 23 + 724 + 82z — min
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topilsin. Shunday uchta vektor topilsinki, ular mos ravishda: a)
reja yechim; b) tayanch reja; ¢) optimal reja bo‘lsin.

4. Quyidagi chiziqli dasturlash misoliga simplcks usulni
go'llash orqali optimal rejani va magsad funksiyaning mos qiy-
matini toping:

T+ 2y + Tx3 = 9,
6xy +3z3+T4—x5=19
€Ty 2 0, j = 1,2, ,5

shartlar ostida
Tp =21+ Ty + 225 + 8ry — min

topilsin.

5. Quyidagi vektorlarni bir-biri bilan leksikografik ma'noda so-
lishtiring. Ular ichidan leksikografik manoda minimum va mak-
simum bo‘lganlarini ajrating

a=(2,1,-2,~1), 8=(21,20),

v=(1,-1,0,1), § = (—1,0,-2,3).

6. Quyidagi chiziqli dasturlash misoli kanonik ko'rinishga
keltirilsin:
Ty + 19 > 5,
0<m3 <4,
1 +1x3 <1,
T _>_ 0

1.3. Butun sonli chiziqli dasturlash mavzusiga doir
(n, masalan, talabaning ro‘yxatdagi tartib raqami bo‘lishi
mumkin).
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I. Siklik algoritm yordamida yeching.

) wg = 41y + bxo + T3 —> max, 2)xg = Ny + nrp + T3 — Max,

S+ 2x9 < 10, nx; + 7xo + 22x3 < 22+ n,
iy + 4y < 11, 221 — nxe + 623 < 6,
3+ 3z + 23 < 13, 241 — Sx9 + nry < 8n,

x(, X9 > 0 — butun. —nxry+ T2 +x3 < 1,

x1, T2, x3 > 0 — butun.

2. To'la butun sonli algoritm yordamida yeching.

Y g = 71 + 229 — max, 2)zp = —2nx; — Ty — N&3 —> Max,
hry+ Trg <21, 1+ nxy + 3r3 > 8,

—xy + 3y <8, —x1 + nxe +nry < ldn,

€y, To > 0 — butun. nx + To + x3 > 19,

Ty, o, 23 > 0 — butun.
3. To'g'ri algoritm yordamida yeching.

1Yo = 21 + 19 = max, 2)xy = n+ z; + nap + 2nrz — max,

20+ 19 < 2, —nxy + 6zx9 + x3 < 6,
£+ 2xe < 2, -3 + (10 + n)xz < 10,
x1, 2 > 0 — butun. —bxy — 31+ (T+n)xy <7,

3xy) — 6xg9 + 29 < 12,
xy, &y, 23 > 0 — butun.

4. Tarmoglar va chegaralar algoritmi yordamida veching.

Dag=1— 2y + 23 + 223 = max, 2)2q = | + nep — max,

T+ x9+ 33 < 4, —nxy + 2z < 4n,
Ty — 2.752 + 3 < 2, 47’%.’171 -+ 3.’1,‘2 < 32'!?,,
X1, g, £3 > 0 — butun. 0<z <6,

0 < Ty S 54,

1. To — butun.

5. Ikki A va B turdagi mahsulot ishlab chiqarish uchun, uch
xil xomashyo ishlatiladi. Maksimal daromad keltiruvchi ishlab
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chiqarish rejasini tuzish talab etiladi. Zarur malumotiar quyida
berilgan:

Xomashyo | Xerajeimigdori | X omashyo
xillari A B zaxirasi
1 12 4 300
2 4 4 120
3 3 12 252
Bitta mahsu-
lotdan 30 40
kelgan foyda

6. 6 x 13m? olchamdagi temir-tunukadan kamida 800 ta
4 x 5m? olchamli va kamida 2530 ta 2 x 3m? ofichamli
buyumlar yasash kerak bo‘lsin. Bunda har bir temir-tunukadan
buyumlar olishning 4 ta usuli bor:

Har bir temir-tunukodan
buyurnlar olish usullar:

1 2 3 4
4 x5 13dona|2donal 1 dona —

¥2 X 3 |1 dona|6 donal9 donall3 dona

Buyurnlor

Chigindini kamaytirish talab ctiladi. Nechta temir-tunuka
zarur va ulardan qanday foydalanish kerak.

7. Ilmiy-ishlab chigarish birlashmasi korxonalar uchun, kom-
plekt buyumlarni tayyorlash bilan shug‘ullanadi. A va B buyum-
larni tayyorlashda po‘lat va rangli metallardan foydalaniladi.
Texnologik jarayon buyumlarga tokar va frezer uskanalarida
ishlov berishni ham o‘z ichiga oladi. Barcha sonli ma’lumotlar
quyida berilgan. Optimal ishlab chiqarish rcjasi tugzilsin.
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Xomas hyo dast ybli / sum,.J

Narx,
Rangli Tokar | Frezer
3 ot ¢
metall Po'la ishiari) ishlard so‘mda

A 10 | 25 | 41 | 90 | 100
B 30125 190 | 50 | 250
' Zazira | 4500 | 6250 [14100] 1800

8. Korxona 4 turdagi mahsulot ishlab chigaradi. Birinchi turda-
¢i mahsulotdan bir birlik ishlab chigarish uchun, 3 kg xomashyo,
22 soat vagt birligi, 10 soat-jihoz; ikkinchi turdagi mahsulotga,
mos ravishda 5, 14 va 4; uchinchi uchun — 2, 18 va 8; to‘rtinchi
nchun —~ 4, 30, 16. Zaxirada 60 kg xomashyo, 400 soat, 130 soat-
jihoz mavjud. Birinchi turdagi mahsulotning bir birligidan — 30,
ikkinchisidan — 25, uchinchisidan — 56, to‘rtinchisidan — 48 foy-
da tushadi. Agar birinchi turdagi mahsulotdan ko‘pi bilan 5 ta,
ikkinchisidan kamida 8 ta ishlab chiqgarish zarur bo‘lsa daromad
maksimumlashtirilsin.

9. Mebel ishlab chigarish korxouasida fanera taxtasidan uch
xildagi yarim tayyor mahsulot tayyorlanadi. Ularning soni mos
ravishda 24, 31 va 18 dan kam bo‘lmasligi kerak. Bunda ikki
usul mavjud: 2-+-5 2 (chigindi 12 sm) va 61413 (chiginda 16
sm). Umumiy chigindi migdorini minimum gilish uchun, nechta
fanera kerak va ulardan ganday foydalanish zarur?

10. Korxona stol va shkaflar ishlab chigaradi. Har bir stoldan
keladigan foyda 6 ga, har bir shkafdan esa 10 ga teng. Bitta stol
yasash uchun, 0, 2m? birinchi nav, 0, lm? ikkinchi nav yog‘ochdan
va 1,2 soat ishchi vagti sarflanadi; bitta shkaf uchun, mos ra-
vishda 0, 1m?2, 0,3m? va 1,5 soat. Birinchi nav yog'och zaxirasi
38m?, ikkinchi nav yog‘och zaxirasi 40m? va ishchi vaqti zaxirasi
55 soatni tashkil etadi. Maksimal foyda olish uchun, nechtadan
stol va shkaf ishlab chigarish kerak?
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11. O'rtacha kunlik ovqatda ikkita A va B ozuqa zarur bo‘lib,
birinchisi 200 birlikdan kam bo‘lnasligi kerak. A ning birligi ba-
hosi 2 ga, B3 uiki 4 ga teng. Eng arzon bo‘lgan ozuga tayyorlash
talab etiladi.

Bir birlikdagi

Toyimlilik | Minimal miqdor
moddalart meyor A B
1 120 | 0,1 | 0,6

2 160 | 0,4 | 0,2
1

12. Uch turdagi gazlama ishlab chiqarish uchun, ikki xildagi
jihozdan foydalaniladi. Bunda yigirilgan ip va bo‘yoqglar ishlati-
ladi. Gazlamalarning shunday optimal aralashmasi aniglansinki,
natijada daromad maksimal bo‘lsin.

— R

R " Unumdorlik va
esursiar o oni zaraejat rnezong
tury ~
i (2 [3
1-jihoz  |304/s 2Gm/s10m/s{25 m/s
pre— -

Q*j-ih.oz 45 8 20 10

Vigirilganip| 30 | 120 | 180 | 210 |

Bo'yoglar | 100 | 10 | 5 8
| @ ]

P

Baho — 115 15 20

L

13. A va B turdagi detallarga ishlov berish ketma-ket uchta
dastgohda amalga oshiriladi. Bitta A turdagi dectaldan kelgan
foyda 10 ga, bitta B dan kclgani 16 ga teng. A detaldan kamida
300 ta, B dan ko'pi bilan 200 ta ishlab chiqarish zarur. Maksimal
daromad keltiruvchi ishlab chigarish rejasi tuzilsin.
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Bittagaishlow

Dastgohlar Vagt zaxirasi
berigh vagty B
A B
L 1 0,2 | 0,1 | 100

2 0,2 | 0,5 | 180

I -
3 0,1 | 02 | 100

1.4. Transport masalasi mavzusiga doir

l. To'rtta paxta saglash punktlarida mos ravishda 200, 250,
00 va 400 tonna paxtalar zaxirasi mavjud bo‘lib, ularni uchta
paxta tozalash zavodlariga tarqatish kerak. Bunda, har bir punkt
barcha zavodlar bilan yo'l orqali bog'langan. Zavodlarning beril-
gan vaqt oraligida ishlash quvvatlari chegaralangan bo‘lib, ular
mos ravishda 450, 300, 200 tonna paxtani tozalay oladi. Agar
¢ij, © — punktdan j — zavodga 1 tonna paxtani olib borish xara-
jolini bildirsin. Xarajat jadvali quyidagicha berilgan bo'lsin:

749
8 5 2
193
286
Punktlardagi barcha paxtalarni zavodlarga shunday taqgsim-
Iash lozimki, natijada ketgan umumiy xarajat cng kam bo'lsin.
2. Paxta tolasini ishlab chigaruvechi uchta zavodda mos ravish-
da 150, 180, 220 tonna paxta tolalari bo'lib, ularni paxta tolasi-
dan ip yigiruvehi to‘rtta fabrikaga targatish kerak. Fabrikalarni
ishlab chigarish quvvatlari mos ravishda 100, 150, 200, 100 tonna
bilan chegaralangan. ¢ — zavoddan j — fabrikaga 1 tonna paxta
tolasini tashish uchun, ¢,; — xarajat ketadi deb, ularning sonli
giymati quyidagi jadval ko‘rinishda berilgan:

C=
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10 56 7 19
C=17 1510 21
8 20 12 25

Paxta tolalarini zavodlardan fabrikalarga tarqatishning shun-
day usuli ko‘rsatilsinki, natijada ketgan umumiy xarajat cng kam
bo'lsin.

3. Shahar atrofida joylashgan uchta xo‘jalik mos ravishda
120, 180, 150 tonna mahsulot miqdori yetishtirishni mo‘ljallagan
bo'lsin. Bu mahsulotlarni shahar ichida joylashgan beshta so-
tuv shoxobchasiga tarqatish kerak. Lekin savdo shoxobchalari-
ning mahsulot gabul qilishi (sotish quvvati) mos ravishda 90, 120,
80, 100, 60 tonnaga teng. Xo'jaliklardan sotuv shoxobchalariga 1
tonna mahsulotni olib kelish xarajatlari quyidagicha bo‘lsin:

10 25 40 50 80
C=145 10 70 85 30
60 20 20 45 35

Mahsulotlarni savdo shoxobchalariga shunday tarqatish kerak-
ki, natijada ketgan xarajat eng kam bo'lsin.

4. Uchta tegirmonda kuniga mos ravishda 110, 190 va 90 tonna
un ishlab chigariladi. To'rtta non ishlab chiqaruvchi zavodlar ku-
niga mos ravishda 80, 60, 170 va 80 tonna un ishlatishadi. 1 ton-
na unni tegirmonlardan non zavodlariga olib borish xarajatlari
quyidagi jadval orgali berilgan bo‘lsin:

Tashishning eng kam xarajatli rejasi tuzilsin.
5. To'rtta qurilish inshootiga uchta zavoddan g'isht tashib
keltiriladi. Har bir zavod kuniga mos ravishda 100, 150, 50 shartli
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dona g'isht ishlab chiqara oladi. O'z navbatida har bir qurilish in-
shootida kuniga mos ravishda 73, 80, 60 va 85 shartli dona g'isht
ishlatiladi. Bir dona g'ishtni zavoddan qurilish inshootiga tashish
xarajati quyidagi jadval orqali berilgan:

6 7 35
C=1{12 5 6
8 10 20 1

Gishtlarni tashishning shunday rejasi tuzilsinki, natijada umu-
miy ketgan xarajat eng kam bo‘lsin.
Tuprogning tarkibiga ko'ra ckish maydonlari uch qism-
g bo'lingan. Ularning maydonlari mos ravishda 400, 150, 250
g ni tashkil giladi. Bu maydonga 5 turdagi mahsulot ekish
mo'ljallangan bo‘lib, bular aytaylik: qovun, tarvuz, piyoz, sabzi
va kartoshka. Tayyorlangan nrug‘lar migdori mos ravishda 200,
140, 180, 100 va 180 ga maydonga yetadi. Har bir qismdagi may-
dondan mahsulotlarni olish hosildorligi turlicha va u quyidagi
Jadval orqgali berilgan bolsin:

070 10 15 40\ =
C = 550 35 50 45
15 25 40 45 60

Bo‘lingan uchta maydonning har birini mahsulot ekish uchun,
shunday ajratish kerakki, natijada umumiy olinadigan mahsulot
migdori eng ko‘p bo'lsin.

7. Bir xil gazlama ishlatuvchi to‘rtta tikuv fabrikalari mam-
lnkal turli shaharlarida joylashgan bo'lib, ularni bu gazlamaga
bo'lgan chtiyejlari mos ravishda sharthi 90, 40, 70 va 140 km
dan iborat. Ularni gazlama bilan ta’minlab beruvchi uchta ishlab
chiguruy fabrikalari bo‘lib, ularning bir xil km gazlamani tikuv
fabrikalariga tashish xarajati quyidagi jadval orqali berilgan:
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5124
C=16273
9814

Ishlab chigaruv fabrikalarining quvvati mos ravishda 150, 100
va 90 km dan iborat. Gazlamalar tashishning shunday usuli to-
pilsinki, natijada ketadigan umumiy xarajat eng kam bo‘lsin.

8. To‘rtta bug'doy yetishtirish bilan  shug‘ullanuvchi
xo'jaliklarning kombaynga bo‘lgan chtiyojlari mos ravishda
15, 10, 20 va 5 ta bo'lib, ularga kombaynlar uchta punktdan
jo‘natiladi. Bu punktdagi kombayular migdori mos ravishda 8,
14, 28 ga teng. Har bir punktdan bitta kombaynni xo‘jalikka
borishlik xarajati quyidagi jadval bilan berilgan:

6
C= 4
8

SERRN TN
DN —
[S2 BN VL I ]

Punktdagi kombaynlarni xo‘jaliklarga shunday tagsimlash ke-
rakki, natijada umumiy ketgan xarajat eng kam bo‘lsin.

9. Ekish maydoni, kerak bo‘lgan mahsulotlar turiga ko‘ra, to‘rt
gismga bo'lingan bo‘lib, ularga mos ravishda 15, 7, 10, 8 ta trak-
tor zarur. Traktorlar uchta bazada joylashgan bo‘lib, ularning
sonlari mos ravishda 16, 10, 14 ga teng. Har bir bazadagi trak-
torni ekin maydonlarida ishlatish xarajatlari quyidagi jadval bi-
lan berilgan:

5213
C=1[4521
1639

‘raktorlarni ekin maydon bo‘laklariga shunday tagsimlash ke-
rakki, natijada umuimiy ketgan xarajat eng kam bo‘lsin.
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10. Detallarni qayta ishlashda beshta dastgohda beshta ope-
ratsiva bajarilishi kerak. Bunda har bir opcratsiya fagat bitta
dastgohda bajariladi. Ilar bir operatsiyani dastgohlarda bajari-
lish vaqti quyidagi jadval ko'rinishda berilgan:

(o>

Q

l
O~ = D
— N W
[JURNTN ]
B 1 =3 00
D VO

3214

Har bir operatsiya uchun, dastgohni shunday tanlash lozimki,
natijada umumiy ketgan vaqt minimal bo‘lsin.
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II BOB.
O‘YINLAR NAZARIYASI

Tabiat va jamiyatda ro'y berayotgan jarayonlarning deyarli
barchasida ziddiyatli holatlar mavjuddir. Shu sababli, bunday
ziddiyatli jarayonlarning qanday tarzda davom ctishi, so‘zsiz,
ushbu ziddiyat holatlarini aniglab beruvchi ishtirokehilarning
xatti-harakatiga butunlay bogliq bo‘ladi. Ziddiyatli holatlarni
boshgarish esa, ko‘p hollarda, inson tomonidan amalga oshiriladi.
Demak, bu bilan, ziddiyatli jarayonlarning qanday davom ctishini
o‘zgartirish, natijani o'z foydasiga, qandaydir ma’noda, hal etish
imkoni paydo bo‘ladi. Masalan, mahsulot ishlab chiqaruvchi kor-
xonalar faoliyat ko'rsatish jarayonida, turli boshqaruv, ishlab chi-
garish, mahsulot sifatini nazorat qilish, moliyaviy — reja, sotish,
xizmat ko‘rsatish va boshga bo‘limlardan tashkil topgan bo‘ladi.
Bunda, nafagat bo‘linmalar ichida, balki bo‘linmalar orasida ham
garama-qgarshilik mavjud bo‘lishi mumkin. Reja-moliyaviy bo‘lim
kam mablag® sarflab ko‘p mahsulot ishlab chiqgarishga harakat
gilsa, ishlab chigarish bo‘limi mahsulot sifatini nazorat qilish,
xizmat ko‘rsatish bo'limlari, aksincha, zaxirada ko‘proq mablag’
bo'lishligini talab etishadi. Yoki sotish bo'limi mahsulot zaxirasi-
ni va xilma-xilligini (assortimentini) ko'paytirishga harakat qilsa,
ishlab chiqarish va reja-moliya bo‘limlari uchun, bu ma’qul emas,
chunki zaxira mahsulotini saqlash va mahsulot turini ko‘paytirish
uchun, go‘shimcha xarajatlar va kuchlar talab ctiladi.
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Shu kabi ziddiyatli holatlarni o‘rganish va unda maqbul re-
jn (vechim) qabul gilish korxonaning boshqaruv bo‘limi tomo-
nidan amalga oshiriladi. Bundan, tushunarliki, reja gabul gilish
ixtiyorty ravishda emas, balki korxonaning umumiy maqsadini
ko'zlagan holda olib borilishi lozim.

Fndi tabiat bilan bog'liq bo‘lgau misolni keltiraylik. Qishlog
xo'jaligida ekin turlarini ekish ob-havoning ganday bo‘lishligiga
hoglig. Shu sababli, ekin turini ob-havoga moslashtirib tan-
Innmasa foyda o‘rniga zarar ham ko‘rish mumkin. Ammo ob-
havoning ganday kelishligini oldindan to‘liq aytib berishning iloji
ho‘limaganligi sababli, ekin turini aniglab ekish, urnuman olgan-
da, tavakkaliga olib boriladi. Bunda, ziddiyat shundan iboratki,
bir tomondan tabiat o'z hukiini o‘tkazib ob-havoni o‘zgartirishi
mumkin, ikkinchi tomondan inson esa ob-havo "injigliklarini"
oldindan hisobga olgan holda, ko‘proq foyda olish magsadida ekin
turini aniglaydi.

Bu misollarda shunga e’tibor beriladiki birinchi korxona mi-
solida, ziddiyat ongli insonlar o‘rtasida bo‘lsa, ikkinchi misolda
tabiat bilan insonlar orasida bo‘ladi. Birinchi misolga o‘xshash
ziddiyatli holatlarni tadqiq qilish bilan o‘yinlar nazariyasi,
ikkinchi misolga o‘xshash ziddivatli holatlarni tadgiq qilish bi-
lan tabiat bilan o'yin deb ataladigan bo‘lim shug‘ullanadi.

O‘yinlar nazariyasi matematikaning bir bo‘limi hisoblanib, zid-
divatli jarayonlarda eng maqbul {(optimal) yechim gabul gilish-
ning tahlili va uni aniglash usullarini yaratish bilan shug‘ullanads.
f3u nazariya nisbatan yangi yo‘nalish bo'lib, uning asosiy
g'oyalari va amaliy tatbiglari oldingi asrning 70-yillaridan bosh-
lab amalga osha boshladi. Ammo avvalroq matematik Fon Ney-
man 1928—1935-yillar davomida o‘yinlar nazariyasiga doir bir
nechta maqolalar chop ettirgan, shundan so‘ng fransuz matem-
atigi E. Borel o'yinlar nazariyasiga taallugli bo‘lgan masalalarni
tadqgiq qila boshlagan. Ziddiyatli jarayonlarda yechim gabul gi-
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lishning statistik usullarini yaratish uchun, yvangi fundamental
goyalar bilan asos solgan olimlardan biri A. Vald hisoblanadi.

O'yinlar nazariyasi hozirgi paytda igtisodiyot, jamiyat va bosh-
ga. jarayon modellarini tadqiq etishning samarali nazariy, amaliy
manbayi sifatida foydalanib kelinmoqda.

O‘yinning matematik nuqtayi nazardan tushunchasi juda keng
bo‘lib, u nafagat shaxmat, shashka, karta, domino, go va hoshga
o'yinlarni; balki bir-biri bilan ragobatda bo‘lgan, masgalan: so-
tuvchi va xaridor, ishlab chiqarish jarayonidagi ishlab chiqarish
va sotish bo‘limlari, hatto davlatlar orasida gegemonlik uchun,
kurash va boshqalarni ham tadqiq etishni o'z ichiga oladi.

O‘yinning matematik nuqtayi nazardan gat’ly ta'rifiga muro-
jaat qilmasdan aytish mumkinki, o‘yin shunday jarayonki, unda
bir yoki bir nechta ishtirokchilar o‘zlariga tegishli bo‘lgan vosi-
talar yordamida vaziyatni o‘zgartirishlari (bunda, albatta, ular-
ning yakuniy oladigan yutuglari boshqalarning xatti-harakatiga
ham bog'liq bo‘ladi) va bu bilan o‘zlarining yakuniy yutuglarini
ko‘paytirishga harakat giladilar.

O‘yinning davom ctish jarayonida ayrim yechimlarni qabul
gilish tasodifiy bo‘lishi ham mumkin. Masalan, kartaning pok-
yer o'yinida boshlang'ich chiylangan kartalarning ketma-ket joy-
lashishi tasodifiydir.

O'yin oxirida har bir ishtirokchiga tegishli bo‘lgan sonli mig-
dorlar aniglangan bo‘ladi, agar bu son musbat bo'lsa ishtirokchi-
ning yutug‘ini, manfiy bo‘lsa yutqizig'ini ifodalaydi. Albatta, bu
sonli migdor kattaligt ishtirokchilarning qabul gilgan yechimlari-
ga, hamda tasodifiy yechimlarga ham bog'liq bo‘ladi. O'yindagi
ishtirokchilarning har biri, o‘zining vutug'ini kattalashtirishga
(maksimumlashtirishga) harakat giladi.

Ishtirokchilarning yutuqlariga nisbatan ular tomonidan ga-
bul gilingan eng magbul yechimlar majmuasi o‘yinning yechi-
mi deb ataladi. Ofyinlar nazariyasining asosly masalagi:
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man'Inm qonun-qoidaga amal qiluvchi, ziddiyatni tashkil etuv-
chi shart-sharoitlar bilan ishtirokchilarning yechimlari orasida-
pi bog'liglikni aniglashdir. Shundan so'ng go‘yviladigan asosiy
savollar quyidagilardan iborat: "O'yinning yechimi mavjudmi?",
"(Yyinning yechimi qanday, uni qaysi usul bilan topish mum-
kiu?" Hozirga qadar ishtirokchilar soni ikkita bo‘lgan o‘yinlar
to'la tadqiq etilgan, ya'ni yechim tushunchasi, optimal yechimni
nniqlash usullari hal etilgan. Ishtirokchilar soni ikkitadan ko‘p
ho'lgan o'yinlar uchun, bir gancha mezonlar (kriterivalar) tak-
lif etilgan bo‘lib, ularga mos optimal yechimlar ham aniqlangan,
Jekin ularning hech birini o‘yinlarga qo‘yiladigan talablarni to‘la-
to‘kis qanoatlantiradi, deb ta’kidlash mumkin emas.

O'yinning berilish alomatlariga ko'ra sinflarga ajratish mum-
kin. Koalitsiyasiz (birlashish mumkin bo‘lmagan) o'vinlarda har
hir ishtirokchi alohida gatnashadi va ularning birgalashib harakat
gilishlariga ruxsat ctilmaydi. Demak, bunday o‘yinda har bir
ishtirokchi faqat yakka holda o‘zining magsadini ko‘zlab ish yu-
ritishiga to‘g'ri keladi.

Kooperativ o‘yinlar nazariyasida ishtirok ctuvchilar maksi-
mal yutugga erishish va kevinchalik uni bo'lib (tagsimlab)
olish magsadida vaqgtincha birlashib harakat qilishadi. Bunday
o'vinlarda asosly muammo, olingan yutugni adolatli ravish-
da tagsimlashdir. Bu yo‘nalishda ham bir qancha kriteriyalar
mavjud bo‘lib, ularning hech biri go'yilgan muammoni to‘la-
to‘kis hal etib bera olmaydi.

Koalitsion o‘yinda csa, aksincha, ishtirok etuvchilarning bir-
lashib, koalitsiya tuzib harakatl gilishlariga ruxsat etiladi. Bun-
da bir koalitsivadagi ishtirokchilar o‘zaro ma’lumot almashishlari
va bamaslahat (kelishib) yechim qabul gilishlari mumkin. Bun-
da ham asosly muammo, koalitsiyalar bir-biri to‘g'risida to‘la
ma’lumotga cga bo'lmaslik va bu esa o'z navbatida yechimni ehti-
mollik bilan gabul qgilishga olib keladi.

103



O'‘yinda ishtirok etuvchilarning oladigan yutuglariga garab an- -
tagonistik, yoki yutuq yig'indilari o‘zgaruvchi bo‘lgan o‘yinlarga
ajratiladi. Bu ikki o‘yinning farqi shundan iboratki, birinchi
o‘yinda ishtirokchilar soni ikkita va ularning oladigan yutuqlari
yig‘indisi har vaqt nol bo‘lsa, ikkinchi o‘yinda ularning oladigan
yutuglari yig‘indisi o‘zgaruvchan bo‘ladi.

Ishtirokchilar ega bo'lishi mumkin ma’lumotlarga ko‘ra, o‘yin
to‘la ma’lumotli, yoki to‘lamas ma’lumotli, ishtirokchilarning qa-
bul qilishi mumkin bo‘lgan yechimlari soniga qarab o‘yin chekli,
yoki cheksiz bo‘ladi.

Ziddiyatli jarayonlarning ko'pchiligida yechim gabul gilishning
joiz alternativalari mavjud bo‘lib, ular bir nechta, hatto chcksiz
ko‘p bo'lishi ham mumkin, bu csa ular ichidan qaysidir ma’noda
cng yaxshisini tanlab olishni talab ctadi.

1-§. Tavakkalchilik va anigmaslik sharoitida
yechim gabul qilish

Ixtiyoriy jarayonni tadqiq ctish davomida yechim (garor) qabul
qilishga to‘g‘ri keladi. Bunda, yechim gabul qgilish qanday vazi-
yatda: ma’lumotlar to‘la yoki to‘la emas bo‘lishligi muhim bo‘lib,
ular ikki qarama-garshi holatlarni ifodalaydi. Bularning o'rtasida
bo‘lgan yana bir holat borki, u tavakkaelchilik deb ataladi. Bunda
ro'y berishi mumkin bo‘lgan holatlarning ehtimolligi, yoki ular-
ning taqsimot funksiyalari berilgan bo‘lishi ham mumkKin.

Masalan, bozorda biror mahsulotga bo‘lgan narx aniglik
sharoitida o‘zgarmasdan turadi, tavakkalchilik sharoitida esa u
tasodifiy miqdor bo'lib, o‘zgarish qonuni tagsimot funksiya orqa-
li berilgan bo‘ladi, anigmaslik sharoitida esa u tasodifiy migdor
bo‘lib, uning o'zgarish gonuniyati yoki berilmagan, yoki umu-
man aniglab bo‘lmaydi. Lekin anigmaslik sharoitida ma’lumot
yo‘q degani, bu fagat tasodifly miqgdorning berilish gonuniy-
atiga nisbatan aytilgan bo‘lib, uning qabul qiladigan qiymat-
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lnri (holatlar majmuasi, holatlar to'plami) oldindan ma’lum
ho'ladi. Ma'lumotlarning berilish darajasiga qarab, berilgan ma-
sala. ham turlicha formallashtiriladi. Masalan, yuqoridagi mis-
olda: aniq sharoitda, gabul qilingan yechimning sifatini ket-
pan xarajat orqali (kriteriya) ifodalash mumkin, tavakkalchi-
lik sharoitida esa narx tasodifiy migdor bo‘lib, uni hisobga ol-
pan holda kriteriya tuzish kerak bo‘ladi, anigmaslik sharoitida
tsa, narx hagida ma’lumot mutlago noma’lum bo‘lib, yuqoridagi
aniq kriteriyalarni, umuman, qo‘llab bo‘lmaydi. Bu mulohazalar
ko‘rsatadiki, ma’lumotlarning anigmasligi ortib borishi kriteriya
(anlashni ham, yechim gabul gilish masalasini ham giyinlashtirib,
uman, qat’ly ishonchli natijalarga olib kelmaydi. Shunday
qilib, aniqlik sharoitida kriteriyani tuzish hech qanday qiyinchilik
tug‘dirmaydi, ammo tavakkalchilik va anigmaslik sharoitlarida
esa turli kriteriyalar ishlatiladi. Ularning hech biri bekami-ko'st,
kamechiliksiz hisoblanmasdan, fagat turli ko‘rinishda bo‘lgan ta-
lablarni qanoatlantirishi bilan cheklanadi.

Ko‘rilayotgan masala ikki ishtirokchili o'yinga keltirilgan
ho‘lib, ikkinchi ishtirokchi "ongsiz" raqib sifatida qabul qilinsa,
bunday o‘yin tabiat bilan o‘yin deb ataladi. Bunday o'yinning
eng muhim tomoni: tabiat turli holatlarni keltirib chigarish
hilan, u bu holatlarning qaysi biri ro‘y berishidan manfaat-
dor cmas. Tabiat bilan o‘yin masalasidagi asosly muammo —
magsadga yo'naltirilgan kriteriyani aniglash va unga nisbatan op-
timal yechimni topishdir. Agar ko‘rilayotgan masalada ikkinchi
ishtirokchi ongli raqib, deb faraz gilinsa, mazkur holat ziddiyatli
bo‘lib, u bilan o‘yinlar nazariyasi shug'ullanadi.
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Tabiat bilan o‘yin masalasi

Biz bu punktda tabiat bilan o'yin masalasida uchraydigan
turli kritcriyalar bilan taunishib chiqamiz. Bular: yutugning ma-
tematik kutilmasi kriteriyasi, Laplas kriteriyasi, Valdning mi-
nimaks (maksimin) kriteriyasi, Scvidj kriteriyasi, Gurvits kri-
teriyasi va Hodja-Leman kriteriyasi. Yechim gabul gilishda qaysi
kriteriyaning tanlanishi, ko‘proq yechim qabul giluvchining ixti-
yorida bo‘lgan ma'lumot va uning xulg-atvoriga bog‘liq bo‘ladi.
Masalan, tavakkalchilikni yoqtirmaydigan (umidsiz)lar uchun,
minimaks (jadval elementlari xarajatni bildirsa) va maksimin
(jadval elementlari foydani bildirsa) kriteriyalari to‘g‘ri kelsa,
ko‘proq tavakkalchilikni yoqtiradiganlar uchun, Laplas va Scvidj
kriteriyalari ma’quldir. Gurvits kriteriyasi parametrga bog'lig.
Bu parametrga turli giymatlar berish bilan "pessimist" (umidsiz) -
bilan "optimist" {(nekbinlarning) aralashmasi hosil gilinadi.

Afsuski, bu kritcriyalarning birortasini afzalligini ifodalab be-
ruvehi umumiy qoida yo'q, u yoki bu kriteriyani tanlash yechim
qabul giluvchining o‘ziga tamoman bog'liqdir. Bu kriteriyalarni
qo‘llashda yechim qabul qiluvchiga qarshi "ongli dushman"
emas aksincha, tabiat, yani magsadi yo'q bo‘lgan kuch turib-
di, deb faraz etiladi. Mabodo, yechim qgabul giluvchiga qarshi
"ongli dushman" turgan bo‘lib, uning ham o‘z magsadlari bo‘lsa,
hosil bo'lgan bunday masalalar bilan yuqorida ta’kidlanganidek,
o‘yinlar nazariyasi shug‘ullanadi.

Agar tabiatning holatlari va yechim qabul giluvchining strate-
giyalari (ycchimlari, qarorlari) chekli sonda bo‘lib, ular mos ra-
vishda n va m ta bo'lsa, ularni jadval ko‘rinishida ifodalash qulay
bo‘lib, uning ustunlari tabiat holatlariga, satrlari esa yechim ga-
bul giluvchining strategiyalariga mos keltiriladi.

Tabiat holatlari 64,65, ...,8, bilan, vechim gabul giluvchining
strategiyalari csa aq, ao, ..., & bilan belgilansin. Yechim gabul
qgiluvchi o strategiyasini tanlaganda tabiat #; holatni vujudga
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keltirgan bo'lsa, yechim qabul qiluvchining fovdasi (zarari)
w(cy;, 6;} son bilan ifodalansin. Bunda mos jadvalning ko'rinishi
quyidagicha: bo‘ladi

1. 1-jadval
5 i — T
o) w(e,01) | wlen, 6s) | w(a,8)
o ""(a'z_’el) "’(“”?= 02)_’__ .._%_‘..‘ﬂi_’_gﬂ) i
My f:y((yn,,ol) 10(6;:.;,,;92) N ‘_j((l'”ell
1.2-_7'ad?)al
L] 6 [ & O |
h‘-’l wy wy e ““J'In
Flz w2 wyg S Won
I-a{m, ,w"d' 10‘.’712 e UWhpn

Murakkab yozishlardan qutilish magsadida w;; = w(ay, 0;).
= 1,2,...,m, j = 1,2, ...,n belgilashni kiritamiz. U holda 1.1-
jacval hamn mos ravishda o‘zgartirib yoziladi (1.2-jadval).

Bundan keyin W = (w;;) jadvalning elementlari yechim gabul
giluvehining yutug'ini(foydasini) bildirsin.

Yutuqning matematik kutilmasini
maksimumlashtirish usuli

Agar tabiat keltirib chigaradigan 61, 6s, ..., 8, holatlarning ro‘y
berish chtimolliklari ma’lum bo‘lsa, u holda yutuqni o‘rtacha ma-
tematik kutilmasini aniglash imkoni bo‘ladi. Tabiat tomonidan
6; holatni keltirib chigarish chtimoli p; — aniglangan bo'lsin. U
holda
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n
j=1

soni yecchim gabul qiluvchi tomonidan «; strategiyani
qo‘llagandagi, uning o‘rtacha yutug'ini bildiradi. Ravshanki
(1.1) soni, albatta, yechim qabul giluvchi tomonidan tanlangan
o; strategiyaga bogliq. Shu sababli, yechim qabul qiluvchi
shunday a; — strategiyani tanlaydiki, natijada (1.1) soni eng
katta bo‘lsin. Albatta, bunda (1.1) sonini eng kattasini aniglab
beruvchi strategiya yechim gabul giluvehi tomonidan tanlab oli-
nadi. Bu strategiya yutugning matematik kutilmasi kriteriyasiga
nisbatan optimal hisoblanadi.

Demak, bu kriteriyani qo‘Nashda 81, 05, ..., 8, holatlarning ro‘'y
berish ehtimolliklari py, p, ..., p, larning berilishi muhimdir.

1-masala. Ishlab chiqarish jarayonida mahsulotlarning nug-
sonliklari 8, 10, 12 va 14 foiz bo'lib, ularning ro'y berish ehtimol-
liklari mos ravishda 0,4; 0,3; 0,25 va 0,05 ga teng. Ishlab chiga-
ruvchi A, B va C iste’'molchilar bilan aloga qilib, shartnomada
ko‘rsatib o‘tilgan nugsonlar mos ravishda 8, 12 va 14 foizdan osh-
masligi shart ckanligi ta’kidlab o‘tilgan. Mabodo, nugsonlar foizi
ortib ketsa, har bir foiz uchun, 1 million so‘'m jarima to‘lanadi.
Ammo nugsonlarning foizini 1 birlikka kamaytirish uchun, ish-
lab chigaruvchi go‘shimcha 500000 so‘m sarflashi zarur. Qaysi
iste’'molchining boshqgalarga nisbatan mahsulot olish imkouniyati
katta?

Ushbu masalada uchta turli yechimlar bor: mahsulotlarni A,
B va C iste’'molchilarga jo‘natish, bular mos ravishda aq, as, a3
yechimlarga mos keladi. Xuddi shunday to‘rtta holat bor: 8y =
8,0, = 10,83 = 12 Ba 84 = 14 foiz nugsonli mahsulotiar ishlab
chigarish. Endi xarajat jadvalini tuzamiz.

oy vechimni qabul qilish 8 foizli nugson bilan iste’molchiga

108



mahsulotni jo‘natishni bildiradi. Shu sababli, agar mahsulot nug-
woui ham 8 foizni tashkil etsa (6 holat), unda zarar (8 — 8) x
1000000 = 0 so‘mga teng. Agar mahsulot nugsoni 10 foizni tash-
kil ctsa (fy holat), unda zarar (10 — 8) x 1000000 = 2000000
so'mga teng. Agar mahsulot nugsoni 12 foizni tashkil ctsa (63
holat), unda zarar (12 — 8) x 1000000 = 4000000 so‘mga teng.
Apgar mahsulot nugsoni 14 foizni tashkil etsa (64 holat), unda
zarar (14 — 8) x 1000000 = 6000000 so'mga teng,

(v, yechimni qabul gilish 12 foizli nugson bilan iste’'molchiga
tnahsulotni jo‘natishni bildiradi. Shu sababli, agar mahsulot nuq-
soni 8 foizni tashkil etsa (67 holat), unda zarar (12—8) x 500000 =
2000000 so‘mga teng. Agar mahsulot nugsoni 10 foizni tash-
kil ctsa (6, holat), unda zarar (12 — 10) x 500000 = 1000000
so‘mga teng. Agar mahsulot nugsoni 12 foizni tashkil etsa (63 ho-
[at), unda zarar (12 — 12) x 1000000 = 0 so‘mga teng. Agar
mahsulot nugsoni 14 foizni tashkil ctsa (€4 holat), unda zarar
(14 — 12) x 1000000 = 2000000 so‘'mga teng.

Xuddi shunday a3 yechimni qabul gilish 14 foizli nugson bilan
iste’molchiga mahsulotni jo‘natishni bildiradi. Shu sababli, agar
mahsulot nugsoni 8 foizni tashkil etsa (6; holat), unda zarar (14—
&) x 500000 = 3000000 so‘mga teng. Agar mahsulot nugsoni 10
foizni tashkil etsa (6> holat), unda zarar (14 — 10) x 500000 =
2000000 so‘mga teng. Agar mahsulot nugsoni 12 foizni tashkil
ctsa (63 holat), unda zarar (14 — 12) x 500000 = 1000000 so‘mga
teng. Agar mahsulot nugsoni 14 foizni tashkil etsa (64 holat),
unda zarar (14 — 14) x 1000000 = 0 so‘'mga teng,.

Bu sonlar yordamida quyida xarajat jadvali tuzilgan. Ammo
01, 82, B3, 64 holatlar mos ravishda 0,4; 0,3; 0,25 va 0,05 ehtimollik-
lar bilan ro‘y berishligi sababli o‘rtacha xarajat oy, ag, g yechim-
larni qabul qilinishiga qarab mos ravishda 0 - 0,4 + 2000000 -
0, 3 + 4000000 - 0, 25 + 6000000 - 0, 05 = 0 + 600000 + 1000000 +
300000 = 1900000, 2000000 - 0,4 + 1000000 - 0,3 + 0 - 0,25 +
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2000000 - 0,05 = 800000 + 300000 + 0 + 100000 = 1200000,
3000000 - 0,4 + 2000000 - 0,3 + 1000000 - 0,25 + 0 - 0,05 =
120000 + 600000 4 250000 + 0 = 2050000, sonlariga teng bo'ladi.
Demak, eng kam xarajat (1200000) B iste’'molchiga mahsulotni
jo‘natish orqali erishilar ekan.

) 6, 05 0,
x|l 0 [2000000[4000000[6000000
o | 2000000{ 1000000] 0 [2000000
a3 (3000000 20000001 1000000 0

Quyida ko'riladigan kriteriyalarda bunday imkoniyat (p; ehti-
molliklarni aniglash) yo‘q deb faraz qilinadi. Bu csa kriteriyalar
tuzishdagi aniqlikning yo‘qolishiga olib keladi. Shu sababli, bun-
day vaziyatlar uchun, turli kriteriyalar taklif etilgan bo‘lib, ular-
ning qaysi birini qo‘llash, butunlay yechim qabul giluvchining
ixtiyorida bo‘ladi.

Laplas usuli

Yechim gabul qilish jarayoni anigmaslik sharoitida ro‘y bera-
yotganligi sababli, tabiatning holatlarini bildiruvchi € tasodifiy
migdor bo‘lib, u ro'y berishi mumkin bo‘lgan 64, 6., .... 8, holat-
larning qaysi biri ro‘y berishi hagida hech qanday ma’lumot yo'q.
Xususan, § tasodifiy miqdor 64, 85, ..., 6, holatlarni qanday chti-
mollik bilan ro'y berishi ham butunlay noma’lum.

Demak, € tasodifiy miqdor 64,8,,...,68, holatlarni turlicha
chtimolliklar bilan sodir giladi degan ma’lumot yo'q. Shu
sababli, to‘la asoslanmagan tamoyilga ko‘ra, € tasodifiy migdor
01,6s, ..., 0, holatlarni teng ehtimollik bilan sodir giladi deb faraz
etish mumkin. U holda yechim qabul giluvchining c; stratcgiyasi,

n
unga % >~ wj; o'rtacha yutuqni beradi. Demak, u bu o‘rtacha yu-
J—1
110



tuqni maksimum qiluvchi o strategiyasini tanlaydi, ya'ni

n n
1 1
max — E Wij = ~— E Wy
(L7 S n <
7=l j=1

Bu optimal strategivani Laplas kriteriyasi yordamida tanlash
deb ataladi.

2-masala. Firma uch turdagi i, s, 3 mahsulot ishlab
chiqarish imkoniyatiga cga bo‘lib, ularni sotishdan keladigan
loyda, ularga nisbatan bo‘lgan talab migdoriga bog'liq. Talab
esa tasodifiy migdor bo‘lib, u 8y, 05, 63 holatlardan birida bo‘lishi
mumkin. Bu holatlarga mos ravishda ishlab chigarilgan mahsu-
lotlarni sotishdan keladigan foyda quyidagi jadval ko‘rinishida
herilgan.

1.3-jadval

B 03
('!1 —vi 0 5 K
a2 6 1
{Xx3 4 3 ]

U holda Laplas usuliga asosan
3
1 1
max — E wi; = max =(18,9,15) =
a 34 ' 3
=1
max(6, 3,5) = 6.

Demak, firma keyinchalik talab ganday bo‘lishidan qat’i nazar
Laplas kriteriyasiga asosan a; mahsulot ishlab chiqarish strate-
giyasini qo‘llashi lozim ckan. Shunda eng katta foyda 6 ga teng
boladi. Boshqa strategiyalar — vy, a3 da esa foyda mos ravishda
3 va 5 ga teng, ya'ni kam bo‘ladi.
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Maksimin usuli

Bu o'ta pessimistik kriteriya hisoblanib, juda ham chtiyotkor
(pessimist, umidsiz) shaxslar uchun, mo‘ljallangan. Ushbu kri-
teriyada ro‘y berishi mumkin bo‘lgan noqulay holatlar ichidan,
o'z imkoniyatidan kelib chiggan holda, eng maqgbul bo‘lgani
tanlanadi. Bu kritcriyaning tub ma'nosini anglash uchun, 1.1-
jadvalni ko‘raylik.

Yugorida aytilganlarga asosan, agar yechim qabul giluvchi o;
strategiyasini qo‘llasa va tabiat tomonidan noqulay holat ro'y
bersa, uning yutug'i

w; = minw;;
J

ga teng bo'ladi. Demak, u shunday «; strategiyani qo‘liashga
harakat qiladiki, natijada minimal yutuqlarning eng kattasi aniq-
lanadi, ya’ni

Wy = Max w; = max Imin w;; (1.2)
i 7 J

(1.2) ning maksimal giymatini ta’minlovchi «ag yechim qabul
qiluvchining maksimin optimal strategiyasi deb ataladi.

Yuqorida aytilganlarga asosan ¢ strategiyani qo‘llash bilan,
yechim qgabul qiluvchi kamida w, — kafolatlangan yutuqqa cri-
shadi.

1-misol. Quyidagi

6y 6, B 04
™ 5 9 2 )
s 6 8 9 1
oy 7 4 |7 3

jadval clementlari bilan yechim gabul giluvehining yutug'i beril-
gan bo'lsin.

112



Har bir ¢ = 1,2, 3 uchun, min w;; ni aniglaylik:
i

minwy; = min(5,9,2,5) = 2, minwy; = min(6,8,9,1) = 1,
i j
3.

minws; = min(7,4,7,3)
j

Bundan

wy = Max min w;; = max(min wy;, min wy;, Min wy;) =
i g J J J

max(2,1,3) =3

ckanligi kelib chiqadi. Demak, yechim qabul giluvchining optimal
maksimin strategiyasi ag bo‘lib, uning kafolatlangan yutug'i 3 ga
teng ckan.

Izoh. Mabodo, W = (w;;) jadvalning clementlari yechim
gabul qiluvchining xarajati (ziyoni, mag‘lubiyati)ni bildirsa,
vuqoridagi mulohazalar yordamida, kafolatlangan xarajat

min max w;; = min(max w;1, Mmax wjg, NAax wiz) =
7 H H i %

min(7,9,9,5) =5

sa teng bo'ladi. Bunda ham tanlanishi lozim bo‘lgan strategiya
gy bo'ladi, ammo min max w;; # maxinin w;;.
i i
Sevidj usuli

Ma'lumki, max min w;; soni yechim gabul giluvchining kafolat-
H J )
langan yutug'i bo‘ladi.

Bu kriteriya — mezon yechim gabul giluvehi uchun, shunchalik
pessimistki, u ayrim hollarda mantigsiz yol tutishga olib kelishi
mumkin. Bunday holat ro‘y berish mumkinligini quyidagi sonli
misol orqali ko‘rsatamiz:
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1.4-7adval

& 9y
o 500 | 10
as| 12 15 |

Bu 1.4-jadval bilan berilgan o‘yinda, aniqlash mumkinki, mak-
simin kriteriyasi yordamida yechim qabul giluvchi as strate-
giyasini tanlash hisobiga oladigan, kafolatlangan vutug‘ 12 ga
teng bo‘ladi. Bunda, yechim qabul giluvchi oy strategiyasini tan-
laganda, tabiat tomonidan 6y, 8, holatlarning tanlanishiga qarab,
mos ravishda, yoki 500, yoki 10 yutuqga cga bo‘lar edi. Shu
sababli, yechim gabul qiluvchilarning aksariyati ichki sezgi (intu-
itsiya) orqali oy strategiyani ma’qul ko‘rishadi. Bunday "mantiq-
siz" vaziyatdan chigishda Scvidj kritcriyasi yordam beradi. Bu-
ning uchun, quyidagicha yangi jadval tuziladi:

Tij = IIl]Ech’wkj - 'U),;J"

ya’ni R = (r;) jadvalning elementlari mos ravishda W = (w;;)
jadvalning har bir ustun elementi shu ustundagi eng katta ele-
mentdan ayirib tashlashdan hosil gilinadi. Bunda, hosil bo'lgan
farq r;;, tabiat tomonidan 8; holat tanlangandagi eng katta yu-
tugdan ganchaga kam ekanligini ko‘rsatib, yechim qabul giluvehi
uchun, afsuslanishni bildiradi (cng katta yutugga olib keluvehi
strategiyani tanlamaganiga nisbatan). Shu sababli R = (r;;) jad-
val "afsuslanish” jadvali deb ham ataladi.

Yuqorida keltirilgan sonli 2-misol uchun, "afsuslanish" jadvali
R quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

L&
lf][] 0
ap| 488

ot

N
.

E
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Oxirgi jadvalga minimaks kriteriyasini qgo‘llab «; strategiya
optimal strategiya ekanligiga ishonch hosil gilamiz.

Mabodo, W jadval clementlari yechim qabul qiluvchining
xarajatini bildirsa "afsuslanish" jadvali R ning clementlari
quyidagicha quriladi:

or” = ujij —_ ngn wkj)

va’ni, ustunning eng kichik elementi shu ustun clementlaridan
ayirib tashlanadi. Shundan so‘ng "afsuslanish" jadvali — R ga
minimaks kriteriyasini qo‘llash orqali yechim gabul giluvchining
optimal strategiyasi aniglanadi.

Bunda, shunga e'tiborni garatamizki W jadvalning clement-
fari yutugni yoki xarajatni bildirishidan qat’i nazar, ularning
"afsuslanish" jadvaliga bir xil — minimaks kriteriyasi qo‘llaniladi
va bu bilan Sevidj kriteriyasi asosida yechim qabul giluvchining
optimal strategiyasi aniglanadi.

Gurvits usuli

Maksimin va maksimaks kriteriyalari mos ravishda eng pes-
shnistik va eng optimistik kriteriyalar hisoblanadi. Bu ikkala,
hamda "oraliq" kriteriyalarni o‘zida ifodalagan kriteriya Gurvits
kriteriyasidir. Gurvits kriteriyasi quyidagi ko‘rinishga ega

Wy = max{f3 max wi +(1-258) mkin Wik }+ (1.3)

hunda 0 < B < 1. Bu kriteriyada ishtirok etayotgan S
parametrning qiymati orqali qanday darajada optimist, yoki pes-
siimist bo'lish aniglanadi.

Demiak, (1.3) dan 8 = 0 maksimin (pessimist), 4 = 1 da mak-
simaks (optimist) kriteriyalari hosil gilinadi. Yechim qabul qiluv-
chining qanchalik darajada optimist yoki pessimist bo‘lishligiga
qarab 8{0 < B < 1) parametrning giymati hisoblanadi, keyin
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unga mos optimal strategiya — (1.3) munosabatdan aniglanadi.

Agar, yechim qabul giluvchining pessimist yoki optimist ckanligi-

ni aniglashning iloji bo‘lmasa, 8 = 1 deb olish magsadga muvofi
) 3 Sang q

bo‘ladi.

2-misol.
> i » e
o1 0 —-20 40 50 —20 50
09 30 40 20 0 0 40
agl —30 50 51 30 —-30 51

Bundan kelib chigadiki, max maxw;; = 51, maxminw;; = 0.
1 7 z J

Mabodo, yechim gabul qiluvchining optimistik darajasi 75
foizni tashkil etsa, u holda 8 = % deb olish kerak bo‘ladi. Un-
da Gurvits kriteriyasiga ko'ra,

111&)({%(50, 40,51) + }1(—20, 0, -30) = max (5219 30, %) - 32%
bundan yechim qabul qgiluvchi oy strategivasini tanlashi kelib chi-
qadi. ‘

Qaralayotgan misolda yechim gabul qgiluvchi optimist bo‘lsa
ag strategiyani, pessimist bo'lsa aw strategiyani tanlashi kelib
chiqadi.

Hodja-Lemann usuli

Biz yuqorida matematik kutilmasi kriteriyasini maksimum-
lashtirish va maksimin (pessimistik) kriteriyalari bilan tanishib
chiqdik. Agar birinchi kriteriyani qurishda ishtirok etgan tabi-
atning 6; holatlarini ro'y berish chtimolliklari — p; lar giymat-
larining aniglik darajasi shubha ostiga olingan bo'lsa, u holda
Hodja-Lemann kriteriyasidan foydalanish tavsiya ctiladi.
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Bu kriteriyaning tuzilishi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

n
w; =y Y wyp; + (1 — ) min w;; (1.4)
; iPj ) it

bu yerda 0 < 4 < 1. Bunda v soni p; larning aniglik dara-
jasini belgilab beruvehi parametr hisoblanadi. Agar p; larning
aniglik darajasi juda ham past bo'lsa ¥ = 0 deb, aks holda
(vuqori bo‘lsa) v = 1 deb olinadi.  paramectrning bu qiymat-
lari bilan mos ravishda maksimin va matematik kutilmani mak-
simumlashtirish kriteriyalari kelib chigadi. Mabodo, p; ehtimol-
liklarning aniqlik darajasi 75 foizni tashkil ctsa, v paramctrning
qivmati v = 3/4 deb olinadi.

Shunday mulohazalar yordamida y parametrning sonli giymati
aniqlangandan so‘ng (1.4) kriteriya vordamida optimal strategiya
v quyidagi

Max w; = Wk

munosabatdan topiladi.
3-misol. Quyidagi sonli misolni ko‘raylik:

1.5-jadval

0, 02 | 85 | 8. |
| 2 9 12 5
a| 16 | 18 9 1
asl 7 4 7 3

1.5-jadval elementlari yechim qabul giluvchining yutuglarini
bildirsin. Shu bilan birga 6y, 6s, 65,6, holatlarning ro‘y berish
chtimolliklari mos ravishda p; = ;'1, Py = é, P3 = %, Dy = % bo'lib,
ularning aniglik darajasi 25 foizni tashkil etsin (ya’ni v = i)
(1.1)-kriteriyaga asosan:

1,2 9 12 5y 3 3
w =2+ 24 2+ 242 min2,9,12,5) = 32,
w) 4(4+3+ g +4)+4IIIIII(, ,12,5) 316'
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1,16 18 9 1y 3 9
=~ — - - = N i ]' 3 = 4

W (7 + 5 + 6+ 4)+4rmn(16, 8,9,1) 6
7 4 7 3y 3 !
- . == 3—
wy = 4(4+3+6+4) 7 min(7,4,7,3) = 35

sonli giymatlar topiladi. Demak, maxw; = ws, ya'ni bunda,
(2

Hodja-Lemann kriteriyasiga ko‘ra, ag strategiya yechim gabul
qgiluvchi uchun, optimal strategiya bo‘lar ckan.

2-8. Jadvalli o‘yinlar

Yuqorida biz tavakkalchilik sharoitida yechim qgabul gilishning
bir nechta wsullari (kriteriyalari) bilan tanishib chigdik. Bunda,
asosly xulosa shundan iborat bo‘ldiki, ikkinchi ishtirok etuvchi
— tabiat, yechim qabul qiluvchining yutug'iga qasddan qarshilik
ko‘rsatuvchi "dushman" sifatida emas, balki yutuqlarga befarq
garovehi, shu bilan birga unga "ongsiz" ravishda ta’sir ctuvchi
deb garaldi.

Ziddiyatli jarayonga o‘yin nuqtayi nazaridan qaraladigan
bo‘lsa, unda ikkinchi ishtirok etuvchi "ongli" dushman sifatida
qaralib, uning ixtiyorida bo‘lgan barcha xatti-harakatlari oldin-
dan ma’lum bo‘lib, to‘laligicha hisobga olinadi. Bunda, o'yinning
gonun-qoidasi shuni taqozo ctishi mumkinki, ziddiyatda ishtirok
ctuvchilarning natijaviy yutuglari yig‘indisi har vaqt o‘zgarmas
songa teng bo‘ladi. Bunday o‘yinlar o‘zgarmas yig‘indili o ‘yinlar
deb ataladi.

Bundan keyin, ziddiyatda ishtirok etuvchilarni o ‘yinchilar deb
atash o‘yinlar nazariyasiga mos keladi.

O‘zgarmas yig'indili o‘yinda biror o'yinchining yutug'ining
oshishi, boshga o'yinchilarning yutug‘ining kamayishiga olib ke-
ladi. Agar bundan tashgari, o‘vinchilarning strategiyalari soni
chekli bo'lsa, bunday o‘yinlar antagonistik o ‘yinlar deyilib, ularni
normal-jadval ko‘rinishda ifodalash mumkin.
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Shuni ta’kidlab o'tamizki, antagonistik o‘yinlar matematik
nngtayi nazardan to‘la yechilgan. Bu degani o‘yinchilarning
optimal strategiyalari va kafolatlangan yutuq va yutqiziglari
oshkor ko‘rinishda ifodalanadi. Bunda to'la yechim aralash
strategivalarga nisbatan amalga oshirilgan bo‘lib, u minimaks
hagidagi teorema bilan tasdiglanadi. Bu teorema quyida isboti
hilan keltirilgan.

n ishtirokchili o‘yinning daraxt ko‘rinishda ifodalanishi

Bizning tasavvurimizda o'yin quyidagi uchta asosiy clement-
ni o'z ichiga oladi: 1) o‘yinchilar tomonidan shaxsiy yoki ularga
bog'lig bo'lmagan tasodifly bo‘lgan yurishlar ketma-ketligining
mavjudligi; 2) o‘yinchilar ixtiyoriga beriladigan ma’lumotlarning
to'laligi; 3) o'yin oxirida o‘yinchilarning oladigan yutuglari.

1-ta’rif. Uchlar deb ataluvchi nugtalar va ularni birlashtiruv-
chi yoylar to‘plamidan iborat bo‘lgan sikllarsiz bog'liq figuraga
topologik daraxt deb ataladi.

Bu ta'rifdan kelib chigadiki, topologik daraxtning ixtiyoriy ik-
kita uchini yoylar va uchlar ketma-ketligidan tuzilgan yagona yo'l
hilan tutashtirish mumkin bo‘ladi (chunki, aks holda sikl paydo
bo'lib qolgan bo‘lar edi).

Topologik daraxtning biror uchi Ag bilan belgilanadi.

2-ta’rif. Topologik daraxt G ning C uchi bilan Ay uchini bir-
[ashtiruvehi yagona yo'l B uch orqali o'tsa, C' uch B uchdan
keyin keladi deyiladi. Mabodo; C' uch B uchdan keyin kelib, C'
bilan B ni birlashtiruvchi yoy bo'lsa, C uch B uchdan bevosita
keyin keladi deyiladi.

3-ta’rif. G topologik daraxtning keyin keladigan uchlari yo'q
uchlari ozirgs uchlari deb ataladi.

4-ta’rif. G poritsion o'vin deb quyidagiga aytiladi:

|. Topologik daraxt G berilgan bo‘lsin, uning biror ajratilgan
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Ay uchi mos pozitsion o'yinning asost yoki o ‘yinning boshlang‘ich.
pozitsiyasi deb ataladi;

2. G topologik daraxtning barcha oxirgi uchlariga o‘yinchi-
larning mos yutuglarini ifodalovchi n — o‘lchovli vektor mos
go'yiladi;

3. G topologik daraxtning oxiri bo‘lmagan barcha uchlari
Y1.Ys, ..., Yy, Yy to'plamlarga ajratilgan bo‘lib, ular mos ravish-
da 1,2, ...,n o'yinchilarning yurish to‘plamlari deb ataladi, Y, —
boshlang‘ich pozitsiya Ag ni bildirib, agar undan keyingi pozit-
siyalarni tanlash tasodifly bo‘lsa, u holda undan chiqqan har bir
yovga mos ehtimolliklar berilgan bo‘ladi;

4. Har bir Y;, 7 = 1,2, ...,n yurish to‘plamlari mos ravishda
o‘yinchilarning azborot to‘plamlari deb ataluvchi Y;J to‘plamlarga
ajratilgan bo'lib, ularning har biri quyidagi shartlarni qanoatlan-
tirishi kerak:

a) har bir Y7 ni tashkil etuvchi uchlarning hech qanday ikkitasi
bir-biri bilan yoy orqali tutashtirilmagan;

b) har bir Y;J ni tashkil etgan uchlardan chiqgan yoylar soni
bir xil;

c) har bir Yij ga If indekslar to‘plami mos qo‘yilgan. Bun-
da I! to‘plamni tashkil etgan indekslar soni ¥; tegishli uchdan
chiqggan yoylar soniga teng va ular orasida o'zaro bir giymatli
moslik o‘rnatilgan.

5-ta’rif. Agar G pozitsion o'yinda ¢ — o‘yinchining har bir
Yij axborot to‘plami fagat bitta clementdan iborat bo'lsa, u hol-
da bunday o‘yin 7 — o‘yinchi uchun, to‘la azborotii o‘yin deyila-
di. Agar (G pozitsion o'yin barcha ishtirok etayotgan o‘yinchilar
uchun, to‘la axborotli o'yin bo‘lsa, bunday o‘'vin to‘la azborotli
o'yin dcb ataladi. Masalan, shaxmat, shashka, futbol, tennis —
to‘la axborotli, gimor o‘yini higsoblangan bridj, pokyer, ruletka,
oshiq tashlash va domino o‘yinlari to‘la axborotli o'yin emas.
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6-ta'rif. Har bir Y/ axborot to‘plamiga [/ indekslar
to‘plamining biror clementini mos qo‘yuvchi ixtiyoriy funksiyaga
i — o‘yinchining strategiyasi deb ataladi.

7-ta’rif. Topologik daraxti chekli sondagi uchlardan iborat
bo‘lgan o‘yin chekly o‘yin deb ataladi.

Albatta, chekli o'yinda o‘yinchilar chekli sondagi strategiyaga
ega bo'lishadi.

Ko'rilayotgan o‘yinda 1 — o'yinchining strategiyalar to'plamini
S; bilan, uning clementini (strategiyasini) o bilan belgilaymiz.

Demak, ¢ — o‘yinchining strategivasi deganda Y;’ larning bar-
chasida aniqlangan va giymati mos ravishda I larda yotgan
funksiyani tushunar ekanmiz. Yoki boshqacha qilib ayiganda
«v; strategiya bu shunday f(-) funksiyaki, uning argumenti Y,'L-j
to‘plamlardan iborat bo‘lib, giymati I,J ning elementidan iborat,
ya'ni har bir j da f(Y/) e I.

O‘yinchilarning «; strategiyalaridan tuzilgan

@ = (al, o, ..., an)

vektor funksiva o‘yinning holati deb ataladi. Har bir holat o'yin
lamom bo‘lganligini bildirib, bu bilan o‘yinchilarning yutug'ini
antqlash mumkin:

wi(@) = wioq, ag, ..., o),

bu son ¢ — o'yinchining yutug'ini bildiradi.
Biror o = (@, o, ..., @p) holatda o'yinchilarning oladigan yu-
tuglaridan tuzilgan vektor funksiya quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

w(a) = (wi(e), wa(a), ..., wu(x)).

Shunday gilib, barcha o‘vinchilarning strategiyalari ma’lum
ho'lsa, bu o'yin tamom bo'ldi, o'vinchilarning yutuqglari aniq
bo‘ldi degani. Chunki strategiya o‘yinchilarning qaysi holatda
qanday yechim qabul qilish kerakligini aniqlab beradi. Demak,
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har bir o‘yin holati o'yin boshlangandan to oxirigacha har bir
uchragan vaziyat uchun, ganday yol tutishlikni aniglab beradi.
O‘yinchilar tomonidan, shu ma’lum strategiyalarni qo‘llash nati-
jasida, o'yinning oxiriga yetib boriladi va o'yinchilarning yutuq
vektori w(a) aniq bo‘ladi.

Har bir o‘yinda o'yinchilar o‘zlarining yutuglarini katta-
lashtirishga (maksimumlashtirishga) harakat qilishadi. Bu maksi-
mumlashtirish uchragan vaziyatlarda qabul qilinadigan yechim-
lardan tashkil topgan stratcgiyalar hisobiga amalga oshiriladi.
Agar, o'yin tasodifiy yurishlar orqali boshlansa, har bir a =
(1, 09, ..., &) 0'yin holati uchun, chtimolliklar berilgan bo'ladi;
demak, w(a) yutugga ega bo‘lish chtimolliklari berilgan bo‘lib,
ularning o‘rtacha matcmatik kutilma giymatini aniglash mumkin
bo‘ladi.

Shunday qilib w(a, oy, ...,a,) — n— olchovli vektorlar, «;
lar chekli qiymatlar qabul gilganda n o‘lchovli jadval ko‘rinishda
ifodalanishi mumkin. Bunday ko‘rinish o ‘yinning normal shakli
deb ataladi.

Masalan, tanga tashlash o‘yinida ikki o‘yinchi ishtirok etib,
ular bir-biriga bildirmagan holda tangani u, yoki bu tomonini
yashiradilar. O'yin qoidasiga asosan, agar ikkalasi ham tanganing
bir xil tomonini yashirsalar ikkinchi o‘yinchi birinchisiga bir bir-
lik, turli tomonini vashirsalar, aksincha, birinchi o‘yinchi ikkin-
chisiga bir birlik beradi. Bu yerda umumiylikka zarar keltirmagan
holda, tanga yashirishni birinchi o'yinchi boshlaydi deb gabul qi-
lish mumkin. U holda, bu o*yinni pozitsion o‘yin sifatida qgaralsa,
uning topologik daraxti quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi (2.1-rasm).

Demak, bu o'yinda Yy = Yy bo'lib, u birinchi o‘yinchining
yurish to‘plamini bildiradi. Ys esa Y; dan chiquvchi yoylar-
ning oxirgi uchlarini bildirib, u ikkinchi o‘yinchining yurish
to‘plamini, shu bilan birga axborot to‘plamini ham bildiradi.
Ikkinchi o‘yinchida ham ikki imkoniyat (tanganing 7' — tamg‘a,
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It - ragam tomonini yashirish) bo‘lganligi sababli, uning yurish
to‘plami Y5 ning har bir uchidan ikkita yoy chiggan.

2. 1-jadval

(1,-1) (-L,1)(-1,1) (=11) T | R |
Ti 1 —1
R(-1 1

2. 1-rasm

Demak, har bir I/ to‘plam ikki elementdan iborat bo'lib, u
tanganing 7" yoki R tomonlarini aniglaydi.

Har bir yoyning yoniga o‘yinchilar tomonidan tanganing qaysi
tarafi (1, R) yashirgani mos ravishda yozib qgo'yilgan.

Daraxtning oxirgi uchlariga mos keltirilgan vektor komponen-
talari o‘vinchilarning yutuglarini ifodalaydi. Bu o'yinning normal
shakli 2.1-jadval ko‘rinishda bo‘ladi.

Jadvaldan ko‘rinib turibdiki, har bir o‘yinchining ikkitadan (T
va R) strategiyalari bo‘lib, ularga mos kelgan yutuqglar jadval ele-
mentl sifatida berilgan. Jadval clementlari birinchi o‘yinchining
yutug'ini (ikkinchi o‘yinchining yutqizig‘ini) bildiradi.

[kkinchi misol sifatida karta o‘yinidagi soddalashtirilgan pok-
yer o'yinini keltiramiz. Faraz gilaylik, m ta rasmli va n ta rasm-
siz karta dastasi bo‘lsin. Ushbu o‘yinda ikki o'yinchi ishtirok etib,
ular karta dastasi hagida ma’lumotga ega bo‘lishgan holda, bosh-
lang‘ich stavka uchun, bir birlikdan "kon" tikishadi. Shundan
so'ng karta dastasi chiylanadi va birinchi o'yinchiga bitta karta
beriladi. Birinchi o‘yinchi berilgan kartani bilgan holda yoki pas
devishi, yoki a birlik qo‘shish orqali stavkani ko‘tarishi mumkin.
Oxirgi holda o'yin davom etadi.

Birinchi (pas) holda, agar o‘yinchida rasmli karta bo‘lgan bo‘l-
sa tikilgan stavkani yutadi, rasmsiz bo‘lsa uni yutqazadi. Mabo-
do, birinchi o‘vinchi stavkani a birlikka orttirsa, u holda ikkinchi
o‘vinchiga vurish navbati keladi.
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Ikkinchi o‘yinchida ham ikkita immkoniyat bo‘lib yoki pas deyi-
shi, yoki stavkani a birlikka ko‘tarishi mumkin. Mabodo, ikkinchi
o‘yinchi 1-holat pasni gabul gilsa, birinchi o'yinchi bor stavkani
yutadi. Ikkinchi holatda birinchi o‘yinchidagi karta ko‘rsatiladi.

Ko‘rsatilgan karta rasmli bo‘lsa, birinchi o‘yinchi, rasmsiz
bo'lsa ikkinchi o‘yinchi tikilgan umumiy stavkani yutadi.

Bu o'yinning topologik daraxt shakli quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi (2.2-rasm):

D(+1,-1) H(+1,-1)
25

Tasodi-
fryyurish

G (~1,+1) K(-1-a,1+a)

2.2-rasm

Bu yerda A — tasodifiy Yy holat bo‘lib, karta chiylanishini
bildiradi. B va C holatlar birinchi o‘yinchining yurish to‘plami
Y1 bo'lib, u rasmli, yoki rasmsiz kartaga cga bo‘lishlikka mos ke-
ladi. Demak, bu yurishda birinchi o'yinchining ikkita ma’lumot:
to‘plami: Y} = {B} va Y = {C} bor ckan. F va F holat-
lar ikkinchi o‘yinchining yurish to‘plami Y2 ni bildirib, uning
ma'lumot to‘plami Y = {E, F} dan iborat, chunki ikkinchi
o‘yinchi birinchi o‘yinchida qanday karta borligini bilmaydi, shu
sababli o‘yin B va C holatlarning qayst birida ekanligini, u fagat
taxmin gilishi mumkin.
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Bu holatlarning sodir bo‘lish chtimolliklari mos ravishda
m/f(n + m) va n/(n + m) sonlariga tengdir. Demak, birinchi
o'yinchida ikkita holat va har bir holatda ikkitadan yechim qa-
bul qilish (pas va stavkani ko‘tarish) bo‘lar ekan. Bundan kelib
chigadiki, birinchi o‘yinchining to‘rtta strategiyasi P — doimo
pas, K — doimo stavkani ko‘tarish, LK — rasmli stavkani ko'
tarish (rasmsiz pas) va SK — rasmsiz stavkani ko‘tarish (rasmli
pas) bor.

[kkinchi o‘yinchining ma’lumot to‘plami & va F holatlaridan
ihorat bo‘lib, har bir holatda ikkitadan yechim gabul gilish mum-
kin. Shu sababli ikkinchi o‘yinchining ikkita strategiyasi (P —
pas, K — stavkani ko‘tarish) bor.

Agar p = m/(n+m) belgilashni kiritsak. Birinchi o‘yinchining
P strategiyasi, unga o‘rtacha 1-p+ (—1)(1 —p) = 2p— 1 yutugni
beradi (e'tibor beramiz, bunda ikkinchi o‘yinchining strategiyasi
hech qanday rol o‘ynamaydi). Xuddi shunday (K, K) holatda
yutug pla+1)+ (1 —p}{—1—a) = 2p—1){a+1) ga teng bo'ladi.
Shunga o‘xshash hisoblashlarni bajarib, quyidagi: (K,P) = p -
I+ (1-p)-1=1(LKK)=p(l+a)+(1-p)(-1)=2p~
L+pa; (LK,P)=p-1+ (0 -p)(-1) =2p-1,(SK.K) =
pl+(l-p)(—1=a) = 2p—1+(p-1)g; (SK, P) = p-1+(1-p)-1 =
1 yutuglarga ega bo‘linadi. Bu giymatlar yordamida 2.2-jadval

tuzilgan. 2.2 jadval
K P 2.3-jadval
Pl -1 % — 1 K P
K|{@2-e+1)] 1 K{(2p-a+1)] 1
LK| 2p—1+pa |2p—1 LK| 2p—1+pa |2p—1
SK| 2p+(p-Da| 1|

Ko'rsatish osonki 2p—1+(p—1)a < (2p—1)(a+1)va2p—1< 1
tengsizliklar orinli. Demak, birinchi o'yinchi tomonidan P va
SK strategiyalarni tanlash maqsadga muvofiq emas. Shu sababli
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mos satrlarni tashlab, 2.3-jadval shakldagi o'yinni hosil gilamiz.
Bu yerda, yana shuni ta’kidlash lozimki, agar p < 1 bo‘lsa
(2p — 1)(a+1) < 2p — 1 + pa bo‘ladi. Ya'ni, umuman olgan-
da, bu o'yinda sof strategiyalarga nisbatan muvozanat holat yo‘q.

O‘yinning muvozanat holati va o‘yin bahosi

O‘yinlar nazariyasida, o‘yinchilarning optimal strategiyalari-
ni aniqlash muhim hisoblanadi. Bu masalani yechishda quyidagi
tushuncha alohida ahamiyat kash etadi.

8-ta’rif. Agar biror GG o‘yinda

* * * * *
wilay, 05, ., 1, 0, O g, oy 0p) <

* % ® * % *
S wilo], a3, ..., Oy, 05, Oy, -y Ot )

tengsizlik barcha 7 = 1,2,...,n va o; € §; larda o‘rinli bo‘lsa,
a® = {af, a3, ..., ap) holat o'yinning muvozanat holati deb atala-
di. af esa i — o‘yinchining optimal strategiyasi deyiladi.

Demak, har bir o‘yinchi muvozanat holatni tashkil etgan
strategiyasini tanlashga harakat qiladi, chunki, aks holda u
o‘zining yutug'ini fagat kamaytirishi mumkin. Muvozanat holat-
ga mos kelgan w* = w(a*) vektor o‘yin bahosi deb ataladi. S bi-
lan S; larning dekart ko'paytmasini belgilaylik, ya'ni S = II?_,S;.
U holda & € S — biror @ = (@, g, ..., &) holatni aniglaydi.

Otyinlar nazariyasida o'yinning muvozanat holatlarini (o‘yin-
chilarning optimal stratcgiyalarini) va o‘yin bahosini aniglash
asosly masala hisoblanadi.

9-ta’rif. G topologik daraxt bilan berilgan pozitsion o'yindan
boshlang‘ich Ay pozitsivani tashlab yuborishdan hosil bo‘lgan
o‘yinlar gisgertirilgan o‘yinlar deb ataladi.

Quyidagi pozitsion o‘yinni ko‘raylik:
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ts  the (2 b 2 in

2. 3-rasm

Bu o'vinda boshlang‘ich A; pozitsiya hisobga olinmasa quyi-
dagi gisqartirilgan uchta pozitsion o‘yin hosil bo‘ladi:

by tig £y tg &7 ta £4 t's f‘). tl

\Z) /1 I

t1s t{,; (2 '2
3 \\2 /1. { /)
\/
2.4-rasm 2.5-rasm 2.6-rasm

Bunda har bir qgisqartirilgan o‘yindagi yutuq vektor bosh-
lang‘ich o'vindagi yutuq vektor bilan aniglanadi. Masalaxn, 4, 5 va
2.6-rasmlarda ifodalangan qisqartirilgan o‘yinlardagi mos yutuq
vektorlar 2.3-rasmda ifodalangan o‘yindagi yutuq vektorlari bilan
aniglangan. Bundan kelib chigadiki, qisqartirilgan o‘yinlardagi
yutuq vektorlari boshlang‘ich o‘yindagi yutuq vektorlari orqali
beriladi.

Agar pozitsion o'yin to‘la axborotli o'yin bo‘lsa, o‘yinchilar
tomonidan strategiya tanlash, bu yurish to‘plamidagi har bir po-
zitsiyadan chiqgan yoylardan aniq bittasini tanlash bilan ekviva-
lent. Shu sababli qisqartirilgan o‘yinlardagi har bir stratcgiyani
boshlang'ich o'yindagi strategiya orqali hosil qilish mumkin.
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Aksinchasi ham o‘rinli, ya’ni qisqartirilgan o'yinlardagi strate-
giyalardan boshlang‘ich o'yinning mos strategiyalarini tuzish
mumkin.

Ikki kishili pozitsion o'yin qaralayotgan bo‘lsin. Sp,S2 mos
ravishda P; — birinchi va P, — ikkinchi o'yinchilarning strate-
giyalari to‘plamini bildirsin. Quyidagi teorcma o'rinli:

1-teorema. To'la axborotli chekli o'yin muvozanat holatga
ega bo'ladi. |

Isbot. Faraz gilaylik, P, o'yinchi o) € Sy, P o'yinchi ap € Sy
strategiyalarini qo‘llashgan bo‘lsin, u holda ularning mos yu-
tuglari wy (g, ag) va wa(ay, ag) bo'ladi.

Berilgan pozitsion o'yinning wuzunligi deb, mos topologik
daraxtning boshlang‘ich va oxirgi uchlarini birlashtiruvchi yoylar
va uchlar ketma-ketligining har biridagi uchlar sonining cng kat-
tasiga aytiladi. Teorema isboti o'yinning uzunligiga nisbatan in-
duksiya usuli yordamida keltiriladi. Nol uzunlikdagi o‘yin uchun,
tcorema isbot talab etmaydi, chunki bunda o*yinchilar hech gan-
day harakat gilishmaydi va ularning strategiyalari yagona bo‘lib,
ular muvozanat holatni tashkil etadi.

Faraz qilaylik, uzunliklari k& dan kichik bo‘lgan barcha pozi-
tsion o‘yinlar uchun, teorema orinli bo‘lsin. G bilan uzunligi k
bo‘lgan pozitsion o‘yin belgilangan bo‘lsin. Boshlang'ich Yy po-
zitsiyadan chiqggan yoylar soni p ta bo‘lib, Yy boshlang'ich pozi-
tsiyani tashlab yuborishdan hosil bo‘lgan qisqartirilgan o‘yinlar
mos ravishda G, G, ..., G lar bilan belgilansin.

S{i) va Sf) lar bilan mos ravishda birinchi — /7 va ikkinchi — /7%
o‘yinchilarning G; o‘yindagi strategiyalar to'plami belgilangan
bo‘lsin.

Qisqartirilgan G, Go, ..., G o'yinlarning nzunliklari & dan
kichik bo‘lganligi nchun, 1ndukq1ya shartiga asosan, ularda mu-

vozanat holat mavjud, ular (ag) (r;)*\ bilan belgilangan bo‘lsin.
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U holda muvozanat holatining ta’rifiga asosan:

w (f”, 0f”) 2w’ (o, o)) .
2.1

" 0 > wfdaf?, o)

bu yerda o’ € S¥ o) € s 1xt1yor1y bo'lib, w?(al?, o)
va wz)(aa1 ,ag)) lar G; o'yinning (al ,(zQ)) muvozanatiga mos
kelgan Py, Py o‘yinchilarning yutuglarini bildiradi.

Ko‘rilayotgan G o'yinda quyidagi 3 ta hol bo‘lishi mumkin:
1) o'yin boshlanishi tasodifiy; 2) o‘yin birinchi o‘yinchining yuri-
shi bilan boshlanadi; 3) o‘yin ikkinchi o'yinchining yurishi bilan
boshlanadi.

Birinchi hol bajarilgan bo‘lsin. Agar k birorta gisqartirilgan
G; o'yinning uchi bo‘lib, unda birinchi o‘yinchi P; ning yurish
navbatiga to‘g‘ri kelsa,

ai(g) = ai”(q)
voki, agar k birorta gisqartirilgan G; o‘yinning uchi bo‘lib, unda
ikkinchi o‘yinchi P, ning yurish navbatiga to‘g'ri kelsa,

@(g) = o (q)

dcb olinadi. O‘yinning boshlanishi tasodifiy bo‘lib, unda birinchi
o‘yinchi P, ham, ikkinchi o‘yinchi P, ham ishtirok etishmaydi.
Shu sababli o'yinchilarning of va o strategiyalari G o‘yin uchun,
aniglangan bo'lib o] € 51 va a3 € Sy bo'ladi. Ko'rsatamizki,
{(af, a3) holat (7 o‘yinning muvozanat holatini tashkil giladi.
Faraz qilaylik, G o‘yinuing birinchi yurishidagi alternativ yoy-
larning hosil bo‘lish ehtimolliklari mos ravishda i, yg, ..., v (71 +
Y2 + ...+ = 1) bo'lsin. Agar oy € S}, e € S lar mos ravish-
da I va I o'yinchilarning G o‘yindagi ixtiyoriy strategiyalari
bo'lib, a?) va, ozg) ularning G; o'yindagi gisqartirilgan strate-
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giyalari bo‘lsa, u holda:

r

wy (v, ag) 2% (z) (3) )7 wa(oy, OQ):ZW w2z)(a(() (1))
i=1

boladi. Xususan, agar o’ ol . ol strategiyalar of

strategiyaning qisqartirilgani ag)*, ag?)*, ag}* strategiyalar o

strategiyaning gisqartirilgani bo‘lsa. u holda:

wi(on, ) = z%mu&@ﬁx

| (2.2)
wZ(QI: a?) Z Yity )(al s & ( ))
) L
wy(a], 03) = Z’Yzw )(a ( ),
= RO 23
wp(of, ap) = Zl "/z“’zI (01‘ Loy
bo‘ladi.
Y1,7¥2s .-+ Y+ sonlarning  manfiy  emasligidan  (2.1)-
tengsizliklardan quyidagilarni hosil: gilamiz.
" i i) * ) *
Syl af’ 2 S qwi(al’ o),
(2.4)

}_J'ylwz (e (l)*, ag]*) > Z%w@’(al ,ozg)).

(2.2) va (2.3) larni (2.4) ga qo'yib quyidagilarni hosil qilamiz:
wy(af, ap) > wy(on, a3), wala, a3) > walaf, as)
bulardan kelib chiqadiki (af, o3} muvozanat G o'yin uchun, mu-

vozanat holat ekan.
Tkkinchi hol bajarilgan bo‘lsin. rn shunday sonki, uning uchun,
quyidagi tenglik bajarilgan bo‘lsin:
W™ (™"

o) = maxwi(of”", of"). (2.5)
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Birinchi o‘yinchi P, ning boshlang'ich pozitsiya Y, dagi vechi-
mi sifatida a}(Yy) = m olinadi. Agar ¢ birorta qgisqartirilgan G,
o'yinning uchi bo‘lib, unda birinchi o‘yinchi P, ning yurish nav-
batiga to‘g'ri kelsa, ,

ajlg) =" (q)
deb olinadi. Ikkinchi o'yinchi /% uchun, ham of xuddi shun-
day, va'ni k birorta gisqartirilgan G; o‘yinning uchi bo‘lib, unda
ikkinchi o'yinchi P, ning yurish navbatiga to‘g'ri kelsa,

a3(g) = af"(g)
deb olinadi. Shunday gilib qurilgan o, «3 lar G o'yinda birinchi
va ikkinchi o‘yinchilarning mos strategiyalarini tashkil etishadi.
Ko'rsatamizki, (a7, a3) holat G o'yinda muvozanat holatni tash-
kil qiladi.
(2.5) dan kelib chigadiki, agar a, ikkinchi o‘yinchi P ning G
o‘yindagi ixtiyorly stratcegiyasi bo‘lib, a(z ) bu strategiyaning G,

o‘vindagi qisqartirilgani bo‘lsa, u holda

wi(ed, ) = w™ (@™ al™), (2.6)
wolert, cvy) = wl" )(015"’)* al™) (2.7)

(m)+

bo'ladi. a7 strategiya o strategiyaning Gy, o'yindagi gisqart-
masi bo‘lganligi nchun, (2.6) va (2.7) dan

wi{a], af) = wgm)(a(m)* ozz ™)+ ) (2.8)
* (m DL ™)* ;
wolay, as) = wy )(ag ) ,aé ) ) (2.9)

ckanligi kelib chiqadi.

Shunday qilib, agar ikkinchi o'yinchi I% ning G o'yindagi ix-
tiyoriy strategiyasi ag bo'lib, ag”) bu strategiyaning G,, o‘yindagi
qisqartirilgani bo'lsa, u holda (2.9), (2.1) ning ikkinchi tengsizligi
va (2.7) dan

(m)

wo( 0y, az)—'mz ((x(m)*, g"')*)Z'wgn)( (m)«

o™, af™ =wa(af, az)

(2.10)
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kelib chiqadi. Birinchi o‘yinchi P; boshlang‘ich pozitsiya Y da i —
yurishni tanlagan ixtiyoriy strategiyasi ¢y bo‘lsin, ya'ni oq(Yp) =
i. Bu strategivaning G; gisqartirilgan o‘yindagi qisqartmasi ali
bo‘lsin, u holda ikkinchi o‘yinchi P, ning G o‘yindagi ixtiyoriy
ay strategiyasi va uning G; qisqartirilgan o‘yindagi qisqartmasi
o uchun, quyidagi tenglik o'rinli:

wifen, az) = w(al?, o)
va Xususarl,
wi (0, 0) = w(al?, al?)
(2.5) ifodadan quyidagi hosil bo‘ladi:
w™ (@™, af™") > w (o}, o) (2.11)

bundan (2.8), (2.1) va (2.11) lardan quyidagi kelib chiqadi:

wi(of, 03) = w™(a{™",af™") > w{(al’", of") >
(2.12)
B )(ag'), 02)) = wi(e, 3))

(2.10) va (2.12) lardan (agi)* (l)*) holat G o‘yinning muvozanat
holati ckanligi kelib chigadi. Uchinchi hol ham ikkinchi holdagi
mulohazalar yordamida isbotlanadi. Teorema, isbot bo‘ldi.

Bu teorcmadan kelib chigadiki, to‘la axborotli nol yig'indili
ixtiyoriy pozitsion o‘yinning jadval ko‘rinishdagi normal shakli
muvozanat holatga ega. Bu tcorcma ixtiyoriy n o‘yinchili pozi-
tsion o‘yin uchun, o‘rinli.

Bundan tashqari ixtiyoriy n o‘yinchili pozitsion o‘yinda aralash
strategiyalarga nisbatan muvozanat holat mavjudligini isbotlash
mumkKkin.

Izoh. Teorema isbotidan berilgan o'vinning muvozanat hola-
tini topishning konstruktiv usuli ham kelib chiqadi.
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O‘yinni normal shaklga keltirish. Antagonistik o‘yin

Biz yuqorida ko‘rdikki, agar n ishtirokchili o‘yinda ¢—
o‘vinchining strategiyalari to‘plami S; bilan belgilangan bo'lsa,
a = {oq,Q9,...,0y), &; € S; o'yining holatini, w;(a) soni i —
o‘yvinchining yutug'ini bildiradi.

O‘yinchilar soni ikkita bo‘lib, ixtiyoriy e € Sy x Sy da
wy(a) + wa(a) = 0 shartni qanoatlantiruvchi o‘yinlar alohida
v‘rganilib, ular antagonistik o ‘yinlar deb ataladi. Mabodo, Sy, So
strategiyalar to‘plamining elementlari soni chekli bo‘lsa, bunday
o‘yinlarni jadval ko‘rinishida ifodalash qulaylik tug‘diradi va bu
ko'rinish o ‘yinning normal shakli deb ataladi.

Antagonistik o‘yinlarda we(a) = —wi(a) tenglik o'rinli
bo‘lganligi  sababli  jadval elementlari sifatida  birinchi
o'yinchining w(a) yutug'ini aniqlash yetarli. Bu bilan ikkinchi
o‘yinchining yutug'i we(a) esa birinchi o‘yinchining yutug'l
bo‘lgan wy(a) soniga qarama-qarshi ishorali son bilan aniglana-
di.

Muvozanat holat ta'rifini antagonistik o‘yinlarga qo‘llasak,
quyidagi munosabatlarga ega bo‘lamiz:

w{on, a5) < wila],0d) < wrla], as) (2.13)

10-ta’rif. Barcha oy € Sy, ag € S lar uchun, (2.13) qo'sh
tengsizlik o'rinli bo'lsa, (af, o) juftlik wy(0g, a), o € 81, g €
Sy funksiyaning egar nuqgtasi deb ataladi.

Yugoridagi mulohazalardan quyidagi teorema kelib chigadi:

2-teorema. (], a5) juftlik berilgan o'yinning muvozanat ho-
Jatini tashkil etishligi uchun, u wi{w, ), a3 € S1, s € Sy
funksiyaning egar nuqtasi bo‘lishligi zarur va yetarlidir.

(2.13) qo'sh tengsizligidan kelib chigadiki, agar (o}, «3) mu-
vozanat holatni tashkil etgan bo'lsa, wi(af, @3) soni jadvalning
mos ustunini cng katta, mos satrning eng kichik elementi bo‘ladi.
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3-teorema. Agar (of,c3) va (of* a3*) lar o'yinning mu-
vozanat holatlari bo‘lsa, u holda:

1) (of, a5*) va (a3*, o) lar ham muvozanat holatlari bo‘ladi;

2) wi(af,03) = wi(ef”, 05") = wi(e, ) = wilaf, ab”
tengliklar o‘rinli.

Isboti. Avval 2)-munosabatlarni isbotlaylik. (¢f,03) va
(aF, a3) lar wi(ay, as), oy € Sy, ag € S5 funksiyaning egar nug-
talari (1-teorema) bo‘lganligi sababli,

wy(al, a3) < wi(a], 05"} < wi{o]*, o)) (2.14)
xuddi shunga o‘xshash
wi(af0) < wilafa)) <wilaf 0. (219

(2.14) va (2.15) tengsizliklardan wi(af, of) = wn(of*, o) =

wi(af*, a3) = wya], &) tengliklar kelib chigadi, bundan 2)-

munosabatlar isbot bo‘ldi. Endi 1)-da’voni isbotlaymiz.
Ixtiyoriy ey € Sy uchun,

wylaq, 03%) < wy(af, ay") = wi{af, a3), (2.16)
munosabatlar va ixtiyoriy as € S uchun,
wi(af, az) > wia], b)) = wi(aj, af"). (2.17)

munosabatlar o‘rinli.

(2.16) va (2.17)-munosabatlardan wy(a, 03*) < wi(af, a3*) <
wy(o], ag) qo'sh tengsizlik ixtiyorly o € S; va ag € Sy
lar uchun, o‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Demak, (a7, a3*) holat
wi(a, o), oy € Si, oy € Sy funksiyaning egar nugtasi bo'‘lar
ekan, bundan uning muvozanat holat ckanligi kelib chigadi. Xud-
di shu yo'l bilan ko‘rsatish mumkinki, {of*, a3) ham o‘yinning
muvozanat holatini tashkil giladi. Teorema isbot bo‘ldi.

Agar S1,5; to‘plamlarning clementlari soni chekli bo'lsa.
birinchi o‘yinchining strategiyalarini 1,2, ...,m bilan, ikkinchi
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o'yinchinikini 1,2, ..., m bilan belgilab chigish mumkin bo‘ladi.
Quyidagi:
wyj = wn (e, ), & € St a5 € S
belgilash orqali,
2. 4-jadval

wpy Wiz ... Win
U] Wy ... Wy

Wm1 Wm2 --. Wpn

hosil gilinadi. Yuqorida ta’kidlanganidek, bu jadval o‘yinning
normal shakli deb ataladi.

Demak, jadvalning satrlari  birinchi  o‘yinchining, ustun-
lari tkkinchi o‘yinchining strategiyalarini ifodalaydi. Agar bi-
rinchi oyinchi (cy) — strategiyasini, ikkinchi o'yinchi j{ey)
strategivasini qo‘llashsa, birinchi (ikkinchi) o‘yinchining yutug'i
w;;(—w;;) soniga teng bo‘ladi.

1-misol. Quyidagi normal shakldagi o‘yin berilgan bo‘lsin:

1 0 -2
3 4 7

Demak, bu jadvalli o‘yinda birinchi o'yinchining ikkita, ikkinchi
o'yvinchining uchta strategiyalari bor. Jadvalning clementlari
mos tanlangan strategiyalarda birinchi o‘yinchining vutug'ini,
ikkinchi o‘yinchining yutqizig‘ini bildiradi.

Masalan, birinchi o‘yinchi ikkinchi strategiyasini, ikkinchi
o'vinchi birinchi strategivasini qo‘llagan bo‘lishsin, u holda bi-
rinchi o‘yinchining vutug'i 3 birlik bo'lib, ikkinchi o‘yinchining
vutug‘i — 3 birlik bo‘ladi.

Mabodo, ikkinchi o‘yinchi ham ikkinchi strategiyasini go‘llasa,
hirinchi o'yinchining yutug'i — 4 (yoki yutqizig'i 4) birlik bo‘lib,
ikkinchi o‘yinchining yutqizigi —4 (yutug'i 4) birlik bo‘ladi.
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Umuman, bunday ko‘rinishdagi o'yinlar 2 x n deb ataladi va biz
keyinchalik ular bilan to‘la tanishib chigamiz.

Yuqoridagi ta'rif va tasdiglarni W = (wy;) jadvalli o'yinga
nisbatan qo‘llash mumkin. Fagat bunda o, @y holatlarni mos
ravishda ¢, 7 ko‘rinishdagi holatlarga almashtirish kerak bo‘ladi.

Biror (i*, 5*) holat uchun,

Wi < Wisjr < Wik
tengsizliklar ixtiyoriy 2 = 1,2,...,m va 3 = 1,2,...,n larda o‘rinli
bo‘lsa, (%, 7*) holat muvozanat holat dcyiladi.

11-ta’rif. Agar W = (wy;) jadvalli o‘yin uchun, (¢*, j*) holat
muvozanat holatni tashkil etsa w;«;« soni o ‘yin bahosi deb ataladi.

Yuqoridagi mulohazalardan kelib chiqadiki, W = (w;;) jadvalli
o‘yin bahosini va muvozanat holatlarini topish uchun, quyidagi
munosabatlardan foydalanish mumkin:

max min w;; = max(min wy;, min we;, ..., MiNwe,;) =
i j j J
= max(min(wy 1, W2, .., Wiy ), Min(wey, Wz, ..., Wap)s ..,
min(wmb Wm2y -0y wmn));
va min; max; w;; = min(Imnax; w1, Max; Wy, ..., Max; Wi,) =
min(max('wu, WLy vers wm]), ma.x(wlg, W, .uuy ’wmz), ceny

max(Win, Wan, -y Wnn))-

Agar max min w;; = min maxw;; tengligi o‘rinli bo‘lsa,
i j J i

max min w;; = Minmax wy; = Wy
% g 3 2

bo'lib, (i*, j*) — muvozanat holatni tashkil qiladi.
2-misol. Bizga quyidagi jadvalli o‘yin berilgan bo‘lsin:

3 -1 —4 3
W={4 5 34
1 4 11
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Bu o'yinda birinchi o'yinchining 3 ta, ikkinchi o‘yinchining 4
ta strategivasi bor. Yuqoridagi maxminw;; va minmaxw;; larni
i J j i
hisoblaymiz:

max min w;; = max(min(3, —1, —4, 3),
i

min(4, 5, 3, 4}, min(1,4,1,1)) = max(—-4,3,1) =3

va

min max w;; = min(max(3, 4, 1), max({—1, 5, 4),
7 i

max(—4, 3,1}, max(3,4,1)) = min(4, 5, 3,4) = 3.
Demak, yuqoridagi jadvalli o'yinda max min wy; = min max w;; =
i 3 7 7
3 bo‘ladi.
Hosil bo‘lgan 3 soni jadvalning 2-satri va 3-ustuni kesish-

gan joydagi elementdir. Shu sababli muvozanat holat —(2,3)
ckanligi kelib chiqadi. O‘yin bahosi esa w = 3 soniga teng bo'ladi.

Aralash strategiya

Birinchi o‘yinchining ¢ = 1,2, ...,m strategiyalari uning sof
strategiyolori deb ataladi. Xuddi shunday ikkinchi o‘yinchining
7 =1,2,...,n strategiyalari uning sof strategiyalari deb ataladi.

Quyidagi:
-1 1
we ()

jadvalli o‘yinda egar nuqta yo‘q. Hagigatan, max mjin wi; =
-1, mjm max 1w = 1, ya'ni max mjm Wi; # mjm MAX w.
Shu munosabat bilan quyidagi ta'rifni kiritamiz:
12-ta’rif. W = (wy;) jadvalli o'yin berilgan bo‘lsin:
W, = Max Min Wi
rabiar
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soni quyi yutug,

w" = min max w;;
7 2

soni yuqors yutuq deb ataladi. Umuman olganda, w, < w* bo'*-
ladi. Mabodo, w, = w* bo‘lsa, oyin yechilgan hisoblanadi va
bunda hech ganday muammo yo‘q. w.« < w* bo‘lgan o‘yinlarda
ragib to‘g'risida axborotga ega bo'lish juda ham muhimdir.
Chunki, u holda o‘yinchi o‘zining strategiyasini tanlash hisobiga
eng katta yutuqqga ega bo‘la oladi. Agar raqib to‘g‘risida axborot-
ga ega bo'lishning iloji bo‘lmasa, u holda tavakkaliga, ammo
gaysidir ma’noda matematik nuqtayi nazardan asoslangan hol-
da strategiyalarni ehtimollik bilan qabul qilishga to'g'ri keladi.
Shu ma’noda o‘yinchilarning stratcgivalari to'plami kengaytirila-
di. Bunda, albatta, o‘vinchilarning oladigan yutuglari matematik
kutilma orgali aniglanadi.

13-ta’rif. W = (w;;) jadvalli o'yin berilgan bo‘lsin. U holda
birinchi (ikkinchi) o‘yinchining aralash strategiyast deb quyidagi:

m
T - 9
Sm:{(:t;l,fcg, oy ) € R" 2 20,0=1,2,...,m, inrl}
i=1

(sn:{(yl,y‘z, oY) ER 1y 20,j=1,2,.m, Zyj=1})
=1

simplcksning elementlariga aytiladi. Bunda z = (1, @2, ..., Tm)
€ S,, aralash strategiyaning z; — komponentasi birinchi o'yinchi
tomonidan ¢ — sof strategiyani gabul qilish chtimolini beradi.
Xuddi shunday ¥ = (y1. 42, ..., ¥n) € S, aralash strategiyaning
y; — komponentasi ikkinchi oyinchi tomonidan 7 — sof strate-
giyani qabul gilish ehtimolini beradi. Shu sababli 13-ta’rifdan
unga ekvivalent bo‘lgan quyidagi ta’rif kelib chigadi.

14-ta’rif. Sof strategiyalar (i = 1,2,...,m) ustida tagsimlian-
gan to‘la ehtimollik aralash strategiya deb ataladi.
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Bunda, o'yinchining sof stratcgiyasi aralash strategiyalar
to‘plamiga tegishlidir. Masalan, birinchi o'yinchining 2-sof strate-
givasi z = (0,1,0,...,0)" € S,, aralash strategiya orqali aniglana-
di. Xuddi shunday, ikkinchi o‘yinchining, masalan, 3-strategiyasi
y=1(0,0,1,0,...,0) € S, orqali aniglanadi.

Quyidagi:
25
W= ( 3 2)

jadvalli o‘yinni qaraylik. Faraz qilaylik, birinchi va ikkinchi
o‘yinchilar birinchi sof strategiyalarini mos ravishda x,y; chti-
mollik bilan gabul gilsinlar. U holda aniqki, o‘yinchilarning
ikkinchi sof strategiyalari mos ravishda zo =1 — 21,70 =1 — 3
chtimollik bilan tanlanadi.

Demak, bunday holda birinchi o‘yinchining o‘rtacha (matema-
tik kutilma) yutug'i

wli,y) = 2z1y + 3wy + Sa1ys + 2T2y (2.18)
soniga teng bo'ladi. (2.18) ni soddalashtirib quyidagi

) = =4(m =) (- 3) 475
funksiyaga ega bo'lamiz.

Birinchi o‘yinchi 4 = % chtimollikni tanlash hisobiga o‘rtacha
kafolatlangan 2% yutugni oladi. Chunki, u ikkinchi o‘yinchi
tomonidan y; sonini qanday tanlashi hagida axborotga ega
bo‘lmaganligi sababli, zy ning boshqa qiymati, ya'ni z; # % ni
tanlash bilan o‘zining kafolatlangan yutug‘i 2% ni kamaytirib yu-
borishi mumkin.

Xuddi shunga o‘xshash, ikkinchi o‘yinchi ham y = %— ehti-
mollikni tanlash bilan o‘rtacha kafolatlangan 2% yutqiziqga ega
bo‘ladi. Boshqa chtimollikni tanlash orqali o‘zining o'‘rtacha
yutqizig'i bo‘lgan 2% ni kattalashtirib yuborishi mumkin. Bu mu-
lohazalardan kelib chigadiki, birinchi o'yinchi uchun, eng maqbul
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aralash strategiya x* = ( 3 4)‘ ikkinchi o'yinchi uchun, y* =

(%, %) aralash strategiya bo‘lib, shunda birinchi o‘yinchining

kafolatlangan o‘rtacha yutug'l va ikkinchi o'yinchining kafolai-
langan o‘rtacha yutqizig‘i 2% bo‘lar ckan.

Agar W = (w;;) jadvalli o‘yin berilgan bo'lib, birinchi va
ikkinchi o‘yinchilar x € S,, y € S, aralash strategiyalarni mos
ravishda qo‘llasalar, birinchi o‘yinchining o‘rtacha (matematik
kutilma}) yutug'i

m

w(z,y) = ZZ“’U Lilj

=1 j5=1

soniga teng bo‘ladi.
15-ta’rif. W = (w;;) jadvalli o‘yinda o‘yinchilarning mos ra-
vishda biror & € S, y € S, aralash strategiyalari uchun,

w(z,y") S w(z',y") <wlz'y)

qo‘sh tengsizlik ixtiyoriy T € Sm, ¥y € S, vektorlar uchun, o‘rinli
bo'lsa, u holda (z*,y*) juftlik W = (w;;) jadvalli o'yinning mu-
vozanat holati, w(x ,¥*) soni o‘yin bahosi deb ataladi.

Otyinlar nazariyasida muvozanat holatlarni aniglash muhim
hisoblanib, ularni aniglash bilan o‘yin to‘la hal etiladi.

Faraz qilaylik, birinchi o‘yinchi z € S,, aralash strategiyasini,
ikkinchi o'yinchi esa j — sof strategivasini go‘llashgan bo‘lsin. U
holda, birinchi o‘yinchining o‘rtacha matematik kutilma yutug'i

m
w(z,j) = Z W5
i1

ga teng bo‘ladi.
16-ta’rif. Agar x, 2’ € S, strategiyalar uchun,

w(z,7) > w(@,7) (2.19)
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tengsizlik barcha j = 1,2,...,n larda bajarilib j ning birorta
giymatida qgat’i l'y bo'lsa, z efmtegzya i« strategiyadan afzal dob
ataladi va z > 2’ ko‘rinishda yoziladi.

Faraz gilaylik, ikkinchi o'yinchi y € S, aralash strategiyasini,
birinchi o'yinchi csa ¢ — sof strategiyasini go‘llashgan bo‘lsin. U
holda, birinchi o‘yinchining o‘rtacha matematik kutilma yutug'i

12
y) = Z WizY;
i=j

ga teng bo‘ladi.
17-ta’rif. Agar y, v’ € S, strategiyalar uchun,

w(i,y) < w(i,y)

tengsizlik barcha ¢ = 1,2,...,m larda bajarilib, ¢ ning birorta
givmatida qat’ly bo'lsa, y strategiya ' strotegiyadan afzal deb
ataladi va y > v/ ko‘rinishda yoziladi.

Izoh. Agar 16-ta’rifda z birinchi o‘yinchining i — sof strate-
giyasini bildirib, 2’ — k — sof strategiyasini bildirsa, u holda z
strategiya 2’ strategiyadan afzal degani quyidagiga. ckvivalent:

Wij > W

tengsizlik barcha 7 = 1,2,...,n lar uchun, o‘rinli bo‘lib, j ning
biror giymatida gat’iy bo'lishi kerak.

Xuddi shunga o‘xshash, agar y ikkinchi o'yinchining 7 — sof
strategiyasini bildirib, ¢ — I — sof strategiyasini bildirsa, u holda
y strategiva v strategiyadan afzal degani quyidagiga ckvivalent:

Wiy < Wy

tengsizlik barcha ¢ = 1,2, ...,m lar uchun, o'rinli bo‘lib, ¢ ning
biror giymatida qat’iy bo‘lishi kerak.
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Demak, bu hollarda, ya'ni sof strategiyalarning afzalini aniq-
lash uchun, bevosita W = (w;) jadvalning satrlari yoki ustun-
lari elementlarini mos ravishda solishtirish orqali topish mumkin
ckan.

Bir strategiyaning ikkinchi strategiyadan afzalligining ma’nosi
shuki, o'yinchi afzal strategiyani tanlash bilan o'z yutug'ini ka-
maytirmaydi, hatto kamida bir holatda qat’iy ko‘paytiradi. Quyl—
dagi sonli misolni garaylik:

3 -1 -43
W=|4 1 33
2 -1 21

bu jadvalli o'yinda birinchi o‘yinchining ikkinchi sof strategiyasi
birinchi sof strategiyasidan afzal, chunki: 4 > 3,1 > —1,3 >
—4, 3 > 3. Shu sababli birinchi o‘vinchi hech gachon birinchi sof
strategiyasini tanlamaydi. Demak, ushbu jadvalli o‘yinda birinchi
satr hisobga olinmasa ham bo‘ladi, bunda quyidagi jadval hosil

bo‘ladi: 4 133
-
W ‘(2 -1 2 1)‘

Oxirgi jadvalda ikkinchi o'yinchining 2-sof strategiyasi birinchi
sof strategiyasidan afzal: 2 < 4, —1 < 1, 2 < 3, 1 < 3. Demak,
quyidagi jadval hosil gilinadi:

133
W" = .
(—1 2 1)

Yuqoridagi mulohazalarni qaytarish bilan ko‘rsatiladiki,
ikkinchi o'yinchining 1-sof strategiyasi 3 va 4 — sof strategivalar-

idan afzal, bundan
1
Wrﬂl —
(1)

jadval hosil qilinadi. Endi oxirgi jadvalda birinchi o‘yinchining 1-
sof strategiyasi 2-sof strategiyasidan afzal. Shu sababli quyidagi
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bir elementli jadval hosil gilinadi:
WY =(1).

Bu oxirgi jadval bir elementli bo‘lganligi uchun, boshlang'ich
W = (wy;) jadvalli o'yinning muvozanat holati mavjud bo'lib, u
(2,2) dan iborat, chunki boshlang’ich jadvalda wee = 1 . Bu 1
soni ko‘rilayotgan jadvalli o‘yinning o'yin bahosini tashkil giladi.

Endi quyidagi jadvalli o'yinni garaylik:

3 -1 —4 2
W=1]12 1 380
0 3 24

.
Ushbu jadvalli o‘yinda birinchi o'yinchining x = (0,%, ;I)

aralash strategiyvasi 2’ = (1,0,0)7 aralash (sof) strategiyasidan

afzal. Hagiqatan:

3
1)3=1da§ ;w‘ua:i=a'(,1+12-£—1+0-£—1=3;

5=l

: 1 3 1
2).j=2(iazl:71}igxi=—13-0+1.Z+3_Z:2§;

i=

: 1 31
3)j:3(1""jzlwiriwi=-’—4~0+3-z+2oz=1?

3 : ]
4}]:4(18,;?1}”’11:20+OZ+4Z:3

= (1,0,0)7

ga cga bo'llamiz. Xuddi shu usul bilan 2z’
uchun, hisoblansa mos ravishda quyidagi sonlarni hosil qila-
miz: 3, —1,~4,2, bundan 3 = 3,25 > —1, 17 > —4,3 > 2,
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ya'ni (2.19) tengsizliklarning barchasi bajariladi. Shu sababli
W = (w;;) jadvalli o‘yin o‘rniga gisqartirilgan

. (12130
W= ( 0324 )

jadvalli o‘yinni yechish yetarli. Chunki bunda quyidagi tasdig
o‘rinli bo‘ladi:

4-teorema. Biror W = (w;;) jadvalli o‘yinda ¢ — komponen-
tasi noldan iborat bo‘lgan aralash =z € S, strategiva ¢ — kom-
ponentasi 1 (demak, qolganlari noldan iborat) bo‘lgan 2’ aralash
strategiyadan afzal bo‘lsin. U holda ¢ — satri tashlab yuborilgan
W' = (wj;) jadvalli o‘yinning muvozanat holatidan boshlang'ich
W = (wy;) jadvalli o‘yinning muvozanat holati quyidagicha hosil
qilinadi: birinchi o‘yinchining W’ = (wj;} o'yindagi optimal
strategiyasida ¢+ — komponentadan boshlab o‘ngga bir birlik suri-
ladi, bo‘shab qolgan i — komponentasi o‘rniga nol soni yoziladi,
ikkinchi o‘yinchining optimal strategiyasi o‘zgarmasdan qoldiri-
ladi. O‘yin bahosi v' ham o‘zgarmasdan qgoladi.

Quyidagi misolni qaraylik:

3 -1 -42
W=112 1 30
0 3 24

Bizga ma’lumki, bunda 1-satr tashlab yuboriladi va quyidagi
gisqartirilgan o‘yinga kelamiz:

, (12130
W= ( 0324/
‘ T
Bu oxirgi o‘yinda muvozanat holatni z = (%%) va y =
(U, %, %,O) aralash strategiyalar tashkil qiladi. O‘yin bahosi 2%
ga teng. 4-teoremaga asosan boshlang'ich W = (wy;) jadvalli
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o'yinning muvozanat holati («*, y*) va o‘yin bahosi v* mos ravish-

T
da quyidagiga teng z* = (0, 3 %) LY = (0, 3 %,0) va v* =2}

Izoh. Ikkinchi o‘yinchiga uisbatan ham 4-tcorema tasdig’iga
o‘xshash tasdigni aytish mumkin.

Shu sababli ayrim jadvalli o‘yinlarga 16 va 17-ta’riflarni
qo‘llash orqgali ularning o‘lchamini kamaytirish va 4-tecorcma yor-
damida boshlang‘ich jadvalli o‘yinning yechimini aniglash mum-
kin bo‘ladi.

Bu yerda shuni ta’kidlash lozimki, W = (wy) jadvalli
o'yinlarga 16 va 17-ta’riflarni qo‘llash orqali jadval o‘lchamini
kamaytirish ketma-ketligining fargi yo'q.

Minimaks haqidagi teorema

Quyidagi tcorema o‘yinlar nazarivasida muhim teoremalardan
biri hisoblanadi.

5-teorema. (Minimaks hagidagi teorema) Quyidagi:

wy = ;Ié%fi 3112}5'2 wlx,y), w = ;Iczllsli aI:Iel%Xm w(z,y)
sonlari uchun,
wr = wyy
tenglik o'rinli.

Bu teorema ko‘p wsullar bilan isbot qilingan bo‘lib, biz
l'on Neymanga tegishli bo‘lgan isbot usulini keltiramiz. Buning
uchun, bizga quyidagi ikkita lemma kerak bo‘ladi.

1-lemma. (Gipertekislik hagidagi tcorema). B m — o‘lchamli
evklid fazosining qavariq yopiq to‘plam ostisi bo'lib, unga tegishli
bo'lmagan z = (z, 22, ..., 2m) nuqgta berilgan bo‘lsin. U holda,
shunday p1, p2, ..., Pm+1 haqiqly sonlar mavjudki, ular uchun,

m
Zpizi = Pm+1 (2.20)
i1
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tenglik va ixtiyoriy ¥ € B uchun,

m
Z Pili > Pml (221)
i=1
tengsizlik o‘rinli bo'ladi.

Bu lemmaning so‘z bilan talgini: B to‘plamga tegishli bo‘lma-
gan z nugtadan shunday gipertekislik o‘tadiki, B to‘plam to‘la-
ligicha gipertekislikning fagat bitta tomonida yotadi.

Isbot. B to‘plamning yopiqligiga asosan, uning z ga cng yaqin
bo'llgan x = (x, %9, ..., Zy) nuqtasi mavjuddir. B to‘plamning
qavariq ekanligidan, uning z chegaraviy nuqtasidan o‘tuvchi
shunday gipertckislik L, ya’'ni shunday pi, po, ..., pm, p sonlari
mavjudki, ixtiyoriy y € L uchun,

e
N pwi=p
g=]

tenglik o‘rinli bo‘lib, ixtiyoriy y € B uchun, csa quyidagi:
.

> pwizp (2.22)
3-1

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. .

L gipertekislikni antigradiyent (—(py, p2, .., o)) bo'yicha z
nugtadan o'tgunga qadar parallel ko'chiramiz. Bu bilan shunday
Pm+1 < p soni aniglanadiki, natijada L gipertekislikka parallcl
va z nuqtadan o‘tuvchi gipertekislik

m
Z PiYi = Pm+1
il

tenglik bilan aniglanadi. Ya'ni

m
E PiZi = Pm+1
i=1
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bu bilan (2.20) tenglik o'rinli. (2.22) va pmy1 < p tengsizliklardan
kelib chigadiki: ixtiyoriy y € B uchun,

m
sz'y-i > Pm+1
,i..._l

tengsizlik bajariladi, bu bilan (2.21) tengsizlik bajarilishi ham
ko'rsatildi. Shu bilan 1-lemma isbot bo‘ldi.

2-lemma. Biror m x n o‘lchamli V' = (v;;) jadval berilgan
bo'lsin, u holda, quyidagi tasdiglardan fagat biri o‘rinli bo‘ladi:
1) S, da shunday ¢t = (i1, 19, ..., t,) element borki, uning uchun,
vty +vgite + .o+ Umglym > 0 tengsizlik barcha § = 1,2, ...,n lar
uchun, bajariladi; 2) S, da shunday ¢ = (g1, o, ..., ¢n) element
horki, uning uchun, v;;q1 + vinge + ... + v;q, > 0 tengsizlik
barcha @ = 1,2, ..., m lar uchun, bajariladi.

Isbot. m — o‘lchamli R™ cvklid fazosida quyidagi:

= (‘Uu, --wvml)a Vo= ('UI2, ~~:Um2)7 ...,’Un=('l)]n, ~~e'Um'n,),

e1=(1,0,...,0}, e2=(0,1,0,...,0), e =(0,0, ..., 1)
nugtalarning qavariq qobig‘ini C' bilan belgilaymiz. Bir paytda
bajarilmaydigan ikki holatni ko‘ramiz: 0 € C va 0 € C, bu yerda
0 R™ fazoning nol nuqtasi. _

Avval birinchi holni ko‘raylik. Unda S,,,, dan shunday clement
(A1, Azyeoey Any 1, M2, -y i) topiladiki, uning uchun,

AU+ Aovg + ... + ApUp + €1 + po€e + .o+ ppmen =0 (2.24)

tenglik o‘rinli bo‘ladi. (2.24) tenglikni koordinata bo‘yicha
yozsak.,

(2.23)

ALit + Aovia + .oy +AnVin + i = 0 (2.25)
tengliklarga cga bo‘lamiz, ammo p,, ¢ = 1,2, ..., m lar manfiymas
sonlar bo‘iganligi uchun, (2.25) dan

A1+ AoUig ooy, FARV + i < 0 (2.26)
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tengsizliklar sistemasiga ega bo‘lamiz. Lekin A+ Az+...+ A, > 0,
chunki aks holda Ay > 0, Ay 2 0,..., A, > 0 bo‘lganligi uchun,
A=Ay =...=X, =0va(2.25)dan gy = po = ... = p,, = 0 hosil
bo'ladi. Bu csa (Als )‘21 -'-7’\11; Hi, H2, 1ﬂm) € S’n+m ckanligiga
ziddir. Shuning uchun, g; = A/ > ;_ M, 7 =1,2,...,n deb olish
mumkin, u holda ¢ = (1,42, ..-,¢,) € Sy va (2.26) larga asosan
Vitq1 + Vinge + ..., +Uingn < 0 tengsizlik ixtiyorty 7 = 1,2,...,m
uchun, o‘rinli. Bu bilan 2-lemmaning 2)-da'vosi isbotlandi.

Endi faraz etaylik 0 € C,. U holda, 1-lemmaga ko'ra, shundcw

Py P25 s Pm, Pms1 Sonlari mavjudki, ular uchun,
Z 0-pi = prast (2.27)
i=1

va ixtiyorly ¥ € C' uchun,

m
> 0y > Pt (2.28)

munosabatlari o‘rinli bo‘ladi.

(2.27) dan kelib chigadiki, pp41 = 0. (2.28)-tengsizlik, xusu-
san, (2.23) dagi nugtalar uchun, ham bajariladi. Shuning uchun, y
o‘rniga birin- ketin e;, ¢ =, 2, ..., m nugtalarni qo‘yib va ppy; =0
ekanligini hisobga olsak, p; > 0,7 = 1,2,...,m ekanligi ke-
lib chigadi. Demak, ¢; = p;/ Z Pe,t = 1,2,...,mvat €8,
Agar (2.28) da y of rmvd (2. 23) dagl v, 3 = 1,2,...,n nugtalarni

qo'ysak, quyidagi Ep,,vU > 0,7 = 1,2,...,n tengsizliklar sis-
i=1

m
temasiga kelamiz. Buning ikkala tomonini musbat > p; soniga
i=1
bo'lish orqali,
T

zvijti >0,7=12,...,n
i=1
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tengsizliklar sistemasini hosil gilamiz. Bu esa 2-lemmaning 1)-
da’vosini ishotlaydi. Lemnma isbot bo‘ldi.

Endi 5-teoremani isbotlaymiz. Berilgan m x n oflchamli
V jadvalli o‘yinda 2-lemmaning 1)-da’vosi o'rinli bo'lsin, u hol-
da shunday t € S, topiladiki, uning uchun, vy;£; + voto + ... +
Upgtm > 0, 7 = 1,2, ...,n tengsizliklar sistemasi o‘rinli yoki ix-
tiyorly y € S, uchun,

n
v(z,y) = Z(Uul‘l + U9 &g + oo+ UniTn )y > 0 (2.29)
gt

tengsizlik hosil bo‘ladi, bu yerda = = ¢ deb olingan. (2.29)-
tengsizlik ixtiyoriy v € S, uchun o‘rinli bo‘lganligi sababli:

min v(z,y} > 0,
y&Sn

voki

vy = max min v{x,y) = max min zv.; > (. 2.30)
d TESm YES ( ' 1:’) rESM 1<j<n I ( ’
Bu yerda v, belgl V' jadvalning j — ustuniga mos kelgan vektorni
bildiradi.

Xuddi shunday mulohazalar bilan, agar 2-lemmaning 2-da'vosi
bajarilsa,

vy = min max v(z,y) = min max v, <0 (2.31)
yGSw, IGSm 1$]€n IES'"L

tengsizlikka kelamiz, bu yerda v;. belgi V' jadvalning i-satriga mos
kelgan satr vektorni bildiradi.

Ammo 2-lemmaning da'vosiga asosan, yoki 1)-shart, yoki 2)-
shart bajariladi. Demak, (2.30), (2.31) lar bir paytda bajarilmay-
di, xuddi shunga o‘xshash

v < 0 < vy (232)
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shartlar ham bajarilmaydi. = — ixtiyorly hagigiy son bo‘lsin.
Quyidagicha:

wij=v;—h,i=12,..,m,j=12..n
yangi m X n o‘lchamnli W jadvalni tuzamiz. Ko'rsatish mumkinki:
w(g;, y) = ’U((E, y) - hy

bu yerda vz, y), w(z,y) lar birinchi o'yinchining V' va W jadval-
li o‘yinlardagi mos yutuqlarining o‘rtacha matematik kutilmasini
bildiradi.

W jadvalga yuqoridagi mulohazalarni qo‘llasak, uning uchun,
(2.32) orinli emasligi kelib chiqadi, ya'ni w; —h <0 < w;r —h
yoki w; < h < wyy tengsizliklar hech bir z sonida bajarilishi
mumkin cmas. Demak, w; > wyr, ammo ma’lumki wy < wyy, bu
oxirgi tengsizliklardan w; = w;; ckanligi kelib chiqadi. Teorema
isbot bo‘ldi.

Bu teorcmadan kelib chiqadiki, ixtiyoriy jadvalli o‘yinda
o'yinchilarning optimal strategiyalari mavjud va o'yin bahosi
aniqlangan.

Jadvalli o‘yinlarga chizigli dasturlash usulini qo‘llash
6-teorema. w bahoga ega ho‘lgan W = (w;;) jadvalli oyinda
birinchi o'yinchining & aralash strategivasi optimal bo‘lishligi

uchun, ikkinchi o'yinchining ixtiyoriy y aralash strategiyasida
w < w(Z, y) (2.33)

tengsizlikning bajarilishligi zarur va yetarli.

Ikkinchi o‘yinchiga nisbatan ham bu narsa o‘rinli: ikkinchi
o'yinchining § aralash strategivasi optimal bo‘lishligi uchun, bi-
rinchi o'yinchining ixtiyorly x aralash strategiyasida

w > w(z, 7) (2.34)
tengsizlikning bajarilishligi zarur va yetarli.
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Isbot. Teorcmaning birinchi gismini isbotlash yetarli. Tkkinchi
gismining isboti shunga o‘xshash amalga oshiriladi.

Zarurligi. T — birinchi o'yinchining optimal aralash strate-
givasi bo‘lsin. U holda minimaks teorcmasiga asosan, ikkinchi
o'yinchining shunday aralash strategiyasi § mavjudki, quyidagi
munosabatlar o‘rinli bo‘ladi:

w=w(Z, §) < w(Z, y)

bu yerda y — ikkiuchi o'yinchining ixtiyoriy aralash strategiyasi.
Shu bilan (2.33) zaruriy shart ekanligi isbotlandi.
Yetarliligi. Faraz gilaylik, 7 (2.33) tengsizlikni ixtiyoriy ¥
da ganoatlantirsin. Minimaks tcoremasiga asosan, birinchi va
ikkinchi o‘yinchilarning mos ravishda shunday z', 9 optimal
strategiyalart mavjudki, ixtiyoriy x, y lar uchun, quyidagi teng-
sizliklar o‘rinlidir:

w(z, ¥°) < w(z’, %) < w(z, y) (2.35)

Ammo teorema shartiga asosan o'yin bahosi w bo‘lganligi
iichun, :

w = w(z’, ). (2.36)
(2.33) va (2.35) lardan
w(z®, y') < w(a’, y) (2.37)

kelib chigadi.
(2.37)-tengsizlikda y ni ¢¥ ga va (2.34) ning o‘ng tarafidagi z
ni Z ga almashtirish orgali (2.34) dan quyidagi:

w(z, ¥°) < w(z’, %) < wiz, y°)

hosil gilinadi, ya’ni



(2.35), (2.36) va (2.37) dan w(z, y¥) funksiyaning egar nuqtasi
(z, y°) ekanligi kelib chiqadi, ya’ni birinchi o‘yinchining aralash
optimal strategiyasi Z bo‘lar ekan. Shu bilan yetarli shart va tco-
remaning birinchi gismi isbotlandi.

Bu teoremadan bevosita quyidagi natija kelib chiqadi.

Natija. Bahosi w bo‘lgan W = {w;;) jadvalli o'yinda birin-
chi o'yinchining aralash strategiyasi Z = (%1, Zo, ..., Tm) optimal
bo‘lishligi uchun, quyidagi tengsizliklarning:

m
w < Zaij;zi, i=1,2...n (2.38)
i=1

bajarilishligi zarur va yetarli.

Ikkinchi o‘yinchiga nisbatan ham bu narsa o‘rinli: bahosi w
bo‘lgan W = (w;;) jadvalli o‘yinda ikkinchi o‘yinchining aralash
strategiyasi ¥ = (71, ¥, --.. Tn) optimal bo‘lishligi uchun, quyida-
gi tengsizliklarning:

n
w > Zaijgj, 1=1,2,...,m (239)
J=1 ‘

bajarilishligi zarur va yetarli.

Bu tasdiqlardan kelib chigadiki, W = (us;) jadvalli o'yinning
yechimini aniglash uchun, (2.38) va (2.39) tengsizliklar sis-
temasining manfiymas hamda

m

» om=1, zn:y,; =1 (2.40)
=1

i=1

tengliklarni ganoatlantiruvehi (z, y) juftlik va w ni aniglash ke-
rak bo‘ladi.

Ushbu xulosadan foydalanib masalani chizigli dasturlash usuli
yordamida yechish mumkin bo‘ladi. Umumiylikka zarar keltirma-
gan holda w > 0 deb olish mumkin. Bu narsa quyidagi mulohaza-
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dan kelib chigqadi. Ya'ni W = (w;;) jadvalli o'yinuing har bir ele-
mentiga biror o‘zgarmas K sonini qo‘shish bilan o'yinchilarning
optimal strategiyalari o‘zgarmaydi. Faqat o‘yin bahosi K ga or-
tadi. Hagigatan, ko‘rsatish osonki ixtiyoriy (z, y) aralash strate-
givalar juftligi uchun, zWy? = zWy" + K ayniyat o‘rinlidir,
bundan kelib chiqadiki: @;; = w;; + K.

Quyidagi belgilashlarni

*; ITJ Yy
T w

kiritish bilan (2.38)—(2.40) lar yordamida chiziqli dasturlashning
to‘g'ri va ikkilanma masalalariga kelinadi: ikkilanma masala:

[

1< Za,,m, Jj=12,.
€r; > > 0 1=1,2,...,m
shartlar ostida m
=1
funksiyaning minimumini topmg.
To'g'ri masala:
n
S aiyy; <1, i=12,..m,
=1
y; 20,3=1,2,...,n

shartiar ostida

- 1
Zyj=;};

j-1
funksiyaning maksimumini toping.
Bu o‘zaro ikkilanma masalalar yechilgandan so‘ng teskari al-
mashtirish yordamida boshlang'ich o'yinning yechiri aniglanadi.
Biz buni quyidagi sonli misolda ko‘rib chiqamiz:
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12 -1
w=10 1 3 (2.41)
3 -2 1

Ushbu jadvalli o'yinning har bir elementiga, masalan, K = 3
sonini qo‘shish orqali musbat baholi jadval o'yinga keltirish mum-
kin. Unda, biz quyidagi jadvalli o'yinga kelamiz:

45 2
W=1346
6 1

4

(2.42)

Oxirgi jadvalli o'yinga mos keluvchi to'g'ri va ikkilamchi chiziqgli
dasturlash masalalarini tuzamiz: ikkilamchi masala,

1+ To + 3 — min,
day + 329+ 623 > 1
ox1 +4x9 +x3 > 1

2z1 + 69 +4x3 > 1
120, 10 20, 3 > 0.

To‘g'ri masala:

Y1+ Y2 + Y3 — max,

4y +Sya +2y3 < 1

3y + 4y + 6y3 < 1 (2.43)
by +ye +4y3 <1

y1 20,52 >0, y3 2 0.

Demak, ikkilamchi masalani yechish bilan birinchi o' vinchining
optimal strategiyasi topiladi. Masalani z4 > 0, z5 > 0, 2z > 0
o‘zgaruvchilar yordamida kanonik shaklga keltiramiz:
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—Tp =~ — Xz — Ty

Ty =~—1+4x + 39 + 63
Ts = —1+bx) + 4xs + 23
zg = —1+ 221 + 629 + 423
120,220, 23 >0,
2420, 2520, 26 > 0.

2.5-jadval 2.6-judval
1 —Xy —Ig3 T3 1 —xy —¥2 —T3y
~rg=; 0 {1 ]1]1 —zy = _é 0 % %
wp=|—1|-4|-3|-6 z={—3 |0 |} &
_{

— * _f 1 — 4 1
x5 =|—1|~-5*-41]-1 T =| g 11z |¢
re=!-1|-2|-6)-4 Tg = % 0 —% —%‘

2. 7-jadval 2.8-jadval
1 -~z —zg —x3 1 —@ —xp xy
—mo=t-% 10| £ |0 ~zp=]-80 010
3= 510 |- [-1 r3=[35 |0 |0 |~1
21 13
&ry = 2% -1 % 0 I = ji8 —1 0 0
12 & gy —| 8
T — —% 0 —% 0,_1 £y = 59 0 —-17 0

Yo = Y1+ Y2+ Y3 = max
Yys =1 — 4y — dys — 2u3
ys=1—3y1 — 4y — 63
ye = 1 — 6y — yo — 413
311207?/220“1/320;
Y12 0,95 >0, ys > 0.
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Ushbu masalani ikkilamchi simpleks usul bilan  yechish
yugoridagi (2.5)—(2.8) jadvallar ko‘rinishda bo‘ladi

Bundan quyldagllarga ega bo'lamiz: zg = rq, ] = 118, Zg =
q, X3 = 7ig- Leskari almashtirish: w = ﬂ'o’ Ty = wry, Tp =
Wxq, Ty = weg, orqali (2.42) o'yinning o'vin bahosi va birin-
chi o‘yinchining optimal strategiyasini amqlayrmz Bunda quyi-
dagilar kelib chigadi: w = 2,z = (£, §, 1.) Ammo K =3
bo‘lganligi sababli boshlang‘ich (2.41) o'yinning o‘yin bahosi
quyidagiga teng bo'ladi: w* =w — 3 = %—é

Endi to'g'ri (2.43)-masalani yechish orqali ikkinchi o'yinchi-
ning optimal strategiyasini topamiz. Buning uchun, (2.43)—ma-
salani ¥y > 0,35 > 0, y¢ > 0 kuchsiz o‘zgaruvchilar yorda-
mida kanonik shaklga keltirib olamiz. Ushbu masalani ikkilam-
chi simpleks usul bilan yechish quyidagi (2.9)—(2.11) jadvallar
ko‘rinishda bo‘ladi:

Bundan quyidagilarga ega bolamiz: yo = 12, 11 = &5, ¥2 =
5—59, Y3 = % Teskari almashtirish w = y—lo, H o= Wy, Po =
WYy, U3 = wys, orqali (2.42)- o'yinning o‘yin bahosi va ikkinchi
o'yinchining optimal strategiyasini aniqlmymiz Bundan quyida-
gilarga ega bo‘lamiz: w = %, gy = (175 3 5) Ammo K = 3
bo‘lganligi sababli boshlang‘ich (2.41}) o'yinning o‘yin bahosi
yuqoriga o‘xshash quyidagiga teng bo'ladi: w* =w — 3 = %

2.9-jadval 2.10-judval

L~y —y —us L —y1 —p2 —13
N 2 ot ]

w=|0 |-1[-1|~1 o= ¢ |- 0 |-
m=| 14|52 w=|s |5 |13
va=[1 (3 |46 =t -2l 0 | &
=1 |6 |1 4 vo=|1 |20 %




2.11-jadval 2.12-jadval

by sy s 1y e
Yo=| 5| 00 w=SZ10 0o
w=| & %110 w5 |0 |-1]0
Ys = izl;z' E]f.,' 0 -1 Yy = % 0 0 .
o= 1| W0 |0 w={g% [-1]0 |0

2 X 2, 2xn va m x 2 o‘yinlart va ularni yechish usullari
Bizga 2 x 2 jadvalli o'yin:

W = ( W1 Wiz )
Woy W2

berilgan bo‘lsin. Ma’'luinki, satrda kichigi, ustunda kattasi bo‘l-
gan clement o‘yinning egar nuqtasini tashkil etib, bunday jad-
valli o‘yin to‘la yechilgan hisoblanadi. Ya'ni, optimal sof strate-
giyalar mavjud bo'lib, o'yin bahosi ham aniqlangan bo‘ladi. Shu
sababli W jadvalli o‘yinda o'yinchilarning optimal sof strate-
giyalari yo'q deb faraz ctib, ularning optimal aralash strate-
giyalarni aniglaymiz. Demak, 2 = (21, 22)? birinchi o‘yinchining,
iy = (11, ys) ikkinchi o‘yinchining optimal aralash strategiyalari
bo‘lsin. Farazga asosan x va y vektorlarning komponentalari mus-
bat sonlardan iborat bo'ladi. Agar b bilan o'yin bahosini belgi-
lasak, u holda

U = WY+ Wik 1Ys + W1 Loy + Waolalo
yoki
v = (Wi + wiaye) Ty + (Worth + Weoys)To (2.44)

tenglikni hosil gilamiz.
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y = (y1, y2) — ikkinchi o‘yinchi uchun, optimal aralash strate-
giya bo‘lganligi sababli (2.44) dan

Wiy + Wigy2) < v, (2.45)
wnY + Waye) < v '

tengsizliklar o‘rinli ekanligi kelib chigadi.
Haqiqatan, faraz etaylik (2.45) dagi ikkala tengsizlik ham
o‘rinli bo‘lmasin, ya’ni

wnyr + Wiays) > v, (2.46)
WorYy + Woolp) > )

bo‘lsin. U holda (2.46) dagi birinchi tengsizlikni z; > 0. ikkin-
chisini zp > 0 ga ko‘paytirib, hosil bo‘lgan tengsizliklarni
qo‘shsak quyidagi:

(wiiyr + wizy2)T1 + (waays + wagya)xs > v(T1 + x2)  (2.47)

tengsizlikni hosil gilamiz.

T1+72 = 1 bo'lganligi sababli (2.47) tengsizlik (2.44) tenglikka
ziddir.

Endi faraz ctaylik (2.46) tengsizliklardan biri gat’iy, ikkinchisi
tenglik ko‘rinishda bolsin. Bu holda ham xuddi yuqoriga o‘x-
shash (2.47) garama-qarshilikka kelamiz.

Oxirgi, ya'ni

WY + wisYs > v,

WarYL + Wl < V
bo‘lgan hol qgoldi. Bunda, tushunarliki, shunday 0 < £ < 1 sonini
topish mumkinki, quyidagi tengsizlik

I~

WY + Wiy > 1 :

'_['U — (w21y1 + ’wzzyg)] +v (248)
o'rinli boladi. 1 — ¢ > 0 bolganligi sababli (2.48) dan

(1= &) (wiyr +wigys) > v+ (1 —€)v — e(way +ways) (2-49)
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tengsizlik hosil bo‘ladi. Yoki z1 = 1 — ¢, 29 = € belgilash orqali
(2.49) dan

(w1 + wigye)z) + (WY + Warle)Te > v
ni hosil gilamiz. Oxirgi tengsizlik y = (y1,%2) ni optimal ekan-
ligiga zid bo'lib, natijada bu mulohazalar (2.46) tengsizliklar sis-
tomasining o'rinli ekanligini ko‘rsatadi.

Faraz gilaylik, (2.45) tengsizliklarning kamida bittasi qat’ly
ho'lsin. U holda ularni mos ravishda 0 < 21 < 1,0 < 23 < 1
sonlariga ko‘paytirib, keyin qo‘shish orqali

(Wi + wigye)x) + (Wt + waaye)T2 < v
tengsizlikni hosil gilamiz, bu csa (2.44) tenglikka zid. Demak,
optimal y = (y1, y2) strategiya uchun,

WYL + Wigye = U

oYy + Woaljo = v (2.50)
tengliklar sistemasi o'rinli ckan. (2.50) sistema va y1 + 2 = 1
tenglikdan g, 42, v larni aniglaymiz:

Wa2 — W12

h = s Y2
W11 + Woea — W2 — W2

(2.51)
w1 — Wy v — WiWee — Wi2Way
Wiy + W — Wiz — Wy

b
Wy + Wae — W2 — Wy
Kndi, z1, zo larni aniglash uchun, (2.51) tenglikni quyidagicha
yozib olamiz:
v = (wllxl + 'IU21$2)y] + (wlg.’L’l -+ ’I.Uzgilfz)yg.

Yuqoridagiga o‘xshash mulohazalarni qgo‘llab, quyidagl teng-
liklar sistemasiga ega bo‘lamiz:

wi1¥y + Wo1 X9 — V,
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W12T1 + Wl = v,
x1+ 2o = 1.
Bu sistermani yechish orqali z;, x5 larni aniglaymiz:
Woy — Wy Wyy — Wiy

Ty=—— . (2.52)
Wyl T U2 — W2 — W

= R
w1+ W —Wio— W

Shunday qilib 2 x 2 o‘yinida o‘yinchilarning optimal aralash
strategiyalari va o'yin bahosi (2.51) va (2.52)-formulalar vorda-

mida topilar ekan.
51
v 1s)

3-misol.
jadvalli o‘yin berilgan bo‘lsin. Bu o'yinda optimal sof strategiya
yo'q bo‘lganligi sababli, optimal aralash strategivalarni va o‘yin
bahosini (2.51) va (2.52)-formulalar orqali aniglaymiz:

3—(~1) 4 1 51 4 1

_'],'1.—_ ::—:—’ :]'/'2_—_ =—_——,
5+3—(-1)—1 8 2 54+43—(~1)—1 8 2
3—-1 2 1 5— (1) 6 3

yl.:r =5~ y2:r- =35
54+43—(-1)-1 8 4 5+3—(-1)—1 8 4

5-3-(-1)-1 16
U frd - —_ — = 2_
5+3—(-1)—-1 8
Demak, berilgan o'yinda birinchi o‘yinchining optimal aralash
strategivasi x = %,%)T, ikkinchi o'yinchiniki —y = (%, %) va
o‘yin bahosi b = 2 ga teng bo‘lar ekan.

2 X n — jadvalli o‘yin

Bizga
W — (wu wy .. w]n)

o1 Wz ... Wip
jadvalli o‘yin berilgan bo‘lsin. Ya’ni birinchi o‘yinchining 2 ta, ik-
kinchisining n ta sof strategiyalari bo‘lsin (bunda n > 3). Bunday
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ko‘rinishdagi o‘yinlarda o‘yinchilarning optimal strategiyalarini
/a 0'yin bahosini topishda grafik usuldan foydalanish qulaylik
tug‘diradi.

Ma'lumki, o‘yinning bahosi

v = max min (w;x1 + wy;Ts)
€8y 1<j<n

ga teng. Lekin o + 29 = 1, 21 > 0, 25 > 0 bo‘lganligi sababli

v= max min (w; + (wy; — wr;)22).
0<z2<] lijsn( i+ (wy )

Demak, shunday z9 € [0, 1] ni topish lozimki, unda funksiya
min {wy; + (Wo; — wy;)T2
ISJSn( J ( 2] 1J) )
maksimum givmatga crishsin. Qavs ichidagi ifoda zo ga nis-
batan chizigli funksiya bolib, uning grafigi to‘g'ri chiziq-
dan iborat bo'ladi. Shu sababli har bir j = 1,2,..,n da
b = wy; + (we; — wyj)xe, 0 < xo < 1 funksiyaning grafi-
gini qurainiz va ularning eng pastki gismini qalin chizig bilan
ajratamiz. Bunda bir necha hollar bo‘lishi murmkin, ular barchasi
quyidagi rasmlarda sxematik tasvirlangan (2.7—2.14-rasmlar).

v U

1 ok M z * T
Ol apayayl 2 of a3 [I ™
2.8-rasm 2.9-rasm

v

0 R

1

D

01;; -LIQ’ 1 x

Z2

8
[

2.10-rasm 2. 1% rasm 2.12-rasm



Bu yerda shuni ta’kidlash lozimki, bu o‘yinda optimal strate-
giyalarni aniqlashda pastki qgismning ko‘rinishi muhim rol
o‘ynaydi. Bular rasmlarda qgalin chiziglar orqali ko‘rsatilgan.

k3
Ni‘;

ah ay|l T2

=]

2.15-rasm 2.14-rasm

Rasmdagi har bir kesma yuqorida e’tirof ctilgan to‘g'ri chiziq-
larning qgismi bo‘lib, ularga W jadvalning biror ustunidagi sonlar
jufti mos keladi:

1-hol (2.7-rasm). Rasmda ko‘rsatilgan kesishish nuqtasiga cga
bo‘lgan to‘g'ri chiziqlar tenglamalari v = wnj, + (we;;, — wrj, )22
va v o= wy, + (wy, — wiyp)®2, 0 < 22 < 1 bolsin. Bu
tenglamalarni birgalikda yechish yordamida v — o‘yin bahosi va
«* = (1 — x4, 25)T — birinchi o‘yinchining optimal strategivasini
aniqlaymiz. Ikkinchi o'yinchining optimal strategiyasini

W' = Wi, Wij,
W25 Wy
2 x 2 jadval yordamida topamiz. Ya'ni

{ W1 Y1 T+ WijyYo = W25 Y1 + WY
+yr =1

tenglamalar sistemasining manfly bolmagan y; ; yj, yechimlari-
dan tuzilgan y* = (0, ...,0,%;,0, ...,0,47,,0, ...,0) vektor ikkinchi

o‘vinchining optimal strategiyasini beradi. Bunda Y5.» Uy, lar y*
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vektorning mos 7y va jo komponentalaridir, Ko‘rsatish mumkinki,

yr _ Wajy — U4y Y= Wy — Wey,
Wij + Wajy — Wigy — Wajy Wy + Wajy — Wrjy — Waj,

ho‘ladi;

2-hol (2.8-rasm). Birinchi o‘yinchining optimal strategiyasi
(1—ax3, 25)7, o’ < x} < 2f vektorlardan iborat, gorizontal to‘g'ri
chiziqga W jadvalning j; ustunidagi wy;, va wy; sonlari mos
kelgan bo‘lsin. U holda v = wj; = wy;, o'yin bahosi bo‘lib,
y* = (0,...,0,1,...,0) ikkinchi o'yinchining optimal sof strate-
giyasi bo'ladi;

3-hol (2.9-rasm). Rasmda ko‘rsatilgan nuqgtada kesishgan
to'g'ri chiziglarga mos keluvchi W jadvalning ustunlari raqamlari
Ty J2s -y Jp < n bo'lsin. U holda, quyidagi

P r 4
E W = E :wzjky.fk‘v E :yjk =1
k=1 k=1 k-1

shartlarni ganoatlantiruvchi y = (0, ..., 0,4, .., ¥j,, ---) vektorlar
ikkinchi o'yinchining optimal strategiyasini beradi;

4-hol (2.10-rasm). Bunda birinchi o‘yinchining optimal strate-
piyasi sof strategiya bo‘lib —(1,0) ko‘rinishga ega. Agar chap
tarafdagi nugtadan o‘tuvchi to‘g'ri chiziglarga mos keluvchi W
jadvalning ustun clementlari (wyy,, wa;,), ..., (Wi, we;,) bo'lsa
v = wy;, = Wy, = ... = wyy, bo'lib, ikkinchi o‘yinchining optimal

strategiyasi
P p
v= Zw2jkyfk= Zyjk =1
k=1 k=t

tengliklarni qanoatlantiruvehi manfiymas y;, ¥, .., ¥, sonla-
ridan tuzilgan y* = (0,...,0, y;,.-.,¥j,,-.-) vektordan iborat
ho‘ladi;

5-hol (2.11-rasm) 4-holga o‘xshash hal ctiladi;
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6-hol (2.12-rasm). Bunda, birinchi o‘yinchining optimal strate-
givalari (1 — z5,23)¥,0 < 2} < 2§ ko‘rinishdagi vektor-
lardan iborat. Pastki gorizontal to'g'ri chiziqgqa W jadvalning
(w1, woj,) ustun elementlari mos kelsa, ikkinchi o'yinchi y* =
(0,..,0,1,...,0) ko‘rinishdagi yagona optimal strategivaga ega,
bunda 1 soni y* vektorning j; — komponentasida bo‘ladi. O'yin
bahosi esa v = un;, ga tengdir,

7-hol (2.13-rasm) 6-holga o‘xshash hal etiladi;

8-hol (2.14-rasm). Bunda birinchi o*yinchining optimal strate-
givasi © = (z1,22)7, 1 + x9 = 1, 21 > 0,25 > 0 ko‘rinishdagi
barcha vektorlardan iborat bo‘lib, o'yin bahosi gorizontal chizig-
qa mos keluvchi W jadvalning ustun clementidan iborat bo‘ladi.
Ikkinchi o‘yinchining optimal strategiyasi mos ravishda y* =
(0,...,0,1,...,0) ko‘rinishdagi yagona vektordan iboratdir.

4-misol. Bizga
1 -2 490
W= (’0 3 -1 1)

jadvalli o‘yin berilgan bo‘lsin. Ikki parallel vertikal to‘g'ri chizig-
larda mos ravishda jadvalning satrlari va ustunlaridagi sonlarni
aniglab, ularni mos ravishda birlashtirib chigamiz (2.15-rasm).

. v

4 T4

3+ -3

2 T2

1 1
N
-2 T2

2.15-rasm

x5 va 0'yiu bahosi b topish uchun, quyidagi sistemani tuzamiz:

v=1-—a5 . T ss % l _ 1 .
{,):_24_5272 , bu sistemaning yechimi: 3 = 3, b = 5. Demak,
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T
birinchi o'yinchining optimal strategiyasi * = (%, %) o'yinning

buhosi csa b = % [kkinchi o‘yinchining optimal strategiyasini to-
11
202
keluvehi jadvalning ( (1) ) , ( ‘32 ) . ( ? ) ustunlari yordamida quyi-
(fngi

pistt uchun, ( nugtadan o‘tuvchi uchta to'g'ri chizigga mos

{1-y1+(—2)yz+0'y4=0-y1+3y2+1-y4
yi+yetys=1

mtyptp=1
yeehimlarini aniglaymiz:

. —hy—2—g, 0 . . .
yoki {”’ KO tenglamalar sistemasining manfiymas

. /2. 51 5, o1
y:(gyd+63€‘§y4101y4)1OSyfié'l_O‘

Demak, ikkinchi o'yinchining optimal strategiyasi cheksiz ko'p
vkarn.

gm x-2) — jadvalli o‘yin ) o

Bunday jadvalli o‘yinda birinchi o'yinchining m ta, ikkinchi
o'yinchining 2 ta sof strategiyalari bo‘lib, o‘yin bahosi

v = min max (wath + Wiolys
oty lgiém( 1Y i y)

yoki

v= min max (wi + (wiz — wir)ys)

tengliklar orqali aniglanadi. Bu o‘yinda ham, yuqorida (2 x
n) o‘yin uchun, ko'rilgan hollarni ajratib ko‘rib chigish lozim.
Bunda, fagat qalin chizig bilan eng yuqori gism olinadi.

3-§. Kooperativ o‘yinlar

Yugorida ko‘rib o‘tilgan ikki ishtirokchi bo‘lgan o‘yinlar
lo‘la tahlil qilingan deb hisoblash mumkin. Chunki bunda,
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o'yinchilarning optimal strategiyalari va o‘yin bahosi o'yinning
mazmun-mohiyatidan kelib chigqan holda hal etilgan. Ammo
ishtirok etuvchilarning soni ikkitadan ko'p bo‘lganda bunday
fikrni aytib bo‘lmaydi, ya'ni barcha tabily talablarni to‘la-to‘kis
o‘zida aks ettirgan nazariya yaratilmagan. Bu yo‘nalishda, ilk
bor, muhim natijalarga erishgan Fon Neyman va Morgenshtern
monografiyasidagi tadqigotlar diqqatga sazovordir. Bu mono-
grafiyada keltirilgan nazariyaning asosiy g'oyasi o'yinchilarni ik-
ki guruhga (koalitsiyaga) bo‘lish va o'vinni ikki ishtirokchi nol
yig‘indili o‘yinga keltirishdan iborat.

Bunda o'yinchilarning kelishib birlashishlariga (kooperatsiya)
ruxsat berilib, bu bilan ular o'z yutuqlari miqgdorini oshirish
imkoniyatiga egadirlar. Har bir o‘yinchining yutug'i, nafaqgat u
tanlagan strategiyaga, balki boshqa gatnashuvchilar tanlagan
strategiyaga ham bog'ligdir. Shu sababli birlashib, kclishgan hol-
da strategiya tanlash, albatta, o‘yinchiga kattaroq yutuq olib ke-
lish imkoniyatini tug‘diradi fayrim trivial hollardan tashqari).

Shundan so‘ng umurmlashgan aralash strategiya kiritish yor-
damida guruh (koalitsiya) kafolatlangan o‘rtacha yutuglarini
aniglashdan iborat.

Keyinchalik, shu yo‘l bilan hosil qilingan guruhlar yutug‘i yor-
damida o‘yinchilarga adolatli. haqqoniy yutuqni aniglab berish
kerak bo‘ladi.

Ko‘p ishtirokchili o'yinda oxirgi yutugni amiglab, so‘ng
o'yinchilarga tagsimlab berish asosiy muammo bo'lib, bunda
bir qancha usullar mavjud. Bular, masalan: C' — yadro, NM —
yechim, n — yadro, Shepli vektori va hokazo.

Ammo bularning har birining o'z kamchilik va afzalliklari bor.
C — yadro va NM yechimlar, odatda, ko'p clementli bo‘lib, ular
ichidan barcha o‘yinchilar uchun, yagona maqgbul yechimni tanlab
olish muammosi kelib chigadi.

Shepli vektori va n— yadro bitta yechimni aniglab berish-
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lari bilan bir qatorda, ular ayrim o'yinchilarning koalitsiyalarda
ishtirok ctishiga nisbatan turg'un emas.

Nol yig‘indili n — ishtirokchili o‘yin. Xarakteristik
funksiyani qurish

Biz yuqorida n ~ ishtirokchi bo‘lgan o'yinning daraxt
ko'rinishda ifodalanishini ko‘rib chigqan edik. Endi shu o‘yinni
hoshga nuqtayi nazardan qarab chiqarmiz:

1. O'yinchi qanday yechim (qaror) qabul gilgani boshgalarga
noma’lum;

2. O'yin oxirida o‘yinchilarning olgan yutuglari yig'indisi nolga
teng;

3. Otyinchilar birlashib (koalitsiya) tuzishlari mumkin. De-
mak, agar §;(€ 4;), ¢ — o'yinchining strategiyasi (qarori, yechi-
mi) bo'lib § = (41,02, ...,8,) holatga mos kelgan yutug‘i v;()

bo'lsa, 2-shartga asosan
n

Z 'U,(é) =0
i1
ho'ladi.

Endi, faraz etaylik, bir gancha %1, ig, ..., 2% o‘yinchilar birlashib
S(C N) koalitsiya tuzgan bo‘lsinlar. Ag bilan A;(¢ € S) larning
Dekart ko‘paytmasi belgilangan bo‘lsin, ya'ni

Ag = liesi
Demak, b = (44, dig 8 (€ Ag) — S koalitsiyaning holatini,
xuddi shunday 85—S(S = N\S) koalitsiyaning holatini bildiradi.
Bulardan o‘yinning § = dg U 45 holatiga koalitsiyaning
vs(8) = ) vi(9)
ieS

yutug'l mos keladi. Ammo o'yin nol yig'indili bo‘lganligi sababli

Zv (8) = Zv,(é) ya'ni vg(d) = —vg(d) bo'ladi.

€8 ic8
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Shunday qilib, aytish mumkinki, berilgan o‘yin nol yig‘indili ik-
ki ishtirokchili o'yinga ajraladi: birinehi o‘yinchi sifatida — S koa-
litsiya, ikkinchi o'yinchi sifatida — S = N\S koalitsiya ishtirok
ctadi.

l-o‘yinchining har bir strategiyasi dg 2-o‘yinchining har bir
strategiyasi ég vektorlar bilan mos ravishda ifodalanadi. Bu &g
va 05 vektorlar o‘yinchilarning sof strategiyalarini tashkil qiladi.

Agar &sg va 1y lar bilan birinchi va ikkinchi o'yinchilarning
mos ravishda dg, dg sof strategiyalarini tanlash chtimolliklarini
belgilasak, va'ni:

<> 0, Z@,S—l 5y > 0, Z nss = 1.

U holda S koalitsiyaning (birinchi o"yinchining) o‘rtacha ma-
tematik kutilma yutug'i

vs(€,n) = Z vs(ds U 5)E54ms4

bgeAg,dges

ga teng bolladi, bu yerda § = (§4),ds € As va 5 =
(ngs,), d5 € Ag. Xuddi shunday S koalitsiyaning yutug'i (ikkinchi
o‘'yinchining yutqizig'i)

vs(&m) = D vs(ds U Gg)Esemsg

dg€eAg, Jgef?
ga teng bo‘ladi. Ammo o‘yin nol yig'indili bo‘lganligi sababli
vs(§,m) = —vs(§,m).

Demak, S koalitsiyaning (birinchi o‘yinchining) kafolatlangan
o‘rtacha matematik yutug'i

v(S) = maxmin vs(é,m)
7
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ga teng bo'lar ekan. Bundan kelib chigadiki, S(ikkinchi o‘yinchi-
ning) koalitsivaning yutug‘i

v(8) = —(S)

ga teng bo‘lar ekan. Bu mulohazani boshqa barcha S(C N)
koalitsiyalar uchun, ham qgo‘llab, argumenti § to'plamdan iborat
bo‘lgan v(S) funksiyani qurish mumkin. Bu »(S), S C N beril-
gan o'yinning zarckteristik funksiyasi deb ataladi.

Xarakteristik funksiyaning xossalari. Muhim o‘yin

Yuqorida ta’kidlab o‘tilgandek, ishtirokchilar soni ikkitadan
ko'p bo'lgan o'yinlarda asosiy masala koalitsiyalar tuzish va yu-
tugni hagqoniy tagsimlab berishdan iboratdir. Shu sababli bun-
day o‘yinlar uchun, koalitsiyalarning kafolatlangan yutuglarini
ifodalovehi — o'yinning xarakteristik funksiyasi kiritildi.

Shu yerda ta'kidlab o‘tamizki, N = {1,2,...,n} to‘plamning
to'plam ostilari aniglanish sohasi bo‘lgan ixtiyoriy funksiya n
ishtirokli o‘yinning zarekteristik funksiyasi deyiladi. Bundan ke-
vin o‘yinni uning berilgan xarakteristik funksiyasi orqali tahlil gi-
lamiz. v(S), S(C N) xarakteristik funksiyaning quyidagi asosiy
xossalari o'rinli:

(1) v(@) =10

(2) v(S) = —v(5)

(3) v(S)+v(T) <v(SUT)

bu yerda S, T(C N),SNT = §. (1) va (2) xossalar trivi-
al ravishda ko‘rsatiladi. 3-xossa bildiradiki, koalitsiyalar alohida
oladigan yutuglari yig‘indisi, ular birlashib oladigan yutug‘idan
katta emas.

(3)-xossadan quyidagi natija kelib chiqadi: agar Sy, 5o, ..., Sk
o‘zaro kesishmaydigan koalitsiyalar ketma-ketligi bo‘lsa, u holda
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quyidagi tengsizlik o‘rinli:
’U(S]) +v(S2) + ... + 'U(Sk) <vp(S;USU...U Sk) (3.1)
(1) va (2)-xossalardan kelib chiqadiki, nol yig'indili o‘yin uchun,
v(N} = 0 bo‘ladi, ya'ni o'yinchilar barchasi birlashib nol yutugga
cga bo'ladilar. Oxirgi (3.1) da Sy = {1}, Sp = {2}, ..., S, = {n}
deb olinsa, quyidagi tengsizlikni hosil gilamiz:
v(1)+0(2) + ...+ v(n) <v(N) =0 (3.2)

bu yerda v(¢) = v(S;) deb olingan.

1-ta’rif. Agar (3.2) tengsizlik qat’iy bo‘lsa, mos o'yin muhim,
aks holda, ya’ni tenglik bo‘lsa, o‘yin nomuhim deb ataladi.

Ko‘rsatish mumkinki, nomuhim o‘yinda o‘yinchilarning koa-
litsiya tuzishlarining foydasi vo'q, bu bilan ular yutuqglarini
kattalashtira olishmaydi. O‘yinchilar oladigan yutuglar mos ra-
vishda v(3), ¢ € N dan katta bo‘lishi mumkin emas. Shu sababli
bunday o‘yinlar hech qanday qizigish uyg‘otmaydi. Demak, biz
faqat muhim o‘yinlarni tahlil gilish bilan shug‘ullanamiz.

Tagsimot. Afzallik tushunchasi. O‘yinning C — yadrosi

O‘yin qay tarzda kechganligidan qat’i nazar, o'yinchilar o‘zaro
kelishgan holda umumiy yutuq v(N) ni qanday tagsimlab olish-
lari kerak degan masalani ko‘raylik. Bu o‘yvinlar nazariyasining
eng zarur va muhim masalasidir. Tagsimot biror usul yordamida
amalga oshirilgan bo‘lsa, bunda barcha o‘yinchilar rozi bo‘lishlari
shart emas, chunki ularning, masalan, ayrimlari boshqalarga
nisbatan "kuchliroq" yoki imtiyozga ega bo‘lishi mumkin. Shu
sababli haqqoniy, adolatli tagsimotni amalga oshirish lozim
bo'ladi.

2-ta’rif. Quyidagi:

n
v(i) < i=1,2,..,nm, Za,; = v{N)
i1
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shartlarni ganoatlantiruvchi o = (o4, ag, ..., o) vektor tagsimot
deb ataladi.

Barcha tagsimotlar to‘plamini [5 bilan belgilaymiz. F to‘plam
n o‘lchovli fazoda simpleksni aniqlashiga e’tiborni qaratamiz: n =
3 da E uchburchak; n = 4 da tetraedr va hokazo.

Izoh. Mabodo, o‘yin nomuhim bo‘lsa E yagona o; = v(3), i =
1,2, ...,n clementdan iborat bo‘ladi.

Demak, asosiy masala, haggoniy tagsimotni aniglash, £ dan
biror elementni ajratish ckan.

3-ta’rif. Agar biror S C N uchun,

Bi<a;, 1€8 (3.3)
Y ai <v(S) (3.4)
ies

shartlar o‘rinli bo‘lsa, u holda a tagsimot 38 tagsimotdan S koa-
litsiya bo‘yicha afzal deb ataladi va o »g 3 ko'rinishda voziladi.
(3.3)-shart bildiradiki, S koalitsiyani tashkil etgan o‘yinchilar
a tagsimotda 3 tagsimotga ko‘ra ko'proq yutugqga ega bo‘lishadi;
(3.4)-shart esa S koalitsiva a tagsimotni, hagigatan ham,
amalga oshirishi mumkinligini ko‘rsatadi. Chunki bu § koalitsiya
v(9) dan ko'p yutuqqa erisha olmasligi mumkin, bunga S koali-
tsiya xalaqit beradi. |
Izoh. Bitta elementli yoki butun N eclementli koalitsiyalar
bo‘yicha tagsimotlarning afzalliklarini amalga oshirib bo‘lmaydi.
Quyidagi misolni ko‘raylik:

v(1) = v{2) = v(3) = v{4) = v(2,3) = v(3,4) = v(2,4) = -1
v(1,2) =v(1,2,3) = v(1,2,4) =1, v(1,2,3,4) =0
0(1,3) = v(1,3,4) =1, v(1,4) =1, v(2,3,4) = 1.

Bu misol uchun, £ = {{a1, a,03,04) : @; > —1, ag + g+ g +
vq = 0}.
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Quyidagi tagsimotlarni ko‘raylik:

or (ot} o= (L k). mt0n00

S = {1,2} koalitsiya bo'yicha 8 = v, S = {1,3} koalitsiya
bo'yicha a > 3 va S = {2,3,4} koalitsiya bo‘yicha v = «.
Demak, bu yerda nafaqat tranzitivlik xossasi buziladi, hatto sikl
bo'lib qoladi: @ > B> v > .

4-ta’rif. Afzal tagsimoti yo‘q bo‘lgan tagsimotlar to‘plami
o‘yinning C — yadrost deb ataladi.

Qiyinchiliksiz isbotlanuvchi quyidagi tcoremani keltiramiz:

1-teorema. O‘yinning C — yadrosi faqat quyidagi shartlarni
qanoatlantiruvchi taqsimotlardan iborat:

Za,; > v(S), barcha S(C N) koalicialar uchun.
€S

Demak, 1 — teorcmaga asosan,

C={aeE:Zaizv(S), VSQN}.
€S
Ammo C' — yadroni doim ham yechim sifatida qgabul qilib
bo‘lmaydi, chunki aksariyat o‘yinlarning C — yadrosi bo‘sh
to‘plam. Shu sababli boshga yechim tushunchalari kiritilgan
(NM yechim, n — yadro, Shepli vektori).

NM yechim tushunchasi

5-ta’rif. F tagsimotlar to‘plamining H to‘plam ostiga tegishli
bo‘lgan hech bir ikki tagsimot bir-biridan afzal bo‘lmasa, bunday
H to'plam ichki turg‘un deb ataladi.

6-ta’rif. E tagsimotlar to‘plamining H to‘plam ostiga tegish-
li bo'lmagan ixtiyoriy tagsimotdan afzal bo‘lgan, H ga tegishh,
tagsimot mavjud bo‘lsa, bunday H to‘plam tashgi turg‘un deb
ataladi.
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7-ta’rif. Ham ichki, ham tashqi turg'un bo‘lgan H tagsimotlar
to‘plami o‘yinning NM ma’nosidagi yechimi deb ataladi.

Demak, NM yechimni tashkil etuvehi tagsimotlar to‘plamiga
tegishli tagsimotlarning hech birini ikkinchisidan afzal deb
biluvchi koalitsiya topilmaydi. Aksincha, bu to‘plamga tegish-
li bo‘lmagan tagsimot uchun, shunday koalitsiya borki, u
to‘plamdagi biror tagsimotni afzal ko‘radi.

Biz bilamizki, C' — yadroni tashkil ctgan tagsimotlarning hech
biridan afzal tagsimot yo‘q, shu sababli C' -~ yadro NM yechim-
ning ichida to‘plam ma'nosida yotadi. Misol sifatida n = 3
bo'lgan o'yinni qaraylik. Bunda »(i) = —1, ¢ = 1,2,3, v(1,2) =
v(1,3) = v(2,3) = 1, v(1,2,3) = 0 bo'lsin.

= {51, (=18, (-LED - NM yechimini
tashkil giladi. Uning ichki turg'un ckanligi osongina ko‘rsatiladi.
Shuning uchun, tashqgi turg'unligini ko‘rsataylik. y€H tagsimot
berilgan bo‘lsin.

Albatta, bu vektorning bitorta komponentasi 3 dan kichik
bo‘ladi, aks holda 3; > y2 2 2, Y3 = éva, Y+y2+y3 > %shart-
ga ega bo'lib, u +y2+J3 0 tenglikka ziddir. Shu sababli Faraz
qilaylik, g1 < § bolsin. U holda y2 > %, y3 > § tengsizliklar
sistemasi o‘rinli emas. Chunki, agar ularning ikkalasida tenglik
bo'lsa y € H bo'lib qoladi. Agar ularning birortasida tengsizlik
qat’ly bo‘lsa yg +y3 > 1 bo‘lib, bundan y3 < —1, ya’ni y€F hosil
bo'ladi. Demak, tengsizliklarning kamida bittasi o‘rinli emas,
masalan, Y < % bo'lsin, u holda y = (y1,y2,¥3) < (%’5 1)
bo‘ladi. Bundan kelib chigadiki N tashqgi turgun, demak, u NM
yechimni tashkil etar ekan.

Shunisi gizigki, n = 3 da NM yechim fagat yuqgoridagi N dan
iborat bo‘lmay, yana boshqalari ham mavjud ckan. Shulardan
biri H3. = {a € E : a3 = ¢} bo'lib, bunda c € [—1, %)

Avval Hs . ni ichki turg'unligini ko'rsataylik.
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Teskarisini faraz ctaylik, ya'ni shunday z,y € Hj . tagsimotlar
borki z »g y bo'lsin. z3 = y3 = ¢ bo‘lganligi sababli {3}&C,
demak, S = {1,2} bo'ladi, ammo z; + 23 = y1 + 4y = 1 —
¢ bo'lganligi sababli z1 > w1, o > o tengsizliklar sistcmasi
birgalikda emas.

Endi Hj. ni tashqi turg‘unligini ko‘rsataylik. Faraz qilaylik,
y€Hj . bo'lsin, bu degani ys # c.

Tkki holni qaraymiz: 1) y3 < ¢; 2) y. > ¢. 1)-holda y; +yp > —c
bo‘ladi. Hj . ga tegishli va y tagsimotdan afzal bo'lgan z taqgsi-
motni quyidagicha quramiz: y; + 32 < 1 {chunki y3 > 1 va
y1 + y2 + y3 = 0) bo'lganligi sababli, yoki y; < %, yoki yg < %
bo'ladi. Faraz qilaylik, y < %(yz < % xuddi shunga o‘xshash
ko‘rsatiladi) bo‘lsin, u holda x € Hj . sifatida quyidagi tagsimot-
ni olamiz * = (1 — ¢, —1,¢). Tckshirish osonki y < z, § = 1,3
koalitsiya bo‘yicha.

2-holda y3 = ¢+ ¢, € > 0 bo'lsin, z tagsimotni quyidagicha
aniqlaymiz: £) = y1 + 5, T2 = Yo + §, 3 = ¢. Demak, z € Hs,
vay <, S = {1,2} koalitsiya bo‘yicha. Xuddi shu usul bilan
ko‘rsatish mumkinki Hy, = {a € E : a3 = ¢}, Hi, = {a €
E:agy=c},ce [—l, %) tagsimotlar to‘plamining har biri NM
yechimni tashkil qiladi. Bu yechimlarda o‘yinchilarning bittasi
har vaqt o‘zgarmas ¢ yutuqqa ega bo‘ladi.

Strategik ekvivalent o‘yinlar. (0,1) shakldagi o‘yin

8-ta’rif. »(S) va w(S), S C N xarakteristik funksiyali n
ishtirokchili o‘yinlar berilgan bo‘lsin. Agar shunday r > 0 va
Y1, Y2, -y Yo hagiqly sonlari mavjud bo‘lsaki, ular uchun, ixtiyo-
riy S(C N) koalitsiyvada

w(S) = rv(S) + Z%
ieSs
tenglik o'rinli bo'lsa, bu o‘yinlar strategik ekvivalent deb ataladi.
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9-ta’rif. v(S), S C N — xarakteristik funksiyaga ega bo‘lgan
muthim o‘yin uchun,

w(@) =0,i=1,2,..n (3.5)

v(N) =1 (3.6)

shartlar o‘rinli bo‘lsa, u (0, 1) shakldagi o‘yin deb ataladi.

Ko‘rsatish mumkinki, strategik ckvivalent bo‘lgan o‘yinlarda
vechimlar tarkibi to‘la saqlanib qoladi. Shu sababli, strategik
ckvivalent o‘yinlardan bitta vakil tanlab, uni tahlil etish yetar-
lidiv. Bunday vakil sifatida (0, 1) shakldagi o‘yinni olish qulaylik
tug‘diradi. Shu sababli quyidagi teoremani isbotlaymiz.

2-teorema. Ixtiyoriy muhim o‘yin fagat bitta (0, 1) shakldagi
o'vinga strategik ckvivalent bo‘ladi.

Isbot. Bizga n— ishtirokli v(S), S C N xarakteristik
funksiyaga ega bo‘lgan muhim o‘yin berilgan bo‘lsin. Biz shun-
day 7 > 0 va 41,7, ..., haqigiy sonlarni topishimiz kerakki,
natijada ixtiyoriy S(C N) da

w(S) =rv(S) + Y %
ieS
bo'lib w(i) = 0,4 = 1,2,...,n va w(N) = 1 bo'lsin. Buning

uchun, r > 0 va ¥y,%, ...,7¥, noma’lumlarga nisbatan quyidagi
n + 1 ta tenglamalar sistemasini ko‘ramiz:

n
ro(N) + Z’y, =1, ro()) +v=0,1=1,2,..,n.
i1

Bundan 7 ni topamiz:




o‘yin muhim bo‘lganligi sababli v(N) > Z (2), demak, r > 0.

Endi ; larni topish hech qanday q1y1nchlhk tug‘dirmaydi:
v(2) )
Yi= = " J1=1,2,..,n.

v(N) = 3 vl3)

i=1

Shunday qilib, berilgan v(S), § € N muhim o‘yinga strategik
ekvivalent bo‘lgan va (0, 1)-shakldagi w(S), S C N o‘yvin qurildi
(3.5), (3.6).

10-ta’rif. (0, 1)-shakldagi o‘yin uchun, ixtiyoriy S C N da,
yoki v(S) = 0, yoki v(S) = 1 bo'lsa, bunday o‘yin sodda o‘yin
deb ataladi.

Dcemak, sodda o‘yinlarda ixtiyorly S kealitsiya, yoki vutadi-
gan (v(S) = 1), yoki yutqazadigan (v(S) = 0) bo‘ladi. Shu-
ning uchun, sodda o‘yinlar "ha" yoki "yo‘q" javobli masalalarni
yechishda qo‘l keladi. Masalan, siyosiy masalalarni ovoz berish
yo'li bilan hal etishda sodda o‘yinlar natijalaridan foydalanish
mumkin.

11-ta’rif. v(S), S C N xarakteristik funksiyali o‘yinda v(S)
ning giymati fagat S ning clementlari soniga bog‘liq bo‘lsa, bun-
day o‘yin szmmeirik o‘yin deb ataladi.

1-misol. Bizga quyidagi uch ishtirokchili simmetrik o‘yin be-
rilgan bo'lsin: v(1) = v(2) = v(3) = -2, v(1,2) = v(1,3) =
v(2,3) =2, v(1,2,3) = 0. Agar r = é, Y =Yg = Y3 = 31- sonlari
olinsa va (0, 1)-shaklga keltirilsa, u sodda o'yinga aylanib goladi.

12-ta’rif. Agar ixtiyoriy S C N koalitsiya uchun, v(S) +
v(N N\ S) = v(N) tenglik bajarilsa, u o ‘zgarmas yig‘indili o‘yin
deb ataladi.

3-teorema. Agar v(S), S C N — xarakteristik funksiyali
muhim 0‘yin o‘zgarmas yig'indili bo‘lsa, uning C' — yadrosi bo‘sh
to‘plam bo‘ladi.
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Isbot. Faraz gilaylik, C # 0 va z € C bo'lsin. 1-teoremaga
asosan ixtiyoriy ¢ € N uchun,

Z x; > v(N ~A{})

jEN{i)

bo'ladi. O'yin o'zgarmas yig'indili ekanligidan

o(N) = V(@) =o(N\ i) < Y =

JeN\{i}

n

yoki D, —wv(i) < Y. ;. Bundan z; < v(i), 1= 1,2,..,n.
=1 JEN\}

Bu tengsizliklarni 7 bo‘yicha yig'ib, quyidagi tengsizlikni hosil

gilamiz:
n n
IEES I

yoki v(N) < z v(i), bu esa o'yinning muhim ckanligiga ziddir.

Teorema 1Sbot bo 1di.

Shepli vektori

Odatda o‘yinning C' — yadrosi ham, NM yechimi ham yagona
clementdan iborat bo‘lmasdan, cheksiz ko'p elementlidir. Ular-
dan yagona bittasini ajratib olish, umuman aytganda, murakkab
nmasaladir. Nevman Margenshtern ta’biri bilan aytganda, bu C —
yvadro, NM yechimlar o‘yinchilarning xatti-harakati me’yorlarini
aniglab beradi, xolos.

Bundan farqli o'laroq, Shepli vektori yagona tagsimotni ajratib
beradi. Bu tagsimotni anigash uchun, Shepli aksiomatik yo'l bilan
borgan, va'ni avval to'la va qarama-qarshi bo'lmagan aksiomalar
qurib, ularni ganoatlantiruvchi tagsimotni ko‘rsatib bergan.

Faraz gilaylik, v(S). S € N — xarakteristik funksiyali o‘yin
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uchun, v(S) +v(T) <o(SUT), SNT =0, S,T C N munosa-
batlar o‘rinli bo‘lsin.

Har bir v(S) o'yinga ®(v) = (®(v), Bo(v), ..., P, (v)), n—
olchovli vektor mos go‘yiladi.

13-ta’rif. v(S), S C N — xarakteristik funksiyali o‘vinda
o(T) = (T U {i}) tenglik ixtiyorty 4« € N uchun, bajarilsa,
T(C N) koalitsiya ahamiyatli koalitsiya deb ataladi.

Endi Shepli aksiomalarini sanab o‘tamiz:

I. Agar o'yinchilarning tartib raqarmlarini o‘zgartirishda 3 —
raqamli o‘yinchi 7(z) — raqamga ega bo'lsa, yangi v/(5), SC N
o‘vinda Shepli vektorining komponentasi quyidagicha aniglanadi:

D) (V') = P;(v),

ya'ni, yangi ¢'(S), S € N o'‘yvinda i — o‘yinchiga mos yutuq
o‘zgarmaydi, fagat o'rni almashadi;

II. Agar T ahamiyatli koalitsiya bo‘lsa, > ®;(v) = v(T) teng-

=
lik o‘rinli bo‘ladi;

HI.  Agar o'yinchilarning barchasi  birdaniga ikkita
v(S),w(S), S C N — xarakteristik funksivali o‘yinda ishtirok
ctishsa,

Qv+ w) = O(v) + Pw)
tenglik bajarilishi kerak.

Har bir K — koalitsiya uchun, quyidagicha vg(S), S € N —
xarakteristik funksiyali o'yinni quramiz:

[0, agar KZS
ok(S) = { 1, agar KC S~

1-lemma. Agar k = |K| — K koalitsiyaning clementlari soni
bo'lsa, u holda
%, agar 1€ K
0, agar €K

i(vk) = {
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Isbot. vg(S), S € N xarakteristik funksiyali o'yinda K va
uni o'z ichiga oluvchi barcha R koalitsiyalar ahamiyatlidir. Shu
sababli IT aksiomaga ko'ra,

Z(I)i(’l)[{) = 1,

i€R
xususan R = K uchun, ham. Demak, ®;(vg) = 0,1€ K. Agar n —
o‘rin almashtirishda ¢ € K lar uchun, n(1) € K bo'lsa, wg = vk
bolladi, demak, ®.q\(wk) = Pr)(vk), yoki ®j(vk) = ®i(vk)
tenglik bajariladi va yuqoridagi tengliklarga asosan:

Z Q;(vk) = 1,

icK
voki

1

Vektorlarning additivligidan III aksiomaning bajarilishi ham
kelib chigadi.

2-lemma. Ixtiyoriy v(S), S € N xarakteristik funksiyali
o‘yin berilgan bo‘lsin. U holda haqiqiy, yagona 2" — 1 ta Cr =

37 (—1)*3(Q) sonlari uchun,
QLR

o(S) = 3 Cron(S) 37
RCN

tenglik o‘rinli bo‘ladi, bu yerda r,¢ lar mos ravishda R va Q
to‘plamlarning clementlari soni.
Isbot. S C N - ixtiyoriy koalitsiya bo‘lsin, u holda:

Z CRDR(S} = Z CH =

RCN RCS
=S (@) =Y (Y (e
RCS QCR QRES QYCRCY
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7 ta clementga cga bo'lgan va @ € R C S shartni gqanoatlanti-
ruvchi R to‘plamlar soni Cy_(yoki C{_]) ta bo‘ladi. Shu sababli

¥ -y
QCRCS
bu esa s > ¢ da (1 — 1)°77 ning binom yoyilmasiga teng. Shu
sababli nolga teng, agar s > q; birga teng, agar s = ¢(S =R =
@) bo'lsa. Shunday qilib,

S (X0 u@) = v(s).

CS RCS
« R2Q

Shu bilan (3.7) yoyilma isbotlandi.

Endi (3.7)-tasvirlash yagona ckanligini ko‘rsataylik. Teskarisini
faraz etaylik, ya'ni shunday C%, C% sonlari mavjud bo'lsinki, ular
uchun, (3.7) tasvir o‘rinli bo‘lsin. Ularning biridan ikkinchisini
ayirish orqali,

> (Cr—CRva(S) =0, SCN
RCN
tenglikka cga bo‘lamiz.
Matematik induksiya yordamida koeflitsiyentlarning nolga

tengligini ko‘rsatamiz:
1. § = {4} bo'lsin, u holda
0= Y (CrChva(i) = Ci - C;
RCN
2. Faraz gilaylik, biror S € N — koalitsiya uchun, ixtiyoriy
RC § da Cf — Cf =0 bo'lsin.
3. Ko'rsatamizki, C§; — C¢ = 0 bo'ladi. Hagiqatan,
D (Cr—Chjva(8) =0
RCN
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tenglik o‘rinki. Farazga ssosan RC SdaC.—Cf,=0vaR¢ S
da vg(S) = 0. Demak, fagat 12 = S qgoladi, u holda C}, — C =
0 tenglik kelib chigadi. Bunday tenglik har bir § € N uchun,
bajarilganiigi sababli yoyilimaning yagonaligi isbot bo‘ldi.
4-teorema. Ixtivoriy o‘yin uchun, I, II va III aksiomalarni
ganoatlantiruvchi yagona (®;(v)) vektor mavjud (u Shepli vektor:
deb ataladi).
Isbot.
Z Crop =
RCN
tenglikdan

o(v) = (Y Crur) = Y Crblv)

RCN RCN

v(8S), S C N xaraktcristik funksiyali o‘yin uchun, Shepli vektori-
ni hosil gilamiz. vp(S), S € N — xarakteristik funksiyali sodda
o‘yinlar uchun, Shepli vektori yagona va (3.7) yoyilma yagona
ekanligidan ®(v) ning yagonaligi kelib chigadi. Teorema isbot-
landi.

Endi, berilgan o‘yinda Shepli vektorini hisoblash usulini
ko‘rsatamiz. Bilamizki,

Demak,

' 1
‘I%;('U) = E CR(I)i(’UR) = E Cr--.
RCN RN r

2

Bunga Cp ning ifodasini go'yamiz:
. 1
&,(v) = _( _1)e ):
)= >0 (2 0T@Q)
RCNicR  QCR
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(X @) (39

QCR RCNQU{I}CR

quyidagi belgilashni kiritaylik:

1
: — 1y 9= (3.
WHQ= Y (- (39)
HCN
QUIICR

Agar €Q)' bo'lib @ = Q' U {i} deb olinsa, fagat ¢ = ¢’ + 1
dan tashqari hollarda (3.9) tenglikning o‘ng tomoni bir xil

qo‘shiluvchilardan iborat bo‘ladi, bundan

(@) = —%(Q')

ekanligi kelib chigadi. Endi (3.8)-yig'indidagi qo‘shiluvchilarni ¢’
va Q = @ sup{z} lar bo‘yicha juft-juft qilib ajratilsa,

2(0) = 3 (WQWQ) + H(Q\ {iw(@\ {i}) =
JCN
€Q

=) " %Q(Q) —v(@\ {i}))
)

tenglik o'rinli boladi. Agar i € Q bo'lsa,
ool
WQ) = Yo (-1
RCN
QCR

yig'indida elementlari soni r ga teng va @ C R C N shartni
qanoatlantiruvehi R to‘plam soni C;~7 ga teng bo‘ladi. Demak,

Z( T "CIZJ
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amino

n

PR Cedletwa ;; Z / lda(—1) 90y =

r=q

1 n 1
_ / S e U1y IR et i = / (1~ 2)229-1dy.
0 ™9 0

Bu oxirgi integral Eylerning birinchi jins integrali deb ataladi va
uning giymati
(n—q)l(g—1)!

n!
ga teng. Bundan kelib chigadiki,

=y W(@,(QH(Q\{i}))J:m, . (3.10)
QCN '
i€l

Shepli vektorining kamchiliklaridan biri, uning C' — yadro-
ga tegishli emasligidir. Agar (3.10)-formula yordamida ko‘rilgan
o'vinga mos Shepli vektori hisoblab chigilsa, u quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:

w-( 14D

Quyidagi Mashler — Peleg nomi bilan ataluvchi misol uchun,
xarakteristik funksiyani quraylik. Berilgan ishni bajarish uchun,
to‘rtta mutaxassis jalb gilingan bo‘lib, bunda ularning barchasi
ishtirok ctishi shart emas. Ammo olinadigan yutugni mutaxas-
sislarning barchasiga tagsimlab berish kerak. Buni o'yin sifati-
da qarab, uning xarakteristik funksiyasini quradigan bo'lsak, u
quyidagicha bo‘ladi: v(7) = 0,7 = 1,2,3,4, v(2,3) = v(3,4) =
v(2,4) = 0, v(1,2) = v(1,2,3) = »(1,2,4) = v(1,2,3,4) =
1, v(1,3) = v(1,3,4) = v(1,4) = v(2,3,4) = 1.
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Bu yerda ishni uddalay oladigan koalitsiyalarga mos yutuq 1,
aksincha uddalay olnaydiganlarga 0 yutug mos keltirilgan.

O‘yinning n — yadro yechimi

1969-yili belgiyalik matematik D.Shmaydler tomonidan koo-
perativ o‘yinlar uchun, n — yadro yechim tushunchasi kiritilgan.

n — yadro yechim shunday = € E tagsimotki, unda z(S) = Y z;
ies
soni mumkin qadar v(S), S € N soniga yaqin bo‘ladi. Bunda
e(S,x) = v(S) — X z; soni ekscess deb ataladi.
€S
n — yadroni aniqlash quyidagicha amalga oshirilishi mumkin:
min max e(.S, z).
z€lk SCN
Faraz gilaylik, ichki maksimum 51, .5,, ..., Sk larda, tashqgi mi-
nimum F(C F) da crishsin. U holda
min  max  e(S, z)
rek;  SCN
S§#S1.59,....5;
hisoblanadi. :
Faraz qilaylik, ichki maksimum Sgyq,Sge9, ..., S¢ da, tashqi
minimum Fy(E)) da crishsin. U holda
min  max e(S, )
rek]  SCN
§:£81,59,..,5¢
masala ko‘riladi va hokazo. Natijada ko‘rsatiladiki, bu jarayon-
ning oxirida yagona x*{(€ F) tagsimot aniglanadi, u n — yadro
deh ataladi. n— yadro topishni chizigli dasturlash masalasiga
keltirib yechish ham mumkin:

x; > v(i),i=1,2,...,n va in = v(N)
ieN
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shartlar ostida y > v(S) — Y, z;, S C N tengsizlikda y ning
€S
minimum qiymati 5 bo‘lsin. 13 = Y z; tenglik S = Sy, Ss, ..., Sk
i€S

larda bajarilsin. U holda ikkkinchi masala yechiladi:

y>v(8) Y @, SCN, S#£8, 5, ..., 5,

€f
U = U(S) - Zwi: S = Sls SZa "'1514:3
€S
> @ =v(N), (3.11)
e N

z; > v(i), i=1,2,...,n

chekli sondagi shunday masalalarni yechish natijasida yagona z —
n — yadro tagsimotni aniglovehi (3.11) ko‘rinishdagi tenglamalar
sistemasiga kelamiz.

Yuqorida ko'rilgan to‘rt mutaxassisdan iborat bo‘lgan Mash-

ler — Peleg misolini qaraylik. Bu o‘vin uchun, n— yadro
2 111 Q] ] sy ve i Q :l; _]:. 1 l
£ 5 5 g) tagsimotdan iborat, Shepli vektori csa (2, B 5 6)

tagsimotdan iborat edi.

Bunda birinchi tagsimot — n — yadro ikkinchi Shepli vektoriga
qaraganda adolatliroq, chunki ikkinchi tagsimotda yutugning
teng yarmi birinchi o'yinchiga berilgan, aslida u uchta mutaxas-
sisni emas, tkkita mutaxassisni almashtira oladi. Shu ma’noda
n — yadro yechim, bizning tasavvurimizdagi adolatli tagsimotni
ifodalaydi.

4-§. Cheksiz o‘yin

Biz shu paytgacha ko'rgan o‘yinlar antagonistik bo‘lib,
o‘yinchilarning sof strategiyalari soni chekli edi. Ammo ayrim
amally masalalarda o‘yiuchilarning strategiyalari sonini cheksiz
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ko'p deb faraz etish bilan, matematik analizning ma’lum usul-
larini go‘llash imkonivati ochiladi. Bu yerda ikkita holni ajra-
tib ko‘rish maqgsadga muvofiq: 1) o‘yinchilarning strategiyalari
sanoqli sonda; 2) strategiyalar to‘plami kontinuum bo‘lib, ularni
biror kesma orqali ifodalash mumkin.

Birinchi holda "odatda" o'yinchilarning yutuglari yig‘indi
ko‘rinishda ifodalanib, bu qatorning yaqinlashish masalasini
hal ctish kerak bo‘ladi. Shu bilan birga, kafolatlangan yutuqni
ta’minlovchi strategiyalarni aniglash talab ctiladi. Ko‘rsatish
mumkinki, bu oxirgi ikkala masala har vaqt ham ijobiy hal
ctilmaydi. Ikkinchi holda csa ko‘rilayotgan o'vinni vechish
ma’nosida katta yutuqlarga crishilgan. Ya’ni, deyarli umumiy
talablar ostida o‘yinchilarning optimal strategiyalari aniglangan.

Kvadratda o‘yin. Optimal strategiya va o‘yin bahosi

Chcksiz o'yinlar ichida, o‘yinchilarning sof strategiyalari to'g‘ri
chizigdagi biror kesmaning nuqtalaridan iborat bo‘lishi alohi-
da ahamiyat kasb ctadi. Ammo bilamizki, bir qiymatli akslan-
tirish yordamida ixtiyoriy kesmani [0,1] kesmaga o‘tkazib olish
mumkin. Shu sababli o‘yinchilarning sof strategiyalari to‘plami
[0, 1] kesma nuqtalaridan iborat bo‘ladi. U holda (z,y), z,y €
[0,1] juftlik o‘yinning holatini aniqlaydi. [0,1] x [0, 1] kvadrat-
da aniqlangan w(z,y) funksiyaniug birinchi o'yinchi « € [0, 1],
ikkinchi o‘yinchi y € [0, 1] sof strategiyalarini tanlagandagi qiy-
mati birinchi o‘yinchining yutug‘ini ifodalaydi.

Agar antagonistik o‘yin ko‘rilayotgan bo‘lsa, w(z,y) mos ra-
vishda ikkinchi o'yinchining maglubiyatini yoki —w(z,y} yu-
tug‘ini aniglaydi. Demak, antagonistik o‘yinda har bir (z,y) €
[0, 1] x [0, 1] holatda o‘yinchilar oladigan yutuglar yig‘indisi nolga
teng bo'lar ekan.

Shu sababli w(z,y), (z,y) € [0,1] x [0,1] funksiya qiyma-
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tini birinchi o‘yinchi z € [0,1] argument bo‘yicha maksimum,
ikkinchi o'yinchi esa y € [0,1] argument bo‘yicha minimum qi-
lishga harakat giladi.

Xuddi jadvalli o‘yin kabi, bu yerda ham ikkita son aniglanadi:

w; = max min w(z,y) (4.1}
ze[0,1] yeld,1]

va,

: e
wrr = min max w(z,y). (4.2}
ye[0,1] z€f0,1] (=, ’

Bu yerda mos maksimum va minimumlar erishiladi, deb faraz
etiladi. Albatta, bu shartlar w(z.y), (z,y) € [0,1] x [0,1]
funksiyaga nisbatan chegaralar qo'yishga olib keladi. Masalan,
uzluksizlik, qavariglik, botiglik, varim uzluksizlik va hokazo.

wy, wy; sonlari mos ravishda quyi va yuqori o‘yin baholari
deb ataladi. Bizga ma’lumki, chekli antagonistik oyinlar uchun,
wy = wyy tenglik aralash strategiyalar tushunchasi kiritilgandan
so‘ng har vaqt o‘rinli bo‘lar cdi. Xuddi shunga o‘xshash cheksiz
antagonistik o‘yinlar nchun, umuman w; # wyy. Ammo tagsi-
mot funksiya tushunchasi kiritilgandan so‘ng wy, wyy lar uchun,
wy = wyy tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Mabodo, shunday =g,y € [0, 1] sonlari topilsaki, ular uchun,

w(zo, Yo) = Wy = Wiy

tengliklar o'rinli bo‘lsa, u holda xg, 3 sonlari birinchi va ikkinchi
o‘vinchilarning mos ravishda sof optimal strategiyalari, w(zq, yo)
soni o ‘yin bahosi deb ataladi.

1-ta’rif. Agar zg, 4o € {0, 1] sonlari uchun,

'LU(.'ZI, yU) S ’w(l'(), yU) S ’71)(930: y) (43)

go'sh tengsizlik ixtiyoriy z,y € [0,1] larda o'rinli bo'lsa,
(2o, yo) w(z,y) funksiyaning egar nugtasi deb ataladi.
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1-teorema. g, 4y € [0, 1] sonlari o'yinchilarning mos ravishda
sof optimal stratcgiyalari bo'lishi uchun, (g, yo) juftlik w(z,y)
funksiyaning egar nugtasi bo‘lishi zarur va yetarlidir.
Bu teoremaning isbotini keltirishdan avval, quyidagi tecorcmani
keltirib o‘tamiz.
2-teorema. (minimaks tengsizligi)
max min w(z,y} < min max w(z,y), 4.4)
z€[0,1] ye[0,1] ( ’y) yef0,1] x€(0.1] ( (
ya'ni w; < wyy tengsizlik o'rinki.
Isbot. Quyidagi tengsizlik:

Hz,y) < max w(x,1
w(z.y) < max w(z,y)

ixtiyorly y € [0, 1] da bajariladi. Demak,

oy S ey 09

tengsizlik o‘rinli bo‘lib, o'ng tarafda o'zgarmas son turibdi. {4.5)
tengsizlikning chap tarafida ixtiyoriy z € {0,1] soni ishtirok et-
ganligi sababli, undan (4.4) kelib chiqadi.

1-teoremaning isboti. Yetarliligi. Faraz qilaylik, (zg,y0) €
[0,1] x [0,1] juftlik w(z,y), (x,y) € [0,1] x [0,1] funksiyaning
cgar nuqtasi bo'lsin. U holda, ko‘rsatamizki w; = wy; tenglik
o'rinli bo‘ladi.

Egar nuqtaning ta'rifiga asosan (4.3) qo‘sh tengsizlikning chap
tarafidagi tengsizligidan

max w(z, ") < w(z®, %)
z€(0,1)

munosabat kelib chiqadi, yoki

min max w(z,y) < w(z’,y") (4.6)
y€|0,1] z€f0,1]

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

188



Xuddi shunday mulohazani (4.3) ning o‘ng tarafiga qo‘llab,
4% < max min w(z,y)w(z,y) (4.7)

w(x
ze[0,1] yelo,1]

tengsizlikka ega bo‘lamiz. (4.6), (4.7)-munosabatlardan

1 1 \ .
wy; = min max wi{z,y) < max min w(x = 48
! y€[0,1] z€[0,1] ( ¥ z€[D.1] ye(0.1) ( ’y) u ( )

tengsizlik kelib chigadi. (4.4) va (4.8)-tengsizliklar w; = wy; =
w(z”,y%) ckanligini keltirib chiqaradi.

Zarurligi. Faraz qilaylik, (4.1) va (4.2) da minimum va
maksimumlar erishilsin va w; = wy; tenglik o'rinli bo'lsin.
w(z,y), {(z,y) € [0,1] x [0, 1] funksiyaga maksimum va minimum
qiymat beruvchi sonlar mos ravishda z° va 3" bo'lsin, ya'ni

w(z®, y") = wy = wyr. (4.9)
U holda

max min w(z,y) = min w(x < wlzn. Yo).
z€[0,1] y<[0,1} (2:9) y€[0,1] (z0,y) < w(zo. ¥0)

Demak,

ax min w{z,y) < wlxg, yo).
;crg[(]:l] y€f0,1) (z,y) < w(zo, %)

Ikkinchi tomondan

min max w(x,y) = max wiz,Yo) 2 w(To, o)-
y<(0,1] z€(0,1] (z,) ze(0,1] (@, %) (%o, o)

Demak,

max min w(z,y) < w(zg,yo) < min max wiz,y). (4.10
x€[0,1} yef0.1] (.9) 0. ) yel0,1) zel03] ). (410)

Ammo (4.9) tengliklardan kelib chiqadiki,

i ax w(z,y) < wizg,y), 4.11
1/3(111}1] fel{n,u (z.y) < wlzo,y), (4.1
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: 5 e > 19
Toax i u (x,9) > w(z, o) (4.12)

tengsizliklar ixtiyorly z,y € [0,1] lar uchun, o‘rinli bo‘ladi.
(4.10)—(4.12)-munosabatlardan ixtiyoriy =,y € [0, 1] lar uchun,

'U)(ZL', y(]) < ‘IU(.’L'()’ y()) < ‘w(mﬂa 31)

qo‘sh tengsizlikka cga bo‘lamiz. Bu esa (zo,y0) juftlik
w(z,y), z,y € [0,1] funksiya uchun, cgar nuqta ckanligini tas-
diglaydi. Teorema ishotlandi.

Quyidagi misollarui ko‘raylik:

1-misol. w(z,y) = 3z*—y, 2.y € [0,1] yutuq funksivali o'yin
ko‘rilayotgan bo‘lsin.

N . 2N 2 RS S
= 1 9 = g0+ i (0 =81 =2
xuddi shunday yo‘l bilan ko‘rsatish mumkinki wy; = 2.

Demak, bu o‘yinda o‘yinchilarning optimal sof strategivalari
mos ravishda 2y = 1, yp = 1 dan iborat bo‘lib, o'yin bahosi w = 2
ga teng. l-teoremaga asosan (1,1) juftlik w(z,y), z,y € [0,1]
funksiyaning cgar nuqtasini tashkil giladi.

2-misol. O‘yinning yutuq funksiyasi

w(z,y) = (z~y)°, z,y € 0,1]
ko‘rinishda bo‘lsin. wy, wy; larni hisoblaymiz:

. 2
wy = max min (r — ¢, Y=o
z€0.] ye{();l]( )

deb olish hisobiga

. V2 1
wy; =0, wyy = min max (CL' — y)? = max (q; — _) ——
ye[0,1) z€[0,1) zel0.1] 4

kelib chigadi.
Demak, bu o'yin uchun, w; # w;;, ya'ni o‘yinchilarning sof
optimnal stratcgiyalari mavjud cmas.
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Uzluksiz yadroli o‘yin

Yuqorida ko‘rdikki (2-misol}, berilgan o‘vinuning yechimi sof
strategiyalarga nisbatan doim ham bo‘lavermas ekan. Shu sabab-
li, xuddi jadvalli o‘yinlardagi kabi o‘yinni kengaytirish (to‘g'ri-
rog'i strategiyalar to‘plamini kengaytirish) zaruriysti tug‘iladi.
Buning uchun, tasodifty migdorning tagsimot funksiyasi tushun-
chasini kiritamiz. Agar £ bilan tasodifiy migdorni belgilasak.
uning x dan katta giymat qabul gilmaslik chtimolini F(x) =
P(¢ < z) bilan belgilaymiz.

2-ta’rif. Quyidagi: F(0) =0, F(1) =1 va

F(z'y < Flz) agar 2/ <z
{ F(z)=F(z+0) agar z#1
shartlarni qanoatlantiruvehi F(xz) funksiyaga aralash strategiyo
deb ataladi.

Agar birinchi o‘'yinchi z € [0,1] sof strategiyasini, ikkinchi
o'vinchi G(y), y € [0,1] aralash strategiyasini qo‘llasa, u holda
birinchi o‘yinchining o‘rtacha yutug'i:

l.
w(z,G) = j w(z,y) dG(y) (4.13)
0
Stiltes integrali qiymatiga teng bo‘ladi.

Xuddi shunday, agar birinehi o‘yinchi F(z), z € [0,1] aralash
strategiyani, ikkinchi o‘yinchi y € [0, 1] sof strategiyani qo‘llasa,
birinchi o'yinchining o‘rtacha yutug'i:

1
w(F,y) = /w(w, y)dF(x) (4.14)
0

Stiltes integrali giymatiga teng bo‘ladi. Agar birinchi o‘yinchi
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F(z), z € [0,1], ikkinchi o'yinchi G(y), y € [0, 1] aralash strate-
giyalarni qo‘llasalar, birinchi o‘yinchining o‘rtacha yutug'i:

11
w(F,G) = w(z,y) dF(z) dG(y) (4.15)
[l

Stiltes integralining qiymatiga tcng bo'ladi. Bu  yerda
(4.13)—(4.15) integrallarning mavjudligi talab etilgan. Bun-
da quyidagi savollar kelib chigadi:

wy = max ménw(F, G), wy = ngll,lrlgxu;(F, G)

lar mavjudmi va ular tengmi?

Agar bu savollarga ijobiy javob berilsa, o'yin to‘la yechilgan
bo‘lib, o‘yinchilarning optimal strategiyalari va o‘yin bahosini
aniqglash lozim bo‘ladi.

1-lemma. Agar w(z,y), z,y € [0, 1] ikkala argument bo'yicha
uzluksiz funksiya bo'lsa, ixtiyoriy F(z), z € [0,1)(G(y),y €
[0,1]) tagsimot funksiya uchun,

1
wnly) = / w(e,y)dF(@), y € [0.1],
0

(wz(:x;) = /w(a:,y) dG(y), =z € [0, 1])
0

funksiyalari uzluksizdir.
Isboti. Isbotni wy(y), ¥ € [0,1] funksiva uchun, ko‘rsatamiz
(wo(z), T € [0, 1] uchun, xuddi shunga o‘xshash isbotlanadi).
Uzluksizlik ta’rifiga asosan ixtiyoriy € > 0 uchun, shunday
8 > 0 mavjudki: |y; — ye] < 8 bo'lsa |w(z,y1) — wlx,y)| < =
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kelib chigadi. Demak,

i) — (e, )l = | [(w(o, ) — w(a ) dF ()| <

1 1

< /|w(x,y1) —w(z, )| dF(z) < E/ dF{z) =«.
0 0

Lemma isbot bo'ldi.

2-lemma. Faraz qilaylik, w(z,y), z,y € [0,1] uzluksiz fun-
ksiya va F(z), z € [0,1)(G(y), y € [0, 1]) ixtiyoriy tagsimot. fun-
ksiya bo‘lsin. U holda ixtiyoriy y € [0, 1](Z € [0, 1}) sonlari uchun
shunday Goly), v € [0,1)(Fo(z), z € [0,1]) tagsimot funksiya
mavjudki, uning uchun quyidagi'

wy(y)= / w(z, ) F(x)= //w(:z: y)dF(z)dGy(y)

CECE f (&, 3)dC(y) = f 0/ ol AR (2)AG) (416

tenglik o rmh bo'ladi.

Isbot. Biz birinchi tenglikning o‘rinli ckanligini ko‘rsatamiz
(ikkinchisi shunga o‘xshash ko‘rsatiladi). Go(y), y € [0, 1] taqsi-
mot funksiyani quyidagi ko‘rinishda tanlab olamiz:

0, 0<y<g
Stiltes integraliga mos kelgan yig‘indini tuzamiz. Buning uchun,
0,1 oraligni 0 = yp < 1 < w1 <P <y < .. < yp =1
nuqtalar bilan bo'lib, integral yig'indini tuzamiz:

Z wi(z) [Golyr) — Golyr-1)]- (4.17)
k=1
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Ammo Gy(y), y € [0, 1] funksiyaning tuzilishiga ko‘ra, Go{yz) —
Go(yr-1) = 0, agar k # 1 va Go(yr) — Golyr—1) = 1 bolganligi
sababli (4.17) dan

Zﬂn(zk) [Go(yr) — Galys-1)] _ wy(z)

tenglik kelib chiqadi, bu yerda z; € [yr_1,vx]. wi(y), y € [0,1]
funksiyaning uzluksizligiga asosan ixtiyoriy € > 0 uchun, shunday
0 > 0 topiladiki, Ay =y — w1 < 9, k= 1,2, ...,n bo‘lganda

|wi(z:) — wi(H)] < e
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. (4.15) va (4.16)-munosabatlardan

12"01(%) [Golye) — Golyx- 1)} — wl(y)‘ <e

k=1
tengsizlik, bundan esa

Jim > wi(2) [Golwe) — Goly-1)] = wi(@) (4.18)
A0 g1

tenglik o'rinli bo‘lishligi kelib chigadi, bu yerda A = max A,.

1<i<n

Demak, (4.18) dan kelib chiqadiki, har bir berilgan ¢ € [0,1] son
va F(z), z € [0,1] funksiya uchun, shunday Go(y), y € [0,1],
funksiya mavjud ekanki, uning uchun, (4.7) tenglik o‘rinli ckan.
Shu bilan 2-lemma isbot bo‘ldi.

3-lemma. Agar w(z,y), z,y € [0, 1] uzluksiz funksiya bo'lsa,
u holda

11
wy = sup iI(lyf / / w(x,y)dF(x) dG(y), (4.19)
I x
0

1
wyy —mfsu //w(m y) dF (2} dG(y) (4.20)
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sonlari mavjud va ularni quyidagicha
1

wy = max min / w(x,y)dF(zx),
v
0

wyy = ménma.x/w(x,y) dG(y)

aniglash mumkin (ya’ni sup, inf larni max va rin larga almash-
tirish mumbkin).

Isbot. w(z,y), z,y € [0,1] uzluksiz funksiya bo‘lganligi
sababli, shunday A musbat soni mavjudki [w(z,y)| < A teng-
sizlik barcha z,y € [0, 1] lar uchun, bajariladi. Demak, ixtiyoriy
F(z), z € 0,1], Gly), y € [0,1] taqsimot funksiyalari uchun,

‘/I/ w(z,y) dF(z) dG(:f; [/‘w z,y) dF (z) dG{y)
0 0

11
< A// dF(z}dG(y) = A
0 0

tengsizlik o'rinli. Bundan (4.19) va (4.20) sonlarining mavjudligi
kelib chiqadi.

L
Avvalwi(y) = [w(z,y) dF(x), z € [0, 1] funksiyani ko‘raylik.
0

Bu funksiya ixtiyoriy F(z), z € [0, 1] tagsimot funksiya uchun,
uzluksizdir. Faraz qilaylik, un(g) = m[(i)nl] wy(y) bo'lsin. U holda

w (g) < y13%1n]w;(y) tengsizlik ixtiyoriy ¥ € [0,1] uchun ofrinli

bo‘ladi. Ixtiyorly G(y), y € [0, 1] tagsimot funksiya uchun,
1 1
(@) =) [ a6 = [w@dcw <
0 0
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gjju:mde(xdG()
0 ¢

1 1
wi(@) < i [ [veyir@acy.  aw
0O n

Dcmak,

Ikkinchi tomondan 2-lemmaga asosan:

11 11
inng”Jw(x,y) dF (z)dG(y) < f{w(fc,y)

0 (4.22)

4F () dGoly) jwu, §) dF(z) = wi(g),

bu yerda Go(y), y € [0,1] funksiya yugorida aniglangan. (4.21)
va (4.22)-munosabatlardan

L1
wi (%) =igf// w(z,y)dF(z) dG{y)
0 0

tenglik o‘rinli ekanligi kelib chigadi, bundan G(y) = Gy(y), y €
[0, 1] bo‘lib, quyidagi
1

/ [ e ar ) aci) - f / w(z, y) dF(z) dGly) =
0 ¢ 2 1

1

= min /w(x'q) dF(z)

yel0,1]
0
munosabat kelib chiqadi.
1
= i 4 dF(x .
W = sup min / w(z,y) dF (z) (4.23)
0
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sonni aniglanishiga ko‘ra, yuqori chegaraning tarifiga asosan
Fi(z), B(z),..z € [0,1] tagsimot funksiyalar ketma-ketligi
mavjudki, ular uchun,

' 1

wy = lim min / w(z,y) dFy(z) (4.24)

n—00 ye[0,1]
0
tenglik o‘rinli.

Umumiylikka zarar keltirmasdan {F,(z}} funksiyvalar ketina-
ketligidan nuqtalar bo‘yicha biror F*(z), z € [0,1] tagsimot
funksiyaga vaqinlashuvchi gism ketma-ketlik ajratib olish mum-
kin, buni biz yana {F,(z)} bilan belgilaymiz. Demak,

1 1

lim fw(:r,y*) dF,(z) = /w(:c, Yy dF™(x),
N0 .
0 0
bu yerda
1 1
—/w(:z,y*) dF*(z) = min /w(:;;,y) dF*(z), (4.25)
-yE[OJ.]
0 0
1 1

/ wiz,y*) dFy(z) > min / w(z, y) dFy(z)
yel0.1]
4] 0
tengsizlikdan kelib chiqadiki,
1 1

nln)rgo ‘ / w(z,y*) dF,(x) > 72]1_1)1010 Urcrhl)rh / w(z,y) dFy(z) (4.26)
0 0

(4.25) va (4.26) dan
1 1

min /w(w, y)dF*(z) > lim min /u,(’z,f;) dF,(z)
y€.1] n—0 yeln,1]
0
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(4.23), (4.24) larga ko'ra,
1

1
min1/ (z,y}dF*(z) > sup mm /w(:c,y) dF{z) (4.27)

y€[0,1]
0

ikkinchi tomondan
L |

sup min /w(:x:,y) dF(x) > min /w(.: y)dF™*(z) (4.28)
F ye[01 yef0,1)
0
(4.27) va {4.28) lardan
1 1
min /w(:c,y) dF*(z) = sup min /w(x,y) dF(x)
yel0.1] F yef01] s
tenglikni hosil gilamiz. Bundan kelib chigadiki,
1
wr = max min /w(:n y) dF(z).
F yelo,1]
0
Xuddi shu usul bilan wy; ham aniglanadi.
4-lemma. Agar w(z,y), z,y € [0, 1] uzluksiz funksiya bo'lsa

Wy = wWyr
bo‘ladi.
Isbot. Ixtiyoriy n natural soni uchun, [0,1] segment %, i =
0,1, ...,n nugtalar yordamida n ta oraliglarga bo‘lingan bo‘lsin.
Quyidagi:

w~—w(i —J-), i,j=1,2, ..

b n'n

belgilashlarni kiritaylik. U holda, ma’lumki (w” jadvalli o‘yin
yechimga cga. Shumng uchun, o‘yinchilarning opt1ma,1 strate-
giyalari £ = (£, St = (0, ny, ..., ) va o'yin baho-
si w” mavjud. w( x y) funksiya [0,1] x [0,1] kvadratda uzluk-
siz. bo‘lganligi sababli, u tekis uzluksiz bo‘ladi. Shu sababli
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ixtiyoriy £ > 0 soni uchun, shunday ¢ > 0 soni topiladi-
ki, agar /(z ~a')2+ (y — ¢)? < & tengsizlik bajarilsa, un-
dan |w(z,y) — w(2',y)] < € tengsizlik bajarilishi kelib chi-
qadi. n soni shunday tanlab olinadiki 1 < & tengsizlik o‘rinli
bo'lsin. Birinchi o‘yinchining uzluksiz o‘yindagi aralash strate-
giyasi F,(z), 0 < z <1 ni quyidagi ko‘rinishda qurib olamiz:

[n]
1
Fo(z) = /5{", Fo(z)=0,agar 0 < z < -
i=1
bu yerda [nz] nz sonining butun qismi. y € [0,1] ixtiyoriy son
bolsin. 7 = [ny| belgilashni kiritsak:

ny—1<j<ny
yoki )
y—2| <o
n
tengsizlik kelib chiqadi. Demak,

lw(z,y) — w(z, %)\ <e

tengsizlik o‘rinli bo‘lar ckan.
Stiltes integralining ta'rifiga asosan
1
w(F,,y) = [w(z,y)dFu ) =
n © (4.29)
= lim (3 w(z, y)(Fa(i) — Fulion))).

Bu verda :c,;;l < z < oz, = %, 1 = 0,1,...,n. Ammo
E(z;) - Fo(mio) = €7, shu sababli (4.29) dan
k1
w(Fy,y) = JHIJOZw(z,-,y)S‘ (4.30)

i=1
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tenglik kelib chigadi. w(z,y), z,y € [0,1] mng tekis uzluksizligi
va (4.30) tenglikdan kelib chigadiki, berilgan € > 0 soni uchun,
shunday ¢ > 0 mavjudki, barcha natural n sonlar uchun,

n

w(F,,y) — Z w(z, y)&

i—l

' LY — Z wj

tengsizliklar bajariladi. (4.31), (4.32) tengsizliklardan

< 5 (4.31)

va

(4.32)

n

[w(Fny) — D urer

21

_E
2
tengsizlikka cga bo‘laruiz. Demak, ixtiyoriy y € [0, 1] uchun,
w{F,,y) >w" —¢ (4.33)
tengsizlikni hosil qilamiz. (4.33) dan kelib chiqadiki,
wy >w" —¢. ; (4.34)
Xuddi yuqoridagi usul bilan keltirib chigarish mumkinki,
wyy < w'h s, (4.35)
(4.34) va (4.35) tengsizliklardan
wyp < wyp+ 2
kelib chigadi. Oxirgi munosabatda e ixtiyorly bo‘lganligi sababli
wy < wy {4.36)
kelib chigadi, ammo bilamizki

wyy > wy (4.37)
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shuning uchun, (4.36), {4.37) lardan
Wy = Wy
tenglik kelib chigadi. Teorema igbotlandi.
Yuqoridagi teorcma, isbotidan kelib chigadiki,

lim w" = wy
n—00

va, Fp(z), 0 < z < Istrategiya berilgan uzluksiz o'yinda birinchi
o'yinchining optimal aralash strategiyasini yctarlicha aniqlikda,
approksimatsiya giladi.

Botigq — qavariq o‘yin

Avvalgi punktda ko‘rdikki, chcksiz o‘yinlar uchun, optimal
strategivalarni topishning umumiy analitik usuli hozircha yo'q.
Shu sababli w(z,y). z,y € [0,1] funksiyaga ayrim shartlar
qo‘yish yordamida o‘yinning analitik yechimini ko‘rsatish mum-
kin bo‘ladi.

Bu yerda shunday shartlardan birini keltirib, o‘yinning yechish
yo'lini ko'rsataiiz.

3-ta’rif. Bir o‘zgaruvchili f(z), ¢ < z < b funksiya gavarig
(botig) deyiladi, agar ixtiyorly x1,z2 € [0, 1] va ixtiyoriy 0 < A <
1 soni uchun,

fOzy + (1= X)m) < Af(m) + (1 — A) f(g)
(f(Az1+ (1 = Nz2) < Af(zy) + (1= A)f(z2)) (4.38)

tengsizlik o'rinli bo'lsa.
Agar (4.38) tengsizlik 0. < A < 1 soni uchun, gat’ly bo‘lsa,
f(z), a <x < b funksiya qat’iy qavariq (botiq) deyiladi.
4-ta’rif. Tkki o‘zgaruvehili w(z,y), e < 2 < b,ce <y < d
funksiya botiq — qavariq deyiladi, agar har bir y € [c, d] uchun,
x bo'yicha botiq va har bir z € [a,b] uchun, y bo'yicha qavariq
bo'lsa.
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Qat’iy botig — quvarig deyiladi, agar u mos ravishda x bo‘yicha
qat’ly botiq, y bo‘yicha qat’iy qavarig bo‘lsa.

3-teorema. Agar uzluksiz w(z,y),z,y € [0,1] funksiya bo-
tiq — qavarig bolsa, u holda o'yinchilarning sof optimal strate-
giyalari mavjud.

Isbot. w(z,y), z,y € [0,1] funksiya uzluksiz bo‘lganligi
uchun, teorema 2.1 ga asosan o‘yinchilarning optimal aralash
strategiyalari mavjud, ular mos ravishda Fy(z), 0 < z <
1, Go(y), 0 <y <1 bo'lishsin.

Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

1 1
Ty = /l‘dFu(iﬂ): yo = /’deo(y)-
0 0

Endi ¢,y o'yinchilarning sof optimal strategiyasini tashkil
etishligini ko‘rsatarniz.

w(z,y) funksiya 2 bo‘yicha botiq bo‘lganligi sababli har bir y
uchun, shunday « soni topiladiki,

wy(z) = w(z,y) — oz

funksiyasi aynan xg da maksimumga erishadi. Demak,
1

1
w(Fy,y) = [ w(z,y)dFo(z) = [ (w,(z) + az)dFy(r) <
Juesisio |

]

1
< /(wy(xo) + axp) dFy(z) = wy(ro) + axy = w(zg, y).
0

Bundan max w(F,y) = w(Fy,y) < w(xg,y) tengsizlik ixtiyo-
riy y € [0, 1] uchun bajarilganligi sababli, 2y birinchi o'yinchining
optimal strategiyasi ekanligi kelib chiqadi.
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Xuddi shu usul bilan ko‘rsatish mumkinki, ngnw(w,G) =
w(z,Go) > w(z, ) tengsizlik ixtiyoriy € [0,1] uchun, ba-
jariladi. Demak, yo ikkinchi o‘yinchining sof optimal strategiyasi
bo‘lar ekan. 3-teorema isbot bo‘ldi.

3-teorema sof strategivalarga nisbatan ta’riflangan bo‘lsada,
ishotida aralash strategiya ishlatilyapti. Shu ma’'noda tcorema
isboti ancha murakkablashtirilgan.

Shu sababli quyidagi tcoremani keltiramiz.

4-teorema. Agar uzluksiz w(z,y), z,y € [0, 1] funksiya qat’iy
botiq — gavariq bo‘lsa, u holda o‘yinchilarning sof optimal stratec-
giyalari mavjud.

Isbot. Har bir y € [0,1] uchun, w(z,y) funksiya z bo'yicha
maksimumga erishadi. Maksimum nuqtasini ¢(y) bilan belgilay-
lik. w(z, y) ning uzluksizligidan foydalanib p(y), 0 <y < 1) ham
uzluksiz funksiya ekanligini ko‘rsatish mumkin. Demak,

maxw(z,y) = wp(y),y), 0 <y <1

uzluksiz funksiya ckan.
Xuddi shu usul bilan shunday uzluksiz ¢(z), 0 < z < 1) fun-
ksiya aniglanadiki, uning uchun,

minw(z,y) = w(z,P(z)), 0 <z <1
v

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Endi p(y), 0 <y <1 vay(z), 0 < 2z < 1 funksiyalarining
superpozitsiyasi p((x)), 0 < z < 1 ni qaraylik. Bu uzluksiz
funksiya bo‘lib [0, 1] segmentni o‘ziga akslantiradi. Shu sababli
Kakutani tcoremasigi ko‘ra qo‘zg'almas z¢ nugtaga ega, ya'ni

zo = p(¥(z0))-
Agar yy = (xp) belgilashni kiritsak, g = @(yo), Yo =

¥(zo) munosabatlarga ega bolamiz. Bu degani (zg,yo) juft-
lik w(z,y), z,y € [0,1] funksiyaning ecgar nuqtasi, shu bilan
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o'yinchilarning sof optimal strategiyalari ekanligini bildiradi. Teo-
rema isbotlandi.
3-misol. Quyidagi

w(z,y) = -2+ 2 —day+32 -2y, 0<2<1,0<y<1
funksiya orqali uzluksiz o‘yin berilgan bo'lsin. wee = —2, wy, = 4
bo‘lganligi sababli, berilgan funksiya qat’ly botig-qavariq bo‘ladi.

Endi ¢(y), 0 < y < 1 funksiyani aniglaylik: w, = —2z —4y+3 =
0, bundan

—4y+3 —4dy + 3
T = —%‘_——, demak p(y) = —%—

Ammo bu funksiyaning givmati [0, 1] oraliqqga har vagt ham
tegishli emas. Shuning uchun, uni quyidagicha qayta aniglaymiz:

(1, 0<y<)
—4g 43
w(y) = < ~—1’2-— 1<y<i
3 <,

Bu yerdan
wyz,y) =0

wy(x,y) =0
tenglamalar sistemasini yechish bilan: zp = %, Yo = % birinchi va
ikkinchi o‘yinchilarning mos ravishda sof optimal strategiyalarini
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aniglaymiz. O‘yin bahosi esa
15
36

w (o, Yo) = —
ga teng bo‘ladi.

Vaqtni tanlash o‘yini

Bu oyinda o‘yinchilar birlik vaqt oraliq davomida bir-biriga
bildirmagan holda, biror harakatni fagat bir marta amalga os-
hirishlari zarur. Bu harakatlarni amalga oshirish tartibi (ketma-
ketligl) juda ham muhim bo'lishi mumkin. Shu bilan birga
harakatni iloji boricha kechroq va raqibga qaraganda ertaroq
amalga oshirish magsadga muvofiq. w(z,y), z,y € [0,1] fun-
ksivaning ko‘rinishi quyidagicha:

K(z,y), agar = <y,
w(z,y) =4 ¢y), agar z=y,
L(z,y), agar = >y
bo'lsin. Bu yerda K(z,y),0 < 2 <y <1, ¢o(y), 0 <y < 1,
L(x,y), 0 <y <z <1 uzluksiz funksiyalar bo'lishsin.
Agar F(z), 0 € z < 1 — birinchi o'yinchining aralash strate-
givasi bo'lsa, u holda y € [0, 1] uchun,

w(Fy) = [ K(a,9)dF(E) +o0) (F@) - Fly—0)+
\]

1
+/L(3:, y) dF(x) (4.39)

y
tenglikka cga bo'lamiz. Mabodo, F(x), 0 < 2 < 1 uzluksiz fun-
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ksiya bo‘lsa, (4.39) ning ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:
¥ 1
w(F9) = [ K9 dF@)+ [ L) dre)
0 y

Faraz qilaylik, F(z),0 < 2 < 1va G(y),0 < y < 1lar
optimal strategivalar bo'lib F'(z), 0 < z <1, G’(y) 0<y<i1
lar uzluksiz funksiyalar bo‘lsin. Unda, ma’lumnki, agar yo € [0, 1]
uchun,

G'(y0) > 0 (4.40)
bo‘lsa,
w(F,y) =w
o'yin bahosi bo'ladi. G'(y), 0 € y < 1 ning uzluksizligidan
va (4.40) dan kelib chigadiki, ¥y nuqtaning biror atrofida ham

G'(y) > 0 tengsizlik bajariladi. Demak, bu atrofdagi y lar uchun,
dw(F,y)

—_— = 4.4
= (a1

tenglik o'rinli bo‘ladi.
(4.41) tenglikni quyidagicha yozish mumkin:
1

y
(L yK 0, 9) )= [ Ko 0)Ee)ss [ L) F @)
0 Y
Bu tenglamani F'(z) funksiyaga nisbatan yechib optimal strate-
giya topiladi.

Faraz gilaylik, #(z),0 < z < 1, G(),0 < y < 1 opti-
mal strategiyalar uzluksiz bo‘lib, F'(z), G'(y) lar mos ravishda
(a,b), (c,d) oraliglarda musbat, tashqarisida nol bo'lsin. U hol-
da F(z),0 < z <1, G(y), 0 < y < 1 optimal strategiyalarni
aniglash uchun, quyidagi munosabatlarga ega bo‘lamiz:

0<a<b<1,0<c<d<l,
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w(F,y)=w,y € (¢d),
w(F,y) > w, Vy,

w(z,G) =w, z € (a,b),
w(z,G) < w, Vz

Y
(Lly.y) - K(y,9) F'(y) = f Ky(z,y)F'(z) dz+

1

+/Ly(:1:,y)F'(x)d,x, Vy € (¢, d),

y

(K(z,z) — L{z,2))G'(z) = fL z, )G

+ f K. (x,y)G'(y) dy, Y € (,b).

(4.42)
(4.43)
(4.44)
(4.45)

(4.46)

(4.47)

Yana bir o'yin alohida o‘rganiladiki, bunda w(z,y), z,y €

[0, 1] funksiya kososimmetrik, ya'ni

Liz,y) = ~K(y,z), p(x)=0,0< 2 <1,0<y <1

ko‘rinishda bo‘ladi. Bunda, o'yin bahosi nolga teng bo'lib,
o‘yinchilarning strategiyalari ham bir xil bo‘ladi. Shu sababli: F' =
G,a = ¢,b = d,w = 0. U holda yuqoridagi {4.42)—(4.47)-

munosabatlar quyidagicha o‘zgaradi:
w(F,y) =0,y € (c,d),
w(F,y) >0, vy,

(L)~ Ku.9)FW) = [ Ky y)F (@) det

22
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b
+/ Lz, y)F'(z)dzx, Yy € (¢, d), (4.50)
y
Demak, agar o‘yinning yuqoridagi talablarni qanoatlantiruv-

chi yechimi mavjud bo‘lsa, u (4.48)—(4.50)-munosabatlardan
aniqlanadi.

Misollar

Biz bu yerda yugorida ko‘rilgan o‘yinga taallugli bo‘lgan mi-
sollarni keltiramiz.

4-misol. Quyidagi gipotetik holatni ko‘raylik. Ikki duelchi
(o‘yinchi) ¢ = 0 vagtdan boshlab bir-biriga o'zgarmas tezlik bi-
lan yaqinlashib kelmoqda va t = 1 vaqtda ular uchrashadi {biror
narsa xalaqit bermasa). O‘yinchilarning har birida qurol bo‘lib,
ular xohlagan paytlarida raqibga qarshi bir marotabagina o'q
uzishlari mumkin. O'yin qoidasiga asosan, agar ularning biri ni-
shonga tegib, ikkinchisi tegmasa, nishonga tckkan o‘yinchi yut-
gan hisoblanadi. Boshga vaziyatlarda o‘yin durang bilan tugagan
hisoblanadi.

Quyidagi ikki farazni qabul gilamiz.

1. O'yinchining ¢ vaqtda nishonga tegish ehtimoli ¢ ga teng;

2. O'yin shovqinsiz, ya'ni nishonga tegmagan o‘qning ovozi
cshitilmagan hisoblanadi.

Bu o‘yinning w(z, y), z,y € [0, 1] funksiyasini quraylik. Birin-
chi o‘yinchi otish uchun, z vaqtni tanlasa, ikkinchi o‘yinchi y > =
vaqtni tanlasin. U holda birinchi o'yinchida 1 yutugni olish ehti-
moli z ga va —1 yutuqni olish chtimoli y(1 — &) ga teng. Demak,

K(.’L’,y) =T - l'y(l _‘II") =r—=Yy+ry, T,y c [01”1
O'yin simmetrik bo‘lganligi uchun,
Liz,y)=z-y-—-xy, z.y € 0,1
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va
elz)=0,0<z <1
Ky(l', y) = -1 +,
Lz, y) =—-1—z,
L(y,y) — K(y,y) = —2¢°
munosabatlarga ega bo‘lamiz.

Faraz qilaylik, optimal strategiya F(z), 0 < z < 1 uzluk-
siz bo'lib, uning hosilasi (a, b) oraliqda musbat bo‘lsin. U holda
(4.50) ga asosan

y b
— 22 F(y) = /(—1 + z)F'(z) dz + /(—l — z)F'(x) du,
J /
bu tenglikni y bo‘yicha differcnsiallab
~yF'(y) -2 F"(y)=(y — DF () +(y+ DF(y), a <y < b

(4.51)

diffcrensial tenglamaga cga bo‘lamiz. (4.51) ni ixchamlab quyi-

dagi tenglamani hosil qilamiz:

yF"(y) = =3F'(y),a <y <b

uning vechimi quyidagicha bo‘ladi:
, k

bindi a,b va k larning qiymatlarini aniglaymiz. Faraz qilaylik,
quyidagi tengsizlik: b < 1 o‘rinli bo‘lsin, u holda w(F,y) ni y
ho'yicha uzluksizligidan w(F, b) = 0 yoki
b b
/(:L'—b+b:1;)dF(;r:) =0, /(:v—l+x)dF{:L') <0
a a
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bo‘lganligi sababli w(F,1) < 1, bu csa (4.49} ga qarama-qarshi.
Shu sababli b = 1, bundan esa

w(F,1)=1 (4.52)
tenglik o‘rinli ekanligi kelib chigadi. (4.52) dan kelib chigadiki
b
k f 2—“';3'—1 dz = 0, bundan 3¢ —4a + 1 =0.

a
Oxirgi tenglamaning ikkita ay = 1, ay = % ildizlari bo'lib a; =

1 ildiz mumkin emas, demak, a = %

F(z), 0 £ z < 1 strategiya bo‘lganligi uchun,

1
/kx_s dr =1
1
3

bundan k = i kelib chigadi. Demak, ikkala o‘yinchining optimal
strategivasi

. 1
0, .L<§
F(z) =
1 1,
g(g—ﬁ),§<’l<1

ko‘rinishida bo‘lar ckan.

5-misol. (Shovqinli ducl). Bu o‘yinda o‘q ovozi cshitiladi. De-
mak, agar birinchi tomon nishonga tcgmagan bo‘lsa, ikkinchi
tomon albatta tegadi, chunki u £ = 1 vagtgacha kutib turadi.
Shu sababli birinchi o'yinchi mo‘ljal uchun, z < y vaqtni tanla-
gan bo‘lsa, u z chtimollik bilan 1 ni, yoki 1 — z ehtimollik bilan
~1 ni yutadi. Demak,

w(z,y)=2x-1, L(z,y)=1-2y, p(r)=0,0<z <t 0<y<L

Bunga avvalgi hisob-kitoblarni qo‘llasa ham bo‘ladi. Lekin o'yin
sodda bo‘lganligi uchun, oy = y = % ckanligini topish oson.
Natijada, optinal strategiya sof bo'lib; u % ga, teng.
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5-8. Bijadvalli o‘yin

Yuqorida ko‘rdikki, antagonistik o‘yinlarda o'yinchilarning
oladigan yutuglari yig'indisi o‘zgarmas bo‘lib, uni har vaqt nol
yig‘indili o‘yinga keltirish mumkin. Bunda, demak, biror o‘yinchi
yutug'i ortsa, boshqa o‘yinchiniki, albatta. kamayadi.

Ammo shunday jarayonlar ham borki, bunda o’yinchilarning
yutuglari yig'indisi o‘zgaruvchan bo‘ladi. Shu bilan birga o'yin-
chining oladigan yutug'i, nafaqat o‘zining, shu bilan birga boshqa
tomon (ikkinchi o‘yinchi)ning qabul gilgan qaroriga (strategiyasi-
ga) ham bog'liq bo‘ladi.

Agar o‘yinda ikki ishtirokchi bo‘lib, ularning strategiyalari
chekli bo'lsa, u holda bijadvalli o‘yin hosil bo'ladi. Bunda o'yin-
chilarning oladigan mos yutuglarini (a;, b;) juftlik orqali ifodalash
muitkin. Demak,

(G,l,bl) (a.l,bn)

(A, B) _ (112, bl) ((Zz,bn)
(@, 1) o (G, b))

jadvalning (a;, b;) elementi birinchi o‘yinchi 7 — strategiyasini,

ikkinchi o‘yinchi j — strategiyasini tanlagandagi o'yinchilarning

mos yutugqlarini bildiradi.

Bu yerda ham, xuddi antagonistik o‘yin kabi aralash strategiya
tushunchasini kiritish mumkin.

Anigki, o‘yinchilarning birlashib harakat qilishlari ularning yu-
tuqlarini oshirishga katta yordam beradi, Ammo o‘yin qoidasi
yoki sharoitga ko‘ra birlashib harakat gilishning iloji bo‘lmasligi
mumkin. Bunda har bir o'yinchi o'z foydasini ko'zlab strategiya
Lanlaydi.

Biz bu yerda, aynan, shu holatni, ya'ni koalitsiya tuzish
mumkin bo‘lmagan o‘yinlarni tadqiq etamiz.

211



Afzal strategiyalarga nisbatan muvozanat holat

Bizga A va B jadvallar bilan berilgan (A, B) bijadvalli o'yin
berilgan bo‘lsin. Bunda A jadvalning clementlari birinchi, B jad-
valning elementlari ikkinchi o‘yinchining yutuqlarini ifodalaydi.
Ya'ni, masalan, birinchi o‘yinchi 4, ikkinchisi j strategiyalarini
qo‘llasalar, birinchi va ikkinchi o‘yinchining vutuglari mos ra-
vishda a;, b; sonlariga teng bo'ladi.

1-ta’rif. Biror ¢ va k lar uchun,

Qi > k;j (51)

tengsizlik barcha 7 = 1,2, ..., n lar uchun, o‘rinli bo‘lsin. U holda
birinchi o'yinchining 7 strategivasi & strategivasidan gat’iy ustun
{afzal) deb ataladi. Agar (5.1) tengsizlik qgat’iy bo‘lmasa, birin-
chi o‘yinchi uchun, ¢ strategiya k strategiyadan gat’iy bo‘lmagan
ustun (afzal) deb ataladi.

2-ta’rif. Agar biror ¢ va k lar uchun,

a,,;j 2 Q5 (52)

tengsizliklar barcha 7 = 1,2, ...,n lar uchun, o‘rinli bo‘lsa, birin-
chi o‘yinchining ¢ strategiyasi k strategiyadan to‘la ustun (afzal)
deb ataladi.

Xuddi shunga o‘xshash ta’riflarni ikkinchi o‘yinchi uchun, ham
kiritish mumkin. Bunda, endi B jadvalga nisbatan so‘z yuritiladi.

Demak, mabodo, o‘yinchining ustun (afzal) strategiyasi mav-
jud bo‘lsa, u har doim shu strategiyani tanlash hisobiga, ikkinchi
o'yinchi nima qilishidan qat’i nazar, kam bo‘lmagan yutuqga eri-
shar ckan (garang (5.2)). Shu ma'noda ustun keluvchi strate-
giyalarni tanlash magsadga muvofiq bo'ladi.

Ammo ayrim hollarda, masalan, o'yinni bir necha marta
takrorlash imkoni bo‘lgan hollarda bunday yo‘l tutish hamma
vagt ham to'g'ri bo'lavermaydi. Bunga misol keltiramiz.
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O‘yinchilarda ikkitadan strategiya bo‘lgan quyidagi bijadvalli
o'yiuni ko'raylik:

(160,0)  (10,10)
(4,B) = ((150, 120) (0,0) )

Demak, bu o‘yinda

160 10 0 10
A‘(moo)’B“(moo)

bo‘lib, bunda birinchi o‘yinchining 1-stratcgivasi 2-strategiya-
sidan ustundir. Shu sababli ikkiuchi o'yinchi 2-strategiyasini
qo‘llashi kerak bo'ladi. Bunda, o‘yinchilarning har biri 10 yu-
tugga cga bo'lishadi.

Endi faraz gilaylik, o‘yin 10 marta gaytarilib, birinchi o‘yinchi
10 tadan 8 tasida birinchi, 2 tada 2-strategiyasini qo‘llasa, u hol-
da ikkinchi o‘yinclii 1-strategiyani go‘llashi maqgsadga muvofiq
bo‘ladi. Chunki, bunda birinchi o‘yinchining yutug'i 8 - 1-]%0 +2-
1{;—?158 ikkinchisiniki 2 - % = 24 ga teng bo‘ladi.

Awmmo o‘yin bir taktli (faqat bir marta o‘ynaladigan) bo'lsa,
yugoridagi usulni qo‘llab bo‘linaydi, unda albatta, birinchi
o'yinchi 1-strategiyasini qo'llashi kerak bo‘ladi.

Xulosa shuki, agar biror o‘yinchining ustun strategiyasi
mavjud bo‘lsa, uning harakati ma’lum bo‘lib, ikkinchi o‘yinchi
uchun, ma’qul strategivani aniqlash kerak bo‘ladi. Agar ikkala
o‘yinchining ham ustun strategivalari mavjud bo‘lsa, bu eng ide-
al holat bo‘lib, o‘vin masalasi to‘la yechilgan deb aytish mumkin.

3-ta’rif. Agar 4,7 strategivalar Dbirinchi va ikkinchi
o‘yvinchilarning mos ravishda ustun(afzal) strategiyalari bo'lsa,
(i,7) afzal strategiyalarga nisbatan muvozanat holut deb ataladi.

Agar o‘yinda ustun strategiyalarga nisbatan muvozanat holat
bo'lsa, uni o'vinning yechimi sifatida gabul gilish mumkin. Ammo
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quyidagi vaziyatlar ham bo‘lib qolishi mumkin:

(100,50) (20, 50)
(4,B) = ( (100,0)  (20,0) )

Bu yerda afzal strategiyalarga nisbatan muvozanat holatlar bir
nechta bo'lib; birinchi o'yinchi uchun, 1-strategiyani tanlaydimi,
yoki 2-strategiyanimi farqi yo‘q, ammo ikkinchi o‘yinchiga buning
katta ahamiyati bor.

Shunday vaziyatlar bo‘lishi mumkinki, bunda afzal strategiya-
ga nisbatan aniglangan muvozanat holat ikkala o‘yinchiga ham
ma’qul bo‘lib, ko‘zlangan yutugni bermasligi mumkin. Quyidagi
misolni ko‘raylik:

_{ (100,100) (~30,150)
(A=B)“((150, ~30) (10,10) )

bu yerda (2,2)-muvozanat holatni tashkil giladi. Unda o‘yinchi-
lar 10 yutuqqa ega bo‘ladilar. Agar o‘yinchilar bamaslahat qaror
gabul gilishib, 1-strategiyalarini tanlasalar, har biri 100 yutugqa
erishadi.

Demak, o‘yinda o‘yinchilar ega bo‘ladigan ma’lumotlar muhim
hisoblanar ckan.

Nesh ma’nosida muvozanat holat

O'yinchi qaror (yechim) gabul qilishidan oldin, ikkinchi o‘yin-
chining qarorini taxmin qilishga majbur, chunki uning yutug4
unga bog‘liq bo‘ladi. Ammo bu taxmin hagigatga qanchalik to‘g’-
ri kelishi juda ham muhim hisoblanadi. Shu sababli, birinchi
o'yinchi quyidagicha fikr yuritishi mumkin: men a; yechimni ga-
bul gilaman, chunki bunga garshi ikkinchi o'yinchi 8; yechimni
qabul giladi, shu sababli a; 3; ga nisbatan optimal bo‘lishi kerak.

4-ta’rif. Agar ixtiyoriy ¢ va j lar uchun, '

Qigjo 2 ijo: bigjy = ig; (5.3)
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tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, (¢g, jo) Nesh ma’nosida muvozanat ho-
lat deb ataladi.

(5.3) tengsizlikdan ko'rinib turibdiki, biror o'yinchi shu strate-
giyani qo‘llab tursa, boshqa oyinchi uchun, ham shu strategiyani
go‘llash maagsadga muvofiq.

Demak, o‘yinchi ikkinchi o‘yinchiga nisbatan hech qanday
ma’lumotga ega bo‘lmasa, unda u Nesh ma'nosida muvozanat-
ni saqlovchi strategiyani tanlashi kerak ekan.

Ammo bunda shunday o‘yinlar uchraydiki, ularda bir nech-
ta Nesh ma’nosida muvozanat holatlar mavjud bo‘lishi mumkin.
Bunday vaziyatda, ulardan birortasini tanlab olish masalasi tu-
radi.

1-misol.

~{ (100,100) (0,50)
(A:B)“( (50,0) (60,60))

Bunda Nesh ma’nosida muvozanat holatlar: (1,1) va (2,2) bo'lib
birinchi holatda o‘yinchilar 100 birlik, ikkinchi holatda 60 birlik
yutuqqa ega bo'ladilar.

Agar birinchi o‘yinchi 1-strategiya qo‘llasada, ikkinchi o‘yinchi
2-stratcgiyani qo‘llasa, u holda birinchi 0 yutuqga cga bo‘ladi.
Agar birinchi o‘yinchi 2-strategiyani qo‘llasa, kafolatlangan yu-
tug‘t 50 bo‘ladi. Shu sababli bu yerda ikkinchi o‘yinchining
mo‘ljali hagida ma’lumotga cga bo‘lish muhim hisoblanadi.

Hatto, muvozanat holat yagona bo‘lgan holda ham, uni tanlash
ikkilanishga olib kelishi mumkin.

2-misol.

(A B) = (40,50)  (50,90) (40, —200)
B)= (60, —200) (70,80) (40, 150)
bunda (2,3) yagona yechim manosida muvozanat holat bo'lib,
unda o‘yinchilar mos ravishda 40 va 150 yutuqqga ega bo‘lishadi.
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Mabodo, birinchi o‘yinchi 1-strategiyasini qo‘llasa, ikkinchi
o'yinchi uchun, bu juda ham katta yutuq bo‘ladi (200),
shu sababli ikkinchi o'yinchi birinchi o'yinchi tomonidan 2-
strategiyani tanlashiga to'la ishongan bo‘lishi lozim. Aks holda,
u (ikkinchi o‘yinchi) 2-strategiyani tanlash bilan kamida 80 yu-
tuqqa ega bo‘ladi.

Bu misollardan xulosa shuki: 1) muvozanat holat har vaqt
ham muvaffagiyatga olib kelavermaydi; 2) muvozanat holatlar
bir nechta bo‘lishi mumkin.

Endi berilgan bijadvalli o‘yinda Nesh ma’nosida muvozanat
holatni topish usullaridan birini ko'rib chigamiz.

A jadvalning har bir ustunida eng katta giymatlar joylashgan
kataklarni belgilab chigamiz. A va B jadvallarda ikki marta bel-
gilashga cga bo‘lgan qatorlarga mos kelgan holat Nesh ma’nogida
muvozanat holatni anglatadi.

3-misol.

(10,40) (—10,10) (20, —20)
(A’B):((m,w) (20,30) (0, 10) )

bunda

A_( 10 =10 V20N o (V40 10 -10
Ve 20 0 )0 T T L 10 4/30 10

ya'ni A va B jadvallarning ikkinchi satri va ikkinchi ustunlari
umumiy belgiga ega. Shu sababli bu bijadvalli o'yinda (2,2) Nesh
ma’nosida muvozanat holatni tashkil giladi.

Aralash strategiyada muvozanat holat

Yuqoridagi mulohazalarning barchasi fagat sof strategivalarga
nisbatan olib borildi. Quyidagi 4, 5-misollar ko‘rsatadiki,
sof strategiyalarga nisbatan har vaqt ham muvozanat holat

216



bo‘lavermas ekan. Shu sababli aralash strategiya tushunchasi ki-
ritiladi. Aralash stratcgiya kiritilib, kengaytirilgan o‘yvinda csa
har vagt muvozanat holat topiladi.

Kengaytirilgan o'yinda o‘yinchilar tomonidan sof strate-
giyalarni tanlash ehtimollik orqali olib boriladi. Ya'ni har bir sof
strategiyalar biror chtimollik bilan tanlanadi.

5-ta’rif. Sof strategiyalar ustida tagsimlangan to‘la chtimollik
aralash strategiya deb ataladi.

Shunga ko‘ra Dbirinchi o'yinchining aralash stratcgiyalari
to‘plami quyidagi:

m
Sn = {'L = (-7;11‘7;23 1$m) : E ri=12,20,1= 11 2, m}
i
simpleksdan iborat bo‘ladi.
Agar o'yinchilar mos ravishda ¢ = (2,29, ..., Zpn), y =
(1, Y2, .-, Yn) aralash strategivalarni tanlagan bo‘lsa, ularning
o‘rtacha yutuglari mos ravishda quyidagi:

k{23 n m 7
wy = E E aijTiYj, Wi = E E bijxiy;
i=1 j1 i1 1

sonlarga teng bo‘ladi.

Demak, birinchi o'yinchi wy ni z = (zy,%2,...%m) €
S, o‘zgaruvchilar bo‘yicha, ikkinchi o‘yinchi wy; ni y =
(y1,Y2, -, Yn) € Sp o'zgaruvchilar bo‘yicha maksimum qilishga
harakat qgiladi.

Shunga ko'ra quyidagi ta'rif kelib chigadi:

6-ta’rif. Agar biror r* = (2}, 25, ...,25,), ¥* = (Y, 15, - U)
holatlar uchun,

m n m n

x P
E E a5 TY; < E E il Yjs
i1 g1 i1 =1
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m T {73 7
DN byriy; <D 0D bty
i=1 j=1 i=1 j=1
tengsizlikiar barcha z =  (21,22,..,%m) € Spmy =
(Y1, Y2, -, Yn) € Sp, larda o'rinli bo'lsa, (z*,y*) holat Nesh
ma nosida muvozanat holat deb ataladi. _
Bijadvalli o‘yinda Nesh ma’nosida muvozanat holatni topish
muhim hisoblanadi.
Shu ma’noda quyidagi tcorema diqqatga sazovar:
1-teorema. Ixtiyoriy bijadvalli o‘yin aralash strategiyalarga
nisbatan Nesh ma’nosida muvozanat holatga cga.
Isbot. (A, B) jadvalli o'yinda = = (21,22, ..., Zp) € S, ¥ =
{(Y1,Y2, -, Ym) € Sn, ixtiyoriy aralash strategiyalar bo'lsin. Ular

yordamida
v T + ¢ o Yy; + dj

Ti= s Y= (5-4)
=1 j=1
aralash strategiyalarni quramiz, bu yerda
¢ =max(A;y" —zAyT,0),1=1,2,..m (5.5)

d; = max(x B, — xBy’,0), j =1,2,...,n,

Ai. = (aﬂ, ai9, ...,y a,-n), B.j = (b]j., 1)2]', ciey bmj)T larni ifodalaydi.

(5.4) ni (z,y) — (z',¢) akslantirish deb garash mumkin. Uni
(2',y) = T{x,y) deb olamiz. Ko‘rsatish mumkinki 7T'(z,y), z €
Sm, y € S, akslantirish uzluksizdir.

Endi (z,y) = («/,¢/) tenglik bajarilishi uchun, (z, y) ning mu-
vozanat holat bo'lishligi zarur va yetarli ekanini ko‘rsatamiz.

Hagiqatan, agar (z,y)— muvozanat holat bolsa A,y <
zAy", i = 1,2, ..., m tengsizlik o‘rinli bo‘lib, bundan ¢; = 0, i =
1,2,....,m kelib chigadi. Xuddi shunday usul bilan ko‘rsatish
mumkinki d; =0, j =1,2,...,n. Demak, 2 =2/, y=¢.
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Endi Faraz qilaylik, (z,y) muvozanat holat bo‘lmasin. Ya'ni,
yoki shunday Z € S, mavjudki ZAy" > zAy” bo'ladi, yoki
shunday 7 € S, mavjudki 2477 > zAy"T bo'ladi. Birinchi hol
o‘rinli bo'lsin (ikkinchi hol ham xuddi shu yo‘l bilan ko‘rsatiladi).

zAy” soni A;y7, i = 1,2,...,7n sonlarning qavariq giymati
bo‘lganligi sababli, shunday k € {1,2,...,m} indcks topiladi-
ki, uning uchun, Ay’ > zAy’ tengsizlik o'rinli bo‘ladi. De-
mak, (5.5) ga asosan ¢ > 0. ¢, ¢ = 1,2,...,m larning bar-
chasi manfiy bo‘lmaganligi sababli, albatta, bitta shunday indcks
s € {1,2,...,m} topiladiki, uning uchun, A, y" < zAy” tengsiz-
lik o‘rinli bo‘ladi, bundan ¢, = 0 ekanligi kelib chigadi. Oxirgi
mulohazalardan
’ Ty

Zs

I < Ts

1+ z C;
by

va. undan 2’ # z ckanligi ma’lum bo‘ladi.

Demak, (2',y) = (x,y) bajarilishi uchun, (z,y) ning mu-
vozanat holat bo‘lishi zarur va yetarli ckan. T : S, X S, —
S, X Sy, akslantirish uzluksiz bo‘lib, u kompakt va qavariq
ho'lgan S,, x S, to'plamni o‘z-0'ziga akslantiradi. 7{x, y) akslan-
tirish uchun, Brauer teoremasining barcha shartlari bajarilganligi
sababli, u qo‘zg‘almas (z, y) nuqtaga ega, va'ni (z,y) = T(z,y).

Xuddi shu qo‘zg'almas (x,¥) nuqta yugorida ko'rsatilganga
asosan berilgan bijadvalli o'yinning muvozanat holatini tashkil
qiladi. Teorcma isbotlandi.

Yuqorida (4-§.)dagi (nol yig'indili o‘yinda) muvozanat holat-
larining kombinatsiyasi ham muvozanat holat bo’lib, uni ba-
hosi o‘zgarmaydi. Ya'ni, agar antagonistik o‘yinda (z/,y) va
(z”,4) lar muvozanat holatlar bo‘lsa, quyidagilarning harchasi-
da (', v}, (z",y") (&",v), (z',y") o'yinchilar oladigan yutuqlar
bir xil bo‘ladi.
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4-misol. Dam olish kuni marogli o*tishi uchun, oila a'zolari
fagat ikki joyga: teatrga yoki futbolga borishga kclishib olish-
di. Bunda oila a’zolarining bu maskanlarga borishdan oladigan
gonigishlari turlicha bo‘lib, masalan, ayollar teatrni, erkaklar fut-
bolni afzal ko‘rishadi. Ammo oila birgalikda bo‘lishni ma’qul
ko‘radi.

Agar ayollarni birinchi, erkaklarni ikkinchi o‘vinchi deb oli-
nadigan bo‘lsa, u holda ularning maskanga borib oladigan
gonigishlarini sonli miqdorlar bilan ifodalash mumkin bo‘ladi.
Aynan, oila birgalikda teatrga voki futbolga borishlari mos ra-
vishda erkaklarga 4, 5, ayollarga 3,4 qonigish keltirsin. Mabodo,
crkaklar futbolga, ayollar tcatrga borishsa, ikkala tomon 1 birlik-
dan qoniqish hosil gilsinlar. Va oxirgi uchinchi holat, ya'ni erkak-
lar teatrga, ayollar futbolga borsalar, hech bir tomon qoniqish
olmasin.

Agar F va T bilan mos ravishda futbol, teatr tanlash
strategiyalarini belgilasak; (a;, b;) juftlikning birinchi soni erkak-
larning, ikkinchi soni ayollarning gonigish hosil gilish sonlarini
anglatsa, u holda quyidagi jadvalga cga bo‘lamiz:

5. 1-jadval
F T

)
Fl (5,4) (1,1)]

T\ (0,0) (4,5)
5.1-jadvalning satrlari erkaklarning, ustunlari ayollarning
strategiyalarini bildiradi.

Bunda x = (1,0), y = (1,0) va 2’ = (0,1), ¢ = (0,1) sof
strategiyalar muvozanat holatlarni tashkil etishadi. Shu bilan bir-
ga ularning kombinatsiyasiui tashkil etgan (x,v}, (2/,y) holatlar
muvozanat holatni tashkil ctishmaydi. Bu ikkita (z,y), (2, ¢)
holatlarda o‘yinchilar oladigan yutuglar turlichadir.
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Yana shuni e’tiborga olamizki, 2 = (2,1), " = (£, ) aralash

strategiyalardan tuzilgan holat ham muvozanat holatni tashkil
giladi.

Bijadvalli o‘vinlarda, hatto muvozanat holat yagona bo‘lganda
ham ayrim noanigliklarni hisobga olishga to'g'ri keladi.

5-misol. (Jinoyatchilar haqida o‘yin). Ikkita jinoyatchi qo‘lga
tushgan bo‘lib, ular dastlabki so‘roqlarni berishlari kerak, ularga
nishatan to‘g'ridan-to‘g'ri ayb qo'yilmagan, ammo ularning
o‘zlari sodir etgan jinoyatlariga iqror bo‘lishgani aybdor ekani-
ni ochib beradi.

Mabodo, ikkalasi qilgan jinovatini bo‘yniga olishsa, ularga bir-
oz yengillashtirilgan jazo qo‘llaniladi, masalan, 8 birlik (ya'ni ular
— 8 birlikdan yutadilar), agar ularning har ikkalasi ham jinoyatni
bo‘ynilariga olmasalar, ularning jinoyat ishlari to‘la ochilmagan-
ligi sababli, ularga nisbatan 1 birlik jazo (ya’ni ularning yutuglari
— 1 bo'ladi). Mabodo, ularning biri bo‘yniga olib, ikkinchisi ol-
masa, u holda voqea sodir bo‘layotgan mamlakatning gonunlariga .
asosan, bo‘yniga olganga 0 birlik, bo'yniga olmaganga 10 birlik
mag‘lubiyat e’lon gilinadi.

Demak, bu o'yinda ikkita ishtirokchi bo‘lib, ularning har bi-
rining ikkitadan strategiyalari (bo‘yniga olish va olmaslik) bor
ekan. Agar bo‘yniga olishni birinchi, olmaslikni ikkinchi strate-
giya deb olinsa, quyidagi bijadvalli o'yinga kelamiz:

. (—8,-8) (0,—10)
(4,B) = ( (~10,0) (~1,-1) ) '

Bu ofyinda birinchi va ikkinchi o‘yinchilarning birinchi strate-
giyalari ikkinchi strategiyalaridan ustun. Demak, (1,1)-Nesh
ma’nosida yagona muvozanat holatni tashkil qiladi. Bunda
o‘yinchilar (jinoyatchilar) —8 dan yutuqga erishadilar. Lekin
ikkalasi ham noto'g‘ri, ya’ni ikkinchi strategiyani tanlasalar,
yutuglari —1 bo‘ladi, hatto biri ikkinchisini "sotib" qo‘ysa ham,

221



u hech narsa yutqazmaydi (0 yutuq). Bundan kelib chigadiki,
Nesh ma’nosida muvozanat holatlarning ham muammolari bor.

Pareto va Sleyter ma’nosida muvozanat

holatlar

Bizga (A, I3) bijadvalli o'yin berilgan bo'lsin. Yuqorida bijad-
valli o'yin uchun, Nesh ma’nosida muvozanat holat tushunchasini
ko‘rib chigdik. Bu yerda undan fargli bo‘lgan Pareto va Sleyter
ma'nosidagi muvozanat holatlarni ko‘rib chigamiz.

7-ta’rif. Agar biror (ig, o) holat uchun,

a?ai{) < a’il blo]u < b (5'6)

tengsizliklarni qanoatlantiruvehi (7, 5) holat mavjud bo‘lmasa,
(20, Jo)— Pareto ma’nosida muvozanal holal deb ataladi.

Bunda har bir (7, j) uchun, (5.6) da kamida bitta tengsizlik
qat’ly bo‘lishi lozim.

8-ta’rif. Agar biror (i, jo) holat uchun,

@igjo < ijs iyjy < by

tengsizliklarni qanoatlantiruvehi (i, §) holat mavjud bo‘lmasa
(10, J0) — Sleyter ma’nosida muvozanat holat deb ataladi.

Agar P(A, B) va S(A, B) lar bilan mos ravishda Parcto va
Sleyter ma'nosidagi muvozanat holatlar to‘plamini belgilasak,
ko‘rsatish osonki quyidagi:

P(A,B)C S(A,B)

munosabat o‘rinli bo'ladi.

6-misol.
(10,15) (4,15)
(A4, B) = ( (11,10) (10,11) )

Bu jadvalli oyinda (1,1), (2, 1) holatlar Parcto ma’nosida, de-
mak, Sleyter ma'nosida ham muvozanat holatlarni tashkil etar
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ckan. Berilgan bijadvalli o‘yinda Pareto va Sleyter ma’nosida mu-
vozanat holatlarni topishning quyidagi grafik usuli taklif etiladi.

Tekislikda a, b — koordinatalar sistemasini kiritib (a;,b;) nug-
talarni aniglaymiz. Bu nuqtalarning qavariq chizigli qobig'ini K
hitan belgilaylik. Bu figura A As...A7 qavariq ko'pburchakdan
ihorat bo'lib, uning o‘ng tarafi yoki bitta nuqtadan, yoki
kesmadan iborat bo'ladi. Agar u A; Ay kesmadan iborat bo'lsa,
uning vuqoridagi A uchi Parcto ma’nosida muvozanat holat-
pa mos keladi. Kesmaga tegishli barcha A, As, A3, A4 nugtalar
Sleyter ma’nosida muvozanat holatlarni tashkil giladi (5.1-rasm).

b
Al
K

/ . Ag Ag

“ Ay Ay

A K s Ay

— 0 a
Ay

5. 1-rasm

Demak, K figuraning o'ng tarafi vertikal kesmadan iborat
ho‘lsa, Sleyter ma'nosidagi muvozanat holat kamida 2 ta bo'lar
ckan. Endi K figuraning o‘ng tarafi bitta uchdan iborat bo‘lgan
holni garaymiz. Bu holda o'ng tarafdagi kesmada yotuvchi bar-
cha Ay, Ag, Ay, Ay, Ay nugtalarga mos holatlar ham Parcto, hamn
Sleyter ma’nosida muvozanat holatlarni tashkil qiladi (5.2-rasm).

7-misol. Quyidagi bijadvalli o‘yin berilgan bo‘lsin:

(10,8) (9,6)
(4,B) = ((10,11) (8,8) )

Bunda (2,1)-Pareto ma’nosida (2,1), (1,1) lar Sleyter manosida
muvozanat holatlarni tashkil giladi.
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8.2-rasm

8-misol.

(10,8) (9,6)
(4, 5) = ( (9.6) (&7))’

bu bijadvalli o‘yinda (1,1) holat yagona Pareto va Sleyter
ma’nosida muvozanat holatlarni tashkil qiladi. Mabodo, K figura
5.3-rasmdagi ko‘rinishda bo‘lsa, u holda o‘ng tarafdagi Ay nugta-
ga mos holat ham Pareto, ham Sleyter ma’nosidagi yagona mu-
vozanat holatni tashkil giladi.

b

5.8-rasm

Pareto va Sleyter ma’'nosidagi muvozanat holatlarni aniqlash-
ning quyidagi umuimiy usulini keltirish mumkin.

1-tasdiq. Bijadvalli o'yinda biror holat Parcto ma’nosida mu-
vozanat holatni tashkil etishligi uchun, shu holatga mos nuqtaga
koordinata sistemasi boshi ko‘chirilganda, uning birinchi chora-
gida (chegaralari bilan birga) boshqa holatlarga mos nuqtalar
bo‘lmasligi zarur va yetarli.
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2-tasdiq. Bijadvalli o‘yinda biror holat Sleyter ma’nosida
muvozanat holatni tashkil ctishligi uchun, shu holatga mos
nugtaga koordinata sistemasi boshi ko'chirilganda, uning bi-
rinchi choragida (chegarasiz) boshga holatlarga mos nuqtalar
bo‘lmasligi zarur va yetarli.

Nagzorat uchun savollar

1. Tavakkalchilik sharoitida yechim gabul gilishda yagona stra-
tegiya aniglanadimi?

2. Nima uchun tabiat bilan ofyin masalasi deb ataladi?

3. Tabiat bilan o‘yin masalalarida kriteriyalarni tanlash qan-
day aniqlanadi?

4. QQaysi holatda ganday kritcriyani tanlash tavsiya etiladi?

5. Kriteriyalarni mubim yoki ahamiyati bo‘yicha tartiblash
mumkinmi?

6. Kriteriyalarni tanlab olish orgali haqigly yechimni (strate-
giyani) topish mumkinmi?

7. Tavakkalchilik sharoitida optimal yechimni (strategiyani)
topishda kriterivalarning roli gqanday?

8. Tavakkalchilik sharoitida barcha kritcriyalar aniglanib ber-
gan yechimlar ko‘p marta gaytarib qo‘llaniladi deb faraz ctiladi,
to'grimi? Sababi nima?

9. Antagonistik o‘yin nima?

10. O'yinning quyi va yuqori o'yin bahosi nima?

11. O‘yinchilarning sof strategiyalari nima?

12. Sof strategiyaga nisbatan cgar nugta nima u qanday aniq-
lanadi?

13. Aralash strategiva nima?

14. Minimaks teoremasi nimani tasdiglaydi?

15. Minimaks teoremasi bilan egar nuqta orasida qanday bog'-
liglik bor?



16. O'yinchilarning optimal strategiyalari va o‘yin bahosi ni-
ma?

17. Ofyinchilarning optimal strategiyalari gqanoatlantiruvchi
chizigli tengsizliklar sistemasini yozing.

18. Bir stratcgiya ikkinchisidan ustunlik bo‘lishlik shartini kel-
tiring.

19. Strategiyalarni ustunlik bo‘lishligi bilan nimaga crishi-
ladi?

20. Bir jadvalli o‘yin ikkinchisidan biror ko‘paytuvchi yoki qo'-
shiluvehi bilan farq qilsa, ularning yechimlari orasidagi bog'liglik
ganday bo‘ladi?

21. O'yinning asosiy elementlari va ularning ma’nosi nima?

22. O‘yinning daraxt ko‘rinishida ifodalanishi nima?

23. O‘yinchilarning axborot to‘plami nima?

24. O'yinchilar yechim (strategiya) gabul gilishlarida axborot
to‘plam qanday rol o‘ynaydi?

25. O'yinda o‘yinchilar bir-biri bilan qanday bog‘langan?

26. Muvozanat holat nima?

27. To'la axborotli va chekli o'yin degani nima?

28. O‘yinning normal shakli nima?

29. Aralash strategiya nima va qaysi paytda ishlatiladi?

30. 2 X 2— o'yinni to‘la yeching.

31. 2x 2 o'yinida wy; +wee — w1y —wz = 0 bo‘lishi mumkinmi?
Tenglik bo‘lsa, nima bo‘ladi?

32. m X 2 — o'yinning grafik usulda yechish yo‘lini ko‘rsating.

33. Kooperativ o'yinning xarakteristik funksiyasi qanday quri-
ladi?

34. v(S) + v(T) < v(S UT) tengsizlikning ma’nosi nima?

35. Muhim o‘yinning ma’nosi nimadan iborat?

36. Tagsimotlarning afzallik bo‘yicha nega tartiblab bo‘lmay-
di? Agar tartiblab bo‘lganda ganday natija olinar edi?
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37. Butun S = N koalitsiya, yoki bitta elementli S = {i}
koalitsiya bo‘vicha afzallik bo‘lishi mukinmi?

38. NM yechim bilan €' — yadro o‘rtasida bog'liglik bormi?

39. Strategik ckvivalent o‘yinlarni o‘yinchilarning yutug‘i nug-
tayi nazardan qanday ifodalash mukin?

40. Shepli vektori bilan NM yechim o‘rtasida qanday bog'liglik
hor?

41. n— yadro bilan Shepli vcktori o‘rtasida qanday bog'liglik
bor?

42. n — yadro bilan C — yadro o‘rtasida qanday bog‘liqlik bor?

43. Mashler — Peleg nomi bilan ataluvchi o‘yinda Shepli vek-
tori qurilsin.

44. Cheksiz o‘yin nima?

45. Cheksiz o‘yinda quyi va yuqori o'yin baholari qanday aniqg-
lanadi va ularning ma’nosi nima?

46. Cheksiz o'yinda sof va aralash strategivalar qanday aniqg-
lanadi?

47. Botiq — qavariq o‘yinning geometrik talginini bering.

48. Nima uchun vaqtni tanlash o‘yini deb ataladi?

49. Nima uchun shovqinli va shovqinsiz o‘yin deb ataladi? Ular-
ning umumiylik tomoni nimadan iborat?

50. Bozordagi savdo shaxobchalarini cgallash uchun, raqobat-
da bo‘lgan ikki tomon kurashini shovqginsiz va shovqinli duel mi-
solida tavsiflang.

51. T-masalani ycching.

52. Bijadvalli o'yin bilan jadvalli o'yinning asosiy farqi ni-
madan iborat?

53. Bijadvalli o‘vinui ikkita jadvalli o'yin deb qarash mumkin-
mi? Nega?

54. Nesh ma’nosidagi muvozanat holat o‘yinchilarning yutug'i
nnqtayi nazardan nimani anglatadi?
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55. Jadvalli o'yinga o‘xshash bijadvalli o'vinda raqib haqida
ma’lumotlarni bilish qanchalik ahamiyatga cga?

56. Ustun strategiyalarga nisbatan muvozanat holat bilan Nesh
muvozanat holati o‘rtasida ganday bogliglik bor?

57. Aralash strategiyaga nisbatan Nesh ma’nosida muvozanat
holat nima?

58. Parcto va Sleyter ma’nolarida muvozanat holatlarni tu-
shuntiring,

89. Parcto va Sleyter ma’nosidagi muvozanat holatlarni top-
ishning geometrik usulini ko‘rsating.

60. Nesh, Pareto va Sleyter ma’nosidagi nvozanat holatlar
o'rtasida bog'liglik nimalardan iborat?

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

2.1. Tavakkalchilik sharoitida yechim qabul qilish

mavzusiga doir 1. Ishlab chigarish jarayonida mahsulotlarn-
ing nuqsonliklari 10, 12, 13 va 15 foiz bo'lib, ularning ro‘y

berish ehtimolliklari mos ravishda 0,2; 0,3; 0,4 va 0,1 ga teng.
Ishlab chigaruvchi A, B va C iste’'molchilar bilan aloga qilib,
shartnomada ko'‘rsatib o‘tilgan nuqgsonlar mos ravishda 10, 14
va 15 foizdan oshmasligi shart ekanligi ta’kidlab o‘tilgan. Ma-
bodo, nugsonlar foizi ortib ketsa, har bir foiz uchun 1 million
so‘m Jarima to‘lanadi. Ammo nugsonlarning foizini 1 birlikka
kamaytirish uchun, ishlab chigaruvchi qo‘shimcha 600000 so‘m
sarflashi zarur. Qaysi iste’'molchining boshqalarga nisbatan mah-
sulot olish imkoniyati katta?
2. 2-masaladagi 1.3-jadval quyidagi:

0, o O3
o] 13 7 7
ay| 6 g 5
agt 7 5 10 |
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ko‘rinishda bo‘lganda yutugning matematik kutilmasi: Laplas,
minimaks (maksimin), Sevidj, Gurvits va Hodja-Lemann
(v = 0.5) kriteriyalarini qo‘llab mos optimal strategiyalarni
aniglang.

2.2. Jadvalli o‘yinlar mavzusiga doir

1. Quyidagi jadvalli o‘yinlarda quyi va yuqori o‘yin baholarini,
sof optimal strategiyalarni, egar nugtani (mavjud bo‘lsa), optimal
aralash strategiyalarni va o‘yin bahosini toping:

23\ -13Y) 3 -3\ 203
(2 (7 s (4 P )aa(202)

0 3 2 4 -1 2 4 -3
15 -1 =2 );16.]141]; LT 0-1 0 4
-2 2 21 4 5 -4 2

2. Berilgan aralash strategiyalar va son

11 1\7 1 1
{222} y={200z2). w=14
‘ (6’6’6) Y (2'0‘0- 2)’“’ '

quyidagi jadvalli o'yinning optimal strategiyalari va o'yin bahosi
bo‘ladimi?

L8 1 1 1
1,4 1,6 1,6 1,4
1 1 11,8

3. Berilgan aralash strategiyalar va son

11 1\* 111
=1V, = 3 Yy Y=l 5 5 =6
t (4’0‘4 2) Y (3 3 3) v

quyidagi jadvalli o'yinning optimal strategiyalari va o‘yin bahosi
bo'ladimi?
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16 -2 4

-2 10 10
6 6 6
4 10 4

4. Quyidagi jadvalli o‘yinlar uchun, mos chizigli dasturlash ma-
salasi tuzilsin:

-5
1734 :,7) é_;
41.1 5645 |): 42
7202 -5 -2 1
-9 -3 3

5. Quyidagi jadvalli o‘yinda ustun va satrlarning ustun-
ligidan(afzalligidan) foydalanib o‘yinchilarning optimal stratc-
giyalarini aniglang:

W =

=N ot
(S ERVIRE N
DD D
N 00 I

6. Quyidagi 2 x 2 o'yinda

51
w-(33)

o‘yinchilarning optimal strategiyalarini va oyin bahosini
aniglang.

7. Quyidagi 2 x n va m X 2 o‘yinlarni grafik usulda yechib,
o‘yinchilarning optimal strategiyalariui va o'vin baholarini top-

ing:
2 8
. 0 -1 2 4 o (1 10
7.1.1/1/_(_1 9 _9 __3), 7.2 W = P
5 —2
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2.3. Kooperativ o‘yinlar mavzusiga doir
1. Quyidagi o‘yinni (0, 1)-shaklga keltiring:

v(1)=1,v(2)=2, v(3)=3, v(i7)=10, {z, 7} C {1, 2,3}, v(1,2, 3)=15.
2. Quyidagi o‘yinning Shepli vektori va n — yadrosi aniglansin:
v(iy=0,1=1,2,3,4, v(i,7) = 2, {¢,7} C {1,2,3,4},
v(z,7,k) =3, {i,4,k} C {1,2,3,4}, v(1,2,3,4) = 4.
3. l-da keltirilgan o‘yinni (—1,0)-shakiga, 2-da keltirilgan
o‘yinni (0, 1)-shaklga keltiring.

2.4. Cheksiz o‘yin mavzusiga doir

Lw(z,y) = (z-y)? 0< z < 1,0 <y < 1— yutuqgli funksiya
uzluksiz. Ushbu o'yinni to‘la yeching.

2. Quyidagi botigq — gavariq o'yinni yeching:

w(x,y) =4y? — 2t —day+ 2242, 0<2<1,0<y<1
3. Vaqtni tanlash o‘yinida wiz,y), 0 <z < 1,0 <y <1
funksiya quyidagicha bo‘lgan holda yechilsin:

T—y—3zy, T<y
w(z,y) = ¢ 0, T =1y
T—y+3zy, T>yY

2.5. Bijadvalli o‘yin mavzusiga doir

1. Quyidagi bijadvalli o'yinda o‘yinchilarning afzal strate-
giyvalarini aniglang:

(8,1
(A’B):((z,zn (

S
N
w3



2. 11-misol uchun Nesh, Parcto, Sleyter ma’nosida muvozanat
holatlarini toping.

3. Quyidagi bijadvalli o‘yinda Pareto, Sleyter ma’nosida mu-
vozanat holatlarini aniglang:

_{(8,8) (5,12) (6,10)
(4,8) = ((0,1) (7,1)  (4,5) )

4. Quyidagi bijadvalli o‘yinda Pareto, Sleyter ma'nosida mu-
vozanat holatlarini aniglang:

[ (1,10) (5,5) (7,15)
(A’B)“((M) (3.5) 6.7) )



III BOB.
DINAMIK DASTURLASH

"Dinamik dasturlash" so‘z birikmasi 1940-yilda Amerikalik
olim Robert Bellman tomonidan kiritilgan bo‘lib, uning ma’no-
si biror masalaning yechimini aniqlash, undan oldin kelgan ma-
salalarni yechish orqali amalga oshirish jarayonini tavsiflashdan
ihoratdir. Bellmanning ushbu sohadagi xizmati shundan iborat
ho'ldiki, u tomonidan yaratilgan "Bellman tenglamasi” dinamik
dasturlashning markaziy natijasi bo‘lib, u orqali optimallashtirish
masalasini yechish rekursiv holatga keltirildi.

Shu orinda aytib o‘tish lozimki, "Dinamik dasturlash® so‘z
hirikmasidagi "dasturlash" so‘zi haqiqly "an’anaviy" dasturlash
(kodni yozish)ga deyarli hech qanday alogasi yo'q, ammo
"optimallash" so‘zining sinonimi bo‘lgan "matematik dastur-
lash" da ma’noga ega. Shu sababli berilgan kontekstdagi "das-
turlash" so‘zining aniqroq ma’nosi-masalaning yechimini aniglash
uchun, harakatning optimal ketma-ketligini ifodalaydi. Masalan,
televizor ko‘rsatuvlari yoki radio eshitirishlari ketma-ketligi ham
dastur deb ataladi. Bu yerda dastur so'zi joiz hodisalar ketma-
ketligi ma’nosida tushuniladi.

Optimallik prinsipi 1953-yili R. Bellman tomonidan to'la shakl-
lantirilgan: jarayon biror holatga ganday usul bilan kelishidan
gt nazar, shu va keyingi holatlarda qabul gilinadigan yechimlar
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oxirgi holat uchun, aniqlangan optimal strategiyvaga mos kelishi
kerak.

Bunda optimallik prinsipi o‘rinli bo‘lishligining talabi, bu
jarayonda qayta bog'ligsizlik bo‘lishidir, va’ni har bir holatda qa-
bul qilinadigan ycchim oldingi holatlardagi yechimlarga bog'liq
bo‘lmasligidir.

Dcemak, optimallik prinsipi tasdiglaydiki, qayta bog'ligsizlik
jarayonlarida biror holatda qabul qilingan optimal yechim,
shu holatdan boshlangan jarayonning optimal davom etishini
ta’'minlaydi. Shu sababli, har bir holat uchun, topilgan optimal
yechimlar yordamida berilgan masalaning mukammal yechimini
aniqlash imkoni bo‘ladi. Agar optimal trayektoriyani, geometrik
ravishda, egri chiziq orqali ifodalasak, u holda ushbu egri chizig-
ning ixtiyoriy gismi, unga mos boshlang‘ich va oxirgi holatlariga
nisbatan optimal trayektoriya bo‘ladi.

Dinamik dastur — ma’lum zarurly xususiyatlarga ega bo‘lgan
masalalarda optimal yechimni aniqlab berish usuli hisoblanadi.

Dinamik dasturlashning asosiy ¢‘oyasi juda sodda bo‘lib, u be-
rilgan masalani ayrim kichikroq masalalarga ajratish va ularning
yechimlarini birlashtirish orqgali bosh masalaning umumiy yechi-
mini topishdan iboratdir. Ko'p hollarda, bu ayrim kichikrog ma-
salalar bir xil xususiyatga cga bo‘lishadi. Dinamik dasturlashning
usuli shundan iboratki, har bir kichik masalani bir marta yechish
va shu bilan hisoblashlar sonini kamaytirishdir. Agar qaytariladi-
gan kichik masalalar soni cksponensial ko‘rinishda katta bo‘lsa,
unda bu usuldan foydalanish magsadga tezroq olib keladi.

Odatda, dinamik dasturlash usuli yordamida yechiladigan ma-
sala biror funksiyaning ¢iymatini hisoblashga olib keladi. U hol-
da, unga mos bo‘lgan kichikroq masalalarni yechish degani, be-
rilgan funksiyaning giymatini argumentlar soni kam bo‘lganda
topishdan iborat bo‘ladi.

U holda savol tug'iladi: dinamik dasturlash usuliga asoslan-
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pan hisoblash algoritmi qanday quriladi? Bunda asosiy qadam,
funksiyaning giymatini turli kichikroq masalalarga mos bo‘lgan
funksiva giymatlari bilan bog'liglikni ta’'minlab beruvchi rekur-
rent munosabatni o‘rnatishdir. Unda, boshlang‘ich — tayanch
holatdagi javobni bilgan holda, kichikroq masalalarni yechish
orqali, asosiy masalaning yechimini aniqlash mumkin bo‘ladi.
Masalan, n! (n > 1) ni hisoblash talab ctilsa, bunda boshlang‘ich
— tayanch holat 1! = 1 yoki 0! = 1 bo'ladi.

Dinamik dasturlash usuli bilan vyechiladigan masalalarning
asosiy belgisi, ularning additivligidir. Additiv bo‘lmagan masala-
lar boshqa usullar orqali yechiladi.

Dinamik dasturlashning soddalashgan ta'rifidan kelib chigadi-
ki, uning usuli, albatta, global maksimumga olib keladigan
magsadli yo‘naltirilgan ketmna-ket variantlarni ko‘rib chigishdan
ihoratdir.

Dinamik dasturlash usulini qo‘llash mumkin bo‘lishligi uchun,
masala quyidagi xususiyatlarga ega bo'lishi lozim.

1. Masala n - qadamli yechim qabul gilish jarayonini aks ct-
{irishi kerak.

2. Masala ixtiyoriy sondagi qadam uchun, aniglangan va bn
songa bog'liq bo'lmagan tuzilishga cga bo'lishi kerak.

3. k— qadamli masala ko‘rilayotganda, jarayonni tavsiflay-
digan omillar to‘plami berilgan bo‘lishi kerak, ular yordami-
cla. parametrlarning optimal giymatlari aniqlanadi. Ammo bu
to‘plam qadamlar soniga bog'liq bo‘lmasligi zarur.

Dinamik dasturlashning klassik masalalari:

1. Eng uzun umumiy ketma-ketlik ostini topish masa-
lasi: ikkita ketma-ketlik berilgan, eng uzun umumiy monoton
ketma-ketlik osti topilsin;

2. Eng uzun o‘suvchi ketma-ketlik ostini qidirish ma-
salasi: berilgan ketma-ketlikdan eng uzun o'suvchi ketma-ketlik
ajratib olinsin,



3. Tahrir masalasi haqida (Levenshteyn masofasi): be-
rilgan ikki satrning biridan ikkinchisini hosil gilishda belgilarni
o‘chirish, almashtirish va ko‘chishlarning eng kam sonini topish;

4. Fibonachchi sonlarini hisoblash masalasi: Fibonachchi
sonlarini hisoblashning optimal algoritmini aniqglash;

5. Matritsalarning ko‘paytirish tartibini aniqlash ma-
salasi: Aj, Ay, ..., A, matritsalarning ko‘paytirish jarayonida-
gi skalyar ko'paytirishlar sonini kamaytiruvchi ketma-ketlikni
aniglang;

6. Trayektoriyalarni tanlash masalasi: ikki punktni bir-
lashtiruvehi va oralig punktlardan o‘tgan trayektoriyalar be-
rilgan. Biror kriteriyaga nisbatan optimal bo‘lgan traycktoriya
aniglansin;

7. Ketma-ket yechim gabul qilish masalasi: ma’lumot-
larni kengayishi va aniqglanishiga asosan qabul qilingan yechim
qgayta ko'rib chigiladi,

8. Ishchi kuchidan foydalanish masalasi: biror loyihani
amalga oshirish davomida ishchilar soni ularni ishga yollash yoki
ishdan bo‘shatish orqali nazorat qilinadi. Ishga yollash ham, ish-
dan bo‘shatish ham ma’lum miqdordagi qo‘shimcha xarajatlarga
bog'liq bo‘lganligi sababli, loyihani bajarish davomida ishchilar
sonini ganday yo‘l bilan tartibga solish mumkin;

9. Zaxirani boshqarish masalasi: rcja davri davomida ish-
lab chiqaruvehi korxona mahsulot ishlab chigarish rejasini shun-
day tuzish lozimki, natijada mahsulotga bo‘lgan talablar to‘la
gondirilib, umumiy ketgan xarajatlar minimal bo'lsin;

10. Yuklash masalasi hagida: turli giymat va og'irlikka cga
bo‘lgan yetarlicha sondagi predmetlar ichidan shunday tanlashni
amalga oshirish lozimki, natijada ularning umumiy ogfirliklari
biror berilgan sonli miqdordan oshib ketmagan holda, urnumiy
giymati maksimum bo‘lsin;
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11. Floyd — Uorshell algoritmi: yo‘nalishga cga bo‘lgan
sonli graf tugun nuqtalarini birlashtiruvehi eng qisqa masofa to-
pilsin;

12. Bellman — Ford algoritmi: vo‘nalishga ega bo‘lgan sonli
grafning berilgan ikki tugun nugtalari orasidagi eng gisqa yo'l
topilsin;

13. Daraxt tugun nuqtalarining maksimal bog'ligsiz
to‘plami: berilgan daraxtda hech qaysi ikkitasi bir-biri bilan
bevosita boglanmagan tugun nuqgtalaridan iborat bo‘lgan mak-
simal to‘plam topilsin;

14. Jihozlarni almashtirish masalasi: jihoz qanchalik uzog
ishlatilsa, unga xizmat ko‘rsatish xarajatlari yuqori bo’lib, uning
unumdorligi past bo‘ladi. Shu sababli ma’lumn vagtdan so‘ng uni
yangisiga almashtirish magsadga muvofiq bo‘ladi. Shunday qilib
jihozlarni almashtirish masalasi, ulardan foydalanishning optimal
vaqt davrini aniglashdan iborat bo‘lib qoladi.

Ko‘p hollarda ketma-ket yechim qabul gilishning optimal
strateglyasini tanlash quyidagicha olib boriladi: vaqtga nis-
batau, avval oxirgi yechim aniqlab olinadi, so'ng vaqtga teskari
yurish bilan boshga barcha, xususan, boshlang‘ich yechimlar
topiladi. Bu usulni qo‘llashda, oxirgi yechimni tanlash hisobiga
kelib chiqadigan barcha bo‘lishi mumkin bo‘lgan holatlarni
aniglashtirish kerak bo‘ladi. Odatda, "holat”deb yechim gabul
qilish sharoitiga aytiladi. Ko‘rilayotgan tizimning kelgusi haraka-
tini, gabul gilinadigan yechimni nazarga olgan holda imkon
beruvchi tizimning tavsifiga — fizémning holati deb ataladi.
Bunda, u yoki bu holat qanday ro‘y bergani yoki avval qanday
vechimlar gabul gilinganini aniglashtirish shart emas. Bu csa
har bir vaqt mobaynida fagat bitta yechim gabul qgilish imkoni-
ni beradi. Ammo bu usulni yechim qgabul gilish jarayonining
barchasiga ham go‘llab bo‘lmaydi. Dinamik dasturning usulini
qo‘llash shartlari: barcha yechimni baholaydigan funksiyaning
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additivligi va natijalarning o‘tgan, avvalgi holatlarga bog'lig
emasligidir.

Dinamik dasturlash masalasining matematik modelini
qurishdagi asosiy bosqichlari:

1. Masalani gadamlarga (bosqgichlarga) ajratish. Bunda or-
tiqcha hisob-kitoblarni bajarmaslik uchun, qadam juda ham may-
da, gadamma-qadam optimallashtirish jarayonini murakkablash-
tirmaslik uchun, gadam juda ham yirik bo‘lmasligi lozim.

2. Har bir gqadamdan oldin, matcmatik modeli tuzilayotgan
jarayonning holatini ifodalaydigan s ta o‘zgaruvchini tanlash va
unga nisbatan go‘yiladigan chegara (shart)larni aniglashtirish.
Bunday o‘zgaruvchilar sifatida buyurtmachining magsadini ifo-
dalaydigan omillarni tanlash kerak, masalan, ishlab chiqarish-
ni rejalashtirish masalasida, bunday omil sifatida zaxira hajmini .
olish mumkin.

3. Har qadamda d;, 7+ = 1,2,...,m yechimlar to‘plami D(s)
va ularga qo‘yiladigan chegara (shart)lar asosida joiz yechimlar
sohasini.

4. Jarayon i — gadamning s holatida turganda joiz d; yechim
gabul qilinganda keladigan naf R;(s, d;) ni aniglash.

5. Jarayon s holatda bo'lib joiz d; yechim gabul gilinganda,
boshqa s’ holatga o‘tish s’ = Ti(s,d;) ni aniqlash, bu yerda
Ti(s,d;) — o‘tish funksiyasi.

6. Jarayon oxirgi m — qadamdagi s holatda bo‘lganda shartli
optimal nafni aniglash tenglamasi bo‘lgan

Jm(s) = dmgll()l,f ) {Rn(s, ) }
ni hisoblash.

7. Dinamik dasturning asosiy funksional tenglamasi bo‘lgan,
jarayon 7 — gadamning s holatida bo‘lib, ¢ + 1 holatdan boshlab
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jarayonning oxirigacha optimal naf ma’luin bo‘lganda, optimal
nafni aniglaydigan (Bellman tenglamasi)

fi(.s}:dttn!z)v{(}{Ri(s, di+fin(Ti(s, di))}, =m—1,m—2,..,1 (0.1)
i €158

munosabat tuzilsin.

Yugoridagi (0.1) munosabatda ¢ + 1— qadamdan oxirgi
qadamgacha optimal nafni ifodalaydigan fi+1(s) funksiyaning ar-
gumenti ¢ ning o‘rniga s’ = T;(s, d;) qo‘yiladi, chunki jarayon ¢ —
gadamda gabul qilingan d; yechimdan so‘ng s’ holatga o‘tadi.

Dinamik usulni qo‘llash modcllarida, chizigli modellarga nis-
hatan farqli o'laroq d; o‘zgaruvchilar va bu o‘zgaruvchilar ta’sin
ostida s holatlarning o‘zgarishini ifodalaydigan munosabatlar
kiritiladi. Shu sababli dinamik modcllarning tuzilishi murakkab,
bu tabily, chunki bu modellarda vaqt omili ham hisobga olingan
bo'ladi.

1-§. Zaxirani boshqarish masalasi

Hmiy-texnikaviy rivojlanish boshqarish sifatini oshirishda
hisoblash texnikalaridan, matematik usullardan, boshqaruv
nazariyalaridan, boshqarishni avtomatlashtirishdan foydalanish
shart-sharoitlarini yaratib bermogda. Bularning barchasi av-
tornatik boshgaruv sistemalarida aniq o'z tatbigini topdi.

Bu yerda boshqaruv degani ma’lumotlar yig'ish, uni qayta ish-
lash va boshgaruv ma’lumotlarini aniglash yordamida jarayon
harakatini o‘zgartirishdan iboratdir.

Boshqgaruv sifatini oshirishning asosiy yo‘llaridan biri, hisob-
lash texnikast yordamida ishlab chigarishni avtomatlashtirishdir.

Shunday masalalardan biri, biror mahsulot ishlab chiqaruvchi
korxona tomonidan, mahsulotga bo‘lgan talabni to'la gondirgan
holda ishlab chigarish va mahsulot zaxirasini saglash xarajatlari-
ni minimumlashtirishni amalga oshiruvchi ishlab chigarish rejasi-
ni aniglashdan iboratdir. Bu masala zazirani boshgarish masalasi
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deb ataladi. Zaxirani boshqarish nazariyasi mahsulotga bo‘lgan
talab asosida zaxira hajmini aniglab beradi.

Zaxirani boshgarish masalalarini yechishda dinamik dasturlash
usuli muhim rol o‘ynaydi. Bunda, zaxirani boshqarish modelini
qo‘llash natijasida quyidagi ikki savolga javob berilishi talab eti-
ladi: 1) Qanday migdordagi mahsulot ishlab chigarilishi lozim?
2) Mahsulotni qaysi vaqtda ishlab chigarish kerak?.

Bu yerda ko‘p narsa talablarning xususiyatlariga bog‘liq. Qay-
siki, ular determinik (mugarrar ma’lum) yoki ehtimollik (tagsi-
mot ehtimolligi berilgan) holda bo‘lishlari mumkin. Bunda de-
terminik talab statistik holda, ya'ni vaqt davomida iste'mol in-
tensivligi o‘zgarmaydi yoki dinamik holda, ya'ni talab oldindan
ma’lum, ammo vagtga bog'liq ravishda o‘zgarib turadi, bo‘lishi
mutkin. Oz navbatida chtimollik talabi statsionar, ya'ni ta-
labning ehtimollik tagsimoti vagtga bog'liq cmas va statsionar
bo‘lmagan, ya'ni talabning chtimollik taqsimoti vaqgtga bog'liq
ravishda o‘zgaradi.

Haqiqatda, real holatda determinik statistik bo‘lgan talab
kam uchraydi va buni eng sodda hol deb hisoblash mumkin.
Masalan, biror shaharning nonga bo‘lgan talabi kundan kunga
o‘zgarsa ham, bu o‘zgarish sezilarli bo‘lmaganligi sababli, non-
ga bo‘lgan talabni determinik statistik deb olish bilan, aslida,
deyarli yo‘gotish bo'lmaydi.

Zaxirani boshqarish modelining turini aniglashda talabning
ganday ekanligiga bog‘liq bo‘lsada, yana boshqa faktorlar ham
borki, ularni hisobga olish muhim hisoblanadi. Bular, masalan:

1. Talabni o'z vaqtida gondirmaslik;

2. Zaxirani ta’minlash oniy vaqtda yoki ma’lum vaqt davoniida
olib borilishi mumkin;

3. Tayyorlanishi lozim bo‘lgan mahsulotlarning assortimenti
turlicha bo‘lishligi.

Shu sababli universal bo‘lgan modelni varatish o‘ta murakkab
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masala bo'lib, bunday model qurilgan tagdirda ham, undan
analitik ko‘rinishdagi yechimni ajratib olish, deyarli bajarib
bo‘limaydigan ishdir.

Biz quyida ko‘radigan "ishonchli ta’minotchi" nomli modelimiz
ayrim zaxirani boshqarish masalalari uchun mos keladi. Ammo
real holatdagi shartlarga mos kelishlik chtimoli kam bo‘lib, fagat
u konkret zaxirani boshgarish masalalarini yechishning usullarini
bayon qilish uchun keltirildi.

Bir xil turdagi mahsulot ishlab chiqaruvchi korxonaning reja
davrt N ta oraligdan iborat bolsin (masalan, rcja davr — yil,
oraliqlar — oylar). Lekin biror oraliqda ortib golgan mahsulot-
dan keyingi oraliglarda ham foydalanishga ruxsat berilgan bo‘lib,
fagat ularning saqlash xarajatlarini hisobga olish kerak bo‘ladi.
Lekin shu bilan birga har bir oraligda mahsulotga nisbatan ta-
Jab (ehtiyoj) mavjud bo‘lib, ularning hajmi avvaldan ma’lum
manfiymas butun sonlar bilan ifodalanadi: E,, Fs, ..., Ex. Har
bir oraliqdagi xarajat ikki gismdan iborat: ishlab chigarish va
saqlash xarajatlari.

Shu sababli har bir t(€ {1,2,..., N}) — oraliqda xarajat fun-
ksiya X,(My, z) = X,(M,) + X(z) ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda
M, — 1 — oraligda ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi, 2z — ¢ -
oraligning oxirida qolgan(keyingi ¢+ 1 oraliq uchun, zaxira) mah-
sulot hajmi; X;(M;), Xi(2) funksiyalari mos ravishda M, mah-
sulot miqdorini ishlab chikarish va z; zaxirani saqlash xarajat-
larini bildiradi. U holda tushunarliki, umumiy xarajat migdori
quyidagiga teng bo‘ladi.

Magsad funksiyaning ko‘rinishi quyidagicha:

N
D Xi(M, ),
t=1

Ushbu masalada quyidagi farazlar gabul gilingan:
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1. Ishlab chiqarish hajmi M, lar butun sonlardan iborat:
M,=0,1,.. (t=1,2,..,N);

2. Reja davrining oxirida zaxira qolmasligi magsadga muvofiq,
ya'ni: zy = 0;

3. Talab (chtiyoj) o'z vaqtida va to‘la qondirilishi shart:
(t oraligning oxiridagi zaxira)--(t oraligning boshidagi zaxi-
ra) | (ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi)-(t oraliqdagi talab).
Buni yuqorida kiritilgan belgilashlardan foydalanib quyidagi
tenglik ko‘rinishda yozish mumkin:

z =21+ M — E (1.1)

yoki
i+ M, — 2z = E (f} =12, ...,]V),

bu yerda 2y — reja davrining boshida bo‘lgan zaxira migdori.

Shu yerda shuni ta’kidlab o‘tamizki, biror oraliqning bosh-
lanishidagi mahsulot miqdori avvalgi oraligdan saglab qolingan
zaxira mahsulot miqdoriga tengdir.

Masalaning dinamik qo‘yilishi

Ma’lumki, berilgan masalani dinamik usul bilan yechish ik-
ki gadamdan iborat bo‘lib, birinchi qadam jarayonning oxiri-
dan boshiga kelish orqali o‘zgaruvchilarning mumkin bo‘lgan bar-
cha giymatlari ichidan magsad funksiyaga minimum beruvchilari
va ularga mos magsad funksivaning qiymati aniglansa, ikkinchi
qadamda jarayonning boshidan oxiriga qarab yurish orqali, bi-
rinchi qadamda aniqlangan giymatlar yordamida optimmal yechim
topiladi.

Shu sababli hisoblarni osonlashtirish maqsadida zaxirani
boshqarish masalasida quyidagi, yangi belgilashlarni kiritamiz.
n bilan rcja davri oraliglarining teskari raqamlanishini olamiz.
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Masalan, n = 1 oxirgi oraliqni , n = N csa birinchi oraligni
hildiradi.

e, — rcja davrining oxiridan hisoblaganda n — oraliqdagi talab
migdorini bildirsin;

z,(m, j) — reja davrining oxiridan hisoblaganda n — oralig-
da m migdordagi mahsulot ishlab chigarish va shu oraligning
oxiridagi § miqdordagl zaxirani saqlash bilan bog'lig bo‘lgan
xarajatni bildirsin.

Ushbu belgilashlar va (1.1) tenglik yordamida ixtiyoriy n —
oraliq uchun, quyidagi munosabatni hosil gilamiz: j = z4+m—e,,
bu yerda z, n — oraligning boshlanishidagi mahsulot migdorini
bildiradi.

Demak, fagat n — oraligning o‘zidagi xarajat x,(m, z+m—e,)
funksiya qiymati bilan aniglanar ckan.

Masalaning qo’yilishiga asosan n — oraligdagi talabni to‘la
gondirish uchun, mavjud m + z mahsulot migdori talabdan
kichik bo‘lmasligi lozim, ya’ni: m + z > e,. Shunga o‘xshash
n — oraligdagi mavjud mahsulot miqgdori m + z qolgan talablar
yig'indisidan oshib ketmasligi kerak, yami: m+ 2z < e+ ... +ep,
aks holda zy = 0 sharti bajarilmaydi.

Dinamik dasturlash usuli uchun, muhim bo‘lgan quyidagi
belgilashlarni kiritamiz:
fn{z) — n-oraliquing boshlida zaxira migdori z ga teng bo‘lgan-

da, golgan n ta oraligdagi umumiy minimal xarajat;
mn(2) — fo(z) Xarajatga ega bo‘lishlik uchun n-oraliqda ishlab
chiqarilgan mahsulat migdori.
Ko‘rilayotgan masalada 2-shart (zy = Q) bajarilgan bolishi ke-
rak, shu sababli '

f(]((}) = O(TL = 0),

chunki reja davridan so‘ng mahsulot ishlab chigarilmaydi, demak,
hech qanday xarajat qilinmaydi.
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Keyin n = 1 ga o'tiladi. Oxirgi oraliqning boshida zaxira mig-
dori 2z ixtiyoriy manfivmas butun son bo‘lib, e; dan oshib ket-
masligi lozim. (1.1) tenglik yordamida, quyidagini hosil gilamiz:

O0=z+m—e

bundan m(z) yagona ravishda aniglanadi: mq(z) = e; — 2. De-
mak, belgilashga asosan:

fi(z) = z1(e; — 2,0) (1.2)

bu yerda z = 0,1, ..., e; qiymatlarini qabul giladi (agar boshqa
chegara bo‘lmasa). Shunday qilib (1.2)-yordamida

£10), f2(1), ..., fuler) (1.3)

aniqlanadi.

= 2 ga o‘tiladi. Agar boshlang‘ich zaxira miqdori 2 bo'lib,
ikkinchi oraliqda m migdorda mahsulot ishlab chiqarilgan bo‘lsa,
oxirgi ikki oraliqda ketgan umumiy xarajat quyidagi:

za(m,z+m —e3) + fi{z+m — e) (1.4)

yig‘indiga. teug bo‘ladi. Bu yerda boshlang'ich zaxira z =
0,1,...,e1 + ez giymatlarni qabul giladi. Ammo ey talabni tola
gondirish uchun, ishlab chiqarish lozim bo‘lgan m mahsulot mig-
dori e — z dan kam bo‘lmasligi, va 2y = 0 bo‘lishligi uchun,
e1 + ¢g — z dan oshib ketmasligi kerak, va’ni:

es—z<m<e +ey—2. (1.5)

Oxirgi ikki oraliqdagi xarajat — (1.4) ni minimallashtiruvchi
ishlab chiqarish mahsulot migdori m optimal hisoblanadi, demak,
u quyidagi munosabatdan aniqlanadi:

fo(2) = min[wa(m, 2+ m — ex) + filz +m—e3)],  (16)
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bu yerda 2z = 0,1, ...,e; + ¢y bo'lib, i (1.5) qosh tengsizlikni
qanoatlantirishi lozim.

Bundan f5(z) ning barcha giymatlarini topish bilan, navbatda-
gi, fa3(z) uchun, tuzilgan munosabat yordamida, uning qiymatla-
ri aniglanadi. Ushbu jarayon davom ettirilib, oxiri fan{zo) ning
giymati topiladi. Bu hisoblashning umumiy formulasi quyidagi
ko'rinishdagi rekurrent formuladir:

ful2) =n3rizn[.7:n(m, wm—e, Hfr (0m—e,)), n=1,2, ..., N, (L7}

bu yerda z = 0.1,...,e; + ... + €, bo'lib, kvadrat qavs ichidagi
ifodaning minimumini topish e, — 2 < m < e;+ ...+ ¢, — 2
shartni qanoatlantiruvchi barcha rm lar bo‘yicha olib boriladi.

Ko'rilayotgan masala uchun, boshlang'ich holat bo‘lgan — za-
xira hajmi z holatni to‘la tavsiflagani sababli (1.7)-rckurrent
formulada erkin o‘zgaruvchi sifatida m ishtirok giladi, chunki
oraliqning oxirida qoladigan zaxira mahsulot miqdori z+m - ¢,
ga tengdir.

Yana bir bor ta’kidlab o‘tamizki, (1.2), (1.3) va (1.6) yor-
damida  f1(0), f1(1), ..., filer), fa(0), fo(1), ..., foler + e2) lor-
ning barchasini qiymatlari osongina aniglanadi. Shundan so'ng
(1.7)-rekurrent formula yordamida ketma-ket hisoblashlar orqali
fv-100), fn—1(D), ..., fn—i(er + .. + ex-1) lar ning qivmatlari
aniglanadi. Va oxirida fy(zy) ning qiymati topiladi.

Shundan so‘ng fn(zy) glymatni beruvchi m ning qiymati
—my{zy) aniglanadi, bu birinchi oraliqda ishlab chiqarish zarar
bo‘lgan mahsulot hajmini beradi. Tkkinchi oraligning boshida.
zaxira miqdori 2; = zy+muy(20) —en bolganligi sababli fv_1(2i)
qiymatni beruvchi my _1(z;) ikkinchi oraligda ishlab chigarilishi
lozim bo‘lgan mahsulot hajmini aniglaydi va hokazo davom ctti-
rilib barcha oraliglarda ishlab chiqarilishi zarur bo‘lgan mahsulot
hajmlari aniqlanadi. Shu yo‘l bilan hosil gilingan ishlab chigarish
rejasi optimal rejani tashkil giladi va bunda cng kam xarajat
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fa(z) ga teng bo‘ladi. Bu yerda keltirilgan hisob-kitoblarni
quyidagi sonli misolda ko‘rib chiqamiz.

Sonli misol

Bir xil turda mahsulot ishlab chigaruvchi korxonaning reja
davri N = 4 ta oraligdan iborat bo‘lsin. Lekin biror oraliqda
ishlab chigarilgan mahsulotni keyingi oraliglarda hamn foydala-
nish imkoni bor bo‘lib, fagat ularni saglash xarajatlarini hisobga
olish kerak bo'ladi. Lekin shu bilan birga har bir oraligda mahsu-
lotga nisbatan talab F; = 2, Fy = 3, E3 =2, E4 = 4 bo'lib, ular
avvaldan ma’lum sonlar bo'lsin. Har bir oraligdagi xarajat ik-
ki gisindan iborat: ishlab chiqarish va saqlash xarajatlari. Uning
ko‘rinishi har bir oraliq uchun, mos ravishda quyidagicha aniglan-
gan bo'lsin:

X] (m], .Zl) = Xl(m1) + 2] Xz(mz, 22) = XQ(mQ) + 22:2,
Xs(mg, z3) = Xa(mg) + 23, Xa(my, z4) = Xalmy) + 224,
(1.8)
bu yerda Xy(m;), ¢ = 1,2, 3, 4-funksiyaning qiymati i-oraliqda m;
mahsulot migdorini ishlab chigarish bilan bog'liq bo‘lgan xara-
jatni bildiradi. Yana shu narsa ma’lumki, korxonaning quvvati-
dan kelib chiggan holda 1 va 2-oraliglarda ko'pi bilan 3 ta, 3-
oraligda ko'pi bilan 2 ta, 4-oraliqda ko‘pt bilan 4 ta mahsulot
ishlab chigarish mumkin. Shundan kelib chiggan holda X;(m;)
funksiyalarning giymatlari quyidagicha berilgan bo‘lsin:

X1(0) =0, X1(1) = 10, X1(2) = 12, X1(3) = 15,
X5(0) = 0, Xo(1) = 8, Xa(2) = 11, Xp(3) = 14,

X3(0) = 0, Xa(1) = 12, X5(2) = 14,

X4(0) =0, Xo(1) =7, Xu(2) = 9, X4(3) = 10, Xu(4) = 12.
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.B%zga ma lun.lk1, dmgm;k dabturlagh USU- 1. 1-jadval
lining birinchi gadamiga asosan, hisoblash

reja davrining oxiridan boshlanadi. Shusa- |z | mm(2) fi(2)
babli e; larning qiymatlari quyidagicha anig- |0 4 | 12
lanadi: €] =4, ea =2, e3=3,e,=2. Am- |1 3 | 10
mo, z4 =0 bo'lganligi uchun z4=2 + m— 20 2 9
er = 0bo'ladi, bu yerdaz avvalgioraliq(n = (3] 1 7

= 2) dan qolgan zaxira migdori, m csa oxirgi

(n = 1)oraligdaishlab chigarilishi mo‘ljallanayotgan mahsulot
hajmi, bunga (1.2) va (1.8) tengliklarga asosan fi(z) =
z1(m,0) = xy(e; — z), yoki fi(z) = =14 — z), bu yerda
z = 0,1, 2, 3 giymatlarni gqabul qgiladi. Demak, oxirgt oraligda
ishlab chiqarish lozim bo‘lgan mahsulot hajii m yagona ravish-
da aniqlanar ckan: mi(z) =4 — 2z, 2 = 0,1,2,3. fi(2) va mi(z)
larning qiymatiarini 1.1-jadval ko‘rinishda beramiz.

Endi n = 2, uchinchi oraliqga o‘tamiz. e; = 2 bo‘lganligi
sababli z + m — 2 uchinchi oraligning oxirida qolgan mahsu-
lot migdorini bildiradi. Shartga asosan 0 < 2z +m — 2 < 3
va 0 < z+4+m — 2 < 4 bo'lishi kerak. Bundan ikkalasi nchun,
ham umumiy bo‘lgan 2 — z < m < 5 — 2z qo'sh tengsizlikui hosil
gilamiz. Ammo uchinchi oralig uchun, m = 0, 1,2 bo‘lganliga
gababli

2—-z<m <min(2,5— 2) (1.9)
bo‘ladi.
fo(z) ni aniglash formulasi (1.6) ga asosan,

folz) = H}Jltl’l[.l;g(m) +(z+m—2)+ filz+ m— 2}]

kelib chigadi.
z ning har bir giymatida kvadrat qavs ichidagi ifodaning (1.9)-
shartni qanoatlantiruvchi m bo‘yicha qiymatini hisoblaymiz. Ke-
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yin ular asosida fo(z) va mg(z) larning giymatlarini aniglaymiz.
Bularning barchasini quyidagi jadval ko‘rinishda berish qulaydir.

1.2-jadval
> it 0 1

2 ma(2) | f2(2)
= = 4+0+12] 2 | 26
= 1204141410 | 1 | 24
04012 1241410 |14+249 | 0 | 1
0+ 1+10° 1242490 |[14+8+7 | 0 | 11

W=D

Endi n = 3, ya'ni ikkinchi oraliq ko‘riladi. (1.8) va (1.7) ga
asosan

f3(z) = I;}iﬂ[m;;(m) +2(z+m—3)+ fo(z+m —3)] (1.10)

bo‘ladi, bu yerda 2 =0,1,2,3,0 < z24+m—-3 < 3vam < 3. Bu-
lardan kelib chiqadiki, (1.10) ga minimum beruvchi m quyidagi
qo‘sh tengsizlikni gqanoatlantiradi:

3—-2z<m<min(3,6 — z). (1.11)

z = 0,1,2,3 ning har bir giymatida (1.11) shartni ganoat-
lantiruvchi m bo‘yvicha (1.10) dagi kvadrat qavs ichidagi ifoda
z3(m) + 2(z +m — 3) + fo(z + m — 3) giymatini hisoblab, so‘ng
undan kevin minimumni aniglaymiz. Bunda quyidagi jadvaldan
foydalanamiz.

1.8-jadval
0 1 2 3 m3(z) | f3(2)
- - 144+0+26") 3 40
— 40+ |l4t2t24 | 2 |37

S+01+26 |11+2+24 |14+4+12] 3 1 30

0+0+26° [8+2+24 [11+4+12 [14+6+11] 0 | 26

OJM-—DNS
I

Endi n = 4, ya'ni biriuchi oraliq ko‘riladi. (1.8) va (1.7) lardan
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quyidagi munosabatni olamiz:

falz) = n}’iln[m(m) +{(z4+m=2)+ fs(z+m~2)}, (112

ammo 0 < z+m — 2 < 3 vam < 3. Bulardan kelib chiqadiki
(1.12) ga minimum beruvchi m quyidagi qo'sh tengsizlikni qano-
atlantiradi:

2—2<m<min(3,5- z). (1.13)
z = 0,1,2,3 ning har bir giymatida (1.13)-shartui qanoatlan-
tiruvehi mm bo‘yicha (1.12) dagi kvadrat qavs ichidagi ifoda
z4(m) + (z + m — 2) + f3(z +m — 2) qiymatini hisoblab, so‘ng
undan keyin minimumni aniglaymiz. Bunda quyidagi jadvaldan
foydalanamiz.

1.4-jadval

k3 ' 0 1 2 3 1’1’?4(2) f4 (Z)
0 — — 124+0+407[15+1+37 | 2 | 52
1 - 10+0+40 [124+1+37 [15+2+30"| 3 | 47
2[040+40" [104+1+37 [124+2+30 [15+3+26 | O | 40
3[0+1+37 [10+2+30 [12+3+26 - | o [38

indi (1.1)—(1.4)-jadvallarning oxirgi ikki ustunidan foy-
dalanib, quyidagi natijaviy jadvalni tuzamiz:

1.5-jadval

| n=1 7 ==2 n=3 n=4_uj

? mi (2] A1) [ma(@)] £o(2) ma(2)] fa(2)[mal2)] falz)
ol 2 1202 [ 26 3 [ a0] 2 | 52
103 w01 | 242 [37]3 | a7
22 9 o [12]3 | 3]0 | 4
301 | 7 Jo | m]o 260 38

Demak, dinamik dasturlashning birinchi bosqichi ko‘rilayotgan
jarayonni oxiridan boshiga qarab hisob-kitobni amalga oshi-
rish, maqsad funksiyaning qiymatlarini barcha mumkin holatlar
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uchun, aniglab chiqish ekan. Bunda ikki element, albatta, yonma-
von turishi zarur, birinchisi yechim, ikkinchisi csa mos kelgan
magqgsad funksiyaning giymatini bildiradi. Tkkinchi bosgichda to-
pilgan juftliklar yordamida optimal reja (yoechim) aniglanadi.

Bizning misolda har bir holat, bu zaxira miqdori, yechim esa
shu oraligda mumkin bo‘lgan holatga mos kelgan ishlab chiqar-
ilgan mahsulot migdoridir.

Oxirgl natijaviy 1.5-jadvalning birinchi ustunida zaxira mig-
dorlari, boshqa ustunlarda har bir oraliqdagi optimal yechimlar
va ularga mos kelgan magsad funksiyaning qivmatlari berilgan.
Yuqori satrda oraliglarning tartib ragamlari ko‘rsatilgan.

Faraz gilaylik, oldingi reja davridan zy = 0 ta mahsulot qolgan
bo'lsin. U holda, n = 4 oxirgi ustundan my(0) = 2 ckanligini
aniglab, n = 3 ustunda 0 + 2 — 2 = 0, yana 0O-satrni qaraymiz,
u m3(0) = 3 ga teng ckanligini hisobga olib n = 2 ustundan
0+ 3~ 3 = 0— satrni qarasak mq(0) = 2 ekanligi kelib chi-
gadi, bundan 0+ 2 — 2 = 0. Demak, n = 1 ustundan O-satrda
my(0) = 4 ekanligi kelib chigadi. Shunday qilib optimal ishlab
chigarish rejast quyidagicha ckan: 1l-oraligda m = 2, 2-oraligda
m = 3, 3-oraligda m = 2, 4-oraliqda m = 4. Shunda ketadigan
eng kam xarajat f4(0) = 52 ga teng, hagigatan, 1-oraliq xarajati
— 12; 2-oraliq xarajati — 14; 3-oraliq xarajati — 14; 4-oraliq xara-
jati — 12. Shunda, bevosita hisoblash mumkinki, ketgan umumiy
xarajat 52 ga teng bo‘ladi.

Faraz gilaylik, oldingi rcja davridan 2 = 3 ta mahsulot golgan
bo‘lsin. U holda, n = 4 oxirgi ustundan m4(0) = 0 ckanligini
aniglab, n = 3 ustunda 34 0 — 2 = 1, vana l-satrni qaraymiz,
u ma(l) = 2 ga teng ckanligini hisobga olib n = 2 ustundan
1+ 2 -- 3 = O-satrni garasak mo(0) = 2 ckanligi kelib chiqadi,
bundan 04+2—2 = 0. Demak, n = 1 ustundan O-satrda m,(0) = 4
ekanligi kelib chigadi.

Shunday qilib optimal ishlab chiqarish rejasi quyidagicha
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ckan: 1-oraligda m = 0, 2-oraliqda rn = 2, 3-oraligda m = 2,
4-oraliqgda m = 4. Shunda ketadigan eng kam xarajat f4(3) = 38
g teng, hagigatan, l-oraliq xarajati — 0; 2-oraliq xarajati — 14;
S oraliq xarajati — 14; 4-oraliq xarajati — 12. Shunda, bevosita
hisoblash mumkinki, ketgan ummmiy xarajat 38 ga teng bo‘ladi.

]

n=1 n= 2 7.':_‘3 _ n=4 min
Lz M Ttalab|| My [talabl M, [talab)] My [taleb| xaraj.
ol 2 3 e T 4 52
L3 g 3 |3 10 1o 4 vy L4
201 0 3 2 4 40
31 0 2 2 4 38

Bularning barchasini 1.6-jadval orqali ko‘rsatish mumbkin.

Xarajat funksiyasi qavariq bo‘lgandad zaxirani bosh-
(arish masalasi

Yuqorida ko‘rib o‘tdikki, zaxirani boshqarish masalasida xa-
rajat funksiya {magsad funksiya) quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
Xi(My) + Xi(2), bu yerda X, (M) > 0, X4(0) = 6; Xi(z) >
0, X,{0) = 0 bo'lib, X;(M,) — ishlab chigarish, X,;{%) — zaxirani
saglash xarajatlarini bildiradi.

Bundan tashqari, 2,3 + M, — 2z, = E;, muvozanat tenglamasi
bajarilib, qo‘shimcha zy = 0 va E; > 0 shartlari barcha t =
[,2,... larda bajarilishi talab ctiladi.

Ma’lum bo‘lishicha X;(M;), Xi(z) lardan qo‘shimcha shart-
lar talab qilish hisobiga, masalaning yechimini topish usulini
vengillashtirish mumkin ckan. Bunday shartlardan biri, ularning
qavariq bo‘lishligidir. ‘

Ta’rif: Aniglanish sohasi butun sonlardan iborat bo‘lgan g(z)
funksiya uchun, g(z+1)—g(z) > g{x)— g{w—1) tengsizlik o'rinli
bo'lsa, u gavarig deyiladi.



Grafiklart  quyidagicha  bo'lgan  funksivalar  qgavariq
funksiyalarga misol bo‘la oladi:
Y Y

-
e o S

i —+— g 3
1.1-rasm 1.2-rasm 1.8-rasm

Faraz qilaylik, X,(M,) — ishlab chigarish va X;(2/) — saqlash
xarajat funksiyalari qavariq bo‘lishsin. U holda quyidagi uchta
gadamdan iborat bo‘lgan soddaroq algoritm orqali optimnal rejani
aniglash mumkin.

1. Talabi gondirilmagan cng kichik raqamli oraliq p bo‘lsin.
1,2, ...,p oraliglarning har birida navbat bilan ishlab chigarilgan
mahsulotlarni bittaga oshirib p ta variant hosil gilamiz.

2. Bu p ta vartantlar ichidan eng kam xarajatlisini tanlab ola-
miz. Mabodo, bunday variantlar bir nechta bo‘lsa, u holda aniqlik
uchun, ularning eng so‘nggisi olinadi.

3. Bu bilan, har bir variantda, p-oraliqdagi talab bittaga
gondiriladi. Agar barcha oraligdagi talablar to‘la qondirilsa hi-
soblash to‘xtatiladi va masala yechilgan hisoblanadi, aks holda
1-qadamga o'tiladi.

Bu algoritm, albatta, yuqoridagi dinamik dasturlash usuliga
qaraganda sodda usuldir.

2-§. Kuchlanishni tagsimlash modeli

Kuchlanishni tagsimlash modelini o‘zida aks cttirgan quyidagi
¢’tiborli misolni ko‘rib chigamiz. Korxona zaxiradagi (to'planib
golgan) N dona mahsulotini s ta savdo shaxobchasiga taqsim-
lash kerak bo‘lsin. Agar j — savdo shaxobchasiga y; dona mah-
sulot jo‘natilsa, bundan keladigan foyda R;(y;) so‘mni tashkil
ctsin. Yana shu narsa ma’lumki, hamma mahsulotni bitta savdo
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shaxobchasiga jo‘natish magsadga muvofiq emas. Bu masalaning
nodelini quyidagicha ifodalash mumkin:

8
> R(y;) — max,
j=1

8
2 Y= N,
i=1
y; = 0,1, ... — ixtiyoriy 7 da.

Dinamik dasturlash usulini qo‘llash uchun, quyidagi belgilash-
larni kiritamiz:

g;(r) —n ta mahsulotni 1,2, ..., j shaxobchalarga optimal qilib
tarqatganda kelgan foydani bildirsin.

y;(n) — gi(n) foyda olish uchun, j— savdo shaxobchaga
jo'natilgan mahsulot miqdori bo'lsin. U holda dinamik dastur-
lashning rekurrent formulasi quyidagicha bo'ladi:

g:}('ﬂ) = I[]."aX[Rj(yj) + gj-l(n - yj)]s 7 = 13 sy Sy
Y
gon)=06n=01,..,N, y; <n

Misollarda  hisoblash jarayoni quyidagicha olib  bori-
ladi:  avval  g1(0), (1), ...,q1{N) lar hisoblanadi, keyin
g2(0), ga(1), ..., gof V), ... oxirida gs(IV)}, so‘ng boshidan oxiriga
qarab hisoblash olib boriladi va y; larning giymatlari aniglanadi.

Bu ko'rilgan model kuchlanishni tagsimlash modelining xusu-
siy holi bo‘lib, umumiysi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

> Rj{y;) — max
j=t

S
Z Hily)=N,y;=0,1,....
1=l

Bu yerda faraz qilinadiki, A;(y;) lar kamaymaydigan funksiya-
lar va H;(0) = 0. Rekurrent formula quyidagicha bo‘ladi:
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n=0,1,...N, y;: Hi(y;) <n, y; — butun son.

Ikki chegarali kuchlanishni tagsimlash modeli

Avtomobil ishlab chigaruvchi firma yangi tipdagi mahsulotini
reklama qilish magsadida N so‘m pul ajratgan bo‘lsin. Reklama
gilish mintaqasida s ta radiostansiya joylashgan bo‘lib, 7 — radio-
stansiyaga y; so'm jo'natilgan bo‘lsa, undan keladigan sof foyda
R;(y;) so‘mni tashkil qiladi. Shu bilan birga umumiy reklamalar
soni M dan oshib ketmasligi kerak. Agar j — radiostansiyaga y;
so‘m jo‘natilgan bo‘lsa, reklamalar soni K;{y;) ni tashkil qiladi.
Demak, modelning umumiy ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

38
Z Rj(y;) — max,
Z y; <N,

Z Ki(y;) < M,

bu yerda faraz qilinadiki, N, M va K;(y;) lar manfiy bo‘lmagan
butun sonlarni gabul giladi. U holda mos rckurrent formula
quyidagicha ko'rinishga keladi:

gi(n,m) = II;aX[R'(yj) + gi—1(n —y;m — Ki(y))]. 5 =1,...;8,

J

90(0,m) = go(n,0) =0, n=0,1,..,N,m=0,1,.., M, y; <n,
K; (yj) < m.

Ulkan qurilish firmasi M miqdordagi kapitalini s ta qurilish
obyektlariga sarflamoqchi. j — qurilish obycktiga K; so‘m kerak
bo'lib, undan keyinchalik keladigan foyda R; so‘mni tashkil gi-
ladi. Har bir qurilish obyekti muhim hisoblanib, uni qurish yoki
qurmaslikni hal ctish kerak bo‘ladi. Quyidagi belgilashni kirita-
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miz:
0, j- obyekt qurilmasin

Y =
1, j - obyekt qurilsin.
U holda qo‘yilgan masalaning matematik modeli quyidagicha
voziladi:

S
'}:1 Rjy; — max,
7=

-1

J
=

Dinamik dasturlashning rckurrent formulasi esa quyidagicha
ko‘rinishda bo‘ladi:

gi(n,m) = H}QX[RJ%' + gi-1{n ~ yim — Ky
J

bu yerda g;{(n,m) — 1,2,...,j variantlardan n tasi tanlab olin-
gandagi m so‘'mni sarflashdan kelgan maksimal foyda.

3-§. Jihozni almashtirish va ta’mirlash modeli

Qimmat turuvchi jihozdan foydalanish reja davei N — 1 ta
oraliqga bo'lingan bo‘lib, jihozni har bir oraliq boshida yangisiga
almashtirish yoki ta’mirlash mumkin. Bu ikki yechimning biri-
ni tanlash yordamida eng kam xarajatni ta’minlaydigan strate-
givani aniqlash talab etiladi. Buning uchun, quyidagi belgi-
lashlarni kiritamiz: ¢;; — bilan ¢,7 + 1, ..., j oraliglarda ketgan
xarajatlar, masalan: ijara haqqi. ta’'mirlash va jihozga xizmat
ko‘rsatish, f, — bilan n — oraliquing boshida yangi jihoz olin-
ganda n,n + 1,..., N — 1 oraliglardagi umumiy minimal xarajat
belgilangan bo'lsin. U holda quvidagi rckurrent formulaga cga
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bo‘lamiz:

n = . nk— ; = —I,N——Q....,l, v =0.
5 k:ﬂif.‘,.,x[‘”’“ 1+ fi, n=N U B 8

Quyida ushbu masala N = 6 da to‘r orgali aks cttirilgan (3.1-
rasm). Har bir tugun nuqta oraligning boshlanishini, yoki oxirini
tasvirlaydi, gaysiki jihozni almashtirish imkoni mavjud. To‘rda
sikl bo‘lmaganligi sababli, u atsiklik to‘r deb ataladi. Atsiklik
to‘rlarda qisqa masofani aniqlashning sodda algoritmi ma’lum.

Bu masalaga umumiyroq yondashish ham mumkin. pg, bi-
lan n — oraligning boshida ¢ ta oraliq davomida ishlatilgan ji-
hozni yangisiga almashtirilganda keladigan sof foyda; k,; bilan
n — oraligning oxirida ¢ ta oraliq davomida ishlatilgan jihozni
n — oraliqdagi ishlatish xarajati; f,(¢) bilan esa n — oraliqning
boshida ¢ ta oraliq davomida ishlatilgan jihoz bo‘lgan holda
n,n + 1,..., N — 1 oraliglarda kctadigan minimal xarajat bel-
gilangan bo‘lsin.

n — oraligning boshida ¢ ta oraliq davomida ishlatilgan jihoz
almashtirilmagan bo‘lsin, u holda f,(t) = ku41 + fasi(t + 1)
bo‘ladi, almashtirilgan bo‘lsa f,(t} = pen + ka1 + fra(1) bo'ladi.
Demak, f,(t) ning aniglanishiga asosan:

fﬂ(t) = min[knt + 1 + fn+1(t + 1)*. Pin + knl + fn—i—l(l)]7
n=N-1,N~-2..,1 fx(t)=0.

Masala. Reja davri 3 yildan iborat bo‘lib, uning oxirida jihoz,
albatta sotiladi. Har yilning boshlanishida ikki xil yechim gabul
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gilish mumkin: jihozni yangisiga almashtirish yoki ta’mirlash bi-
lan undan foydalanishni davom ettirish. Yangi jihozning narxi
py = 800 shartli birlikka teng bo‘lsin. Uni ¢{1 < ¢t < 5)
vil ishlatgandan keyingi sotish bahosi k(t) = pg - 27 ga teng.
Demak, ¢ yil ishlatilgan jihozni yangisiga almashtirish xarajati
P = po—k(t) = 800—800-27" ga teng bo‘lar ckan. ¢ yil ishlatilgan
jihozni yana bir yil ishlatish uchun, 100(¢ + 1) — ta’mirlash xara-
jati talab ctiladi, demak, ixtiyoriy n da: ky, = 100(¢ +1). Jihozni
boshlang‘ich sotib olish va rcja davri oxirida sotish narxlarini
hisobga olgan holda rcja davridagi umumiy xarajatni minimuimn-
lashtiruvchi optimal strategiya aniglansin. Boshqacha qilib ayt-
ganda umumiy harajatni minimumlashtirish nugtayi nazardan
eski jihozni yangisiga almashtirish lozim bo‘lgan yillarni aniglab
berish talab ctiladi.

Yechish. (n—1, ¢} — bilan ¢ yil ishlatilgan jihoz bo‘lganda, n —
vilning boshlanish holati belgilangan bo‘lsin. Bunday holatda ikki
yechimdan bittasi gabul qilinadi: yoki py, + ko xarajat bilan eski
jithozni yangisiga almashtirish, yoki k,,, xarajat sarflash bilan eski
jihozni ta’mirlab, undan foydalanishni davom ettirish. Bunday
vaziyat sxematik ko‘rinishda quyidagi 3.2-rasmda ko‘rsatilgan.

Qo'yilgan masalaning yechimini dinamik dasturlash usulini
geometrik ko‘rinishda tasvirlash orqali aniqlaymiz. Abssissa o‘qi
yillarni, ordinata o‘qi jihozning ishlatish yilini bildirsin. Dinamik
dasturlashning usuliga asosan avval hisoblash vaqtga nisbatan
teskaridan olib boriladi. Ya’ni n = 5, bunda, shartga asosan
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¢ yil ishlatilgan jihoz, albatta k() = 800 - 27 shartli birlikka
sotiladi, ammo bu foydani bildiradi, uni xarajat ko‘rinishda ifo-
dalash uchun, teskari "minus" ishora bilan mos aylana ichiga
yozib go‘yiladi.

Keyin n = 4 ga o‘tiladi. Har bir holatda ikkita yechimdan
biri tanlanadi, ya'ni jihozni yangisiga almashtirish, bunda xarajat
800 + 100 — 800 - 27* bilan aniglanadi. Bunga 3.3-rasimda pastga
qarab yo'naltirilgan vektorlar mos keladi, mos xarajat vecktor-
larning ustki qismiga vozib go‘yilgan, ikkinchi yechim ta’mirlash
orqali jihozni saglab qolish, bunda ketgan xarajat 100(¢ + 1) ga
teng bo‘ladi, mos sonlar yuqoriga yo‘nalgan mos vektorlarning
ustki gismiga yozib qo‘yilgan.

Endi 4-yilning boshidagi har bir holatga mos kelgan minimal
umumiy xarajat, qabul qilingan yechimlarga mos xarajatlar bi-
lan reja davrining oxirida sotish narxi ayrimasidan hosil bo‘lgan
sonlarning eng kichigiga teng bo‘ladi. Bu minimal xarajat mos
holatni ifodalaydigan aylana ichiga yozib qo‘yilgan. Ushbu xara-
jatni aniglaydigan yechim qo‘sh vektor orqali belgilangan.

3-yilning boshlanishini tashkil ctuvchi aylanalar ichiga va ular-
dan chiqqan vektorlarning ustiga, xuddi avvalgidek hisoblash bi-
lan topilgan sonlar yozib qo‘yilgan. Optimal yechimlarga mos
kelgan vektorlar qo‘sh vektorlar orqali berilgan. Bunda, shunga
e’tibor berish lozimki, (2,2) holatda ikkala yechim bir xil minimal
xarajatli natijaga olib keladi.

Shundan so‘ng 2-yilning boshlauishini ifodalaydigan aylana
ichiga minimal xarajat va shu xarajatga olib keluvchi yechimga
mos qo‘sh vektor ustiga bir yillik xarajat yozib qo‘yiladi.

1-yilning boshlanishini ifodalaydigan aylana ichiga yangi ji-
hozni yil davomida ta’'mirlashga ketgan xarajat, sotib olish xara-
jati va 2-yilning boshidan boshlab ketgan minimal xarajatlar
yig'indisi yozib go‘yilgan, bu 2200 soniga teng,.

Oxirida dinamik dasturlash usulining 2-qadamida — optimal
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strategiya qo'sh vektorlar ketma-ketligi yordamida aniqlanadi.
Ko'rilayotgan masalada 2200 minimal xarajatni ta’minlaydigan
ikkita optimal strategiya majud: 1) reja davri boshida sotib olin-
gan jihoz 2 yil ishlatilib yangisiga almashtiriladi, bu jihoz re-
ja davrining oxirigacha almashtirilmaydi; 2) reja davri boshida
sotib olingan jihoz 3 yil ishiatilib keyin yangisiga almashtiriladi,
bu jihoz reja davrining oxirigacha almashtirilmaydi.

3.3-rasm

4-§. Kommivoyajyor masalasi

1. Kommivoyajyor masalasining qo‘yilishi. Kommivoya-
jyor so‘zi daydi sotuvchi ma’nosini bildirib, masalaning qo‘yilishi
juda ham soddadir. Ya'ni kommivoyajyor n ta shaharning har
biriga faqat bir martadan tashrif buyurib, barcha shaharlarni
shunday aylanib chqishi kerakki, natijada umumiy ketadigan xa-
rajat. (chigim, vaqt sarfi} minimal bo‘lsin. Agar shaharlarning
barchasini bir marta to‘la aylanib chigishni marshrut deb atasak,
anigki, bunday marshrutlar soni ko'pi bilan (1-1)! ta bo‘ladi. De-
mak, qgo'yilgan masala yechimining mavjudligi ravshan. Fagat
shu yechimni (optimal marshrutni) aniglab beruvchi "effcktiv"
usulni (algoritmni) ko‘rsatib berish kerak bo‘ladi.
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Ko‘pgina sohalarga tegishli bo‘lgan muommali masalalarni
ham kommivoyajyor masalasi kabi ifodalash mumkin. Masalan,
n ta turdagi mahsulot ishlab chiqaruvehi korxona, mahsulot ish-
lab chigarish tartibini qanday rcjalashtirsa, bir turdagi mahsulot
ishlab chigarishdan ikkinchi turdagi mahsulot ishlab chigarish-
ga o‘tish uchun, qayta jihozlash xarajatlari yig‘indisi minimum
bo‘ladi?

Albatta, kommivoyajyor masalasini yechish uchun, chizigli
dasturlash usullaridan ham foydalanish mumkin. Ammo kommi-
voyajyor masalasi 0'ziga xos ayrim maxsusliklarga ega bo‘lganligi
sababli, alohida yechish usullari yaratilgan bo‘lib, ulardan far-
moglar va chegaralar usuli, o'zining afzal tomonlari bilan ajralib
turadi. Bu usul boshga soha masalalarini, xususan, butun sonli
chizigli dasturlash masalalarini yechishda ham samarali usullar-
dan biri hisoblanadi.

2. Tarmoglar va chegaralar usuli. Biz tarmoglar va
chegaralar usulini kommivoyajvor masalasini yechish uchun,
qo'llanishini ko‘ramiz. Faraz qilaylik, ¢;; — sonlari 4 — shahardan
j — shaharga o'tish uchun, ketadigan xarajatni bildirsin. Agar ¢ —
shahardan 7 — shaharga o‘tishning iloji bo‘lmasa, ¢;; ni yetarlicha
katta son deb olamiz (buni oo deb belgilaymiz)}, i — shahardan
yana ¢— shaharga o‘tildi, deyish ma’nosiz bo‘lganligi sababli
¢ = oo deb olinadi. Shundan so‘ng n x n o‘lchamli {¢;;) jad-
val (matritsa) hosil bo‘ladi, u zarajat jadvali dch ataladi. Yana
bir bor ta’kidlab o‘tamizki, jadvalning ¢ — satri bilan 7 — ustuni
kesishgan joydagi ¢;; element 7 — shahardan j — shaharga o'tish
uchun, ketgan xarajatni bildiradi.

Endi jadvalni keltirish tushunchasini kiritamiz. Buning uchun,
avval jadval satrlari keltiriladi, ya'ni jadvaluing har bir satr cle-
mentlaridan shu satrning kichigi mos ravishda ayirib tashlanadi.
Shundan so‘ng jadval ustunlariga nisbatan ham xuddi shu amal
bajarilib, jadval ustunlari keltiriladi.

260



Barcha satrlari va ustunlari keltirilgan jadval keltirilgan deb
ataladi. Demak, ravshanki, keltirilgan jadvalning har bir satri va
ustunida kamida bitta nol element ishtirok etgan bo'ladi. Jad-
val satr va ustunlari eng kichik clementlarining yig'indisi h bilan
belgilanib, u jadvalning keltirish koeffitsiyenti deyiladi.

Misol sifatida quyidagi xarajat jadvalini ko‘raylik. 4.1-jadval
satrlarini keltirish uchun, uning o‘ng tarafiga mos satrning eng
kichik elementini yozib chiqainiz va satr clementlaridan uni ayirib
4.2-jadvalga cga bo‘lamiz.

Hosil bolgan 4.2-jadvalning ustunlarini keltirish magsadida
jadval ostiga mos ustunuing cng kichik clementi yoziladi va u us-
tun elementlaridan ayirib chiqiladi, natijada quyidagi 4.3-jadval
hosil bo'ladi.

Bu 4.3-jadval keltirilgan bo‘lib, uning har bir satr va ustunida
kamida bittadan nol element bor.

4.1~jadval
gacha, satr bo gicha
eng kichik
1 2 3 4 5 6 clement

1o 241514 |3 | 171 3

<

ol 1 |ooi 3 |10l2 0] 1

2 10| 4 2
dan

oC
3119/ 8 loc|7 |1 ] 1
1

5l 200 11 12] 00| 18] 4

6l 9 12l 214 [25] | 4
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4.2-jadval

gacha,
1 2 3 4 5 6
ool 21]12V1 0 | 14
2l 0 || 2 19 |1 |8
r..—
3/ 1413 [oci 0 |82
dan o _
4l 2 1 18[ 7 o] 6 | 0
50167 10 |8 | oof 14
sls 18170 | 21] oo
ustun bo'yicha
engkichik 0 3 0 0 0 0
element
4.8-jadval
gacha
1 2 3 4 5 6
ool 18] 121 | 0@} 14
9l 08 ol 2 19 1118
14 | 0 oM 8 |2
dan 3 > . ‘Jac%h
a2 1507 | o] 6 | 0@ Fikller
16{4 | 09 8 | oc| 14 -
_ @b (@)
65 |5 |17 08} 21| oc N N
4.1-rasm

Ko‘rilayotgan 4.1-jadvaluing keltirish koeflitsiyenti h quyidagi

songa teng:
h =

34+1+24+1+4+4+0+34+04+0+04+0=18.

Keltirish kocffitsienti h eng kam xarajatli o'tishlarning umu-
miy xarajatini bildirib, bu xarajatni beruvchi marshrutnl har
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vaqt ham aniglab bo‘lmaydi. Yugorida ko‘rilgan misolda eng
kam xarajatli (b = 18) marshrutni aniglasak, u ikkita bir-biriga
hog'lanmagan o‘tishlardan (sikllardan) iborat bo‘lib goladi, ya'ni
Il +5—+3—+2—=>1va4 -6 —>4— . Bu csa goyilgan
mnasalaning yechimini bermaydi. Demak, jadvalni keltirish bilan
har vaqt ham qo‘yilgan masalaning yechimini olib bo‘lmas ekan.
Umuman, tarmoglar va chegaralar usuli ikkita muhim bosqgich-
dan iboratdir: 1) tarmoqlash; 2) chegaralarni aniglash.

Masalani yechish davomida ikkala bosqich parallel ravishda
olib boriladi. Bu bosqgichlarni amalga oshirish uchun, quyidagi
ishlarni ketma-ket bajarish kerak: A) boshlang‘ich jadvalni kelti-
rish; B) keltirish koeffitsyenti A ni aniqlash; C) keltirilgan jadval-
ning nol clementlari darajasini aniglash; D) bu darajalar asosida
tarmoqlashni amalga oshirish: E) tarmoglanish natijalarini tash-
kil etuvchi marshrutlarning quyi chegaralarini aniglash; F) jadval
o'lchamini bittaga kamaytirish; G) to‘la bo'lmagan marshrutlar
(siklar) hosil bo‘lib qolishdan saqglanish; H) bu jarayonni (2 x 2)-
jadval hosil bo‘lgunga qadar davom cttirishi; I) oxirgi tarmoq
natijasiga mos marshrutni aniqlash; J) barcha chegara (baholar-
ni) solishtirish; K) zarurat bo‘lsa, eng kam chegaraviy natijaga
mos jadval tiklanib tarmoglashni davom ettirish.

Bu usulni gqo‘llash davomida, barcha hisob-kitoblar berilgan
jadval vordamida olib borilib, uning natijalari alohida tuzilgan
grafda ko‘rsatib boriladi. Bu jarayon oxirida mukammal (eng kam
xarajatll) marshrut aniglanadi.

Bu graf o‘zaro birlashtirilgan doirachalardan iborat bo‘lib,
ularning har biri ma’lum bir xossali marshrutlar to‘plamini
aniglaydi. Bu doirachalar yoniga yozilgan chegara — sonlar
osa shu doiraga tegishli bo‘lgan marshrutlarga mos xarajatlar-
ning quyi chegarasini bildiradi. Grafning boshlang‘ich gismi 4.1-
rasmt ko'rinishida bo‘ladi. Bunda birinchi boshlang‘ich doiracha
barcha marshrutlarni o'z ichiga olgan to‘plamni aniglab, ix-
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tiyoriy marshrut bo‘yicha ketadigan xarajat h sonidan kichik
bo‘lmasligini bildiradi. Yuqorida ko‘rgan misolda & = 18 cdi,
demak, xarajati 18 dan kichik bo‘lgan marshrut yo‘q ckan.

Barcha marshrutlar to‘plamini tarmoqlash uchun, keltirilgan
4.3-jadvalning nol elementlari darajalari aniglanadi. Masalan,
4.3-jadvaldagi nol element bo‘lgan 1-satr, 5-ustundagi ¢ =0
ning darajasini topish uchun, birinchi satrdag i eng kichik element
1 ga, beshinchi ustundagi eng kichik element 1 go‘shiladi va hosil
bo‘lgan 2 soni shu nolning darajasi sifatida yozib qo‘yiladi. Xuddi
¢z = 0 ning darajasini topish uchun, uchinchi satrdagi eng kichik
0 ga ikkinchi ustundagi eng kichik element 4 go‘shiladi va hosil
bo‘lgan 4 soni ¢3o = 0 ning darajasi sifatida yozib go‘yiladi. Shu
usul yordamida 4.3-jadvalning barcha nol clementlari darajalari
aniglanadi.

Darajasi eng katta bo‘lgan nol joylashgan satr ¢ va ustun 3
lar topilib, (¢,7) bo‘yicha tarmoqlanadi. Bunda, o‘ng tarafdagi
doiracha ¢ — shahardan 7 — shaharga o‘tishni o'z ichiga olgan bar-
cha marshrutlarning to‘plamini bildiradi va u (¢, ) bilan belgi-
lanadi, chap tarafdagi doiracha csa, aksincha, 4 — shahardan 7 —
shaharga o‘tishni o'z ichiga olmagan marshrutlarning to‘plamini
bildiradi va u (2, 7) bilan belgilanadi.

Mabodo, katta darajali nollar bir nechta bo‘lsa, ularning ix-
tiyoriy bittasi tanlab olinadi. Yuqoridagi misolda keltirilgan 4.3-
jadvalning nollari darajasini aniglaymiz.

Darajasi eng katta bo‘lgan nol element ¢g3 = 0 dir, demak, tar-
moglanish grafi 4.2-rasm ko‘rinishida bo‘ladi. Chap doirachaga
mos kelgan eng kam xarajal keltirish koeffitsiyenti h = 18 nol-
ning cng katta darajasi 6 qo‘shib topiladi. (hy), bizning misolda
u 24 ga teng. O‘ng tarafdagi doirachaga mos keluvchi xarajat-
larning quyi chegarasini aniglash uchun, 4.3-jadvalning eng katta
darajali nol joylashgan satr va ustun olib {o‘chirib) tashlanadi.

Demak, jadvalning o‘lchami bittaga kamayadi. Bunda, shuni
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alohida takidlash lozimki, shaharlarning tartib raqamlari al-
batta saqlanib (yozilib) qolishi shart, aks holda chalkashliklar
kelib chiqadi. Shundan so'ng, to‘la bo‘lmagan sikl ¢ — 7 — ¢
(i — 7 belgi ¢ — shahardan j — shaharga o‘tishni bildiradi)
vo‘qotiladi, buning uchun, ¢;; element oo belgisiga almashtirilib
yozib qo‘yiladi. Ya'ni:

4.4-jadval

gacha
1 2 4 5 6
1| oo| 181 1 | 09 14

2| 0% oc| 9 | 118 (barcha\ 18

sikilar

dan 3l 141 0B 0 oo 2 o

4! 2 | 13| oo| 6 0t Q,24 /5 2, 18
&) &)

6l 5 |5 109 21 o0

4.2-rasm

Shundan so‘ng, hosil bo'lgan yangi jadval keltirilib, uning kel-
tirish koeflitsiyenti, oldingl keltirish koeflitsiyenti bo‘lgan h ga
qo‘shib yoziladi (hy). Oxirgi 4.4-jadvaldan ko‘rinib turibdiki, u
keltirilgan jadval ekan, demak, uning keltirish koeffitsiyenti nolga
teng. Shuning uchun, 4.2-rasmdagi o‘ng doirachaga mos keluvchi
chegara o‘zgarmagan (18).

(barcha 18

\ sikilar;

()24 X)\ 18

5 (5,3

(5:3)

NI
4.4-Tasm




Tarmoglash uchun, o‘ng doiracha taulab olinadi (o'ngga yurish
goidasi bo'vicha) tarmoqlash juftligini (k, £) aniqlash uchun, oxir-
gi keltirilgan jadvalning nollari darajalari hisoblanadi va ulardan
eng katta darajalisi yordamida (k, £) juftlik ajratilib, tarmoqlash
amalga oshiriladi (4.3-rasm.) Bunda (, €) belgini olgan chap doi-
rachaga mos chegara (hy) ning qiymati h; ga nolning eng katta
darajasi qo‘shib aniglanadi.

(k. £) belgili o'ng doirachaga mos kelgan chegarani (hs3) topish
uchun, oxirgi jadvaldan k — satr va £ — ustun chiqgarib (o‘chirib
tashlanadi) va to‘la bo‘lmagan marshrutlar oc belgisi yordami-
da tagiglanadi. Shundan so‘ng. hosil bo‘lgan jadvalning keltirish
koeffitsiyenti 2 ga qo‘shilib o‘ng doiracha yoniga yozib qo‘yiladi.
Biz ko‘rayotgan sonli misolda bu jarayon 4.4-jadvalda keltirilgan.

(k, £) juftlik sifatida (3,2) ni yoki (6,4) ni olish mumkin. Aniqlik
uchun, (3,2) ni olaylik. U holda quyidagi grafga ega bo‘lamiz (4.4-
rasm).

Endi oxirgi jadvalning uchinchi satri, ikkinchi ustunini tash-
lab yuborib 2 — 5 o'tishni ham tagiglab qo‘yamiz (oo belgi
orqali). Chunki, oxirgi (3,2} belgili doirachada 5 — 3 — 2
o‘tishlarni o‘z ichiga olgan marshrutlar to‘plangan bo'lib, to‘la
bo‘lmagan 5 — 3 — 2 — & marshrutni taqiglash kerak edi. Shu
o‘zgarishlardan so‘ng jadvalning ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

4.5-jadval

gacha,
1 4 & 6
1 ool 1 |00 14 (a2 18
90001 9 | ool 8 o
dan - _’,__ r_ R R . )
4l 2 [ oo 6 000 @28 (@025
gl 5 {06 21| oc

4.5-rasm

266



Bu keltirilgan jadval, demak, uning keltirish koeffitsiyenti nol
ho'lib hy = 18 bo'ladi (hy = 18 + 5 = 23).

Shundan so‘ng o‘ng tarafdagi doirachani tarmoqlash uchumn,
yangi juftlikni aniglash lozim, xuddi avvalgiday oxirgi jadvalda-
gi nol elementlarning darajalari hisoblanadi, bular 4.5-jadvalda
keltirilgan.

Aniglik uchun, (2,1) juftlikni tanlab olaylik, unda: 4.4-rasm-
ning davomi sifatida quyidagi grafga cga bo‘lamiz (4.5-rasmj.

4.6-jadval 4. 7-jadval

gacha  salr bo‘yicha gacha
eng kichik

4 5 6 element _4__‘_.5 6
1 loof 14l 1} 0 l 20| 13
dan 4 |6 |0 |0 dan 4 oo] 6 |0 |
6l 0 | 21] ool 0 6l 0 3 911 o0
_J .
ustun bo‘z‘ichu eng 0 6 0

kichik element

(2,1) belgili doirachada 5 —+ 3 — 2 — 1 o‘tishlarni o'z ichiga
olgan marshrutlar to‘plami bo‘lib, to'la bo‘lmagan 5 — 3 — 2 —
1 — 5 siklni yo‘qotish magsadida birinchi satr, beshinchi ustun
kesishgan elementni co belgiga almashtiramiz va ikkinchi satr
birinchi ustunni o‘chirib tashlaymiz. Satr va ustunlarni keltirib
4.6 va 4.7-jadvallarga cga bo‘lamiz.

Demak, jadvalning keltirish koeflitsiyenti 1 + 6 = 7 ga teng,
shu sababli o'ng tarafdagi doirachaga mos kelgan chegara hs =
18 4+ 7 = 25 bo'ladi.

Endi oxirgi jadval nollarining darajalarini anigqlaymiz (bu
4.8-jadvalda keltirilgan) tarmoqglash uchun, (6,4) juftlikni tan-
lab olaylik. U holda 4.5-rasmning davomi 4.6-rasm ko‘rinishda
bo‘ladi.
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4.8-7adval

gacha /‘ N
4 5 6 e 5
{009 oo | 13
don [ 00| g \(—4)/ 0 (a)83
(15) - }
6| 15 Oo_ 4.6-rasm
4-9-jadval satr bo‘yicha 4-10-jadval
gacha  eng kichik gacha
5 6 clement 5 6
1l oo} 13 13 ool o '
daﬂ dan
410 [ oo| O 4/ 0 OOJ

vt I

Chap tarafdagi doirachaga ((6,4) belgili) mos chegara hs =
25 + 15 = 40 ga teng bo'ladi. (6,4) belgili doirachaga mos
toplam 5 - 3 = 2 = 1 va 6 — 4 oftishlarni o'z ichiga ol-
gan marshrutlardan iborat bo'lib, 6 — 4 — 6 to'la bo‘lmagan
sikllarni yo‘qotish uchun, oc belgi orgali 4 — 6 o‘tish tagiglana-
di va oltinchi satr, to‘rtinchi ustun o‘chirib tashlanadi. U holda,
natijaviy jadval quyidagi (4.9-jadval) ko‘rinishda bo‘ladi. Bu jad-
valning satrlari keltiriladi(4.10-jadval).

Demak, o‘ng tarafdagi doirachaga mos chegara hy = 25+ 13+
0 = 38 bo‘lar ekan.

qilib, biz natijaviy grafga ega bo‘ldik (4.7-rasm). Bu grafn-
ing o'ng tarafidagi doirachalar ketma-ketligi va oxirgi (2 x 2) —
o'lchamli jadval yordamida xarajati 38 ga teng bo'lgan 6 — 4 —
5~ 3 —= 2 — 1 — 6 sikl aniglanadi.
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Ga9a — Tew)8
SN N
g INST:
62,23 Gl
TN
1,40 7(’s 438
. N
4.7-rasm

Ammo chap tarafdan (_335 belgiga cga bo‘lgan doirachaga mos
chegara 23 ga teng, shuning uchun, gidirilayotgan eng kam xara-
jatli (mukammal) sikl shu to'plamda bo'lishi mumkin. Demak,
shu doirachaga mos kelgan jadvalni tiklash kerak bo‘ladi. Esla-
tib o‘tamizki, bu doirachaga mos kelgan marshrutlarda 3 — 2
o'tish tagiglangan, 5 — 3 o'tish csa majburiy. Shu sababli bosh-
lang‘ich jadvalning ¢z va ¢35 clementlarini oo belgisiga almashti-
riladi va beshinchi satr, uchinchi ustunlar o‘chirib tashlanadi va
g = cs3 = 4 deb olinadi (agar bir necha element o‘chirilsa g bi-
lan shu elementlarning giymatlari yig'indisi belgilanadi). Natija-
da (_37) belgili doirachaga mos kelgan jadval quyidagi 4.11-jadval
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu 4.11-jadval keltiriladi va keltirish koefli-
tsiventi A = 19 aniglanadi. Natijada 4.12-jadvalga ega bo‘lamiz.

Demak, @ belgili doirachaga mos kelgan chegara b+ g =
19 + 4 = 23 ga teng ckan.

Endi, shu doirachani tarmoqlash uchuy, (%, 5) juftlik aniglana-
di, ya’ni nollarning darajalari hisoblanadi. Demak, (6,2) juftlik
bo'yicha tarmoglanish amalga oshiriladi (4.8-rasm).

Endi, ma’lum o‘zgartirishlar {6-satr, 2-ustun o‘chiriladi,
co = 00) kiritilib, so‘ng uni keltirish natijasida 4.13-jadval hosil
bo‘ladi. Bunda, keltirish koeffitsiyenti 0 teng, shuning uchun,
(6,2) belgili doirachaga mos chegara giymati 23 bo‘ladi (4.8 va
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4.9-rasmlar). So‘ng oxirgi jadvalning nollari darajalari topiladi
va (6, 2) belgili doirachani tarmoglash uchun, juftlik aniglanadi.

4.11-jadval 4.12-jadval

gacha gacha .

1 2 4 5 6 1 2 4 5 6
ool 24l a T3 [17 ool 3] 1 To®] 14]
o1 ]l 10219 2 00 solo |1 ]38
dan 3| 16| o 2 [oc| 4 dan 3—14_ oo [ 0@ ol 2
43119 00| 7 |1 402 | 10] ool 6 | 0W
ol o 11214 |25 o0 6l 5 1009 @ 21| 5

Demak, tarmoqlanish juftligi (4,6) ekan (4.9-rasm). Oxirgi
jadval ma’lum qoidalar asosida o‘zgartiriladi. (4-satr, 6-ustun
ofchiriladi, €24 = oc belgini oladi).

4.18-jadval

gacha
| 1 4 5 6 [(3®2%
1] ool 1 |0@] 14
ol 03 9 [ 1 | 20
dan ((6,2)“33 (6 2) 23
30 14 0W ocf 2 N
I’y 1)
4| 2 ?OJ 6|0 4.8-rasm

Bu 4.15-jadvalning keltirish koeffitsiyenti nolga teng, shuning
uchun, (4,6) belgili doiracha chegarasi 23 teng bo‘ladi. Oxirgi
jadvalning nollari darajalart aniglanadi:
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4. 14-jadval

gacha
1 4 5 B /@}}n 23
1o |1 [0® @ {4 (),23
~
dan 21018 0o | 1 @J,g \@1))23
. (15)
3 _14 0 eo 4-9-rasm
T )\23 4.15-jadval
/>\ DA 93 gacha
% e -
G T e =] 0
N o el N T dan o L
@1))38 l2,1))23 = ora
. ‘\_.) 3/ 0 [
4.10-rasm

Tarmoglanish (2, 1) juftlik orgali amalga oshirilgan bo‘lsin
{(4.10-rasm.) Bu csa keltirilgan jadval, demak, (2,1) belgili doi-
rachaga mos chegara 23 bo‘lib qoladi. Oxirgi jadval va bu grat
vordamida eng kam xarajatli (23) siklni aniglaymiz: 2 — 1 —»
5—=3-54—->6-—2

Grafdagi (4.10-rasm) hech bir doirachani tarmoglash orqali 23
dan kam bo‘lgan xarajatli siklni topib bo‘lmaydi. Bu c¢sa, topil-
gan siklning mukammal (eng kam xarajatli) ekanligini bildira-
di. Ma'lum o‘zgartirishlardan {2-satr, l-ustun o‘chiriladi) keyin,
quyidagi so‘nggi (2 x 2) — o'lchamli jadval hosil bo'ladi.

gilib, ko‘rilgan misolda quyidagi yechimni olamiz: eng kam 23
xarajatlisikl 2 > 155 —23—-4— 6 — 2 boladi.

Hali borilmagan eng yaqin shaharni tanlash algoritmi

Eng oddiy tabiiy usullardan biri bu eng yaqin shaharni tan-
lashdir. Ya'ni, bu berilgan xarajat jadvalidagi satrning cng kichik
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clementni tanlash demakdir. Avval biror satr tanlanadi, keyin shu
satrdagi eng kichik clement joylashgan ustun raqamiga mos satr-
dan avvalgi ustunlar ishtirok etmagani tanlanadi. Bu jarayoning
oxiri sikl bilan tugashi zarur. Aynan, shu oxirida majbyran tan-
lash ro'y beradi. Shuning hisobiga kelib chigadigan sikl uzunligi
ixtiyoriy son bo‘lishi mumkin. '

Lekin misol ko‘rish mumkinki, bu usul har vaqt ham optimal
yechimni beravermaydi. Bunga garamasdan, agar juda ham aniq
yechim talab gilinmasa bu usulni qo‘llash qulaydir.

Bu usulda boshlang‘ich shaharni tanlash muhim ahamiyatga
ega. Lekin bu yerda barcha variantlarni ko‘rib chigish orgali, ular-
dan cng yaxshisini tanlab olish mumkin bo‘ladi.

Quyidagi misolni qaraylik:

4.16-jadval 4. 17-jadval
gacha boshlang'ich shahar, unga mos sikl
1 2 3 4 5
1 5 1535255421
1j 00| 3L} 151 19] 38 Ll 55 48 27+ 5+ 5 = 05)
24 223133345 5-+2
e R el 2] "o+ 1545345016 = 151)
2132154325523
3_25 431 00] 53| o0 317 25419450+ 274 5 = 0)
5 441233422354
4] 5 | 501 49} 00| 59 4 Gris+ 43275 - 95)
241 5 5+2—=21-23-54—=5
5/ 24| 5 |00} 5 1 oo 51 %619+ 15+ 53 4 50 = 151)
| 5345133205
¢ (5+5+ 15+ 43 + 27 = 95)

5-§. Ryukzak haqidagi masala

Ryukzak haqgidagi masalani qo‘yilishi quyidagicha: n — turda-
gi predmetlar berilgan bo‘lib (faraz ctiladi, ularning soni yetar-
licha ko'p), j — ragamli predmetning bittasini og‘irligi a; va ba-
hosi ¢; > 0 butun sonlardan iborat bo'lsin. b og'irlikdagi yukni
ko‘taruvehi ryukzak ichiga shn predmetlardan joylashtirish ke-
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rakki, natijada olingan predmetlarning umumiy bahosi maksimal
bo'lsin.

Ya’'ni, bu yerda masala olinishi kerak bo‘lgan predmetlarning
ragamini va sonini aniglashga keladi. Bu masalaning matematik
modeli quyidagicha bo‘ladi.

Magsad funksiya

i

> (5.1)

51
ning maksimal giymati
n
Z a;z; <b (5.2
jt
2,20, 5=12....n (5.3

shartlar ostida topilsin. Bu yerda z; > 0, j = 1,2,...,n lar j-
raqamli predmetning sonini bildiradi. Bu qo‘yilgan (5.1}—(5.3)-
masala butun sonli chizigli dasturlash masalasi bo‘lib, uni yechish
bilan go‘yilgan masala hal qilinadi.

Endi yuqoridagi masalani umumlashgan, yani (5.2) ga
o‘xshash chegara bir nechta bo'lgan holni ko‘ramiz va shu bilan
birga yechish algoritmini keltiramiz. Ushbu masalaning matema-
tik modeli quyidagicha bo‘ladi:

i
Z cjir; — max (5.4
o1

funksiyaning maksimal giymati

n
E ai;z; < b i=1,2,...,m, (5.5)
j=1

shartlar ostida topilsin. Bu yerda z; — manfly bo‘lmagan bu-
tun sonlar va ¢; > 0,4; > 0,a; > 0 lar barcha ¢ =
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1,2,...,m,7 = 1,2, ...,n larda butun sonlar. Masalani yechishda
qulaylik tug‘dirish maqsadida quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

k
P Y2y oY) = 108X D €525,
iyl Jml
k
E Qi T; < Yis t= 1)2: SIS L (56)

51
k=1,2,..,n,4=12,..,b,1=12,...,m. Endi £k =1 bolgan
holni alohida ko‘raylik:

’*pl(yla Y2, .- ym) = IIlIa.XCﬂEl,
1

an®y < yi, ¢t =1,2,...,m, ry > 0 — butun.

Tushunarliki, agar biror ¢ € {1, ...,m} uchun, a;; = 0 bo'lsa, u
holda shu ¢ indeks uchun, ixtiyoriy z; > 0 da a;;2; < y; tengsizlik
o‘rinli bo‘ladi. Shuning uchun, bu holda, musbat a;; koeffitsiyent
ishtirok ctgan tenggsizliklarni ¢’tiborga olish yetarlidir. Demak,
Z1 — o'zgaruvchi

T < Y
aql
tengsizlikni musbat a;; larga mos keluvchi ¢ — indekslarda qano-
atlantirishi kerak ekan. Agar x; ni butun qiymat gabul qilishini
e’tiborga olsak, k£ = 1 holdagi masalaning yechimi
Ty = min [&]
a;1>0"0a,;
ckanligi kelib chiqadi. Ravshanki, magsad funksiyaning qiymati
quyidagicha aniglanadi:
— Y
$1 (yla Y2, ym) =Cx =0 ‘fﬁl)% ng] .

Demak, & = 1 da magsad funksiya @i(yi, y2, ..., Ym) ning
barcha giymatlarini aniglash mumkin bo‘lar ckan. Hisoblash-
ni soddalashtirish magsadida (tabiiy bo‘lgan) quyidagilarni qa-
bul qilamiz: y1, e, ..., Yo argumentlarning barcha qiymatlarida
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wo(¥h,Y2, -, Ym) = 0 va ularning kamida birortasi nolga teng
bo'lsa, @i(¥1, Y2 - ¥m) = O deb olamiz. Agar 41,9, ..., Ynm
larning kamida bittasi manfiy qiymat qabul qilgan bo'lsa,
Or(Y1, Yo, -y Ym) = —00 — bo'lsin.

Endi 1 < & < n oraligda magsad funksiya or(y1, y2, .-, Ym)
ning qiymatlarini topish uchun, rekurrent formulani keltirib chi-
qaraylik. Faraz qilaylik, ¢r—1(y1, Y2, --., Ym) funksiya giymatlari
(y1, Y2, ..., Ym) argumentning gabul qilishi mumkin bo‘lgan bar-
cha giymatlarida aniglangan bo‘lsin. U holda, @x(y1,¥2, .-, Ym)
qiymatni hosil gilishda & — ragamli predmet kamida bir marta
ishtirok ctishi yoki umuman ishtirok etmasligi mumkin.

Ikkinchi holda '“pk(ylz Y2, - ym) = Y1 (yh Y2y ey Q/m) tCIlglik
o‘rinli bo‘ladi. Birinchi holni qaraylik, bunda &-ragamli predmet-
ning karnida bittasi ishtirok ctganligi uchun, uning bittasini alo-
hida olib qaraymiz. Uni alohida ajratib olsak, u ishtirok etgan
(5.6) tengsizliklarning o‘ng chegaralari y1, 2, -.., ¥ lar mos ra-
vishda a; ga kamayadi, ya'ni tengsizlik chegaralari mos ravishda
y; —a;x bo'lib goladi. Shunda magqgad funksiyaning maksimal giy-
mati belgilanishga asosan @g(y1 — @ik, Y2 — Gk, oo, Yoo — Qi) 82
teng. Endi bu giymatga olib qo'vilgan bitta k-ragamli predmet
bahosi ¢ ni qo‘shsak pi(y1—a1k, Y2—aok, .-, Ym—ame)+cx bahoga
ega bo‘lamiz. Bu yerda c’tibor berish kerakki, k& indeks saglanib
qolyapti, chunki & — ragamli predmet bittadan ortiq qatnashgan
bo‘lishi mumkin.

qilib k-predmet, agar kamida bitta olingan bo‘lsa, magsad
funksiyaning maksimal qiymati wr(y: — a1k, Y2 — G2k, oo, Yrn —
Qi) + €k, umuman olinmagan bo‘lsa Y- .1(y1, Yo, .... Ym) ga teng
bo‘ladi. Bu ikki variantning qaysi biri afzal ekanligini bilish
llCthl, ‘lok—l(y].’ Y2, ym) bilan (:Dk(yl = 01k, Y2 — Q2% -y Ym —
amk) + ¢ larni tagqoslab korish kerak bo‘ladi. Agar quyida-
gi tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, & — predmetdan kamida bitta olish
magsadga muvofiq bo‘ladi.



:Pk—l(yla Y2, '~~7ym) < ’pk(yl =Wk Y2 — Wy oy Y — a'mk) + ck

Demak, bir-birini inkor etuvchi bu ikki variantga mos keluvehi
magsad funksiyaning cng katta qiymati wr(y1, yo, ..., %) i be-
radi, ya’ni

Ox(11, Y2, - Yn) = max{@r_1(y1, 42, s Yin),
(5.7)

sOk(Qh — Al Yo — Q2ky ooy Ym — Gmk) + Ck-)-

(5.7)-formula yordamida @{yi, vy, ., ¥m}), K = 1,2,...,m,
vy = 0,1,....b, © = 1,2,...,m magsad funksiyaning faqat
giymatlarini hisoblashimiz mumkin. Qaysi predmetdan nech-
tadan olinishi kerakligini ko‘rsatuvchi 7{(k;y1,%2, ..., Ym), (K =
1,2,..,n, 4 = 0,1,...,b;, i = 1,2,...,n) butun argumentli va
giymatli funksiyani tuzamiz. Agar (k;91,¥y2, ..., Ym) argument-
ning biror (k; §1, §2, -, Jm) qiymatida @z(Gi, @2, .-, Gm) = 7, 1 <
4 < k bo'lsa, bu (¥, Js, -, §m) bahoga crishishda j-ragamli
predmet kamida bir marta qatnashganligini bildiradi, ya’ni z; >
L I(k;y1, Y2, ..., Ym) funksiya qiymatlarini & = 1 bo‘lganda hi-
soblash hech qanday qiyinchilik tug'dirmaydi, hagigatan, agar 1-
ragamli predmetdan olinmagan bo‘lsa, baho (1,99, ..., Ym) =
0, aks holda p1(y1, Y2, ..., ¥m) # 0 bo‘ladi, shunga asosan

01 agar 901('!,/17 Yo, ..es ym) =0, (58)

I(l;y1;y21 -..,ym) - { 17 a‘gar (Pl(yluy% "",yfrt) ?é 0

bu yerda y; = 0,1,...,b;, 1 =1,2,...,m.

Endi 1 < k& < n bo‘lgan holda I(k;y1,¥2, ..., ym) funksiva
giymatlarini aniglaydigan formulani keltiramiz. @r(y1, ¥2, .-, Ym)
funksiyaning qgiymatlarini topish usuli (5.7)-formulaga asosan,
agar (y1, 4o, --., Ym) argumentning biror (G1, §a, ..., fm) giymatida
(Pk(yl = Ok, Y2 — A2k -5 Ym — (Lmk) +o < ipk-l(glt'y% ,ﬂ'm)
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tengsizlik  o‘rinli bo'lsa  (bu  degani (1, G2, -y Yrn)
tpk—-l(lgl: (T PR g’m); y&jlli @k(gl-, Ja. -y gm) bahoga. crishish llChUIl,
k — raqamli predmet gatnashmaganligi ma’lum bo‘ladi, shuning
nchun, I(k; 1, Goo oos Um) = Ik — 1,9, T2y oy Um) deb olinadi.
Agar (pk("?l — Ok, Y2 = Ok ooy Y — afk) +c > Solc—l(gla Y2, - gm)
tengsizlik bajarilsa, bunda @i(91, 72, -, Um) bahoga crishish
uchun, £ — raqamli predmet kamida bir marta qatnashganligini
bildiradi, demak, I'{k; %1, 5o, .... ) = k deb olinishi kerak. gilib
Ik yr, 90, o0 Ym), 1 < k < n funksivaning giymatlarini aniglash
uchun, quyidagi rekurrent formulaga ega bo'lamiz:

(k=1 915 ooy ), ag2T Px(y1—a1k,
o> YOk} FCR< Pk (Y1, -+ Ym)
Ik yty oy Ym) = (5.
k, agar or{yi—aik; - Ym—Cank H-
+Cp > Ll (y]: ym)

bu yerda y; = 0,1,...,b;, 2 = 1,2, ..., m. Demak, (5.8) va (5.9)-
formulalar yordamida I(k;y1, Y2, Ym)s k& = 1,2,...m, 4 =
0,1,..,b;, ¢ = 1,2,...,m funksiyaning barcha giymatlari auig-
lanadi.

Yuqorida aytilganlardan ko'rinib turibdiki, wr(yi, 2, ..., Ym) Va
I{k;y1, 42, ..., ym) Tunksiyalarning giymatlari bir paytda (parai-
lel) hisoblab borilishi magsadga muvofigdir. Agar % fiksirlangan-
da @Ky, ¥2, - Ym) va Lk 90, o tm), % = 0,100 =
1,2, ...,m funksiyalarning giymatlarini mos ravishda birinchi va
ikkinchi jadvallarning k& — gatlamlari deb atasak, u holda tushu-
narliki ikkala jadval qatlamlarini hisoblash ketma-ket kichigidan
kattasiga qarab olib borilar ckan. Bu yerda jadval so‘zini ishlati-
lishiga sabab har bir or{y1, ¥2, -, ym) va I(k;y1, Y2, o, Ym)s k=
1,2,...n, 4, =0,1,....b;, 2 = 1,2, ..., m funksiyalarning giyvmat-
Jarini n{by + 1}...(b,, + 1) o‘'lchamli ikkita jadval ko‘rinishida ifo-

(& §
O
—
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dalash mumkin. Bularning birinchisi baholar jadvali, ikkinchisi-
ni predmet sonlarini aniglash jadvali deb ataladi. Yana shuni
ta’kidlash kerakki, jadvallarning biror k-gatlamini hosil gilishda
faqat k—1-qatlam elementlari ishtirok ctadi ((5.7)—(5.9}), bu esa
hisoblash mashinasining xotirasini te¢jash ma'nosida muhimdir.
Faraz gilaylik, jadvallarning oxirgi n-qatlami, va'ni
Ca(y1, Y2, -, Um) va  I(n;y1,ys, ..., ym) funksiyalarning qiy-
matlari (y1,y2, ..., Ym) argumentni barcha mumkin bo‘lgan
giymatlarida aniglangan bo’lsin. U holda qo‘yilgan masalaning
yechimi quyidagicha topiladi: predmetlarning sonini aniglash
jadvalidan I(n;by, b, ...,b,) songa qaraladi. Faraz qilaylik, v
71 ga teng bo'lsin, bu j; — raqamli predmet kamida bir marta
olinishligini bildiradi. Shuning uchun, z; = 1 deymiz. Ke-
vin I(n;b1 — @ij, b2 — Ggjy, ooy by — @y} = I(501, by, ., b)
ning qiymatiga qaraymiz, agar y j» ga teng bo'lsa, xuddi
avvalgidek, bu j, — ragamli predmet kamida bir marta oli-
nishi kerakligini bildiradi. Demak, z;, = 1, agar j» = 5
bo‘lsa, u holda j — ragamli predmet kamida ikki marta
ishtirok etganligini bildiradi. Shunmg uchun, z;; = 2 deb
olinadi. Bunda, birinchi holda ya'ni I(n;b, by, ....bn) = i
bo‘lganda, I(n;b; — a1, by — azjz,...,b ~ @mj,) Ning qiymati-
ga qaraladi. Ikkinchi holda, ya'ni I(n;by, be,....,bn) = ji, da
I(n;by — ayjy,be — a25,, s bm — amjy) dan so‘ng #1, %y, ..., Tn
sonlari aniglanib, ular har bir predmetdan ncchtadan ohm-
shi kerakligini bildiradi va bundan maqsad funksiya qiymati
maksimal bo‘lib, birinchi jadvaldan ,(by, by, ..., b,,) bilan anig-
lanadi. Bunda shu narsa c’tiborga loyigki, agar jadvallarning
barcha qiymatlari saqlanib qolgan bo'lsa, n dan kichik pred-
met turlari va by, by, ..., b, chegaralarni mos ravishda katta
bo‘lmagan butun sonlarga almashtirishdan hosil bo‘lgan ma-
salalarni ham xuddi yuqoridagi usul yordamida (jadvallarning
mos qatlamidan) yechimlarini topish mumkin. Yuqoridagi
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nlgoritm  yordamida quyidagi sonli misolni yechib ko‘raylik:
n=3,m=20c¢=2,c0=3ca=1,an =2,a13=1, a3 =
[, 001 = 1, @90 = 2,003 = 0,0 = 3,5y = 4 bo'lsin. Ya'ni
quyidagi ko‘rinishdagi masalaga ega bo‘lamiz:

221+ 3z9 + 23 — max,

271+ 20+ 13 < 3,

21 + 229 < 4,
1, g > 0 — butun.

k = 1 da (5.7)-formula yordamida (¥, ) va (5.8)-formula
yordamida I(1;yy, yo) funksiyalarning giymatlarini aniqlaymiz:

¢1(1,2)=2mm([§] 2) =0, I(LL2)=0, ¢(1,3)=
2::11:1([%] ) =0, 1(1;1,3) =0,¢:(1,4) -2m1n([ ], )
I{1;1,4)=0, p1(2,1)=2min(1, 1) = 2, 1{1;2,1)=1,91(2,2) =
=2min(1,2) =2, 1(1;2,2) =1, 1(2,3) = 2min(1,3) = 2,
1(1;2,3)=1, p1(2,4) =2min(1,4) =2, [(1;2,4)=1, (3, 1) =

- 2min([g], 1) =2 1(1;3,1) =1

o1(3,4) = Qmm([%], 4) ~9, I(1;1,3,4) = 1.

k =2 da (5.7) va (5.9) formulalar yordamida mos ravishda
©2(y1, y2) va I(2;1,y2) larni aniglaymiz.

w2(1,1) = max(p1(1,1), pa(1—1,1-2)4+3) =0, 1(2;1,1) =0,

©2(1,2) = max(p1(1,2), p(1-1,2-2)+3) =3, I(%1,1)=2,
P2(1,3) = max(p1(1,3), 2(1-1,3-2)+3) =3, [(21,3) =2,
pa(1,4) = max(p1(1,4), @2(1—-1,4-2)+3) =3, I(21,4) =2,
02(2,1) = max(p1(2, 1), p2(2—-1L,1-2)+3) =2, 1(2,1)=1,
©2(2,2) = max(p1(2,2), ¢2(2—1,2-2)+3) =3, 1{22,2) =2,
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©2(2,3) = max(1(2,3), v2(2—-1,3-2)+3) =3, 1(2;2,3) =2,

@2(2,4) = max(1(2.4), p2(2—1,4-2)+3) =6, [(2;2,4) =2,
©2(3,1) = max{p1(3, 1), p2(3—1,1-2)+3) =2, I1(23,1) =1,
0x(3,2) = max(p1(3,2), 23— 1,2-2)+3) =3, 1(2,3,2) =2
02(3,3) = max(1(3.3), v2(3—1,3-2)13) =5, 1(2:3,3) =2,
©a(3,4) = max(1(3,4), p2(3—1,4—-2)+3) =6, [(23,4)=2

Endi £ = 3 qatlam elementlarining giymatlarini, va’ni
wr{y1, y2), 1(k;y1,y2) topamiz:

p3(1,1) = max(p2(1,1),03(1 = 1,1) + 1) =1, I(3;1,1) =3,

p3(1,2) = max(p2(1,2), p3(1 - 1, 1) + 1) =3, I(3;1,2) =3,
p3(1,3) = max{pa(1,3), p3(1 = 1,3) + 1) =3, I(3;1,3) =2,
p3(1,4) = max(pa(1,4),3(1 = 1,4) +1) =3, I(3;1,4) =2,
p3(2, 1) = max(p2(2,1),03(2 - 1, 1) +1) =2, I(3;2,1) =

05(2,2) = max(a(2,2), 5(2 - 1,2) + 1) =3, [(3,2,2) =2,
p3(2,3) = max(p2(2,3),3(2 - 1,3) + 1) =3, I(3;2,3) =2,
p3(2,4) = max(pa(2,4), p3(2 - L, 4) + 1) =6, I(3;2,4)=2,
©3(3,1) = max(pe(3, 1), 032 - 1L,1) + 1) =3, I{3:3,1) =3,
©3(3,2) = max(2(3,2),93(3 - 1,2) + 1) =3, 1(3;3,2) =3,
P3(3,3) = max(p2(3,3), p3(3 - 1,3) + 1) =5, 1(3;3,3) =2,

©03(3,4) = max{p(3,4),3(3 - L, 4)+ 1) =7, 1(3;3,4) = 3.

Predmetlar sonini aniglaydigan jadvaluing oxirgi & = 3 qat-
lami 7(3;3,4) = 3 bo‘lganligi uchun, Z3 = 1 deb olamiz va
1(3;3 — 1,4 — 0) = 2 bo'lgani uchun, Z, = 1 bo‘ladi. Xuddi
1(3;2—-1,4-2) =2, demak, £ = 2; 1(3;1-1,2~2) = I(3;0,0) —
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element jadvalda yo‘qligt uchun, predmetiarning sonini topish ja-
rayonini to‘xtatamiz. qilib, Z; =0, 5 = 2, Z3 = 1 yechimga ega
bo‘lamiz.

Endi baholar jadvalining oxirgi & = 3 qatlamidan maqgsad
funksiyaning maksimal giymati ¢3(3,4) = 7 ckanligini aniglay-
miz. Demak, qo‘yilgan masalaning yechimi quyidagicha bo‘lar
ekan: birinchi predmetdan olinmaydi, ikkinchi predmetdan ik-
kita, uchinchi predmetdan bitta, shu holda magsad funksiya
giymati maksimal yetti qiymatga cga bo‘ladi.

Nazorat uchun savollar

1. Zaxirani boshqarish nima?

2. Muvozanat tenglamasini keltirib chigarishni ko‘sating.

3. Zaxirani boshqarish masalasiga dinamik dasturlash usulini
qo‘llash uchun, belgilar kiritish nimalardan iborat?

4. Zaxirani boshqarish masalasida dinamik dasturlashning re-
kurrent formulasining ko‘rinishi gqanday bo‘ladi?

5. Zaxirani boshqarish masalast deyilishiga sabab nima?

6. Zaxirani boshqarish masalasida boshlang‘ich migdor qanday
rol o‘ynaydi?

7. Xarajat necha gismdan iborat bo‘ladi?

8. Qavariq funksiya nima va unga misollar keltiring?

9. Xarajat funksiyasi qavariq ho‘lganda recja davrini tahlil gi-
ling.

10. Butun argumentli qavarig funksiya ta'rifini bering.

11. Xarajat funksiya qavariq bo‘lganda zaxirani boshqarish
magalasini hal gilishdagi afzallik nimadan iborat?

12. Dinamik dasturlashda ko‘p qadamlilik bo‘lish strukturasi
nimani bildiradi?

13. Dinamik dasturlashda axborot va o‘zgaruvchilar tushun-
chalari nimani anglatadi?
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14. Ikki chegarali kuchlanishni tagsimlashda hisoblashlar soni-
ning o‘sishi qanday bo‘ladi.

15. Dinamik dasturlashning rekurrent formulasini keltirib chi-
garing.

16. Jihozni almashtirish va ta'mirlash masalasida reja davri
ganday aniglanadi? :

17. Jihozni almashtirish va ta’mirlash masalasi uchun, optimal
strategiyani aniglab beruvchi rckurvent formulani keltirib chiga-
ring.

18. N = 8 bo'lganda 5.1-rasm ko‘rinishdagi mos atsiklik to‘r
tuzilsin.

19. 5.1-rasm orqali berilgan to‘rda a) 3 va 5; b) 2 va 5; ¢) 3 va
4; d) faqat 3; ) fagat 4-oraliglar boshida jihoz almashtirilgandagi
harakat va unga mos kelgan xarajat ko‘rsatilsin.

20. Kommivoyajyor masalasining qo‘yilishi qanday?

21. Jadvalni keltirish nima?

22. Keltirish koefhtsiyenti nima?

23. Xarajatlar jadvali nima?

24. Tarmoqlash juftligi (z, j) qanday usul bilan tanlanadi?

25. Marshrut, sikl nima?

26. To'liq bo'lmagan sikl nima?

27. Sikllar to‘plamining quyi chegarasi ganday aniglanadi?

28. Qaysi paytda masala yechilgan bo‘ladi?

29. Optimal sikl qaysi paytda topilgan hisoblanadi?

30. Hali borilmagan eng yaqin shaharga borish algoritmi nima?

31. Hali borilmagan eng yaqin shaharga borish algoritini opti-
mal sikini aniglab beradimi?

32. Zaxiralarni tagsimlash masalasida jarayonlar tadgigoti bos-
qgichlarini qo‘llash.

33. Sonli misollarga hali borilmagan shaharga borish usulini
qo‘llash.
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34. Xarajat tunksiyasi qavariq bo‘lganda zaxirani boshqarish.

35. Kuchlanishni tagsimlash modeli.

36. Chizigli dasturlash masalalari. Simpleks usul.

37. Chizigsiz dasturlash masalalari va ularni yechish unsullari.

38. Butun sonli chizigli dasturlash masalalari va ularni yechish
usullari.

39. Tarmoglar va chegaralar usulini butun sonli dasturlash
masalalarini yechishda qo‘llash.

40. Maksimal oqim masalasini chizigli dasturlash masalasiga
keltirib yechish.

Mustagqil yechish uchun misol va masalalar

3.1. Zaxirani boshgarish masalasi mavzusiga doir
1. Quyidagi barcha misollarda oraliglar soni bir xil bo‘lib: NV =
4 ga teng,.

m=0,1,2,3,4,52=0,1,2,3,4; X(m, j) = X{m) + hj,

bu yerda X(m} — ishlab chiqarish xarajati, j — zaxira soni, h —
o‘lchov birligi. X (m) funksiyaning giymatlari quyidagicha beril-
gan: X(0) = 0, X(1) = 15, X(2) = 17,X(3) = 19, X(4) =
21, X(5) = 23, h = 1 yoki 2 qiymatni qabul qiladi. t = 1,2,3,4
oraliqlardagi talablar giymati csa variantga qarab quyidagiche

aniglanadi:
1 2 3 4
(El Ey; E3 E4)’

bu yerda E; lar 1, 2, 3, 4 giymatlarni qabul giladi.

3.3. Jihozlarni almashtirish va ta’mirlash masalasi
mavzusiga doir '

1. Faraz qilaylik, bir, ikki, uch, to‘rt va besh ketma-ket
oraliglarda jihozga xizmat ko‘rsatish va ta’mirlash xarajatlari
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mos ravishda 2,5,8,13 va 16 shartli birlikka teng bo‘lsin. Shu
bilan birga jihozning ijara davri ketma-ket bir, ikki, uch, to‘rt va
besh ketma-ket oraliglardan iborat bo‘lsa mos ijara haqqi 2, 4,
9, 12 va 15 shartli birlikka teng bo‘lsin. Bu ijara haglari har bir
o‘tgan oraliq uchun, bir birlikka oshadi.

Masalan, to‘rtinchi oraligning boshida bir, ikki yoki uech ketma-
ket oraliglar uchun, olinadigan jihozning ijara narxi mos ravishda
9, 8 va 11 shartli birlikka teng bo‘ladi. Ushbu berilganlar asosida
¢ij larning qiymatlari topilsin, bunda N = 6 dcb olinsin.

2. Mahsulotga gimmatbaho jihoz bilan ishlov beriladi. Reja
davri 6 yildan iborat bo‘lib, har yilning boshida jihozni yangisiga
almashtirish yoki eskisi bilan ishlashni davom cttirish mumkin.
i— yilning boshida yangi jihozni sotib olish bahosi P; so‘mni
tashkil ctadi. k& yil ishlatilib eskirgan jihozni vy, so‘mga sotish
mumkin. Yangi jihozni ketma-ket & yil ishlatish uchun, rx so‘m
ta'mirlash xarajati talab etiladi: 1) ¢; lar hisoblanib mos jadval
tuzilsin; 2) mos atsiklik to'r tuzilsin.

3. Reja davri 5 yildan iborat bo‘lib, uning oxirida jihoz, albat-
ta sotiladi. Har yilning boshlanishida ikki xil yechim qabul gilish
murmkin: jihozni yangisiga almashtirish yoki ta’mirlash bilan un-
dan foydalanishni davom ettirish. Yangi jihozning narxi ¢ = 640
shartli birlikka teng bo‘lsin. Uni £({1 < ¢ < 5) yil ishlatgandan
keyingi sotish bahosi k(t) = py - 27 ga teng.

Demak, ¢ yil ishlatilgan jihozni yangisiga almashtirish xarajati
Pin = Po—k(t) = 640—640-2"* ga teng bo‘lar ekan. ¢ yil ishlatilgan
jihozni yana bir yil ishlatish uchun, 8)(¢+1) — ta’mirlash xarajati
talab etiladi, demak, ixtiyoriy n da: k., = 80(¢ + 1).

Jihozni boshlang'ich sotib olish va reja davri oxirida sotish
narxlarini hiscbga olgan holda rcja davridagi wimumiy xarajat-
ni minimumlashtiruvehi optimal strategiya aniglansin.

3.4. Kommivoyajyor masalasi mavzusiga doir

Kommivoyajyor masalalarini yeching:
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7-variant 8-variant

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
1| ool 6 |56 35] 48] 20 1 ool 4 [30] 22] 10] a7
9| 34| oo| 46] 46| 55] 26 ol 58] co| 56] 18] 4 | 33
ol 290 31| oo 32[ 13| 42 sl 34l 20 | 170 57] 18
al 26 34] 12] oo | 17] 7 al 52| 4 [ 22] ool 15] 37
s 38| 350 40| 13| oc| 47 5l at]ad| 250 11) oo 32

L
6/ 60| 25] 59| 36| 31/ oo 6(116 19] 2 | 58] oo

9-variant 10-variant
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
1| oo 21] 40] 28] 60] 52 1 ool 44] 60] 54] 207 30
9] 581 oo| 11| 39| 22| 56 2| 53| co| 464 19| 421 6
gl 22| 12| 00| 23] 14 19 3 36| 7 0037J443
4 25] 47] 51| 0o 20| 54 al 2174 [ a9 | 14] 26
5| 47] 43| 18] 42| 00| 52 5| 15) 12] 38| 46] 00| 24
. !
6| 44] 49| 50| 52| 29| o 6/ 19| 6 | 45| 57| 11| oo

Ko'p tarmoqli korxona 5 xildagi mahsulot ishlab chigarmoqchi.
Bunda 7 — xil mahsulot ishlab chiqarishdan j — xildagi mahsu-
lot ishlab chiqarishga o'tish xarajati ¢;; bo'lsin. Ushbu xarajat-
larning qiymatlari quyidagi jadval ko‘rinishida berilgan bo‘lsin.
Bunda jadval satri ishlab chiqarilayotgan mahsulot xilini, ustu-
ni esa o‘tish mumkin bo‘lgan mahsulot xilint bildiradi. Eng kam
xarajatli o‘tish siklini va mos xarajatni aniglang.
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11-variant 12-variant

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
ool 5] a [oo] 13 ool a ]33]

ol 10| 00| 3 | ool 14 ol 23] 0] 16| 9 | oo
3/ 2 | 11| 2 | B 3—6 17| oo 17| 24
4] 25| 0ol 3 | 00| 17 al 1074 [ ool o] 12]
21711819 | 5| 5 2218}600

Ishlab chiqarilayotgan biror mahsulot xilidan yana shu mah-
sulot ishlab chiqarishga o‘tishning ma’nosi bo‘lmaganligi sababli
jadvaluing asosiy diagonaliga nol soni yozildi.

3.5. Ryukzak haqidagi masala mavzusiga doir

Dinamik dasturlash wusuli yordamida quyidagi misollar
vechilsin:

143
1.c-(2,1,4),A¢~(132),11—(7,5),
o (113 B '
2.ca(1,1,6),A—(212),b_(7,6),
321
‘. . |4 —_ —_ Al
d.cv(l,ﬁ,o),A—(l ] 2),[)-—(7,7),
. (243 .
4.c..._(o,3,4),A—(322),6—(7,0),
2212
5e=(21,1,3),A=[3121].b=(335)
2314
1321
6.c=(3,21,3),A=[4212], b=(675)
2321
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IV BOB.

OMMAVIY XIZMAT KO‘RSATISH.
MAKSIMAL OQIM

Ommaviy xizmat ko'rsatish nazariyasining yutuglaridan foy-
dalanishuning to‘lig bo‘lmagan ro‘yxati, bular ishlab chiqarish
va gishlog xo‘jalik korxonalari, xizmat ko‘rsatish sohasi (omma-
viy dvqatlanish, maishiy xizmat ko‘rsatish, suv omborlarida suv
satxini bir maromda ushlab turish, suvni tozalash, avtomatik
hoshgaruv tizimlarini ishlashini tahlil qilish va loyihalash, savdo
shaxobchalarida, tibbiyotda tez yordam berish xizmatida, supci-
market va bilet sotish kassalarida, bank bo‘limlarida, anditorlik
firmalarida xizmat ko‘rsatish)ni boshqarish va tashkillashtirish.
Rasman olib qaralsa, ommaviy xizmat ko‘rsatish nazariyasi ta-
sodifly jarayonlar nazariyasining, ommaviy xizmat ko‘rsatish ti-
yimiga keluvehi va so‘ng uni tark etuvchi xizmat ko‘rsatish ta-
lablari oqimini tahlil giluvchi bo‘limi hisoblanadi. Bu tahlilning
magsadi xizmat ko‘rsatish jarayonini va tizim tarkibini optimal
yoki suboptimal tanlab olishdan iboratdir.

Tajribalar shuni ko‘rsatadiki, ommaviy xizmat ko‘rsatish
nazariyasiga taallugli modellarni amaliyotga qo‘llash natijasida:
a) avnan bir xil yoki asosiy vazifalari bir xil bo‘lgan elementiar-
dan (mmasalan, avtomatik boshqaruv tizimlari, hisoblash tizimlari
va muhitlar, savdo va maishiy xizmat ko‘rsatish shaxobchalari
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tarmog'i) tashkil topgan katta tizimlarni loyihalash va ulardan
foydalanish; b) xizmat ko‘rsatish jihozlarining(acrovokzallar bi-
nolarida ro‘yxatdan o‘tkazish joylarini, supermarketlarda kassa
apparatlarining sonini, ishlab chigarishda jihozlarning optimal
tarkibini izlash) ishlab chiqarish quvvatini va sonini aniglash.

Ommaviy xizmat ko‘rsatish nazariyasi bo‘yicha birinchi ba-
jarilgan ishlar daniyalik olim A.K.Erlang nomi bilan bog'lig.
Uning telefon stansiyalarining ishlashini tahlil qilishi va loyi-
halash bo‘yicha yozgan ilmiy ishlari {1908—1922-yillar davomi-
da) telefon tarmogqlarining ishini boshqarish masalalariga katta
qizigish uyg‘otdi va keyinchalik ommaviy xizmat ko‘rsatish na-
zariyasining matematik nazariva sifatida shakllanishiga yordam
berdi (Erlang formulalari ma’lum}.

Erlang tomonidan olingan natijalarni D.Yul 1924-yili rivoj-
lantirib, evolyutsiya nazariyasining masalasini yechish davomi-
da, sof ko‘payish jarayoni tushunchasini ta'rifladi, XX asrning,
taxminan 30-yillarida V. Feller ko ‘payish ve nobud bo ‘hish jarayoni
tushunchasini kiritdi. Bular bilan bir qatorda A. N. Kolmogorov
(Kolmogorov tenglamasi), A. YA. Xinchin (1932) va F. Pollachek
(1934, Pollachek—Xinchin formulasi)lar tomonidan ommaviy
xizmat ko‘rsatish nazariyasi bo'yicha fundamcntal natijalar
olindi. 60-—70-yillar davomida B.V.Gnedenko, A.A.Borovkov
tomonidan ommaviy xizmat ko'rsatish nazariyasi bo‘yicha asosiy
ishlar qilindi va muhim natijalarga erishildi.

Hozirgl vagtga kelib ommaviy xizmat ko‘rsatish, alohida fan
sifatida tan olinib, o‘zining tadqigot sohalari bo‘lib, kelib chigadi-
gan muammolarni o'z usullari yordamida yechib kelmoqgda.

Afsuski, model tuzishda idrok gilish sodda bo‘lmagan matema-
tik apparat ishlatiladi, olingan formulalar murakkab va tasavvur
qilish qiyin, zero ommaviy xizmat ko'rsatish nazariyasi masalalari
tushunarli, hatto ayrim hollarda oddiydir.

Murakkab formulalar bo‘lganligi uchun, ko‘p modellar og'zaki
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tavsiflanadi, ayrimlariga grafik usullar ishlatilib, keyin mate-
nminlik model go‘llaniladi. Bunday noodatiy yondashish, om-
imaviy xizmat ko‘rsatish nazariyasining predmeti navbatta turib
kutishdir. Shu sababli Amerika Qo‘shma Shtatlarida ommaviy
xizmat ko‘rsatish nazariyasi navbat kutish nazariyasi (Theory of
(ueues) deb ataladi.

1-§. Ommaviy xizmat ko‘rsatish nazariyasi
Yy

Ommaviy xizmat ko'rsatish nazariyasi usullarini ommaviy xiz-
mat ko‘rsatish tizimlariga qo‘llash orqali amaliy jihatdan muhim
ho'lgan natijalarga crishish mumkin. Bunda, albatta, ommaviy
xizmat ko'rsatish tizimlari deganda nima tushuniladi, u ni-
malardan tarkib topgan, uning ishlash gonun-goidalari hagida
ma’lumotga ega bo‘lmasdan biror natijaga ega bo‘lib bo‘lmaydi.
Shuning uchun, u hagida asosiy bo‘lgan tushunchalarni keltirib
nlamiz.

Ixtiyorly ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimlari, albatta, xizmat
ko'rsatish jihozlariga ega bo'lishi kerak, bular, masalan, aloga
tizimlari. kassa, sotuvchi, liftlar, avtomashinalar va boshqalar.
Bu jihozlar xizmat ko ‘rsatish kanallar: deb ataladi. Shu o‘rinda,
ommaviy Xizmat ko‘rsatish tizimlari bir kanalli yoki ko‘p kanalli
ho'lishi mumkinligini ta’kidlaymiz.

l{ar bir ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimi tasodifiy vaqtlar-
da paydo bo‘ladigan biror talablar ogimi (yoki ehtiyojlar ogi-
mi)ga xizmat ko‘rsatishga mo‘ljallangan bo‘ladi. Tushgan talab-
pa, nmuman olganda, Xizmat ko‘rsatish vaqt oralig'i ham tasodi-
fann bo'lib, xizmat ko‘rsatilgandan so'ng talab xizmat ko'rsatish
kanalini tark giladi. Shundan keyin bo‘shab qolgan kanal nav-
hatdagi talabni gabul qilib olish imkoniyatiga ega bo‘ladi. Ta-
Inblar ogqimining va ularga xizmat ko‘rsatish vaqtlarining tasodi-
livligi, ayrim paytlarda navbat kutib turish, ayrim paytlarda om-

291



maviy xizmat ko‘rsatish tizimlarida to‘la band bo‘lmaslik yoki
butunlay to‘xtab turish hollarini keltirib chigaradi.

Ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimlari ishlashi tasodifiy bo‘lib,
vaqt bo'yicha uzluksiz, sodir bo'layotgan hodisalar (yangi talab
kelib tushishi, xizmat ko‘rsatishning tugashi, yoki biror talabning
navbat kutishni tark ctishi)ning ro‘y berishi holatlari bo‘yicha
diskretdir. v

Ommaviy xizmat ko‘rsatish nazariyasining predmeti — om-
maviy xizmnat ko‘rsatish iizimlarining ishlash shart-sharoitlari
(kanallar soni, ularning samaradorligi, ishlash qonun-qoidalari,
talablar oqimining xususiyatlari) bilan bizni qizigtirgan ba-
ho — ommaviy xizinat ko'rsatish tizimining effektivligining
ko‘rsatkichi orasidagi bog'liglikni ifoda etuvchi matematik mo-
delni qurishdir. Bunday ko‘rsatkichlar sifatida (mavjud ho-
latlarga va tadqiqot magsadiga bog'lig ravishda) turli katta-
liklar tatbiq etilishi mumkin, masalan, birlik vaqtda xizmat
ko'rsatiladigan talablarning o'rtacha soni, band bo‘lgan kanal-
larning o‘rtacha soni, navbatta turgan talablarning o‘rtacha soni
va ularning o‘rtacha kutish vaqtlari, navbatda turgan talablar-
ning soni biror sondan kam bo‘lmasligining ehtimoli va boshqalar.

Omumaviy xizmat ko‘rsatish tizimlari ayrim alomatlariga qarab
turlarga (sinflarga) ajratiladi. Bulardan: xizmat ko‘rsatishning
rad etilishi va navbat kutish. Xizinat ko'rsatishning rad etilishi,
bu barcha kanallar band bo‘lganda ro'y beradi, bunda xizmat
ko‘rsatishdan rad ctilgan talab tizimni tark giladi va unga xiz-
mat ko‘rsatilmaydi. Bunga misol, telefon kanallarining barchasi
band bo‘lganda xizmat ko‘rsatishga rad javobi beriladi va bu ta-
lab xizmat ko‘rsatish tizimini tark giladi. Xizmat ko‘rsatishning
navbat kutish holatida, agar barcha kanallar band bo‘lsa, shu
paytda kelib tushgan talab xizmat ko‘rsatishni kutib navbatga
turadi.

Xizmat ko‘rsatishning navbat kutish turida navbat kutish qan-

202



day tashkil qilinganiga qarab navbat chegaralangan yoki chegara-
lanmagan bo‘lishi mumkin. Bunda chegaralanganlik bevosita che-
garalangan navbat uzunligiga, yoki navbat kutish vaqtiga tegishli
bo'lishi mumkin. Ommaviy xizmat ko‘rsatishni tadqiq qilishda,
uning kutish tartibi, ya’ni oldin tushgan talabga birinchi bo'lib
xizmat ko'rsatish, yoki xizmat ko‘rsatish uchun, tasodifiy tan-
lab olish qoidalari amal gilishi mumkin. Ammo xizmat ko‘rsatish
talabning muhimlik darajasiga garab tanlanishi mumkin. Bunda
muhimlik darajasi mutlag (masalan, inson hayoti bilan bog'liq
bo‘lgan hodisaga birinchi o‘rinda xizmat ko‘rsatish) yoki nisbatan
(bunda, xizmat ko‘rsatish boshlangan talab oxiriga yetkaziladi,
muhimlik darajasi yuqori bo‘lgan talab navbat kutishda hisobga
olinadi) bo‘lishi mumkin.

Bulardan tashqari ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimi ikki sinf-
ga bo'linadi: ochig va yopig. Ochiq ommaviy xizmat ko‘rsatish
tizimida talablar oqimi xususiyati xizmat ko‘rsatish kanallari-
ning holatiga bog‘liq emas. Yopigda esa bog'liq bo‘ladi (masalan,
chekli sondagi jihozlarga xizmat ko‘rsatish jarayonida, ravshan-
ki, talablarning intensivligi (jadalligi} xizmat ko‘rsatish uchun,
navbat kutib turgan jihozlar soniga bog'ligdir). Ommaviy xiz-
mat ko'‘rsatish tizimlarini sinflarga ajratish bu bilan tugamaydi.
yana davom cttirish mumkin.

Ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimlarini optimallashtirish ma-
salasi, ancha murakkab bo‘lib, unga qaysi nuqtayi nazardan
garalishiga bog'lig. Masalan, ommaviy xizmat ko‘rsatish ti-
zimlarining rahbarlari barcha kanallarning to‘la quvvat bi-
lan ishlashini ma’qul ko‘rishsa, xaridorlarga esa navbat kutish
ho‘lmasligi ma’qul, ammo qo‘shimcha kanallar qurish ortigcha
xarajat sarflanishiga olib keladi. Shuning uchun, ommaviy xiz-
mat ko‘rsatish tizimlarini optimallashtirish masalasini yechish-
ga sistemali, to'la, uygun va birgalikda yondashib garash zarur
boladi. Matematik modelni qurish bilan, ma’qul va ma’qul
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bo‘lmagan jihatlarni hisobga olgan holda, kanallar sonini oqilona
oraligda ushlab turishning optimallashtirish masalasini yechish
mumkin bo‘ladi. Shu sababli ommaviy xizmat ko‘rsatish tizim-
larining masalalarini yechishda biror aniq kriteriya tanlab olin-
masdan, u ko'p kriteriyali masala kabi qaraladi.

Bunda, asosiy magsad xizmat ko‘rsatish tizimining tarkibini
va Xizmat ko‘rsatish jarayonini oqilona tanlashdan iborat. Bu-
ning uchun, albatta, effektiv ishlash darajasini aniglab beruv-
chi ko‘rsatkich kerak bo‘ladi. Masalan, k& ta jihozning bandlik,
yoki band bo‘lmaslik chtimoli, xizmat ko‘rsatishdan ozod yoki
band jihozlarning tagsimot chtimolliklari, berilgan sondagi ta-
lablarning navbatda bo‘lishlik ehtimoli, navbat kutish vaqti be-
rilgan sondan katta bo'lish ehtimoli. Xizmat ko‘rsatish tizimining
o'rtacha cffektivlik darajasini aniqlash uchun, olish mumkin: nav-
batning o‘rtacha soni, navbatda turishga ketadigan o‘rtacha vagt,
band jihozlarning o‘rtacha soni, jihozlarning o‘rtacha turib qolish
vaqti, tizimni o‘rtacha yuklanganlik koeflitsiyenti va boshqalar.
Aksariyat hollarda, iqtisodiy ko‘rsatkichlar tanlab olinadi. Mate-
matik model tuzish, sonli natijalarga erishish va ko‘rsatkich dara-
jalarini tahlil gilish bilan ommaviy xizmat ko‘rsatish nazariyasi
shug‘ullanadi. Jarayonlar tadqiqoti faniga bag‘ishlangan deyarli
barcha adabiyotlarda ommaviy xizmat ko‘rsatish nazariyast haqi-
da bo‘limlar mavjuddir.

1 3 ’Ii L T2 1 1 Tﬂ"]l ’]-""' 1
0 8 8 P N S PR

1.1-rasm

Talablar oqimi. Vaqt o'qgida tasodifly joylashgan d; < ds <
. < &, momentlar, demak, tasodifiy T; = (841 — 9;),7 € N
oraliqlar berilgan bo‘lsin. Ularni xizmat ko‘rsatish tizimiga kelib
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tushadigan talablar bilan tagqoslash mumkin. Ya'ni, é; vaqt mo-
mentlarini talablarni ketma-ket kelib tushishi vaqtlari deb faraz
ctish mumkin. U holda 7; lar talablarning kelib tushish oraliglari-
ni bildiradi. Tasodifiy migdor bo‘lgan T; larning tagsimot gonun-
lariga, ularning birgalikda yoki biralikda bo‘lmasligiga, regulyar
bo‘lishligiga va boshgalarga ko‘ra talablar oqimi farglanadi.

Bular ichidan quyidagi xossalarga ega bo'lgan talablar ogimi
ko‘proq o‘rganilgan:

1) statsionarlik — uning barcha chtimollik xususiyatlari vaqtga
bog'liq emas{masalan, jihozlarga, telefon chagiruvlariga xizmat
ko‘rsatish holatlari);

2) keyingi ta’sirning yo‘qligi — vaqt o‘qida biror vaqtdan ke-
vin paydo bo‘ladigan talablar soni, undan oldingi vaqt davomida
kelib tushgan talablar soniga bog‘liq emas (masalan, avtomat
telefon stansiyalaridagi jihozlarga xizmat ko‘rsatish);

3) o‘rtamiyonachilik — vaqgt o'qining yctarlicha kichik oraligi-
da fagat bitta talab kelib tushishi roumkin (masalan, avtomat
telefon stansiyalaridagi xizmat ko‘rsatish).

1.2-rasmda uchta xizmat ko‘rsatuvchi jihozdan tborat bo‘lgan
ommaviy xizmat ko'rsatish tizimining urnumiy modeli keltirilgan.

xizmat ko'rsatuvchi
jihozlar

talablar navbat
ogimi kutish

[ENEI0
PR—

zizmat ko'rsatilgan
N talablar

1.2-rasm

Yuqoridagi xossalarni formallashtirish uchun, jadallik tushun-
chasini kiritamiz. p;(t, At) bilan (¢,¢ + At) oraligda ¢ ta ta-
labning kelib tushish ehtimoli belgilansin. Birgalikda bo‘lmagan
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to‘la chtimollikni ko‘raylik, aniglanishiga asosan

i pilt. AL) = 1. (1.1)
=0

Quyidagi belgilashni kiritamiz: p.q(¢, At) = Z pi(t, At) At
vaqt oralig'ida bittadan ko'p talab tushish (‘htlmoh (1.1)-
tenglikka asosan:

po(t, At) + py(t, At) + por (8, At) = 1.
bo'ladi. O‘rtamiyonalik xossasiga ko‘ra,
p=1(t, &t) = o(Ad)

ga ega bo'lamiz, bu yerda o( At)— py(t, At) va py(t, At) chtimol-
liklarning eng kichigiga nisbatan yuqori tartibli chcksiz kichik
miqdordir.

M (&(t, At)) bilan At oraliqda paydo bo‘ladigan talablar soni-
ning o‘rtacha matematik kutilinasi belgilangan bo‘lsin. U holda
ta’rifga asosan

ME(t, At)) =D i pilt, At).

i~0
O‘rtamiyonalikni hisobga olgan holda quyidagiga cga bo‘lamiz:
M(£(t, AL) = 0-pot, At) + 1 pi(t, At) + i - o(At)
i-2
yoki cheksiz kichikuing xossasiga ko'‘ra,
M(£(t, At)) = pa(t, At) + o(At),

ni hosil qilamiz.
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Quyidagi belgilashni kiritaylik:
. D1 (t’, Af)

M, A) _-

Al) = AlﬂloT - Alil—}nu At (1.2)

1-ta’rif. (1.2)-tenglik bilan aniglangan ¢ parametrli A(t) fun-
ksiya talablar ogimining ¢ momentdagi jadalligi (zichligi) deb
ataladi.

Bu funksiyaning standart talgini — (¢,¢ + At) oraliqda birlik
vaqgtda paydo bo‘ladigan talablarning o‘rtacha soni.

1-misol. O‘rtamiyona talablar oqimi uchun, (¢, ¢+ 7) oraliqda
paydo bo‘ladigan talablarning o‘rtacha soni:

Mgt ) = [ As)ds

ga teng, agar talablar ogimi statsionar bo‘lsa,
M(g(t, T)) =A-T

bo‘ladi.

Keyingi ta’sirning yo'gligi quyidagicha tavsiffanadi. p,(t+7) =
pa(t,7) tenglik ¢ momentda nk sondagi talab bo‘lgan holda
(t,t + 1) oraliqda k sondagi talabning paydo bo‘lish shartli ehti-
molini bildirsin. U holda keyingi ta’sirning yo‘qligi xossasi quyi-
dagi tenglik bilan ifodalanadi:

Pa(t+7) = Pni(t) - pi(7), k=0, 1,...,n.
Xususan, 7 = At va k = 1 da quyidagi hosil bo‘ladi:
pn(t +- At) = pn_l(t) -P1 (At)

2-ta’rif. Talablar oqimi sodda deb ataladi, agar u quyidagi
xossalarga cga bo'lsa:
1) statsionarlik: A = const;
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2) keyingi ta’sirning yo'qliligi: pnix(t + At) = pu(t) - pr(AL);

3) o‘rtamiyonalik: p.1(1 + At) = o(At).

Ko'rsatamizki, agar talablar ogimi sodda bo‘lsa, qo‘shni talab-
larning paydo bo‘lishi oraliqlaridan iborat bo‘lgan tasodifiy miq-
dorning tagsimot funksiyasi ko‘rsatkichli (eksponensial) bo'lib,
zichlik funksiyasi

plt)y=x-e XA >0,t¢€0,00) (1.3)

ko‘rinishda bo‘ladi.

Quyidagilar bevosita sodda oqim ta'rifidan kelib chiqadi:

1) ixtiyorly At > 0 uchun, talabning paydo bo‘lish ehtimoli
noldan katta;

2) agar tizim ¢ = 0 momentda o'z faoliyatini boshlasa, u holda
birinchi talabning paydo bo‘lish momenti ¢ > 0 bo‘ladi.

Quyidagi funksiyani qaraymiz:

f8) =1~ f os) ds. (1)
0

Agar p(t) — zichlik bo'lsa, f(t) = P{t momentdan keyin bi-
rinchi talab paydo bo‘ldi}.
Keyingi ta’sirning yo'qligi xossasidan

ft+ At = f(ty- f(AL), YVt € [0,00), At >0 (1.5)
ekanligi kelib chiqadi. Bu (1.5)-tenglikning ikkala tarafidan f(¢)
ni ayrib tashlaymiz va quyidagini hosil gilamiz:

ft+A8) = f(t) = f(t) - (1 - f(AD)).
Buning ikkala taratini At ga bo'lib, limitga o‘tamiz:

_ flE+ A - f(t) . 1— f(Ar)
z&-)nn At ==f{t) gg{) At
208




Agar limit mavjud bolsa, uni

- )
A= lim L= Say

>0
At—0 At

bilan belgilab quyidagilarni hosil gilamiz:
f’(t) = -\ f(t), buyerda f(0) = 1.

Bu differensial tenglamaning yechimi: f(#) = e~ bo'ladi. Uni
{1.4) ga olib borib qo‘yish bilan quyidagiga cga bo‘lamiz:

eMN=1 - /p(s) ds. (1.6)
0

51.6) ni differensiallash orqali aytilgan da’voning to‘g'riligiga
ishonch hosil qilamiz, ya'ni:

p(t) = \-c™M,
Quyidagi funksiyani aniglaymiz:
Vi(t) = P{(0,t) intervalda k ta talab paydo bo'ladi}.

Keyingi ta’sirning  vo'qligi  xossasini  hisobga olgan  holda,
svertkadan(o‘ramadan) foydalanishimiz mumkin: k € N

W)= [ Vicslt = 5) - pls)ds = [[Viea(s) -l = ) ds. (17
0 0

(1.3)-formuladan foydalanib quyidagiga cga bo'lamiz:
t

Vie(t) = /Vk-_l(s) CX-e M g, (1.8)
0
p(t) funksiya va (1.7)-formulaga ko'ra,
Va(t) = e
tenglik kelib chigadi.
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(1.8) ni ¢ bo‘yicha differensiallash bilan quyidagi:

i"%’:—) A VA FA-Via@, kEN (L)

differensial tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz.

(1.9)-rekurrent differensial tenglamalar sistemasi bo'lib, u
Vi(0) = 0, k € N boshlang‘ich shartlar ostida k = 1 dan boshlab
yechiladi. Uning yechimi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

k
Vi(t) = Q—Z—‘Q— M k=0,1,.... (1.10)
(1.10)-formula diskret holatli uzluksiz vaqtli Puasson jarayonini
aniglaydi.

Agar biror tizimda bir holatdan boshqa holatga o‘tish sodda
oqim shartlarini bajarsa, unda u uzluksiz vaqtli Puasson jarayon:
deb ataladi.

Puasson jarayoni ajoyib xossalarga ega, ulardan foydalangan
holda, ommaviy xizmat ko‘rsatish sistemalarida go‘llaniladigan
(1.9) tenglamalar sistemasini oson hosil gilish mumkin bo‘ladi.

Ommayviy xizmat ko‘rsatish tizimlari

Ommavty zizmat ko ‘rsatish tizimi deb, quyidagi elementlardan
tashkil topgan majmuaga aytiladi: a) xizmat ko‘rsatishga muhtoj
bo‘lgan kiruvchi talablar ogimi; b) xizmat ko‘rsatish mexanizmi;
¢) xizinat ko‘rsatish tartibi.

Kiruvchi talablar ogimi. Kiruvchi oqimni tavsiflash uchun, xiz-
mat ko'‘rsatish talablarining kelib tushish momentlarini va kelib
tushish sonini (talab bittalab tushadimi yoki guruh bolib) anig-
laydigan ehtimollik qonuni berilgan bo‘lishi kerak. Bunda xizmat
ko‘rsatish jihozlarining band yoki band emasligiga bog'lig ravish-
da tushgan talabga xizmat ko‘rsatish o‘sha paytdan yoki keyin,
navbat bilan bo‘lishi mumkin.
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Xizmat ko‘rsatish tartibi. Bu tavsif ko‘rinishda bo'lib, "birin-
chi kelganga birinchi xizmat" yoki "oxirgi kelganga birinchi xiz-
mat" (muhimlik darajasiga binoan) qoidasi bo‘yicha, yoki xizmat
ko'rsatish tartibi tasodifan bo‘lishi mumkin.

Xizmat ko ‘rsatish mexanizmi Xizmat ko‘rsatish davomiyligi va
jarayoni bilan bog‘liq. Xizmat ko‘rsatish "bitta talab — bitta xiz-
mat" tamoyiliga amal qilishi mumkin. Agar tizimda bir nech-
ta jihoz mavjud bo‘lsa, u holda parallel bir nechta talablarga
xizmat ko‘rsatish mumkin. Aksariyvat hollarda guruhlab xizmat
ko‘rsatiladi, ya'ni bir vaqtda bir nechta jihozlar bilan talabga
xizmat ko‘rsatiladi. Ayrim hollarda xizmat ko‘rsatish ketma-ket
jihozlar orqali amalga oshiriladi, bu ko‘p fazali xizmat ko‘rsatish
deyiladi.

2-misol. Ommaviy xizmat ko'rsatish tizimi n ta parallel kanal-
lardan iborat bo‘lib, unga o jadalikka ega bo'lgan tasodifiy ta-
lablar oqimi keladi. Qo‘shni talablarning paydo bo‘lish oraliglari
tasodifly miqdor £ bo'lib, Puasson jarayonini tashkil qiladi:

k
(u];:!t) . 6—»0137
bu verda Vi(1)—1 vaqt davomida & ta talab kelib tushish chtimoli,
o — vagt birligida o‘rtacha kelib tushadigan talablar soni.

Mabodo, talab paydo bo'lganda barcha jihozlar band bo‘lishsa,
u xizmat qilishni kutib navbatga turadi. Jihozlarning xizmat
ko‘rsatish vaqtlari tasodifiy miqdor 5 bo‘lib, uning tagsimot
funksiyasi, cksponensial

Fity=P{np<ti=1—e"?

Vie(£) =

ko‘rinishga ega, bu yerda § = 1/tyy— talabga xizmat
ko‘rsatishning o‘rtacha vaqti. Har bir jihoz ixtiyoriy ¢ € [0, 00)
vaqt momentida bittadan ortiq talabga xizmat ko‘rsata olmaydi.
Xizmat ko‘rsatilgan talab tizimni tark giladi. Mazkur tizimning
ishlash afzalligi tahlil gilinsin.
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Yechish. py(t) bilan tizimda £ vaqtda k ta talab bo‘lish chti-
molini belgilaymiz. At — yctarlicha kichik vaqt oralig'i bo‘lsin.
At vaqt davomida tizimga birorta ham talab kelib tushmaslik
ehtimoli:

Vo(At) = e 8 = 1 — o - At + o{At).
At vagt davomida tizimga bitta talab kelib tushishlik ehtimoli:
((X ) At) Lo bt
1! -
At vaqt davomida tizimga ikkita va undan ortiq talab kelib
tushishlik ehtimoli:

Vi(At) = o - At.

D Vi(At) =1 Vo(At) — Vi(AL) = (o At)’ + . = o{At).

k=2

Xuddi shunga o‘xshash At vaqt davomida talabga xizmat
ko‘rsatish chtimoli:

1 — PR = 8. At + o(Ab).

At vaqt davomida ikkita va undan ortig talabga xizmat
ko‘rsatish ehtimoli:
a - At)?
( . .
At vaqt davomida tizimdagi k talablarning bittasiga xizmat
ko‘rsatish ehtimolini quyidagicha topamiz: P{At vaqt davomida
talabga xizmat ko‘rsatilmaydi} = g5t
P{At vaqt davomida k ta talabning hech biriga xizmat
ko‘rsatilmaydi} = (e‘ﬁ’m)ag =1—k-fB-At+o(At);
P{At vaqt davomida %k ta talabning bittasiga xizmat
ko‘rsatiladi} = 1 — e ¥#8t = k- 3. At + o(At).
P{At vaqt davomida bittadan ortiq hodisaning (masalan,
biror talab tushadi va birortasiga xizmat ko‘rsatiladi) ro‘y berish
chtimoli} At ga nisbatan cheksiz kichik miqdor.

.= o(Ab).
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0 < k <n — 1 uchun, ayrimali tenglamaga cga bo‘lamiz:
Pt + At = pe(t) - (1 —a- At 4+ o{A1)) - (1 — k- B At+o(At))+

Pr—1(t) (- At+0(At))+prs1(8)-((k+1)-B+o(At)+o(At). (1.11)
Bunda, tenglamani keltirib chigarishda to‘la ehtimollik va Puas-
son jarayonining xossalaridan foydalanildi.

(1.11)-formulaning so‘z talqgini quyidagicha: ¢t + At vaqt mo-
mentida tizimda k(k <n — 1) ta talab bolishlik chtimoli teng ¢
momentda tizimda k ta talab bo‘lib, birorta talab kelib tushma-
di va birortasiga xizmat ko'rsatilmadi plyus ¢ momentda tizimda
(k — 1) ta talab bo‘lib At vagt davomida bitta talab kelib tushdi
plyus ¢ momentda tizimda (k + 1) ta talab bo‘lib, At vagt davo-
mida (k + 1) talablarning bittasiga xizmat ko‘rsatildi plyus At
vaqt davomida bittadan ortiq hodisa ro‘y berdi.

(1.11)-tenglamani o‘zgartirib, quyidagi holga keltiramiz:

Pt + At) — pi(t) = ~(a+ k- B) - At - p(t) + a - At - pya (1) +
+(k+1)- 8- At pria(t) + o At).

Uning ikkala tarafini At ga bo‘lib limitga o‘tamiz:

Pi(t) = otk B) -pr(tha-pe 1 (OHE+1)-B-prea(t), 1 <k <n—L.

Xizmat ko‘rsatuvchi jihozlar n ta bo‘iganligi sababli k > n
uchun, Af vagt oralig'i davomida n ta talabdan bittadan ko'p
bo‘lmaganiga xizmat ko‘rsatilishi mumkin.

qilib £ > n da quyidagi tenglamaga cga bo'lamiz:

pe(b+At) = pu(t) - (1 — - At+o(At)) - (1 — k- 3+ At -+ o At))+
Pr—1(t) - (- A+ o(A1)) + prya(t) - (n - B - At + o(At) + o( At).
Ayrim amallarni bajarish orqali quyidagiga ega bo‘lamiz:

vi(t) = —(a+k-8) p(t) + - pe () + 1 B - prsa(b).
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k=0dapr_1 = p_1 =0 bo'ladi. Buni hisobga olgan holda
po(0) =1, p(0) = 0, Vk > 1,
boshlang'ich shartli quyidagi:
po(t) = —ap(t) + Bp(8); pi(t) = —{a + kB)pe(t)+

+app_s(t) + (k + 1D)Bpra(t), 1 <k <n—1

Pi(t) = —(a+ nf)pu(t) + apres(t) + ndprn(t). & > n,
(1.12)
differensial tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz.

Ushbu differensial tenglamalar sistemasi "tug'ilish va nobud
bo'lish" ning modeli bo‘lib, uning yechimini topish ayrim qi-
yinchiliklarga olib keladi. Aksariyat real tizimlar tezda statsio-
nar taoliyat holatiga o'tib, algebraik tenglamalar sistemasi bilan
tavsiflanadi. Bu esa zarur formulalarni olishni yengillashtiradi va
tahlil qilishni osonlashtiradi. Hagiqatan, agar o/ (n-8) < 1 bo‘lsa,
tizim crgodik bo‘ladi, ya’ni

VEk, (lim pp(t) = pr > 0)va(lim pi(t) = 0).
t—o0 -0
Bu bilan (1.12)-sistema bir jinsli chizigli algcbrayik tenglamalar
sistemasiga keladi:

0= —apy + Bpi;
0=—(a+kB)prt+oppa+{k+1)Bpra, L <k <n—1;

0 =—(a+nB)pr + ape-1 +n8per1, k> n.
(1.13)
(1.13)-sistemaning  yechimi yagonaligini ta’minlash uchun,
tabily bo‘lgan, normallaghtirish shartini kiritish kerak bo‘ladi:

> =1 (1.14)



Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

ik = k'ﬁ'pk = PRy, k= 1323'"-,”; (115)
Zr=n-Bpp—a pr-1, k>n.

Bu belgilashlardan so‘ng (1.13)-sistema quyidagi ko'rinishga
keladi:
zZy = 0;
2 — Zp—1 =0
Ek — Zp1 = 0.
Bundan Vk, z =0, z; =0 g‘i cga bo'lamiz. (1.15) belgilashdan
quyidagini:
kL-B-po=a -m, k=1,2,..,1;
{n-ﬁ-pk=a-pk.-1, k> n.
Endi barcha ehtimolliklarni py orqali ifodalaymiz. k = 1 da
«

Pl-—g Pa

boladi. 1 < k < n da

Pr = Eg,é " Pre1= ((}')k k! po,

bo‘ladi. k¥ > n da
i

o
nb.pkom. gk
bo‘ladi. pp ni aniglash uchun, (1.14) dan foydalanamiz:

n—1 ko1 %0 ok 1
33 mrr X)) e met

k=0 ' k==n,

x n—k .
Pr = (;—3) * Pn, YOKI pg =

&

Elementar almashtirishlardan keyin quyidagiga cga bo'lamiz:

n_lakl a1 e (15_1
Po= kzg(‘g) y—i—({—j—) .E'Zﬂ(n-ﬁ) .
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a/{n - B8) < 1 ckanligini hisobga olib, yaqinlashuvchi

Z(n(-y,’j)s 1o a'/l(n-/j)

s—0

qatorni hosil gilamiz
Oxirgi natija:

e (SO 5+ @) mam)

k=0

k
kl‘/ﬁ)--po, 1<k<n—-1;
Pr =

(a/8)F “py, k>mn, (af(n-f8) <1).

nlpk-n

Izoh. a/(n - B} < 1 — tengsizlik kiruvchi ogimning chiquvchi
ogimdan kichik ekanligini bildiradi, aks holda qator uzoglashuv-
chi bo'lib, tizim yechimga ega bo‘lmaydi.

Agar p; lar ma'lum bo'lsa, u holda ayrim effektivlik
ko'rsatkichlarini, sodda oqim va chtimolliklarning, parametrlar- .
ning fizik xossasalaridan foydalangan holda hosil gilish mumkin:

1) P{tizimda talab yo'q} = py;

2) P{ kta jihoz bandlk < n} = p;;

3) T = P{tizindagi barcha jihozlar band},

oo
Ir= Zpk
k=n

yoki p larning aniglanishiga asosan:
(a/B)"
M= - Po;
(n—Vln—-a/p) bo;

4) P{r > ty} = P{ixtiyoriy talabning kutish vaqti 7 berilgan
tylto € |0, 00) sondan katta}.
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Sodda ogimlarning parametrlari additiv xossaga cga
bo‘lganligi uchun, cksponcnsial ko‘rinishdagi statsionar re-
jimda ishlaydigan tizimlarning jadallik parametri n - 8 — a ga
teng bo'lib, u tagsimot funksiyasi eksponensial bo‘lgan kutish
vagti 7 davomida talabning harakatlanish tezligini bildiradi.
Bundan kelib chiqadiki, e~(##=®% — ¢, vagt davomida birorta
ham talabga xizmat ko‘rsatilmaslik ehtimolini bildiradi (navbat
kutishda siljish ro‘y bermadi). |

IT — navbatning bor bo‘lishlik ehtimoli ekanligini hisobga olgan
holda quyidagini:

P{T > t(]} =1II- 6_(71"@_“)!0

hosil qilamiz;

3) tg— navbatda turgan ixtiyoriy talabning o‘rtacha kutish
vaqti.

Tizim statsionar rejimda faoliyat ko‘rsatsa, px chtimolliklar
tizimning Cy holatda bo‘lishligi uchun, zarur bo‘lgan vaqt birli-
gi ulushini bildiradi (bunda vaqt birligi sifatida jadallikning
o‘lchov birligini olish mumkin). Demak, tizimda navbat paydo
bo‘lishligining vaqt ulushi 1T ga teng bo‘ladi. Boshqa tarafdan,
n - f — a — vaqt birligida navbatda turgan talablarning xizmat
qilish jihoziga kelib tushishining o‘rtacha soni. Bundan ixtiyoriy
talabning ¢, vagti uchun, quyidagi: P

to‘rt = H/(TL . [3 — Ot)

tenglikni hosil qilamiz;
6) Agar A — navbatning o‘rtacha uzunligi bo‘lsa,

- (a/n-B)
A= Z (k ~--vn)'pk=(—1-;—om'pn
k—n+1 '

bu yerda p, = /8 Do;

n!
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7) Agar B — xizmat ko‘rsatilgan talablarning o‘rtacha soni
bo‘lsa,

n—1

0
B=Zk-pk+n-§:pk
k=0 k=n

yoki

n—1
_ (/B (/B ~
B=m | e o A B

8) Agar R — tizimdagi talablarning o‘rtacha soni:

k-1

R=A+B:
9) Agar L — talabning tizimda o‘rtacha bo‘lishlik vaqti:
L=1/n-3—a)+1/5;
10) Agar K3 — tizimning o‘rtacha yuklanganlik kocfitsiyenti:
K3 = B/n.

Yuqorida keltirilgan effektivlik ko‘rsatkichlari tizimning faoli-
yati haqida yetarlicha to‘la tasavvur beradi deb faraz gilamiz.

Agar "dekomporzitsiya" usulidan foydalanilsa, statsionar rejim
uchun, yechimni tezroq yozish mumkin bo‘ladi.

Usulning tub mohiyati. Tizimning faoliyati C;, ¢ € N
holatlari bilan birga bog'liq graf ko‘rinishda ifodalanadi. C;
holatdan C'; holatga o‘tish grafik ravishda yo‘naltirilgan yoy
ko‘rinishda amalga oshirilib, A;; — jadallik o‘tishi bilan beriladi.
Mabodo, otish mumkin bo‘lmasa A;; = 0 deb olinadi.

Statsionar holatda muvozanat tamoyili amal giladi: ixtiyoriy
holatga kirish bilan chigish sonlari teng. Bu o'z navbatida har
bir holat uchun, muvozanat tenglamasini yozish imkonini beradi
{(dekompozitsiya tamoyili).
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Chekli sonda holatga ega bo‘lgan ishonchlilik nazariyasiga taal-
lugli "tug'ilish va nobud bo'lish" jarayoni misoliga dekompozit-
stya usulini qo‘llaymiz.

Cyr, k = 0,1,...,n chekli holatlarga ega bo‘lgan bir jinsli
Markov jarayoni berilgan bo‘lsin. Agar jarayon vaqtning ¢ mo-
mentida Cj holatda bo‘lsa, u holda cheksiz kichik At vaqt da-
vomida 1 Ag - At + o(At) chtimollik bilan Cyyq holatga o'tadi,
i - At + o( At) chtimollik bilan Cy_1 holatga o‘tadi va 1 ~ (Ag +
i) - At 4 o At) chtimollik bilan Cy holatda qoladi. Agar jarayon
vaqtning £ momentida Cy holatda bo‘lsa, u holda cheksiz kichik
At vaqt davomida yoki Cy holatda qolishi yoki C; holatga o‘tishi,
agar jarayon vagtning ¢t momentida C,, holatda bo‘lsa, u holda
cheksiz kichik At vagt davomida yoki C,, holatda qolishi, yoki
C',—1 holatga o’tishi mumkin.

pr(t) bilan jarayon vaqtning ¢ momentida Cy, & = 0,1,...,n
holatda bo‘lishlik ehtimoli belgilangan bolsin. Jarayonning
grafik sxemasi quyidagicha bo‘ladi (1.3-rasm)

Ao A1 An-2 An 1
So S e Sn-1 Sn
M1 n2 fin-2 Han
1.3-rasm

Jarayon ergodik, demak, Vk, hm pk(t) = pr > 0. Statsionar

rejim uchun, muvozanatlik sha.rtl ba}arllganhgl sagabh {har biv
holat uchun):

So Ao po=p1-p,

Sk T Ak Pk = Mge1 - Prer, bunda 1 <k <n— 1

S, holat uchun, £ = n - 1 da avvalgi tenglama bilan ustina-ust
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tushuvchi tenglamaga ega bo‘lamiz:

Sn . An—l *Pn-1 = Un - Pn-

Demak, n 41 noma’lumli pg, k = 0,1, .... n bir jinsli n — tartibli
algebraik tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz:

{ Ao po— py-pL=0;
Ae Pk — it Prn =0, 1<k <n—1,
(3
bu sistema Y pr = 1 shart ostida yagona yechimga ega bo‘ladi.

k=0
Natijada quyidagi:

Ak -1 Akl Ap—g = o= Ag
Pr=——" Pk = “po =0k - o
ik RNV
yechimni hosil gilamiz. Yuqoridagi shart sababli:

O
pk:Tk_a o =1

>0

i=0
yechimga ega bo‘lamiz.

Izoh. (1.12) ko‘rinishdagi tenglamalar sistemasi quyidagi Kol-
mogorov — Chepmenning differcusial — ayrimali tenglamalar sis-
temasining xususly holi hisoblanadi (vaqtga nisbatan bir jinsli
bo‘lgan Markov jarayonida At — oc orqali hosil gilinadi).

pi,k(t + At) = Zpi;m(t) . pm,k(At)a Al > 0: Vi, k’ (116)

bu yerda p; £(t) = P{ tizimda ¢t = 0 momentda % ta talab bo'lgan
holda, ¢ momentda k ta talab bo‘ladi}.
"Tug'ulish va nobud bo‘lish" tenglamalar sistemasining (1.16)
dan farqi shuki, unda o‘tish faqat qo‘shni holatlardan mumkin:
Pik(t + At) = pig—1(t) - Pr_14(AL) + pis(t) - pra(At)+
HPik1(t) - perak(At), (k> 1); piolt + At) = (1.17)
= pio(t) - pio(At) + pin(t) - pro(Al).
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(1.17)-sistemadan, limitga o‘tish va mos o'zgarishlarni amalga
oshirish orqali (12-sistemani hosil gilish mumkin. (1.12) ning
yechimini, masalan, opcratsion usul yordamida topish mumkin.

Kiruvchi talablar oqimi. Puasson oqimi. Ommaviy xiz-
mat ko‘rsatish nazariyasining aksariyat masalalarida talablarning
Puasson oqimi bo‘lgan

(-tF
k!

ko'riladi, bu yerda A — vaqt birligida tizimga keluvchi talablar-
ning o‘rtacha matematik kutilmasi (yoki ogim zichligi, jadalligi).

Puasson ogimini o‘rganishning afzalliklari: a) boshqa ko‘rinish-
dagi oqimlarga nisbatan tizimning faoliyat ko‘rsatish sifatini sonli
baholashda analitik sodda bog'lanishlar orgali ifodalanadi; b) ef-
fektivlik ko‘rsatkichini hisoblashda olingan natijalar murakkab
hollarni ham aks ettiradi (ya'ni, effektivlik ko‘rsatkichi ishonchli
qiymatga ega).

Mabodo, Puasson ogimi statsionar bo‘lmasa, ya'ni A = A(t), u
holda hisoblashni amalga oshirish uchun, yoki [0, 7") vaqgt oralig'i,
umuman olganda, teng bo‘lmagan n ta oraliglarga bo‘linadi va
har bir oraliq uchun, X{t) = A; - ¢t topiladi, bu yerda t €

Vi(t) = Mo k=0,1,..

(tio1, ti), z i1, t;) = T, yoki sonli usul go‘llaniladi. Qo‘yilgan

Inaqbadga ko ra analitik yoki sonli usul tanlab olinadi.

Puasson oqimi tiklash jarayonida ham asggiy hisoblanadi. Tik-
lash jarayonlarini tiklash nazeriyasi o'rganadi.

Masalan, yetarlicha ko'p bir xil texnik uskunalardan tuzilgan
agregat ko‘rilayotgan bo‘lsin. Birinchi uskuna £ = ¢, vaqt mo-
mentida ishga tushib, tasodifiy 77 vaqt davomida ishlaydi. Ish-
dan chigqan payt oniy vaqt davomida tiklanadi (yoki boshqasiga
almashtiriladi) va yana tasodifiy Ty vaqt davomida ishlaydi va
hokazo.
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Funksiyasi £(t) ning qiymati ¢t € [0, 7] vaqt davomida xizmat
ko‘rsatishni rad etishlar soniga teng bo'lgan jarayon tiklash jara-
yoni deb ataladi. Xususan, agar fiksirlangan ¢ vagt uchun, £(t) ta-
sodifiy miqdor eksponensial tagsimot F(7) =1—e™*7, 7 € [0, ]
ga ega bo'lsa, mos tiklash jarayoni bir jinsli Puasson jarayoni
deb ataladi.

Tiklash nazariyasida, odatda, jarayonlarning quyidagi xususi-
yatlari ko‘riladi:

1) k — rad javobi berishga qadar t; vaqtning davomiyligi;

2) uskunalarning ¢t vagt davomida o‘rtacha rad javoblari sonini
aniqllaydigan X (t) tiklash funksiyas;

3) tiklash zichligi A(t) = (H(¢£));;

4) uskunaning ogqimga bog‘liq bo‘lmagan ¢ vaqt davomida ish-
lash muddati; _

5) uskunaning birinchi bor rad javobi bergunga gadar ishlash
uchun, golgan vaqti.

Rekurrent oqim

Tagsimot funksiyasi Fy (), k = 1,2, ... bo‘lgan bog‘ligsiz & ta-
sodifiy migdorlar orgali hosil qilingan talablarning paydo bo‘lish
momentlaridan tashkil topgan &; ketma-ketlik keyingi ta’siri che-
garalangan oqim rekurrent ogim deb ataladi.

Agar Fi(t) larning barchasi( £ (t) uchun shart emas) ustma-ust
tushsa, ya'ni Vk, Fi(t) = F(t), F(+0) < 1, u holda &} vaqt mo-
mentlari ketma-ketligi tiklash jarayonini tashkil qiladi. Demak,
tiklash jarayoni keyingi ta’sirning chegaralanganligi tushunchasi-
dan torroq, ammo sodda ogimdan kengroq ckan.

Aksariyat hollarda keyingi ta’sirning chegaralanganlik oqimi
ta'rifl sifatida quyidagi olinadi: qo'shni talablarning paydo bo‘lish
momentlaridan tuzilgan Tx = [, 0541) intervallari bog'ligsiz ta-
sodifiy miqdorlar ho‘lgan ogim.
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Keyingi ta’siri chegaralangan statsionar ogim Palma ogimi deb
ataladi. Oson tushunish mumkinki, bunday ogimlar uchun, bar-
cha tasodifiy Ty intervallar bir xil agsimot: funksiyaga cga bo‘lishi
kerak.

Sodda ogim Palma oqimi bo‘ladi (vagtga bog'liq bo‘lmagan
oqim — bu geometrik tagsimotli ogim, uzluksiz vagtli — bu Puas-
son ogimi).

Barcha T} intervallari normal tagsimotga ( ¢t > 0 da) ega
bo‘lgan tasedifiy statsionar ogim Palma ogimi bo‘ladi (ravshan-
ki, bunda keyingi ta’sir bor).

Erlang oqimi
Talablarning paydo bo'lish intervallari Erlang tagsimot
funksiyasi:

k—1

_ — At (’\ 't)i
Fty=1—e?"Y" - A>0
i=0 .
ko‘rinishga ega bo‘lgan Palma oqimi k,k=1,2,... - tartibli Erlang

ogims dch ataladi.

Xususan, birinchi tartibli Erlang ogimi sodda ogim bo‘ladi,
ya'ni

Fi(t)=1—-eM

Faraz qilaylik, tizimga kelib tushadigan talablar sodda ogimni
tashkil etishsin. Sodda ogimning har qaysi k& — talabi k tartibli
Erlang ogimini ganoatlantiradi. Y®i Erlang oqimi "siyraklash-
gan" sodda oqgim hisoblanadi. Masalan, agar sodda oqim qoidasi-
ga ko'ra tizimga kelib tushayotgan talablarning ikkinchisini hi-
sobga olish kerak bo‘lsa, u holda tagsimot funksiyasi:

Bty=1—eM—(At) e

bo‘lgan ikkinchi tartibli Erlang oqimiga ega bo‘lamiz.
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qilib go‘shni talablarning paydo bo‘lish oraliglaridan tuzilgan
T 7@ lar tasodifiy bo'lib, ular 7@ = Ty + 75, T®) = T3+
Ty, ... tengliklar bilan aniglanadi va Erlangning ikkinchi tartibli
tagsimot funksiyasiga ega. Bular barchasi quyvidagi 1.4-rasmda
berilgan.
T T T3 Ty
f Y ————f——% }
0 01 09 03 34 ... ¢
— A

T T

1.4-rasm

Turli keyin ta’sirli Palma ogimini Erlang oqimi yordamida
modellashtirish mumkin. Hagiqatan, £ = 1 da sodda ogimni hosil
qilamiz (unda keyingi ta’sir yo'q). & ning 10 < & < 20 oraligdagi
qiymatlarida talablarning paydo bo‘lish intervallari normal tagsi-
motga (buni cksperimentlar tasdiglaydi) cga bo‘lgan Palma ogi-
mini hosil gilamiz. & — oo da regulyar (chtimolsiz) ogim hosil
bo‘ladi.

Keyin ta’sirning chegaralanganligi talab etish ta’sirning
yo‘gligiga qaraganda kuchsizrog, shuning uchun, u ko‘prog
amally masalalarni qamrab oladi.

Amaliy tahlil gilish ma’nosida real ogimni gaysi ko‘rinishga
taallugli ekanligini bilish muhim hisoblanadi. Tagsimot funksiya-
ni, kirish oqimini boshgaruvehi omiflarni va uning parametrlarini
topish tahlil qilish jarayoniga kiradi. Buning uchun:

1} ogim, amaliy jihatdan, statsionar bo‘lgan vaqt intervalini
olish;

2) to'la intervalni, paydo bo‘ladigan talablar sonini aniglash
mumkin bo‘ladigan, yetarlicha sondagi o'zaro kesishmaydigan
yarim oraliglarga bo'lish;

3) gistogrammani qurish va empirik tagsimot funksiyani to-
pish;
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4) cmpirik tagsimotga nazarty o‘xshash bo‘lgan taxminni
tagdimn ctish;

5) x? (Pirson) yoki Kolmogorov kriteriyasini hisobga olgan hol-
da taqdim ctilgan taxminni tanlamaga mos kelishi yoki kelmasligi
hagida xulosa chiqarish;

6) natija salbly bo'lgan taqdirda yoki olingan tanlama tekshi-
ritadi, yoki taxmindan voz kechiladi.

3-misol. Savdo do‘koniga xarid qilish imkoniyatli yuqori
bo‘lgan xaridorlar keladi. Talablar ogimi (xaridorlar) Puasson
tagsimoti bilan aniglanishi mumkin degan taxminni tckshirish ta-
lab etilgan bo‘lsin. Buning uchun, empirik tagsimot funksiyaning
parametrlarini topish va uni qurish magsadida statistik tahlil
o'tkazamiz.

Matematik modelni qurishda, xaridorlar deganda xarid gilishi
aniq bo‘lgan xaridorlarni tushunamiz. 7' vaqt oralig‘ida har bir
xaridorning kelish vaqti fiksirlangan bo‘lsin.

Xarid qilgan xaridorlar sonini hisobga olgan tanlanmani tuza-
miz. Statistik usulni hisobga olgan holda vaqt iutervali T ni n ta
teng oraliqga bo‘lamiz: At = T/n.

a- At = (sz)/<§mi)

i=1

bu yerda r — interval ragamiki, undan keyin boshqa interval yo'q
{demak, r dan katta bo‘lgan xaridorli interval yo'q).
At intervaldagi ¢ sondagi xaridorﬂarning nisbiy chastotasi W)

ni topamiz:
m;

W, = L i=0,1,2,...,1.

- r
>y
il

At vaqgt davomida xarid uchun, i ta xaridor kelishligining nazariy
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chtimoli p; ni hisoblaymiz. Puasson jarayoniga asosan:

(OZA )i —alt
P

, 1=0,1,2,....7.
Faraz gilaylik, kuzatish vaqti 300 minutni tashkil etsin. Bu vaqt
oralig‘ini n = 100 ta teng oraliqga bo‘lamiz, demak, At = 3 min.
Savdo do‘koniga xaridorlarning kelish qonuni Puasson tagsi-
moti bolishligi hagidagi taxmin tajriba natijalariga qarama-qar-
shi emas va uni gabul qilib olish mumkin.
Olingan natijalarni quyidagi 1.1-jadval ko‘rinishda ifodalay-
miz:

1. I-jadval
No|t = 3min inter- i sondagizari- | Puassontaqsi- | Nisbiychas-
valdagi zari- | dori bo‘lgan in| motining ehti- tota W;
dorlar sons terval soni, m; | mollik giymati, p;
1 0 0 0,010 0
2 1 5 0,043 0,05
3 2 11 ]l 0106 1 011
4 3 13 0,163 | 0,13
5 4 22 0, 187 0,22
6 5 B 0072 0,18 ]
7 6 14 0,132 0,14
8 7 9 0,087 0.09 |
9 8 4 70,050 0,04
10 9 2 0,026 0,02
11 10 1 0,012 0,01
12 11 1 __ 0,005 _ 001 |
13 12 0 0,002 0

Izoh. Ko'rilgan misolda kirish oqimining jadalligi o- At = 4, 6.
Birlik vaqt sifatida ¢ = 3 min olingan. Zero, odatda, vaqt birligi
sifatida 1 min olinadi, bu yerda a = 4,6/3 ~ 1.53 1/min.

Xizmat ko‘rsatish vaqti (talablarning chiqish oqimi)
Xizmat ko‘rsatish vaqti ¢, muhim statistik xususivat
hisoblanadi, chunki u xizmat ko‘rsatish tizimining o‘tkazish quv-
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vatini aniglaydi. Odatda bu tasodifiy migdor % bo'lib, tagsimot
funksiyasi: F'(t) = P{n < t}.
Amalily tatbiglarda talabning eksponensial xizmat ko‘rsatish
gonuni:
Fty=1- et

7/
keng tarqalgan, bu yerda 8 = 1/1,, — jadallik.

Talabga xizmat ko‘rsatish vaqti son jihatdan xizmat ko‘rsatish
vaqtining matematik kutilmasiga teng.

Tagsimotning cksponensial funksivyasi talablarga tezkor xizmat
ko'rsatishga cga bo‘lgan real tasodifiy jarayonlarni yaxshi aks
cttiradi, ammo bunday jarayonlar amalda kam uchraydi.

Faraz qilaylik, ommaviy xizmat ko'rsatish tizimi n ta turli
xildagi uskunalardan tashkil topgan bo‘lib, unga tasodifiy ra-
vishda talablar oqimi keladi va uskunalarning ixtiyoriysi ular-
ning har biriga xizmat ko‘rsatishi mumkin. Agar k£ — uskuna-
ning xizmat ko‘rsatishi 8 jadallikka cga bo‘lgan (demak, 1/8k
o‘rtacha xizmat ko‘rsatish vaqti) eksponensial tagsimot gonuni
bilan aniglansa, u qolda tizimning xizmat ko‘rsatishi quyidagi:

Fly=1—e*

eksponensial tagsimot qonuniga ega bo‘ladi, bu yerda f =
n
> Bi. Hagiqatan, tizimning xizmat ko‘rsatish vaqti ¢ dan katta

k=1
bo'lishlik ehtimoli quyidagiga:

P{y>t}=P{min{yi, V2, .., Yn) >t}=L{m >t 2>, .., >t}
U 4

teng. Bundan, 71, ¥9,...,7¥, lar bir-biriga bog'liq bo‘lmaganligi

sahabli:

7
Pin >t >ty >t = Pln>0 (1.18)
=1
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bo‘ladi. Ammo xizmat ko‘rsatish vaqti 1/8,(k = 1, 2,...,n) ning
tagsimoti ko‘rsatkichli, shuning uchun,

P{vi>t} =1~ F{t) =c¢ %' (i=1,2,..,n).

Oxirgi tenglikni (1.18) ga olib borib go'yish bilan quyidagiga:

n
P{y>t}= H Py > t} = e Brtborotdu)t _ =3
i1
cga bo'lamiz, bu yerda 8 = 81 + 32 + ... + Ba.
Xizmat ko‘rsatish vaqtining matcmatik kutilmasi
1 1
B Bi+Pet ...t
soniga teng. Ya'ni xizmat ko‘rsatuvchi uskunalar soni ganchalik
ko'p bo‘lsa, bu vaqt shunchalik kam bo'ladi.

Agar xizmat ko‘rsatish uskunalari bir xil bo‘lib, ularning jadal-
liklari teng bo'lsa: By = 1 = B2 = ... = B,. U holda

P{y >t} = et

bo‘ladi, xizmat ko‘rsatish vaqtining matcmatik kutilmasi

1 1
My = — =
Mbl=3=0%

nisbatga teng. Demak, bu holda bitta uskuna bo'lishiga nisbatan
o‘rtacha xizmat ko‘rsatish vaqti n, dispersiyasi n? marta kamaya-
di. Bu xossa fagat cksponensial tagsimot uchun, o‘rinlidir.

Agar kiruvchi oqim bosh¢a bir uskunalar uchun, yana kiruv-
chi oqim bo'lsa, bu ko'p fazali xizmat ko‘rsatish deb ataladi.
Ya'ni, bunda talabga xizmat ko‘rsatish ketma-ket barcha usku-
nalar orqali amalga oshiriladi. Agar boshlang‘ich ogim Puasson
qonuniga bo‘ysunsa, uskunalardan ketma-ket o‘tish davomida
ogim o‘zgaradi, sekin-asta keyingi ta’sir kuchayib boradi.
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Talablar oqimida keyingi ta'sirning mavjudligi xizmat
ko‘rsatish davomida rad javobini berish (yoki yo‘qotish) ehti-
moliga ta’siri isbotlangan. Bu tcoremalarning ma’nosi shuki,
har bir keyingi uskunaga kelayotgan ogimn o‘zgargan (tavsiflash
noqulay) holda bo‘ladi. Bundan keyingi uskunalarga birin-ketin,
juda tez tushgan talablar kelishi sababli talabni yo‘qotish chti-
moli kelib chigadi va demak, gisqa vagt davomida bir gancha
talablar kelib tushish xossasiga ega bo‘lgan ogimlarning borgan
sari tartibsizligi orta boradi.

Effektivlik ko‘rsatkichlari

Ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimining effektiv faoliyati deb.
unga biriktirilgan masalaning bajarilganlik darajasini aniglab
beruvchi ko‘rsatkichlarning (funksiyalarning) giymatlariga ayti-
ladi. Ko‘pgina ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimlarida iqtisodiy
ko'rsatkichlar sifatida olinadi:

gz — vaqt birligida har bir talabga xizmat ko‘rsatish bahosi;

Grut — vaqgt birligida talabning navbat kutish bilan bog'lig
bo‘lgan yo‘qotish bahosi;

Grer — vaqt birligida talabning navbatdan chiqgib ketish bilan
bog'liq bo‘lgan yo‘qotish bahosi; }

iz — vaqt birligida har bir jihozning xizmat ko‘rsatish baho-
si;

Guer — vaqt birligida uskunaning turib qolish bilan bog'lig
bo‘lgan yo‘qotish bahosi.

Ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimining paramectrlarini opti-
mal tanlab olinish hisobiga bu ko‘rsatkichlar yetarlicha effektiv
bo‘lishi mumkin.

Yo'qotish funksiyasi Gig dan ma’lum T vaqt oralig'i (mnasalan,
oy) davomida foydalanish mumkin:
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1) kutish tizimlari uchun:
qul, = (ka.t <A+ Gror - Busk + Qrizj Bband) T, (1,19)

bu yerda A — navbatning o‘rtacha uzunligi, B, — o‘rtacha band
bo‘lmagan uskunalar soni, Bpgng — band bo‘lgan uskunalar soni;

2) rad javobi beruvchi tizimlar uchun (navbat uzunligiga che-
gara):

qul, = (cht “Pn o+ Qrizj - Bba;n.d) : frw

3) aralash tizimlar uchun:

qut = ((Ikut -A + Qeur * Bu.sk + Grizg Bba.nd. + qict * Pr - Cl!) -7

Tizimning iqtisodiy effektivligini ko'rsatuvehi sifatida qo‘llash
murnkin: ‘

Ezpmz'a'c'T—qu;‘.

bu yerda ¢ — vaqt birligida har bir talabga xizmat ko‘rsatishdan
kelgan igtisodiy effekt, p,;, — talabga xizmat ko‘rsatish ehtimoli
{rad javobini beruvchi tizimlar uchun).

Faoliyatni tahlil qilish va optimal variantni aniglash uchun,
parametr sifatida foyvdalaniladi:

n— uskunalar soni (xizmat ko‘rsatuvchi jihozlar);

a— kiruvchi ogimning jadalligi;

B— talabga xizmat ko‘rsatish jadalligi;

A— xizmat ko‘rsatuvchi jihozning rad javobini berish jadalligi;

p— rad javobini beruvchi jihozning tiklanish jadalligi;

m~— tizimda tiklangan jihozlar soni va boshqgalar.

Kutishli ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimi

Chegaralanmagan talablar oqimini aks cttiruvchi 1-misoldagi
ommaviy xizmat ko'rsatish tizimini qaraymiz.

Yo‘qotish funksiyasi G ni inobatga olgan holda ushbu ti-
zimning cffektiv ishlashini, ya'ni effektivlik darajasini hisoblash
orgali tahtil qilish talab etilsin.
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4-misol. Shartli ravishda don zaxirasini hosil giluvehi ombor-
ning nomini "Don" deb ataylik. Don mahsulotlarini gabul qilib
oluvchi punktlar soni n = 5 ta bo‘lib, ular birgalikda sutka davo-
mida tasodifiy vaqtlarda keladigan o‘rtacha 16 ta don tashuvchi
transport vositalariga xizmat ko'rsatishlari kerak. Transportlar-
ning kelish zichligini tahlil qilish shuni ko‘rsatdiki, yuklarni top-
shirishga kelish oqimi o = 2/3 parametrli jadallikka ega bo‘lgan
Puasson ogimini tashkil gilar ckan. Yukni tushirish vagti tasodi-
fiy migdor bo‘lib, u o‘rtacha t,,, = 6 soat tushirish vaqtiga cga
bo‘lgan cksponensial qonunga bo‘ysunadi: olib kelingan yuklar-
ning sutka davomida kutib turishi gz, = 100 shartli birlikni; qa-
bul qiluvchi punktning sutkalik bandsizligi ¢y, = 1000 shartli bir-
likni; sutka davomida punktning ishlashi g.;,; = 100 shartli bir-
likni tashkil giladi. Sutka davomidagi xarajat hisoblansin. "Don"
omborining effektivlik faoliyati tahlil gilinsin.

Yechish. Yechimning mavjud bo‘lishlik sharti a/(n - B) =
0,8 < 1 bajarilgan. n = 5, @ = 16 1/sutka, 8 = 4 1/sutka ga
ega bo‘lamiz. Quyidagilar effektivlik ko'rsatkichi bo'ladi:

1) "Don" omborining bandmaslik ehtimoli p; = 0,013; Bu
bildiradiki, ombor sutka davomida 19 min band emas;

2) barcha qabul qilib olish punktlari band bo‘lishlik ehtimol:
[T ~ 0,556, ya'ni 13 soat 20 min davomida barcha punktlar band;

3) har bir transport vositasi yukini tushirishining o‘rtacha
kutish vaqti g = 3 soat;

4) o‘rtacha kutish vaqtidan ko‘proq kutish chtimoli P{7 >
3} ~ 0,33, ya'ni transportlarning uchdan biri 3 soatdan ortiq
vaqt kutadi; P

5) navbatning o‘rtacha uzunligi A = 2,2, ya'ni navbat kutish
doim bor;

6) band bo'lgan punktlarning o‘rtacha soni B = 4;

7) ombordagi transportlarning o‘rtacha soni = 6,2;
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8) transportlarning omborda o‘rtacha bo‘lishlik vaqti L =
Tkt + Lore = 9, 02;

9) omborning ish bilan ta’minlanganlik koeffitsiyenti Ky, =
0, 80;

10) bandsizlik koeffitsiyenti Kpengs = 0, 20.

Har bir punkt vagtning o‘rtacha 20 % ida band bo‘lmaydi.

Band bo‘lmaslik vaqtini o‘zgartirish uchun, punktlar sonini
n =5, 6, 7, 8 deb olamiz. Bunda hosil bo‘ladigan natijalar 1.2-
jadvalda keltirilgan.

1.2-jadval
Nol Ko'rsatkichlar Xizmnal ko'rsatish punktlarining soni
5 6 7 8
1 Py 0,013 | 0,017 | 0,180 | 0,182
2 B 0,555 | 0,290 | 0,136 | 0,058
3 Lk, SOGL 3,300 ! 0,870 | 0,270 | 0,090
4 A 2,200 1,740 | 0,420 | 0,120
5 R 6,200 | 4,420 | 3,760 | 3,760
6 B 3,960 | 3,000 | 2,000 1,000
7 Khands 0,200 | 0,300 | 0,430 | 0,480
1.8-judval
No! Ko'rsatkichlar X izznat ko‘rsgtish ptml;tﬂarininggsoni
5
Trut, SOCL 3,300 | 0,870 | 0,270 | 0,090
A bt * Qhut 5333 1749 540 180
Kiands 0,200 | 0,300 | 0,400 | 0,480

K;,mds ‘T Qyr 1000 1800 3010 3840
Kish -1 - Goizj 4000 4800 5600 6400
Gigt 10240 8340 11150 10420

O | W BN e

1.2-jadvaldan kelib chigadiki, punktlar soni n = 6 bo‘lganda
yuklarni tushirishdagi kutish vagti 4 marta, yuklarni tushirish
uchun, kutib turgan transportlarning soni 1,74 gacha kamayadi.
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Albatta, xizmat ko‘rsatish punktlarining soni oshishi
ko‘rsatkichlarning qiymatlarini  yaxshilaydi. Ammo (1.19)-
formula yordamida sutka davomida ketgan xarajatlarni
hisoblasak: qui =" Qrut * Qrut T Kiands -1 - Gour + Kish -1 Qrizy-
Bu hisoblashlarning natijalari 1.3-jadvalda keltirilgan.

1.3-jadvaldan ko‘rinib turibdiki, eng kam xarajatlisi n = 6 ta
xizmat ko‘rsatish punktidan iborat tizimli variant ekan.

Izoh. Igtisodiy ko‘rsatkichlarni go‘llaganda haqiqiy xarajat-
larni olish muhimdir, chunki u yil vaqtiga, zaxira hajmiga va
boshga omillarga qarab o‘zgarishi mumkin.

2-§. Tarmogqli model. Kalendar grafikni tuzish va
zaxiralarni tagsimlash

Bir-biri bilan bog‘langan ishlar tashkil etgan butun kompleks-
larni o'z ichiga olgan yirik ishlanmalarni ratsional rejalashtirishda
tarmoq usullari keng qo‘llaniladi. Masalan, qurilish obyektlarini
barpo etish, yangi texnik sistemalarni va buyumlarni yaratish,
yirik ta’mirlash va tiklash, yirik obyektlarni (samolyot, kemalar,
kosmik kemalar) va boshqalarni tayyorlash va yig‘ish. Tarmoq
usullari bajarilishi lozim bo‘lgan kompleks ishlarni yo‘naltirilgan
graf yordamida yaqqol, aniq ko‘rinishda ifodalashga asoslangan.
Bunda, grafning yoylari bajarilayotgan ishlarni, uchlari esa alo-
hida ishlarning yakunlanishini ifodalaydigan hodisalarni tasvir-
laydi.

chizmani go‘llanma tayyorlash
tayyorlash va tavsiflash  jo‘natish

detallar t
ishlash

loythalash,

detallarga detal }
buyurtma tashishy yig‘ish

2. 1-rasm
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2.1-rasmda biror jihozni yaratishdagi ishlarning tarmoq
grafikasi keltirilgan. Tarmoq grafikasi bajarilishi lozim bo‘lgan
ishlarning ketma-ketligini aniglab berish bilan birga mavjud
mehnat va matcrial zaxiralaridan ratsional foydalanish yo‘llarini
ham ko‘rsatib berishga yordam beradi.

Biror loyihaning tarmoq grafikasini tuzish uchun, uni alohida
ishlarga yoki jarayonlarga ajratish talab etiladi. Har bir ishning
davomiyligi bor, shu sababli u boshlanish va tamom bo‘lish vaqti-
ga cga. Bunda boshlanish va tamom bo‘lish vaqt momentlari tola
aniglangan bo‘lishi lozim. Yana, bajarilishi kerak bo‘lgan ishlar-
ning tartibini va muhimlik darajalarini o‘rnatish ham talab cti-
ladi.

Natijaviy magsadga erishish uchun, ma’lum tartibda bajarili-
shi lozim bo‘lgan, bir-biri bilan bog‘langan ishlar majmuyi das-
turni tashkil qiladi. [shlar mantiqiy ketma-ketlikka cgaligi shuni
bildiradiki, biror ishni bajarish uchun, avvalgilari, albatta baja-
rilgan bo'lishi kerak.

Shu yerda ta’kidlab o‘tamizki, tarmoq usullari yaratilishi-
dan avval dasturning kalendar rejalari (ya'ni vaqgt bo‘yicha re-
jalashtirish) katta bo‘lmagan hajmda olib borilgan bo‘lishi lo-
zim. Bunday rejalashtirishning ma’lum vositalaridan eng mash-
huri Gantning chiziqli grafigidir (2.1-jadval}, unda har bir ishning
boshlanish va tamom bo‘lish momentlari gorizantal vaqt o‘gida
ko‘rsatib berilgan. Uning kamchiligi turli ishlarning bir-biri bilan
bog‘langanlik darajalarini, demak, dasturning bajarilish sur’atini
aniqlashtirish imkonini bermaydi.

Zamonaviy dasturlar murakkabligining ortib borishi, ularning
bajarish jarayonini mukammallashtirishda anigroq va samarador-
liroq rejalashtirish usullarini yaratish zarur ekanligini talab qi-
ladi. Bunda samaradorlik deyilganda, butun dasturni, mavjud
zaxiralarning iqtisodiy omillarini hisobga olgan holda, bajarish
davomiyligini minimallashtirish nazarda tutiladi. Natijada tar-
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kibiy. va kalendar rejalashtirishning analitik usullari yaratildi.
Ulardan biri kritik yo‘l usuli deb ataladi va u asosan vaqt omili-
ga diggatni qaratadi. Bunda ishlarning davomiyligini determinik
yoki tasodifly miqdorlar sifatida ham qarash mumbkin.

Dasturni tarmogli rejalashtirish va boshqarish uchta bosqichni
o'z ichiga oladi: tarkibiy rejalashtirish, kalendar rejalashtirish ve
tezkor boshqarish. Dasturni aniq ishlarga ajratish bilan tarkibiy
rejalashtirish bosqichi boshlanadi. Shundan so'ng ishlarning da-
vomivligi aniglanib, tarmoq modeli (tarmoq grafigi, yo‘naltirilgan
diagramma) tuziladi, bunda har bir yoy {yo‘nalish) ishni aks et-

tiradi. Biz determinik bo‘lgan holatlarni o‘rganamiz: A
: 2.1-jadvol

718 9] 10|11} 12

HBosqichla.r 112314

Magsadni
aniglash

L.oyiharejasini i
tuzish

Muammoning

tavsif w -
Modelni '

qurish ) JERREE b

Hisoblash usu- |
lini ishlash

Dasturning texnik

topshirigniishlash ‘ m

Dastur tuzish

vasozlash

Ao’ . 3
;}i%%gﬁc’ﬂ‘” O AT

(Modelni — | i
{

(53]
o

i

tekshirish
Natijaniamali-
yotga tatbiq etish i | L‘_ |

Tarmog modeli birgalikda dasturni tashkil ctgan ishlarning
bog'liqligini ifodalaydigan grafilgko‘rinishdir. Tarmoq modelini
qurish, dasturni amaliyotga qo‘llashdan avval, barcha ishlarni
tahlil gilish va qo‘shimcha o‘zgarishlarni kiritish imkonini beradi.
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Eng mnhimi, tarmoq modelidan foydalanish dasturning kalendar
rejasini ishlab chigishda katta ahamiyat kasb etadi.

Ikkinchi bosqich bo‘lgan kalendar rejaning yakuniy maqsadi
har bir ishning boshlanish va tamom bo‘lish vaqgtlarini aniqlash,
hamda dasturni tashkil etgan ishlarning o‘zaro bog'liglarini bel-
gilashlardan iborat kalendar grafikni tuzishdir. Bundan tashqari,
kalendar grafik muhim hisoblangan kritik yo‘lni (vaqt nuqtayi
nazardan) aniqlash imkonini berishi va bu bilan dasturni bel-
gilangan direktiv muddatda tamomlanishni ta’minlashi lozim.
Kalendar reja, kritik yo‘lga kirmagan ishlarning zaxira vagtlarini
aniqlash va ulardan kechikishda va zaxiralardan ogilona foydala-
nishga imkon yaratib beradi.

Yakuniy bosqich dasturni amaliyotga qo‘llash jarayonini
operativ suratda boshqarishdan iboratdir. Bu bosgich tarmoq
modeli va kalendar grafikasidan foydalangan holda dastur baja-
rilishi hagida davriy hisobotlar berishni o'z ichiga oladi. Shuni
alohida ta’kidlash lozimki, tarmoq modeli tahlil gilish va zarur
hollarda o‘zgartirishlarga, tuzatishlarga moyil bo‘ladi.

Dasturning tarmoq tavsifi (tarmoq modeli)

Tarmoq modeli ishlarning o‘zaro bog'lanishlarini va ularning
bajarilish ketma-ketligini (tartiblanish yoki avval-keyin munosa-
batlarini) aniglab beradi. Ish yo'naltirilgan yoy (strelka) orqali
ifodalanib, uning yo‘nalishi dasturning vaqt bo‘yicha bajarilishi-
ga mos keladi. Ishlarning o‘zaro munosabatlari hodisalar orqali
beriladi. Hodisa, bu bir ishning tamom bo‘lishi, ikkinchi ishning
boshlanishini bildiradi. qilib, ishning boshlanish va tamom bolish
vagtlari juft hodisa bilan tavsiflanib, ular mos ravishda bosh-
lang‘ich va ozirgt hodisalar deb ataladi. Biror hodisadan chiqib
keluvchi ishning boshlanishi uchun, bu hodisaga kiruvchi barcha
ishlar bajarilgan bo‘lishi kerak. Demak, har bir ish yo‘naltirilgan
grafning yoyi orqgali, hodisa csa uch (tugun nuqtasi) orqali ifo-
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dalanadi. Bunda, yoy uzunligi ishning davomiyligiga proporsio-
nal, kesma ko‘rinishda bo‘lishi shart cmas. Quyidagi 2.2-rasmda
boshlang'ich 4 hodisa va oxirgi j hodisalarning ifodalaydigan (¢, 7)
ishning graf ifodasi keltirilgan. 2.3-rasmdan ko‘rinib turibdiki,
(3,4) ishni boshlash uchun, albatta (1,3) va (2,3) ishlar bajaril-
gan bo'lishi shart.

1-qoida. Har bir ish fagat bitta yoy (strelka) bilan ifodalanadi.
Hech bir ish modelda ikki marta ishtirok etmaydi. Biror ish ikkiga,
ajratilsa, har biri alohida yoy bilan ifodalanishi kerak.

2-qoida. Hech bir juft ish bir vaqining o‘zida bir zil bosh-
lang‘ich, bir zil oxirgi hodisa orqali ifodalanmasligi lozim. Bunday
holat ikki yoki undan ko‘p ishlarni bir vagtda bajarish mumkin-
ligidan kelib chigadi (2.4-rasm). Bunday holat bo‘lmasligi uchun,
A ishning oxiri (boshlanish) hodisasi bilan B ishning oxiri (bosh-
lanish) hodisalari fiktiv (yolg‘ondakam) ish yordamida birlashtir-
iladi. 2.5-rasmda fiktiv (D) ishni kiritish variantlari keltirilgan.

Shundan so‘ng A va B juft ishlarning yoki boshlang‘ich yoki
oxirgi hodisalari turlicha bo‘ladi. Bunda, shunga e’tibor berish
kerakki, fiktiv ish na vaqt, na zaxira talab giladi. Fiktiv ishni
kiritish mantiqiy ketma-ketlikni aks cttirishda yordam beradi.
Faraz qilaylik, biror dasturda A va B ishlar C' dan oldin,
ish csa fagat B dan keyin bajarilsin. 2.6-rasmda A, B va C
ishlarning tartiblanishi to‘g‘ri bo‘lgani bilan, E ishning A va
B ishlardan keyin bajarilishi kelib chiqadi. Bu holatning to‘g'ri
berilishi 2.7-rasmda keltirilgan.

(O—)

2.2-rasm 2.8-rasm
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Bunda D fiktiv ish bajarilishi uchun, vaqt ham, zaxira ham
talab etilmaydi, shu sababli bu holat haqiqiy tartiblashni beradi.
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2.6-rasm 2. T-rasm

3-qoida. Tarmog modelini to‘q‘ri tartiblash uchun, yangi ishni
kiritishdan avval guyidagi savollarga javob berilgan bo ‘lishi zarur.
a) Bu ishni bajarish uchun, avval gaysi ishlar tugallanishs lo-
zim? o

b) Bu ish bajarilgandan so‘ng gaysi ishlarni boshlash mumkin?

¢) Bu ish bilan qanday ishlar parallel olib boriladi?

Ushbu qoidalar yordamida tarmoq grafidagi ishlarning tartib-
lanishi nazorat gilib boriladi.

1-misol. Quyidagi A, B,C, D, E, F,G, X,1,.J, K, L ishlar-
ning berilgan tartiblanishi asosida dasturning grafi tuzilsin.

1. A, B va C — boshlang‘ich ishlar bo‘lib, ular bir paytda bosh-
lanishi mumkin.

2. A va B ishlar D ishdan avval bajariladi.

3. B ish E, F' va X ishlardan avval bajariladi.
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. F' va C ishlar G ishdan avval bajariladi.
. E va X ishlar I va J ishlardan avval bajariladi.
. C, D, F va J ishlar K ishdan avval bajariladi.
. K ish L ishdan avval bajariladi.
. I,G va L — dasturning yakunlaydigan ishlari.
Bu ishlarni bajarish dasturini aniqlab beruvchi tarmoq graf
quyidagicha bo‘lib, unda ishlarning ketma-ketligini to‘g'ri aks-
lantirish uchun, Dy, Dy va Dj fiktiv ishlar kiritilgan (2.8-rasm).

0 =1 O Ot W

2.8-rasm

1-mashq. a) Quyidagi o‘zgarishlar tarmoq grafidagi ishlar
ketma-ketligiga qanday ta’sir qiladi?

1) (3,5) fiktiv |Javob. A ish I va J ishlardan avval bajariladi].

2) (3,4) fiktiv |Javob. A ish I va J ishlardan avval bajariladi].

3) (5,6) fiktiv |Javob. E va X ishlar G ishdan avval bajariladi].

4) (3,6} fiktiv ish [Javob. A ish G ishdan avval bajariladi].
b) Quyvidagi holatlar ro‘y berishi uchun, tarmoq grafida qanday
o‘zgarishlar gilish kerak?

1) A va B ishlar G ishdan avval bajariladi [Javob. (3,6) hktiv
ish kiritiladi.

2} D ish G ishdan avval bajariladi {Javob. D ishning oxiri bilan
7-hodisa fiktiv ish bilan birlashtiriladi, keyin D ishning oxiri bilan
6-hodisa fiktiv ish bilan birlashtirilggil.
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3) C ish D ishdan avval bajariladi [Javob. C ishning oxiri
bilan 6-hodisa fiktiv ish bilan birlashtiriladi, keyin C ishning
oxiri bilan 3-hodisa fiktiv ish bilan birlashtiriladi].

Tarmoq modelini hisoblash

Tarmoq modeliga rcjalashtirish va boshqarish usullarini
qo‘llash orqali dasturdagi har bir ishning boshlanish va tamom
bo‘lish vagtlarini ko‘rsatib beruvchi kalendar reja aniglangan
bo'lishi kerak. Tarmoq grafi qurish shu magsadga erishishning bi-
rinchi qadami hisoblanadi. Turli ishlar o‘rtasida o‘zaro bog'liglik
borligi sababli, ularning boshlanishi va yakunlanishi vagtlarini
aniglab berish uchun, maxsus hisoblash usuli kerak bo‘ladi. Buni
tarmoq grafikasida oddiy qoidalar orqali olib borish mumkin. Bu-
ning natijasida dasturning kritik va kritik bo‘Imagan ishlari aniq-
lanadi. Agar ishning kechikib boshlanishi butun dasturning ba-
jarilish muddatini oshishiga olib kelsa, bunday ish &ritik ish deb
ataladi. Kritik bo‘lmagan ishlarning bajarilish vaqt oraliglari-
ni, butun dastur muddatiga ta’sir etmagan holda, kattalashtirish
mumkin, ya’ni bunday ishlarni bajarish uchun, qo‘shimcha — za-
xira vaqt bo‘ladi.

Biz kritik yo‘lni aniglash usulini ko‘rib chigamiz. Dasturning
boshlang‘ich va oxirgi hodisalarini birlashtiruvchi kritik ishlar-
ning uzluksiz ketma-ketligi kritik yol deb ataladi. Kritik yo‘lni
aniglashning bir usulini quyidagi sonli misolda keltiramiz.

Har bir ishning bajarilish vaqt oraliglari mos yoylarning yugori
qismida berilgan.

Kritik yo‘lni topish ikki bosqichdan iborat. Birinchi bosqich
to‘gri o‘tish dcb ataladi. Bunda hisoblash boshlang‘ich hodi-
sadan boshlanib tarmoq grafining oxirgi hodisasiga yctguncha
davom ettiriladi. Har bir hodisa uchun, uning eng erta boshlanish
vaqti hisoblanadi. Bu sonlar 2.9-rasmdagi mos qo‘sh uchbur-
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chak belgilarining o‘ng tarafiga yozib qo‘yilgan. Ikkinchi bosqich
teskari o ‘tish deb ataladi, bunda to'rning oxirgi hodisasidan bosh-
lanib boshlang‘ich hodisaga yetguncha hisoblash davom cttirila-
di. Bunda har bir hodisa uchun, uning eng kech boshlanish vaqti
hisoblanib, u qo‘sh uchburchak belgilarining chap tarafiga yozib
go'yilgan.

Faraz qilaylik, ES; — 4 hodisadan chiquvchi barcha ishlarning
eng erta boshlanish vagti bo‘lsin. Shu bilan birga £S; @ — hodisa-
ning cng crta ro'y berish vaqtini aniglaydi. To‘g'ri o‘tishni ko‘rib
chigamiz:

0
boshlang‘ich
hodisa

i

2.9-rasm

Agar ¢ = 0, ya’ni boshlang'ich hodisaning ragami nolga teng
bo'lsa, unda ESy = 0 boladi. D;; bilan (%, ) ishning davomiyligi
belgilansa, u holda to‘g'ri otishda hisoblash quyidagi formula
orqali amalga oshiriladi:

ES_,’ = HIED({ESg + D”}

barcha (2, §) ishlar bo‘yicha, bunda ESp = 0. kilib j hodisaning
ES; sini hisoblash uchun, j hodisaga kiruvchi barcha ishlarning
boshlang‘ich hodisalari uchun, mos E'S; larni aniqlash talab eti-
ladi.

Ushbu to‘g'ri o‘tishni 2.9-rasm tarmoq grafiga qo‘llash quyida-
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gi hisoblashlarga olib keladi. ESy = 0 bo‘lganligi sababli, bosh-
lang‘ich 0 hodisaning ustidagi qo‘sh uchburchakning o‘ng tarafiga
nol soni yozilgan. 1-hodisaga faqat bitta (0,1) ish kelganligi va
uning davomiyligi Dy; = 2 bo‘lganligi sababli

ES)  =FESy+ Dy =0+2=2

bo‘ladi. Bu son mos ravishda 1-hodisaning qo‘sh uchburchagi-
ni o'ng tarafiga yozib qo‘yilgan. Xuddi mulohaza bilan 2-hodisa
qaraladi [izoh: 3 hodisani qarab bo‘lmaydi, chunki £Ss soni no-
ma’lum. Demak,

ESy=FESy+ Dy =0+3=3.

Ushbu son 2-hodisaga mos qo‘sh uchburchakning o'ng tarafiga
yozib ko‘yilgan. Endi 3-hodisaga o‘tiladi. Ushbu hodisaga ikkita
(1,3) va (2, 3) ishlar kelganligi uchun:

ES; = m%{ESi + Djs} =max{2+ 2,3+ 3} = 6.
i=1,

Bu natija 3-hodisaning mos qo‘sh uchburchagini chap tarafiga
yozib qo‘yilgan.

Shunga o‘xshash amallar barcha j larda ES; lar topilishga
qadar davom cttiriladi. Natijada quyidagilarni hosil gilamiz:

ES4 = mg&g{ESz + D14} = III&X{S + 2, 6+ 0} =6
1=4y
ES; = I-Eg"f{ESi + Dz} =max{6+3,6+7} =13
ES(, = II'%&Z{_{ESZ + Diﬁ} = IIlélX{fi + 27 6+ 5, 13+ 6} =19.
1=0,4,0
Aniglangan sonlar mos ravishda qo‘sh uchburchaklarning o‘ng
tarafiga yozib chigiladi. Shu bilan to‘g'ri o‘tish yakunlanadi.
Teskari o'tish tarmoq grafigining oxirgi hodisasidan boshlana-
di. Bunda asosiy magsad i-hodisaga kiruvchi barcha ishlarning

cng kech vaqgtlari LS; aniglashdir. Tarmogq grafining oxirgi hodi-
sasi n bo‘lsin va i = n bo‘lsa, u holda LS, = ES, bo‘ladi, ya’ni
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teskari o'tishning boshlanishi hisoblanadi. Umuman, ixtiyoriy 1
hodisa uchun:

LS1 = Hl_il'l{LSj — I)ij}
Y

barcha (1, §) lar uchun, bo‘ladi.
Har bir hodisaning mos go‘sh uchburchaklarini birinchi uch-
burchagiga LS sonlari yozib chigiladi:

LSs = ESs = 19,
LSs = LS¢ — Dsg = 19— 6 = 13,
LSy = mm{LS — Dy;} = min{13 - 7,19 — 5} =6,

LSy = mm {L.S’ Ds;} = min{6 - 0,13 - 3,19 - 2} =6,
LSy = mm {LS — Dy;} = min{6 - 3,6 — 2} = 3,

LS, = LS:;'-’D13——6 2=4,
LSy = mm{Lb — Dy;} = min{4 - 2,3 -3} =0.

Shu bilan teskari o'tish hisoblandi.

Endi to'gri va teskari o‘tishlardan foydalanib kritik yo'lni
aniglash mumkin. (¢, 5} ish kritik yo‘lga tegishli bo‘lishligi uchun,
quyidagi uchta tenglik o‘rinli bo'lishi kerak:

ES; = LS, (2.1)
ES; = LS, (2.2)
ES; — ES; = LS; - LS; = D,;. (2.3)

Bu shartlar, aslida shuni bildiradiki, kritik ishning zaxira vaqt-
lari bo'lmaydi. 2.9-rasmda kritik yo'l (0,2),(2,3),(3,4),(4,5)
va (5,6) ishlardan iboratdir. Kritik yol butun dasturni
eng qisqa davomiyligini ta'minlab beradi. E’tibor beramiz-
i, (2,4),(3,5).(3,6) va (4,6) ishlar (2.1) va (2.2)-tengliklarni
qanoatlantiradi, ammo (2.3)-tenglikni ganoatlantirmaydi. Shu

333
[ -



sababli ular kritik ishlar emas. Eslatib o‘tamiz kritik yo‘l bosh-
lang‘ich va oxirgi hodisalarni birlashtiruvchi uzluksiz ishlar zan-
jiridan iboratdir.

2-mashq. 2.9-rasmda keltirilgan tarmoq grafi uchun, quyidagi
hollarda kritik yo‘l (yo‘llar) aniglansin.

(a) Dop = 4. [Javob:(0,2,3,4,5,6) va (0,1,3,4,5,6)].

(b) D3g = 15 |Javob: (0,2,3,6)].

Zaxira vaqtlarini aniglash. Kritik yo‘lni aniglashda kritik
bo‘lmagan ishlarning zaxira vagqtlarini bilish muhimdir. Tushu-
narliki, kritik ishlarning zaxira vaqgtlari nolga teng, shuning
uchun, ham ular kritik ishlar deb ataladi.

Zaxira vagtlarni aniglashdan avval har bir ishga bog'lig bo‘lgan
ikkita muddat tushunchalarini kiritish lozim. Bular (LS) kech
boshlanish va (ES) erta tamomlash bo'lib, ular har bir (4, j) ish
uchun, quyidagi munosabatlar orqgali aniglanadi:

LS.,-J- = LSj — Dz‘j, ES;'J' = FES; + Dij.

Zaxira vaqtlarining asosiy ikkita ko‘rinishi farglanadi: (TF)
to‘la zazira va (FF) erkin zazira.

(¢,9) ishning to'la zaxirasi, bu ishning bajarilishi mumkin
bo‘lgan maksimal vaqt oralig'i (LS; — £8;) bilan uning bajarilish
muddati (D;;) orasidagi farq, ya'ni

Berilgan dasturda kritik yo‘Ini va kritik bo‘lmagan ishlarning
zaxira vaqgtlarini aniglashning qulay usuli bu jadval ko‘rinishda
ifodalashdir (2.2-jadval). Jadvaldagi sonlar yuqorida berilgan
formulalar orqgali oson topiladi. Ushbu jadvalda kalendar re-
jani (grafikani) aniglash uchun, barcha ma’lumotlar mavjud.
Ta’kidlaymizki, fagat kritik ishlar to‘la nol zaxira vaqtga ega
bo‘lishadi. Agar to'la zaxira nolga teng bo‘lsa, erkin zaxira
ham nolga teng. Ammo aksinchasi to'g'ri emas, chunki kritik
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bo‘lmagan ishning erkin zaxirasi nol bo‘lishi mumkin. Masalan,
2.2-jadvalda (0,1) kritik bo‘lmagan ishning erkin zaxirasi nolga
teng. .
Erkin zaxira vaqti, barcha ishlar erta muddatda bajariladi
farazi orqgali aniglanadi. Bu holda (¢, j) ish uchun, FF;; miqdor
ishning bajarilishi mumkin bo‘lgan vaqt (ES; — ES;) oralig’i bi-
lan uning davomiyligi (D;;) orasidagi farq bilan aniqlanadi, ya'ni

FF, = ES,; — ES, - D

2.2-jadval
D erla kech TF, | FF,
. j i
(6, 7) |davom [ 5 S [ ES; | LSy | ES; to'la | erkin
ishlar| lik bosh | owirt | bosh | owiri | 20%ira| zazira
V] @) 1@ |6 |6 | O]
©1 ] 2 0 2 2 4 9 2
(0,2) 3 0 3 0 3 0 0
(1,3) 2 2 4 4 6 2 2
(2,3) 3 3 6 3 6 0 0
(2,4) | 2 3 5 4 6 1 1
(3,4) 0 6 6 6 6 0 0
. 6 9 10 13 4 4
(3,5) 3
(3,6) 2 6 8 17 19 11 11
@5 | 7 6 13 | 6 13 |0 0
4,6) 5 6 11 ] 14| 19 | 8 8
(5,6) 6 13 19 13 19 0 0

3-mashqg. 2.2-jadvalda quyidagi ishlarning to‘la va erkin
zaxira vagtlari to‘g‘ri hisoblanganini tekshiring: (a) (0,1) ish;
(b) (3,4) ish; (c) (4, 6) ish.

Kalendar rejani tuzish va zaxiralarni tagsimlash

Tarmoq modelida olib borilgan hisoblashlarning yakuniy nati-
jasi kalendar grafigi (reja) bo'lishi lozim. Bu grafik real vaqt
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shkalasiga nisbatan dasturni bajarish jarayonlarini amalga oshi-
rish imkonini beradi.

Kalendar grafikni qurishda zaxiralar hajmini hisobga olish
zarur, chunki ayrim ishlarni parallel bajarish, ishchi kuchining,
uskunalarning yoki boshqa omillarning chegaralanganligi sababli,
imkoni bo‘lmasligi mumkin. Maua shu ma’'noda, kritik bo’lmagan
ishlarning to‘la zaxira vaqti ahamiyatlidir. |

Kritik bo‘lmagan ishlarni to‘la zaxira vaqti doirasida u yoki
bu tomonga siljitish orgali zaxiralardan maksimal foydalanish-
ni kamaytirish mumkin bo‘ladi. Ammo zaxiralar hajmiga chega-
ra bo‘lmasa ham, to'la zaxira vaqgtlari, odatda, butun dasturni
bajarish muddati davomida, zaxiralardan foydalanishni mum-
kin gadar tekkis tagsimlash uchun, xizmat qiladi. Hagiqatda, bu
bildiradiki, ishchi kuchiga (boshqa zaxiralarga) nisbatan talab
vaqt oraliglarida keskin farq gilganda dasturni ma’lum sondagi
ishchilar tarkibi bilan tamomlash imkonini beradi.

Quyidagi konkret misolda tarmoq grafikni qurish keltirilgan.
Keyingi misolda esa dastur uchun, zaxiralardan ogilona foydala-
nish ko‘rsatilgan.

2-misol. 2.9-rasmda keltirilgan dastur uchun, tarmogq grafik
qurilsin.

Tarmoq grafikni qurishdagi zarur ma’lnmotlar 2.2-jadvalda
keltirilgan. Avval kritik ishlarning kalendar muddatlari (bajari-
lish vaqtlari) aniglanadi. Keyin kritik bo‘lmagan ishlarning crta
boshlanish muddatlari ES va oxirgi bajarilish muddatlari LS lar
topiladi. Tarmoq grafida kritik ishlar uzluksiz chiziglar orqali be-
rilgan. Kritik bo‘lmagan ishlarning bajarilish muddatlar punktir
chiziglar yordamida berilgan. Ya'ni, ushbu ishlarning kalendar
muddatlari punktir chiziq ichida ixtiyoriy ravishda joylashgan
bo'lib, faqat ularning ketma-ketligi saqlangan bo‘lishi zarur.

2.9 va 2.10-rasmlarda keltirilgan misol uchun, kalendar grafik
xizmatini o‘taydi. (3,4) ish fiktiv bo‘lib, uni bajarish vaqgti nolga
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teng, shuning uchun, u vertikal kesma bilan ifodalangan. Kritik
bo‘lmagan ishlarning (punktir kesmalar) yuqori gismiga yozilgan
sonlar ularning davomiyligiga mos keladi.

Kritik bo‘lmagan ishlarning kalendar muddatlarini aniglashda-
gi to'la va crkin zaxira vaqtlarining roli quyidagi ikkl umumiy
goida bilan izohlanadi.

2 y
G—2 @ -
e\ W —;\ k .t.k
< ® Lt
2 -
Q4
41
2 .
o1
G-y 1@ kritik bo'l
2 rilik bo'lmagan
®r _5_ — = = = 16 ishiar g
@ - - -—-1®
i Lt L1 pql

(i1 Ll
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
2.10-rasm

L. Agar to‘la va erkin zaxiralar vaqti bir-biriga teng bo‘lsa, u
holda kritik bo‘lmagan ishning kalendar muddatlarini uning erta
boshlanish va kech tamomlanish oraliglaridan ixtiyoriy ravishda
olish mumkin (2.10-rasmda punktir kesmalar).

2. Agar crkin zaxira vaqt to‘'ladan kichik bo‘lsa, u holda kritik
bo'lmagan ishning boshlanish vaqtini, undan keyin keladigan ish-
larning kalendar muddatlariga ta’sir ctimagan holda, crta bosh-
lanishga nisbatan erkin vagt migdoridan katta bo‘lmagan oraliq
vaqtigacha surish mumkin.

Ko‘rilayotgan misolda 2-qoidani fagat (0,1) ishga nisbatan
go‘llash mumkin, boshqa ishlarning kalendar muddatlari 1-goida
bo'yicha taulanadi. Bunga sabab, (0, 1) ishning erkin zaxira vaqti
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nolga teng. gilib, agar (0,1) ishning boshlanishi uning crta bosh-
lanish vaqti (¢t = 0) bo‘lsa, u holda undan keyin keladigan (1, 3)
ishning kalendar muddatini erta boshlanish (¢ = 2) va kech ta-
momlash (¢ = 6) oraligidan olish mumkin bo‘ladi. Agar (0, 1)
ishning boshlanish vaqti ¢ = 0 ga nisbatan surilgan bo‘lsa, (1, 3)
ishning ham erta boshlanish vaqti kamida shunchaga surilgan
bo'lishi zarur. Masalan, (0,1) ish ¢t = 1 vagtda boshlangan bo'lsa,
uning tamom bo‘lishi ¢ = 3 vaqtga to‘g'ri keladi, demak, bu hol-
da (1,3) ishning kalendar muddatini aniglash kerakki, natijada,
u [3, 6] oraligda yotsin. Bunday hol boshqa kritik bo‘lmagan ish-
larga taalluqli emas, chunki ularning to‘la va erkin zaxira vaqtlari
ustma-ust tushadi. Bu natijani 2.10-rasm orqali oson tushuntirish
mumkin,

qilib, ishning erkin zaxira vaqti to‘la zaxira vagtidan kichik
bo‘lsa, uning kalendar vaqtini aniqlashtirishni undan keyin baja-
riladigan ishning boshlanish vaqtini hisobga olgan holda amalga
oshirish kerak. Bunday muhim ma’lumotni faqat tarmoq modcli
orgali olish mumkin.

Dasturni amalga oshiruvchi kalendar reja (grafik) tuzish kerak-
ki, natijada, dasturni bajarish davomida ishchi kuchiga bo‘lgan
talab mumkin qadar tekis tagsimlangan bo‘lsin. 2.11 a-rasmda
kritik bo‘lmagan ishlarning bajarilish kalendar muddatlarini,
ularning erta vagtlariga teng deb olingandagi ishchi kuchiga
bo‘lgan ehtiyojlar keltirilgan (bu erta yoki chap kalendar reja
deyiladi), 2.11,b-rasmda esa eng kech vaqtlari olingandagi ishchi
kuchiga bo‘lgan ehtiyoj (bu kech yoki o‘ng kalendar reja deyila-
di). Punktir chiziglar bilan kritik ishlarning chtiyojlari belgilan-
gan bo‘lib, u dasturni minimal vagtda tamomlash uchun, albatta
bajarilishi zarur (ta’kidlaymizki, (0,1) va (1,3) ishlarni bajarish
uchun, ishchi kuchi talab etilmaydi).

4-mashq. Quyidagi misollarda kritik bo‘lmagan ishning to‘la
va erkin zaxira vaqtlari (TF va FF) hamda uning davomiyligi

338



berilgan. Ishning erta boshlanish vaqtiga nisbatan boshlanishi-
ni maksimal kech qolish vaqtini aniglang. Bunda, keyin bajari-
ladigan ishlarning kalendar muddatlari erta boshlanish va kech
tamom bo‘lish oralig'ida yotishi mumkin:

(a) TF =10, FF = 10, D = 4[Javob: kechikish = 10];

(b) TF =10, FF = 5, D = 4[Javob: kechikish = 5|;

() TF =10,FF =0, D = 4[Javob: kechikish = 0J;

(d) TF =10, FF =3, D = 4{Javob: kechikish = 3].

3-misol. Faraz qilaylik, 3-misolda turli ishlarni bajarish
uchun, quyidagicha ishchi kuchlari talab etilsin,

2.8-jadval
Wbl | | G e
(0,1) 0 (3,5) 2
(0,2) 5 (3,6) L
(1,3) 0 (4,5) 2
(2,3) 7 ‘(4, 6) 5
(2,4) 3 (,6) 6

Dasturni amalga oshirish uchun, kritik ishni bajarishda kami-
da 7 ishchi kuchi talab etiladi. Kritik bo‘lmagan ishlarni erta
kalendar rejasida maksimal ishchi kuchi soni 10 ta, kech kalen-
dar rcjada esa 12 ta. Bu misol yaqqol ko‘rsatadiki, zaxiralarga
bo‘lgan maksimal talab miqdori kritik bo‘lmagan ishlarning za-
xira vaqtlaridan qanday foydalanishga bog‘liq ekan.

2.11-rasmdan ko'rinib turibdiki, kritik bo‘lmagan ishlarning
saxira vaqtlari qanday tagsimlanishidan qat’i nazar ishchi kuchi-
g ho'lgan maksimal talab 10 tadan kichik bo‘lmaydi, chunki
kritik ishning bajarilish oralig'i bilan kesishadi.
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Erta kalendar rcjada ishchi kuchiga bo‘lgan talab grafini
yaxshilash mumkin, bunga (3,5) ishning kech kalendar mudda-
tini olib, (3,6) ishni bevosita (4, 6) ishdan keyin boshlash orgali
crishiladi. Bu yangi grafik 2.12-rasmda ko‘rsatilgan, unda ishchi
kuchiga bo‘lgan ehtiyoj ancha tekis tagsimotga egadir.

o——p

@ ®
0246 1012 14 16 18 20 U
10
gl
ol
R
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2.12-rasm
Ayrim dasturlarda magsad nafagat zaxiralarni tekis tagsim-
lash, balki maksimal chtiyojni ma’lum bir chegarada ushlab tu-
rish masalasi qo‘yilgan bo‘lishi ham mumnkin. Agar bu maqgsadga
kritik bo'lmagan ishlar hisobiga crishishning iloji bo‘lmasa, za-
xiralarga bo‘lgan talabni ayrim kritik ishlarning davomiyligini
uznylirish orqali kamaytirish kerak bo‘ladi.
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Matematik giyinchilik sababli, hozircha zaxiralarni tekis taqg-
simlashning optimal masalasi yechilmagan, ya'ni dasturni baja-
rish davomida zaxiralarga bo‘lgan maksimal chtiyojni minimal-
lashtirish. Shu sababli yuqoridagiga o‘xshash evristik usullar-
dan foydalanishga to‘g'ri keladi. Bu usullarning barchasi kritik
bo‘lmagan ishlarning zaxira vaqtlaridan foydalanish qoidasiga
asoslangan.

5-mashgq. Faraz qilaylik, 4-misolda (0, 1) va (1, 3) ishlarni ba-
jarish uchun, mos ravishda 8 va 2 ta ishchilar kerak bo‘lsin. Quyi-
dagi hollarning har biri 2.11-rasmda qanday o‘zgarish sodir gila-
di?

a). Har ikkala ishda ham kalendar muddatining boshlanishi
sifatida erta vaqt olinadi. [Javob. 0 < ¢ < 2 intcrvalda ishchi
kuchiga bo‘lgan talab 13 ga teng, 2 <t <3da—7,3<t<4
da — 12}.

b). Har ikkala ishda ham kalendar muddatining boshlanishi
sifatida kech vaqt olinadi. [Javob. 2 < ¢ < 3 intervalda ishchi
kuchiga bo‘lgan talab 13 ga teng, 3 <t <4da—154<t<6
da — 12).

Dasturlarning kalendar rejasini tuzishda aniqmasliklar va
sarflar ham hisobga olinishi mumkin.

Dasturni amalga oshirish jarayonini boshgarish

Ayrim hollarda kalendar reja tuzilgandan so‘ng, tarmoq mo-
deli keraksiz bo‘lib qoladi deb o‘ylaydiganlar topiladi. Ammo bu
juda ham noto‘g'ri fikrdir. Dasturni bajarish davomida tarmoq
modeli katta foyda keltirishi mumkin.

Rejalashtirish bosqichida kalendar reja tuzilgan bo‘lsa ham,
dasturni bajarish bosqichida bunga amal qilish kamdan-kam
uchraydi. Odatda, ayrim ishlar aniq shart-sharoitlarda kalendar
rejaga nisbatan tezroq yoki sckinroq bajariladi. Kalendar rejadan
bunday chetga chiqishlar dasturning qgolgan gismi uchun, yangi
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kalendar reja tuzishni taqoza ctadi. Dasturni bajarilish jarayonini
nafaqat kalendar rcja, balki tarmoq modelida ham aks ettirish lo-
sim. Kalendar reja ishlarni o'z vaqtida bajarilayotganini nazorat
qgilishda foydalaniladi.

Biror ishning kech boshlanishi dasturning golgan gismiga ta’-
siri tarmoq modelida aniq ifodalanadi.

Faraz qilaylik, dasturni bajarish paytida ayrim ishlarni kech
boshlanishi sababli butunlay yangi kalendar reja tuzish talab
ctiladi. Mavjud tarmoq modelidan foydalangan holda bu yangi
rcjani ganday aniglab bo‘ladi? Avval tarmoq grafiga tuzatish-
lar (yangilanish) kiritish kerak, masalan, tamomlangan ishlar-
ning davomiyligini nolga teng deb, gisman bajarilgan ishlarning
davomiyligini mos ravishda o‘zgartirish zarur.

Bundan tashqari tarmoq grafida tarkibiy o‘zgarishlarni ham
amalga oshirish kerak, yani qandaydir sabablar bilan keraksiz
bo'lib qolgan ishlarni chigarib tashlash, avval kerak bo‘lmagan,

ammo kelajakda zarur bo‘lib qolgan ishlarni kiritish.
Shundan so‘ng odatdagi hisoblashlar yordamida yangi kalendar

rcjani tuzish va dasturni davom ctish vagtini aniglash mumkin
bo‘ladi. Kalendar rejani yangisiga almashtirish vaqti kelguncha
bunday ma’lumotlarni bilish katta ahamiyatga cga. Haqiqiy ho-
latda esa kalendar rejani tez-tez almashtirish, odatda, dasturni
boshlang‘ich bosqichida bajariladi. Shundan so‘ng uni bajarish
jarayoni turg‘un holatga o‘tib, kalendar rejani tuzatishlar soni
keskin kamayadi.

Tarmoq modelida hisob olib borish soddaligi bilan ajralib
turadi, bundan tashqgari murakkab dasturlarning kalendar re-
jasini tuzishda juda muhim ma’lumotlarni beradi. Shu sababli,
tarmoq usullari amaliyotda katta mashhurlikka ega. Bu usullar-
ning cffektivligini ta’minllaydigan omillar ularning algoritmlari
v maxsus tizimlari yaratilgandadur. Ular dasturlar tarmoq
modellarini tahlil gilish va to'g‘rilash xususiyatiga ega.
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3-§. Maksimal oqgim

To‘rda maksimal ogimni topish chizigli dasturlash masalasi
kabi yechilishi mumkin. Ammo uning maxsusliklarini hisobga
olgan holda turli effektiv yechish usullari taklif etilgan. Agar
boshlang'ich parametrlarning giymatlari butun sonlardan iborat
bo'lsa, bu usullar yordamida topilgan yechim (ogim, maksimal
ogim) ham butun sonlardan tashkil topgan bo‘ladi.

Ma’lumki, chizigli dasturlash masalasining yechimi uchun,
bunday xulosa har vaqt ham o‘rinli emas. Maksimal oqim haqgida
ma’lumot berishdan avval, to‘r tushunchasini kiritaylik.

1-ta’rif. Tugun nuqtalar (uchlar, doirachalar) va ularni bir-
lashtiruvchi yoylar (kesmalar, chiziglar, girralar, bo‘g‘inlar)
to‘plamiga to‘r deb ataladi. .

Bu yerda, har bir yoyga manfiymas haqiqiy son mos qo‘yilgan
bo‘lib, u shu yoyning o‘tkazish quuvvati deyiladi. Bu, masalan,
trubaning diametri, ko‘'ndalang kesimi yuzasining giymati yoki
ushbu kesimdan vaqt birligida o‘tadigan maksimal suyuglik mig-
dori bo'lishi mumkin.

Yoyga strelka yordamida yo'nalish kiritilgan bo‘lsa, bunday
yoy yo ‘neltirilgan yoy deb ataladi, aks holda yo ‘naltiritmagan
deyiladi.

Ammo yo‘naltirilmagan yoyni ikkita yo‘naltirilgan voyga ek-
vivalent ravishda almashtirish mumkin. Bu quyida sxematik ra-
vishda tasvirlangan (3.1-rasm): .

O— ()

3. 1-rasm

Bundan kelib chiqadiki, to‘rdagi barcha yoylarni yo‘naltirilgan
yovlarga keltirish mumkin. Umuman, barcha yoylari yo‘nalishga
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ega bo'lgan to'r yo ‘naltirilgan to‘r deb ataladi. To‘rning tugun
nuqtalari N; bilan bclgilanadi, bu yerda ¢ mos tugun nuqta-
ning ragamini bildiradi. NV; tugun nuqtadan N; tugun nugta-
ga yo'naltirilgan yoy Ay bilan belgilanadi. Agar to‘rning tugun
nuqtalari to‘plamini ixtiyoriy qilib X va X to‘plam ostilariga
ajratilganda yoki A;;, yoki Aj; yoy mavjud bo‘lsa, bu yerda
N; € X, N; € X, bunday to‘r bog‘langan deyiladi. To‘rda ikkita
uch alohida ajratib ko‘riladi: ulardan biri N, bilan belgilanib, u
manba (boshlanish), ikkinchisi — Ny gquyilish nugtasi deb ataladi.
Har bir yoyning quvvati b;; bilan belgilanib, uning qiymati mos
A;; yoyning yoniga yoziladi.

Bu yerda, agar to‘rni biror suv ogimi tizimi deb olinsa,
u holda, yoylar trubalarni, uchlar trubalarning bir-biriga ula-
nish joylarini, ularning o'tkazish quvvati, masalan, trubaning
ko‘ndalang kesimini bildirishi mumkin. Ogim esa truba ichidan
o‘tayotgan suyuqlik migdori bo‘lishi mumkin. qilib, umumiy ma-
sala quyidagicha qo‘yiladi: manbadan quyilish nuqtasiga maksi-
mal qancha migdorda suyuglik o‘tkazish mumkin?

Quyidagi sodda to‘rni qaraylik 3.2(a)-rasm. Bunda, tushunarli-
ki, maksimal ogim (suynqlik migdori) barcha yoylarning minimal
o‘tkazish quvvatiga teng, yani w = Igi{l bij. qilib, to‘rning eng tor

iy

joyi topilib, uning o‘tkazish quvvati maksimal ogim migdoriga
teng bo‘lar ekan. Maksimal oqimni topish algoritmlarining bar-
chasi, to‘rning shu eng tor joyini va uning o‘tkazish quvvatini
aniglash g'oyasiga asoslangan.

X va X lar barcha tugun nugtalar to‘plamiga nisbatan o‘zaro
bir-birini to‘ldirnvehi to‘plam ostilart bo‘lsin, bu yerda N, € X
va N; € X shartlar bajarilishi talab etiladi.

2-ta’rif. X bilan X ni, yoki aksincha X bilan X ni birlash-
tirnvehi yoylar to‘plamiga X va X juftlikka mos keluvchi kesim
dely ataladi va (X, X) bilan belgilanadi.
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Ta’rifga asosan: (X, X) = {4 : N; € X, N; € X,yoki V; €
X, Nje X}

Cb;l Obm Cbzs by gt !@bt IC

N New N

(a) (®)
3 2-rasm

3-ta’rif. Quyidagi Y. by songa (X, X) kesimning o‘thazish
NieX

NjeX
quovati deb ataladi va C(X,X) bilan belgilanadi.

Bevosita kesimning o‘tkazish quvvati ta'rifidan kelib chigadiki,
umuman olganda C(X, X) # C(X, X). 4.2(b)-rasmda agar X =
{Ng, Nz}, X = {Ni, N3, N;} olinib kesim (X, X) tuzilsa, uning
o‘tkazish quvvati C(X, X) = bs1 + b3+ by =3+3+2=8ga
teng bo‘ladi. (X, X) kesimniki esa C(X, X) = bjy = 3 ga teng.

O‘tkazish quvvati eng kichik bo‘lgan kesim minimal kesim deb
ataladi. Shu minimal kesim to‘rning eng tor joyini aniqlaydi.

Bundan keyin biz fagat yo‘naltirilgan va bog‘langan to‘rlarni
qaraymiz. Demak, berilgan to‘rda maksimal ogimni topish asosiy
masala hisoblanadi. Quyidagi tushunchalar kiritiladi:

N1A12N2 AgaN3... Ny 1 Am—1m Ni (3.1)
biror to‘rdagi uchlar va yoylar ketma-ketligi bo‘lsin.

4-ta’rif. Agar barcha A;;;, yoylar yo'naltirilgan yoy bo‘lsa,
(3.1)-ketma-ketlik zanjir deb ataladi.

Demak, zanjir bo‘yicha harakat, fagat voylarning yo‘nalishi
bo'yicha bo‘lar ekan.

5-ta’rif. Agar yoki A1, yoki A;,y; yoy yo‘naltirilgan bo'lsa,
(3.1)-ketma-ketlik yol deb ataladi.
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Demak, yo‘l bo‘yicha harakat yoylarning yo‘nalishiga qarama-
qarshi ham bo‘lishi mumkin ekan. Shuni ta’kidlaymizki, zanjir
har vaqgt yo‘l bo‘ladi, ammo yo‘ldan zanjirni hosil qilish uchun,
undagi ayrim yoylarning yo‘nalishini o‘zgartirish kerak bo‘lishi
mumkin.

6-ta'rif. Agar (3.1)-zanjirda N1 = N, tenglik bajarilsa, u sikl
dcb ataladi.
Demak, siklda biror uchdan chigib, yoy yo‘nalishi bo‘yicha

harakat gilinib yana boshlang‘ich uchga qaytib kelingan bo‘lishi
kerak.

Y
P Q
N ) ©)
R S
®
T3
(a) ®) v

3.8-rasm

Bizga 3.2(b)-rasm ko‘rinishda 5 ta uchdan iborat bo‘lgan
yo'naltirilgan to‘r berilgan bo‘lsin. Uning tugun nugta-
lari va yoylari yordamida ketma-ketliklarni tuzamiz, bunda:
N3A31N1A121?\72A23N3 - zanjirni, N2A23N3A13N1 — yo‘lni tash-
kil giladi, ammo A;3 yoy As; yoyga almashtirilsa, yo'l zanjirga
aylanib qoladi; Ny A9 NoAgaN3 Az Ny — siklni tashkil qgiladi.

Asosly masala bo‘lgan maksimal ogimni aniglash uchun, ogim
tushunchasini kiritamiz.

7-ta'rif. N; manbadan N; quyilish nugtasiga olib boruvchi
o deb, quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi nomanfiy {z;;}
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haqiqiy sonlar to'plamiga aytiladi:

—w, agar j = s,

Z Ty — Ziﬂjk = 0, agar j # s,t (3:2)
i %

w, agar j =1

bu yerda birinchi yig'indi A4;; yoylarni tashkil ctuvchi barcha N;
tugun nuqtalar bo‘yicha, ikkinchi yig'indi esa Ajx yoylarni tash-
kil etuvchi barcha N} tugun nugtalar bo‘yicha hisoblanadi. Bun-
dan tashqari, barcha Ay; yoylar uchun, 0 < z;; < b;; tengsizlik
o‘rinli; manfiymas w soni ogim kattaligi, x;; — A;; yoyning ogi-
mi deyiladi. (3.2)-tenglikning birinchisi (bunda — Ex‘,, = —w)

N, manbadan chigqan, uchinchisi (bunda Zx?; = w) N quyi-

lish nugtasiga kelgan ogim miqdorlarini blldll‘ddl, ikkinchi tenglik
N; tugun nugtaga kelgan ogim miqdori Z ;; bilan ketgan ogim

2
miqdori — Y z,;, orasidagi farqni bildiradi (qancha kelgan bo‘lsa
k

shuncha ketadi, shu sababli bu farg nolga teng).
Magsad funksiya esa quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

w=§ Tq5, yoki w:-_s_ Zit-
j i

1-teorema. (Maksimal oqim va minimal kesim hagida). Ix-
tiyoriy to‘rda N; manbadan N; quyilish nugtasiga olib boruvchi
maksimal oqim minimal kesimning o‘tkazish quvvatiga teng.

Isbot. Isbot yoylarning o‘tkazish quvvatlari butun sonlar-
dan iborat bo‘lgan holda keltirilgan, zero teorema yoylarning
o‘tkazish quvvatlari ixtiyoriy haqigiy sonlar bo‘lganda ham
o‘rinlidir. Agar {z;;} (3.2)-shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyo-
riy ogim bo'lib, uning oqim kattaligi biror kesimning o‘tkazish
quvvatiga teng bo‘lsa teorema isbot bo‘lgan bo‘ladi. Aks holda,
quyidagi usul yordamida oqim kattaligi kamida bir birlikka katta-
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tashtirib boriladi va natijada biror kesimning o‘tkazish quvvatiga
teng bo'lib goladi.

Ixtiyorly {z;} (bunday oqimning mavjudligi ravshan,
masalan, {z;; = 0}) boshlang‘ich ogimni olish bilan, quyidagi
usul yordamida X tugun nugtalar to‘plamini quramiz:

a) N; € X

b) agar N; € X va z;; < b;; bo'lsa, u holda N; € X;;

¢) agar N; € X va x; > 0 bo'lsa, u holda N; € X.

Bu X to‘plamga tegishli bo'lmagan tugun nugtalar to‘plamini
X bilan belgilaymiz. X to‘plamning tuzilishiga ko‘ra, 2 ta hol
bo‘lishi mumkin.

1. N; quyilish nugtasi X ga tegishli bo‘ladi.

2. N, quyilish nuqtasi X ga tegishli bo‘ladi.

Ikkala holni alohida ko‘rib chiqamiz. Birinchi holda b) ga
asosan, X dan X ga o‘tuvchi barcha (%, j) yoylar uchun, z;; = bi;
tenglik bajariladi. Xuddi, ¢) ga asosan, z;; > 0 tengsizlikni gano-
atlantiruvchi yoy mavjud emas. Bulardan quyidagi kelib chiqadi:

E Tij = E bz‘j va, E Ly = 0.

NieX NeX NieX
NjeX NjeX N;eX

Demak, (X,X) kesim va {z;;} oqim topildiki, ular uchun,

C{(X,X) = Y m;; tenglik o'rinli bo'ladi. Bu holda teorema,
Niex
isbot bo'ldi.

Endi ikkinchi holni garaymiz. U holda, X ning aniglanishi-
wa asosan, Ny va N, ni birlashtiruvehi Ny...N; Ay (1 Nig1...N; yo'l
horki, uning A;;+1 yoyi uchun, yoki 241 < b1, yoki zjpq; > 0
shartlardan birl bajariladi.

Bu yol orqali harakat qilinganda, uning ayrim vyoylarini
yo'nalish bo‘yicha (bular yo'lning to‘g‘ri yoylari deyiladi), ayrim-
larini yo'nalishga gqarama-qarshi bo‘yicha (bular yo‘lning teskari
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yoylari deyiladi) oftiladi. &, bilan to‘g‘ri yoylarga mos kelgan
bi;; — x;; ayrimalarning eng kichigi, e bilan teskari yoylarga
mos kelgan zj; larning eng kichigi belgilangan bo'lsin. U holda
€ = min{e}, €2) musbat son bo‘ladi.

Boshlang‘ich ogim {z;;} butun sonlardan (masalan, nollardan)
iborat bo‘lganligi sababli, ravshanki ¢ ham butun musbat son
bo‘ladi. U holda boshlang‘ich ogimni ¢ ga oshirish mumkin. Bu-
ning uchun, to‘g'ri yoylarning oqimini € ga oshiramiz, teskari yoy-
lar oqimini £ ga kamaytiramiz. Yangi hosil bo‘lgan oqim (3.2)-
shartlarni qanoatlantiradi va bu oqim kattaligi € ga ortadi. Shun-
dan so‘ng qaytadan X to‘plam quriladi.

Agar N; quyilish nugtasi X ga tegishli bo‘lsa, yuqgoridagi usul
bilan ogim kattaligi oshiriladi. Minimal kesimning o‘tkazish quv-
vati chekli son bo‘lganligi va oqgim kattaligi har safar kamida
bittaga oshayotganligi sababli, chckli qadamdan keyin maksimal
ogqim hosil gilinadi. Shu bilan teorema isbot bo‘ldi.

So‘zsiz, ixtiyoriy to‘rda maksimal oqim kattaligi yagona anig-
lanadi. Ammo qiymatlari maksimal oqim kattaligiga teng bo‘lgan
bir nechta ogimlar bo‘lishi mumkin, Shu bilan birga minimal ke-
simlar ham bir nechta bo‘lishi mumkin.

Masalan, yugoridagi 4.2(b)-rasm to'rda X = {N,}, X =
{le NQ, N3, N4, ]Vt} va Y = {Ns, Nl, Nz, Ng, N4}, ? =
{N;} lar minimal kesimni tashkil etishadi va ular uchun,
C(X,X) = C(Y,Y) = 2 tenglik o‘rinli. Shu bilan birga eng
katta ogim kattaligi ( w = 2)ni beruvchi maksimal oqim 3 ta:
{ta=2pn=cu=c4=2,r3=234=0}, {Zag=23=03=
Ty =2, 12 = Tog = 0} va{zg = 2, 210 = Toy = T3 = T3y =
1, Ty = 2}

2-teorema. Faraz qilaylik, (X, X) va (Y,Y) lar minimal ke-
simlar bo‘lishsin, u holda (X UY, X UY)va (XNY, X NY) lar
ham minimal kesimlar bo‘lishadi. '
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Isbot.

Agar X C Y bo'lsa, u holda XUY =Y, X NY = X
bo‘ladi, bundan kelib chigadi: (X UY, XUY) = (V,Y) va
(XNY,XNY)=(X, X), shu bilan teorcma isbot bo‘ldi.

Shuning uchun, faraz gilamiz X va Y lar kesishsin(N, € X,Y
bo‘lganligi sababli kesishma bo‘sh emas), u holda quyidagi bel-
gilashlarni kiritamiz (4.3(b)-rasm):

XNY=Q, XNnY=8XnY=P, XNY =R.

Uholda N, € Q,N, € R, X =QUS, X =PURY =
PUQ,Y=RUS.

c(@,P) = AE:Q bi; bo'lsin. Qolgan C(Q, R), C(S,P) va
N;eP

boshqalarni ham xuddi aniglaymiz.

(X, X) — minimal kesim, (Q, P U RU S) — kesim bo‘lganligi
sababli C(X, X) < C(Q,PURUS), yoki C(Q, P)+C(Q, R) +
C(S,P)+ C(S,R) < C(Q,P) + C(Q,R) + C(Q, S), bundan
quyidagi

C(S,P)+C(S,R) < C(Q,S) (3.3)

tengsizlik kelib chigadi. Ammo C(X, X) < C(PUQUS), demak,
C(Q, PHC(Q, RHC(S, PRC(S, R)<C(P, RHC(Q, RHC(S, R)

bundan
C(Q, P)+ C(S,P) < C(P,R) (34)

tengsizlikni hosil gilamiz.
Xuddi shunga o‘xshash C(Y,Y) < C(Q, P U RU S) tengsiz-
likdan
C(P,R)+C(P,S) < C(Q,P) (3-5)

tengsizlikni va C(Y,Y) < C(PU QU S, R) tengsizlikdan
C(P,5)+C(Q,5) < C(5, R) (3:6)
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tengsizlikni hosil gilamiz. (3.3), (3.4), (3.5) va (3.6) tengsizliklarni
go‘shish bilan 2C(S, P) + 2C(P,S) < 0 tengsizlik hosil bo‘ladi.
Lekin b;; > 0 bo'lganligi uchun:

C(S,Py=C(P,5)=0 (3.7)
bo‘ladi. {3.7) ni (3.3), (3.4), (3.3) va (3.6) larga qo‘yish bilan quyi-
dagilarga ega bo‘lamiz:

C(S,R) < C(Q,9),

C(Q,P) < C(P,R),

C(P,R) < C(Q,P),

C(Q,8) < C(S, R),
bulardan

C(S,R) = C(Q,5), (3.8)

C(Q, Py =C(P,R) (3.9)
kelib chigadi.

(3.7), (3.8) va (3.9) munosabatlardan quyidagi:

C(X,X) = C(Q, P)+C(Q, R)+C(S,R) =
=C(Q,P)+C(Q,R)+C(Q,8) =C(XNY,XNY),

C{X,X) = C(Q,P)+C(Q,R)+C(S,R) =
=C(PR)+C(Q,R)+C(S,R)=C(XUY,XUY)

tengliklarni hosil gilamiz. Teorema isbot bo‘ldi.

Ma'lumki, minimal kesimlar soni bittadan ortiq bo‘lishi mum-
kin. Unda savol tug‘iladi, maksimal ogim minimal kesim haqidagi
teoremaning isbotidan kelib chigadigan minimal kesim ularning
qay biri bo'ladi? Faraz qilaylik, (X;, X;), 1 = 1, 2, ..., m to'rdagi
barcha minimal kesimlar bo‘lsin. Agar 1-teorcma isbotidan ke-
lib chiqadigan minimal kesim (X, X) bo‘lsa, u holda X = ) X;

i=1
bo‘ladi.
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Bu da’voning isboti quyidagi murakkab bo‘lmagan mulohaza-
lardan kelib chigadi. 2-teorema natijasidan foydalangan holda,
matematik induksiyani go‘llab, (X1 N ...N Xy, X1 0 ... 0 Xpp)
ning minimal kesim ekanligini ko‘rsatish mumkin.

Agar to‘rdagi ogimning kattaligi C(X, X) ga teng bo‘lsa, u
holda 1-teorema isboti davomida rekkurent ravishda aniglangan
X da X ning tugun nuqtasini belgilab bo‘lmaydi. Shu sababli
X; larning hech birt X ning xos to‘plam ostisi bo‘laolmaydi.

m

Xususan, {}X; ham X ning xos to‘plam ostisi bo‘laolmaydi.
=1
Ammo X X; larning birortasi bo‘lishligi majbur ekanligidan
m
X = [N X, kelib chigadi. Da’vo isbotlandi.

i=1
Maksimal ogimni topish uchun belgi qo‘yish usuli

Biz yuqorida maksimal oqim hagidagi teoremani ko‘rib
chiqdik, endi maksimal oqimni topish algoritmi bilan tanishib
chigqamiz. Ma’lumki, maksimal ogimni topish masalasini chizig-
1i dasturlash masalasiga keltirib ham yechish mumkin. Ammo
bunda har vaqt ham maksimal ogim kattaligi to‘gri chiqaver-
maydi. Belgl qo'yish usuli bundan mustasno. Agar yoylaruing
o‘tkazish quvvatlari butun sonlardan iborat bo‘lsa, bu usul yor-
damida aniglangan maksimal oqim kattaligi ham mugqarrar bu-
tun son bo‘'ladi. Belgi qo‘yish usuli biror boshlang‘ich oqimdan
boshlanib, keyin vangi yo'l topish va bu yo'l orqali go‘shimcha
ogim jo'natish g'oyasiga asoslangan. Bu "belgi qo'yish" qoidasi
bilan amalga oshiriladi. Ya'ni, uchlar maxsus belgilanib, u qaysi
yoy oqimini qanchaga kattalashtirish mumkinligini ko‘rsatib be-
radi. Qo'shimcha oqim jo‘natish mumkin bo‘lgan yo‘l topilgan-
dan so‘ng, bu oqim migdori aniglanadi. Shundan keyin avvalgi
oqim kattalashtiriladi va uchlardagi belgilar o‘chirib tashlanadi.
Yangi hosil bo‘lgan to‘rda uchlarga yana belgilar qo‘yilib chiqi-
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ladi va hokazo. Maksimal ogimni topish uchun, belgi go‘yish ef-
fektiv usullardan biri hisoblanadi. Bu usulni qo‘llash natijasida
maksimal oqimning kattaligi va minimal kesim aniglanadi. Ush-
bu algoritm ikki qadamdan iborat: I-qadamda uchlar belgilanib
chiqiladi, 2-qadamda oqim miqdori kattalashtiriladi. Maksimal
ogim topilgunga qadar bu ikki qadam ketma-ket qaytariladi.

Biror boshlang‘ich (masalan, z;; = 0) oqim tanlab olingan
bo‘lsin. Agar bu maksimal ogim bo‘lmasa, quyidagi qadamiarni
bajarish kerak bo‘ladi.

1-gadam (Belgi qo'yish qoidasi).

Ixtiyoriy tugun nuqta quyidagi uchta holatdan birida bo‘ladi:
a) belgilanmagan; b) belgilangan ko‘rib chigilmagan; c) belgi-
langan va ko‘rib chigilgan. Qoidani qo‘llash arafasida barcha tu-
gun nuqtalar belgilanmagan, ya’'ni a) holatda bo‘lishadi. Tugun
nugtalarning belgilari ikki gismdan iborat bo‘ladi, birinchi bel-
g1 qayerdan yoki gayerga, ikkinchi belgi gancha migdorda ogim
jo‘natish mumkinligini bildiradi.

Qoida qo‘llash boshlanishida Ny manba [st, co) belgini oladi,
bu bildiradiki, Ny dan N, ga ixtiyoriy miqdorda ogim jo‘natish
mumkin.

Shundan so‘ng N belgilangan va ko‘rib chigilmagan, ya’ni b)
holatge o‘tadi. Umuman, ixtiyoriy belgilangan, lekin hali ko‘rib
chigilmagan N; tugun nuqtani olamiz, uning belgisi [it,e(5))
bo'lsin. N; ga go‘shni bo‘lgan, ammo belgisi yo'q Ny tugun nug-
tani olamiz, uning uchun, z;; < bjx bo'lsin, unda Ng ni [j*+, e(k)),
bu yerda (k) = minle(5), bjr-2 ;] bilan belgilaymiz.

Mabodo, zz; > 0 bo'lsa, Nj tugun nuqtani [j7,¢(k)) bilan
belgilaymiz, bu yerda (k) = minfe(j), zx;).

Qoida bilan N; ning go‘shni tugun nuqtalari bo‘lgan barcha
Ny lar ko'rib chiqiladi, shundan so'ng N; belgilangan va ko‘rib
chiqilgan, ya'ni 3) holatga o‘tib qoladi. Bunda, ayrim qo‘shni tu-

354



gun nugtalar belgi olmasligi ham mumkin. Belgi qo‘yish goidasini
qo'llash natijasida quyilish nugtasi N; biror belgiga ega bo‘ladi
yoki belgi olmaydi. Oxirgi holda maksimal ogim topilgan bo‘ladi
va hisoblash to‘xtatiladi. Agar N; biror belgi olgan bo‘lsa, keyingi
2-qadamga o'tiladi.

2-qadam. (Oqim kattaligini oshirish qoidasi). Faraz qilaylik,
quyilish nuqtasi N, [k*, e(t)) belgiga ega bo‘lsin. U holda avvalgi
oqim g 1l g + £(t) ga almashtiramiz va Ng tugunga nuqtaga
o‘tamiz. Mabodo, N; [k™,&(t)) belgiga ega bo'lsa, u holda av-
valgi oqim 2 ni 2, — €(t) ga almashtiramiz va bunda ham N,
tugun nuqtaga o‘tamiz. Agar Ny tugun nugta [§7, e(k)) belgiga
cga bo'lsa, i ni z,; + €(t) ga almashtiramiz.

Mabodo, u [j7,£(k)) belgiga ega bo‘lsa, uning avvalgi ogimi
x5 — €(t) ga almashtiriladi. Shu qoida go‘lanilishi natijasida
manba Nj ga yetib kelinadi. Boshqa yoy ogimlari eski holatda
— o‘zgarmasdan qoldiriladi. Shundan so‘ng barcha tugun nuqta-
larning belgilari o‘chirib tashlanadi va hosil bo‘lgan yangi ogim
boshlang‘ich ogim sifatida olinib 1-qadamga o‘tiladi.

1-misol. Misol sifatida 3.4(a)-rasmdagi to‘rni qaraymiz. Bosh-
lang‘ich ogim z;; = 0 bo‘lsin. Bu yoy oqimlari mos ravishda yoy-
ning o‘tkazish quvvatidan keyingi vergul belgisidan so‘ng yozib
qo'yilgan. 1-qadam — belgi qo‘yish qoidasiga asosan N, manba
[st,oc) bilan belgilanadi. N; ning ikkita N;, N2 qo‘shni tugun
nugtalari bo'lib, ular uchun, by =3 > 2454 =0, b0 =2 > 2,0 =0
tengsizliklar o‘rinli, shu sababli Ny va N, tugun nugtalar [st, 3),
[s*,2) bilan mos ravishda belgilangan. Endi ikkinchi b) holatdagi
N, tugun nuqgtani olamiz. Uning 4 ta go‘shni tugun nuqtasi bor:
N,, Ny, N3, N;. Ammo N, Ny tugun nuqtalarning belgilari bor.
Ny tugun nugta uchun, beg = 2 > x93 = 0 tengsizlik bajarilganligi
snbabli u {27, 2) belgini oladi. Xuddi N; quyilish nugtasi uchun,
by = 3 > a9 = 0 tengsizlik o'rinli bo‘lganligi sababli, [27,2)
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belgini oladi. Bularning barchasi 3.4{a)-rasmda ko‘rsatilgan. N;
quyilish nugtasi [2%,2) belgiga ega bo‘lganligi uchun, 2-qadam,
ogim kattaligini oshirish qoidasiga o‘tamiz.

Ushbu qoidaga asosan, e(t) = 2 bo‘lganligi sababli, N, man-
bani N; quyilish nugtasi bilan birlashtiruvchi yo'l mavjudki (ay-
nan u: NyAgN:AxN,), u orqali (t) = 2 go‘shimcha ogim
jo‘natish mumkin. Shunga ko‘ra ushbu yo‘l yoylarining ogimlari
giymatlari 2 ga oshirilgan. Qolgan yoylarning oqim kattaliklari
o‘zgartirilmagan. Bu o‘zgarishlar 3.4(b)-rasmda aks ettirilgan.

Endi oxirgi hosil bo‘lgan ogimni boshlang’‘ich ogim sifatida olib
l-qadamga o‘tamiz.

I-qadam qoidasiga asosan N; manba [s*,00) belgini oladi.
Uning qo‘shni tugun nuqgtasi Ny uchun, by = 2, = 2 bo‘lganligi
sababli bys > x4 tengsizlik bajarilmaydi va A, yoy yo'q. Shu-
ning uchun, Ny tugun nugta belgi olmaydi. Tkkinchi qo‘shni tugun
nugta N uchun, by = 3 > z, = 0 tengsizlik o'rinli, shu sababli
u [st, 3) belgini oladi. Endi ikkinchi holatdagi N, tugun nuqta-
ning go‘shni tugun nuqtalari bo‘lgan Ny, N3 larni qaraymiz. Ny
tugun nuqta uchun, b2 = 3 > z;o = 0 tengsizlik bajarilganligi
uchun, u {1F,3) belgini oladi. N3 tugun nugta uchun, z3 = 0
tenglik o‘rinli bo‘lganligi sababli u belgi olmaydi.

Endi ikkinchi b) holatdagi N, tugun nuqtani olamiz, uning
go‘shni tugun nuqtalari N3, N; lar bo‘lib, ular uchun, mos ra-
vishda bog = 2 > x93 = 0, byy = 3 > 19 = 2 tengsizliklar ba-
jariladi. Shu sababli, ular mos ravishda [2%,2) [2%,1) belgilarni
oladi. Bularning barchasi 3.4(b)-rasmda ko‘rsatilgan.

Bu yerda N; quyilish nuqgtasi [2%,1) belgiga cga bo‘lganligi
uchun, N, manba bilan Ny quyilish nuqgtani birlashtiruvchi yo'l
mavjudki, (aynan u: NyA;g N1 Ay Ny Ay Ny), u orqali e(t) = 1
go'shimcha ogim jo‘natish mumkin. Buni amalga oshirish uchun,
2-qadam, oqim kattaligini oshirish qoidasiga o‘tamiz.
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®)

3.4-rasm

Ikkinchi qadam qoidasiga asosan, yuqorida topilgan yo'l or-
qali qo‘shimcha 1 oqimni jo‘natamiz. Bu holat 3.5(a)-rasmda
ko‘rsatilgan.

Yana l-qadamga o‘tib tugun nugqtalarni belgilaymiz. Ushbu
qadam qoidasiga asosan N; manba [s7, 00) belgini oladi. Uning
qo‘shni tugun nuqtasi Np uchun, by = x5 = 2 bo‘lganligi sababli
by > . tengsizlik bajarilmaydi va Ags yoy yo'q. Shuning uchun,
Ny tugun nuqta belgi olmaydi. Ikkinchi go‘shni tugun nuqta Ny
uchun, by = 3 > z, = 1 tengsizlik o'rinli, shu sababli, u {s*,2)
helgini oladi. Endi ikkinchi holatdagi N; tugun nuqtaning qo‘shni
tugun nugtalari bo‘lgan Ns, N3 larni qaraymiz. Ny tugun nug-
ta uchun, by = 3 > x39 = 1 tengsizlik bajarilganligi uchun, u
[17,2) belgini oladi. N3 tugun nuqta uchun, z3; = 0 tenglik o‘rinli
ho‘lganligi sababli, u belgi olmaydi. Endi ikkinchi b) holatdagi
N, tugun nuqtani olamiz, uning qo‘shni tugun nuqtalari N3, N,
lar bo'lib, ular uchun, mos ravishda beg =2 > x93 =0, byy =3 =
xy = 3 munosabatlar bajariladi. Shu sababli, N3 tugun nuqgta
[2',2) belgini oladi. N3 tugun nugtaning qo‘shni tugun nugtasi
N; bo'lib b3, = 1 > x5, = 0 tengsizlik bajariladi, demak, u [3*, 1)
Ielgini oladi. Bularning barchasi 3.5(a)-rasmda ko‘rsatilgan. Bu
yerda Ny quyilish nuqtasi {3, 1) belgiga ega bo‘lganligi uchun, N
manba bilan N; quyilish nugtani birlashtiruvchi yo'l mavijud (ay-
HE I AF3A31N1A12N2A23N3A35N¢) u orqa,[i E(t) =1 qo‘shimcha
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oqim jo‘natish mumkin. Buni amalga oshirish uchun, 2-qadam,
oqim kattaligini oshirish qoidasiga o‘tamiz.

2-qadam qoidasiga asosan Ny Ag Ny A1oNoAos N3 A N;) yo'l or-
gali e(t) = 1 birlik qo‘shimcha ogim jo'natamiz. Bu o‘zgarish
3.5(b)-rasmda ko‘rsatilgan.

Endi l-qadamga o‘tib, tugun nuqtalarni belgilashni amalga
oshiramiz. Ushbu qadam qoidasiga asosan N, manba [s*, 0o} bel-
gini oladi. Uning qo‘shni tugun nuqtasi Ny uchun, by = 7,0 = 2
bo'lganligi sababli by > 4 tengsizlik bajarilmaydi va As, yoy
yo'q. Shuning uchun, N> tugun nuqgta belgi olmaydi. Ikkinchi
qo'shni tugun nuqgta Ny uchun, by = 3 > x, = 2 tengsizlik
o‘rinli, shu sababli u [s*, 1) belgini oladi.

N (3
[s+’2) N3 [24-,2) 1{3"': 1) Na [2.,., I)
(a) ()
3.5-rasm

Endi ikkinchi holatdagi N; tugun nuqtaning qo‘shni tugun
nuqtalari bo‘lgan Ny, Nj larni qaraymiz. Ny tugun nugta uchun,
big = 3 > 12 = 2 tengsizlik bajarilganligi uchun, u [1¥,1)
belgini oladi. N3 tugun nuqta uchun, zz; = 0 tenglik o‘rinli
bo‘lganligi sababli, u belgi olmaydi. Endi ikkinchi b) holatdagi
N, tugun nuqtani olamiz, uning qo‘shni tugun nuqtalari N3, N;
lar bo'lib, ular uchun, mos ravishda by = 2 > 293 = 1, by =
3 = 9 = 3 munosabatlar bajariladi. Shu sababli, N3 tugun nug-
ta [2%,1) belgini oladi. N3 ning qo‘shni tugun nuqtasi N; bo‘lib
by = 1 = z3 = 1 tenglik bajariladi, demak, u belgilanmaydi.
qilib quyilish nuqtasi N; belgiga ega cmas. Bu degani, hisoblash
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to'xtatiladi, maksimal oqim kattaligi aniglandi: w = 4. Shu bilan
birga minimal kesim ham topildi: X' = {Ns, N1, Ny, N3}, X =
(N}, (X, X) = {Ay, As}. Bularning barchasi 3. 5(b)-rasmda
ko rsatilgan. Ta'kidlaymiz: C(X, X) = 4.

2-misol. Endi, yuqoridagi 1-misol uchun, boshlang‘ich ogim
(uyidagicha berilgan bo'lsin: x =0, T2 =2, T13 = 2, 293 = 2,
ry = 2,23 = 2, z3 = 0, buni 3.6(a)-rasmda berilgan to‘rda
Hodalaymiz.

{-qadam — belgi qo‘yish qoidasiga asosan N; manba [s+, o)
bilan belgilanadi. N, ning ikkita N1, Ny qo‘shni tugun nugtalari
holib, ular uchun, b5 =3 > 251 =0, b2 = 2 = T4 = 2 munosa-
butlar orinli, shu sababli Ny tugun nugta [s*,3) bilan belgilan-
pan. Na tugun nugta belgi olmaydi. Endi ikkinchi b) holatdagi
Ny tugun nuqtani olamiz. Uning 2 ta qo‘shni tugun nuqtasi bor:
N, Nj. Ny tugun nugta uchun, z3; = 2 > 0 tenggsizlik bajar-
ilganligi sababli u [17,2) belgini oladi. Xuddi Ny tugun nugta
nehun, big = 3 > 7 = 2 tengsizlik o'rinli bo‘lganligi sababli,
u {1+, 1) belgini oladi. Ikkinchi b) holatdagi N3 tugun nugtaning
belgisi yo'q bo‘lgan N, ni olamiz. Uning uchun, by = 3 > g, = 2
tengsizlik o'rinli bo‘lganligi sababli, u [2*%,1) bilan belgilangan.
Bularning barchasi 3.6(a)-rasmda ko'rsatilgan. N; quyilish nug-
tasi [21, 1) belgiga cga bo‘lganligi uchun, 2-qadam, ogim kattali-
gini oshirish goidasiga o‘tamiz.

2-qadam. Birinchi qadamda qo’shimcha ogim jo‘natish uchun,
N,Ag N ApaNa Ay N, yo'l topilgan. Shu yol orqali 1 birlik
oqim qo‘shimcha jo‘natiladi. Natijada, yangi 3.6(b)-rasmda
ko'rsatilgan oqim hosil bo‘ladi. Shundan so‘ng 1-gadamga
o'tiladi.

l-yadam qoidasiga asosan N, manba [s¥,0c) belgini oladi.
Uning qo‘shni tugun nugtasi Ny uchun, bsy = 255 =2 bo'lganligi
unbnbli byy > 24 tengsizlik bajarilinaydi va Asy yoy yo'q. Shu-
ning uchun, N tugun nuqta belgi olmaydi. Ikkinchi qo*shni tugun
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nuqta Ny uchun, bs; = 3 > x4 = 1 tengsizlik o‘rinli, shu sababli
u [s%,2) belgini oladi.

Endi ikkinchi holatdagi N; tugun nuqtaning qo'shni tu-
gun nuqtalari bolgan N,, N3 larni qaraymiz. N, tugun nuqta
uchun, by = 3 = z2 = 3 tenglik bajarilganligi uchun, u
belgi olmaydi. N3 tugun nugta uchun, 237 = 2 > 0 teng-
sizlik o‘rinli bo‘lganligi sababli, u [17.2) belgini oladi. Endi
ikkinchi b) holatdagi N3 tugun nugtani olamiz, uning qo‘shri
tugun nugtalari Na, N; lar bo'lib, ular uchun, mos ravishda
bog = 2 = 293 = 2, byy = 1 > 23 = 0 munosabatlar bajariladi.
Shu sababli, N; tugun nuqta [3%,1) belgini oladi. qilib quyilish
nuqgtasi NV; belgiga cga bo‘ldi. Bu o‘zgarishlar 3.6(b)-rasmda
keltirilgan. Shundan so‘ng ikkinchi qadamga o‘tiladi.

)
N N

[s*, 00) 2 2%,1) 33 190
Ns 8 3 0 ¢ ‘Nt i !3 t\hrl

’ 1

Nl 1 N rl ZA)-
[s*.3) 41,2 [s7,2) 2
(a) &

3.6-rasm

Ikkinchi qadamda topilgan yangi yo‘l (aynan:N,A; N1 As; N3
Az N;) orqali qo‘shimcha €(f) = 1 oqim jo'natish mumkin. Bun-
da, shunga e’tibor berish kerakki, teskari yoy bo‘lgan As; orqa-
i 231 —1 = 2 — 1=1 ogim o‘tadi. Shundan so‘ng 3.7-rasmda.
ko‘rsatilgan oqimni hosil gilamiz.

Endi 3.7-rasmdagi to‘rga 1-qadam qoidasini qo‘llaymiz. Ushbu
gadam qoidasiga asosan N; manba [sT, 00) belgini oladi. Uning
qo‘shni tugun nugtasi Np uchun, bsy = x4 = 2 bo‘lganligi sababli
bso > 59 tengsizlik bajarilmaydi va As; yoy yo'q. Shuning uchun,
AV, tugun nuqta belgi olmaydi. Tkkinchi go‘shni tugun nuqta Nj
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uchun, by = 3 > x4 = 2 tengsizlik o‘rinli, shu sababli u [s*, 1)
belgini oladi. Endi ikkinchi holatdagi N tugun nuqtaning qo‘shni
tugun nuqgtalari bo‘lgan Ny, N3 larni qaraymiz. Ny tugun nuqta
uchun, bys = 3 = 15 = 3 tenglik bajarilgan shu sababli u belgi
olmaydi. N3 tugun nuqgta uchun, x3; = 1 tenglik o‘rinli bo‘lganligi
sababli, u [17,1) belgini oladi.

1 1 '"L“'.
N[sti) NaT1- 1)

3. T-rasm

Endi ikkinchi b) holatdagi N3 tugun nuqgtani olamiz, uning
go‘shni tugun nuqtalari Ny, N; lar bo‘lib, ular uchun, mos ra-
vishda z03 = 2 > 0,03 = 1 = zg munosabatlar bajarila-
di. Shu sababli N3 tugun nuqta [17,1) belgini oladi. N; tu-
gun nuqta belgi olmadi. Ikkinchi b) holatda bo‘lgan Ny tugun
nuqtaning belgisi yo'q bo‘lgan Ny go‘shni tugun nuqgta belgiga
cga bo'la olmaydi, chunki by = 3 = x4. Bu degani hisoblash
to‘xtatiladi, maksimal ogim kattaligi aniglandi: w = 4. Shu bilan
birga minimal kesim ham topildi: X = {N;, Ny, Np, N3}, X =
{N¢}, (X,Y) = {Ag, Az }. Bularning barchasi 3.7-rasmda
ko‘rsatilgan. Ta'kidlaymiz: C(X, X) = 4.

Nazorat uchun savollar .

Quyidagi savollarga "to‘g'ri"(T) yoki "noto'g'ri"(N) deb javob
berilsin. '

1. Puasson tagsimoti uchun o‘rta giymat va dispersiya teng
ho'la olmaydi.
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2. Agar ommaviy xizmat ko‘rsatish jarayonida talablarning ke-
lib tushishi vaqti Puasson tagsimoti bilan aniqlansa, u holda ta-
lablarning ketma-ket kelish intervallari cksponensial tagsimlan-
gan bo'ladi.

3. Faraz qgilaylik, kiruvehi oqim Puasson tagsimotli bo‘lsin, u
holda cheksiz kichik vaqt oraligiida tizimga ikkita talab kelib
tushishi mumkin.

4. Tizimga ketma-ket keluvchi talablarning intervallari ekspo-
nensial tagsimlangan bo‘lsa, u holda har uchinchisi talabning ke-
lish vaqti ham eksponensial tagsimlangan bo‘ladi.

5. Agar xizmat ko‘rsatishni kutib turgan mijozning sabri yet-
masa, u boshqa navbatga o‘tishi mumkin.

6. Ko'p kanalli xizmat ko‘rsatish tizimida mijozning bir
navbatdan boshqasiga o‘tishidan magsad, kutish vaqgtini ka-
maytirishdan iborat.

7. Talabning soniga chegara qo‘yilgan tizimda o‘rtacha bo‘lish
vaqti bunday chegara qo‘yllmagan tizimdagidan kam bo‘ladi.

8. Tasodifiy kirish ogimiga ega bo‘lgan xizmat ko‘rsatish tizi-
mida bitta talabning o‘rtacha kutish vagti har bir mijoz uchun,
xizmat vaqti tayin bo‘lgan tizimda ixtiyoriy tanlab olingan ta-
labning o‘rtacha kutish vagtidan kam bo‘ladi.

9. Tizimda bo‘lgan talabning statsionar ehtimolliklarining qiy-
matini bilgan holda, mijozlarning kirish vaqt momentlari va
chigib ketishi ixtiyoriy ko‘rinishdagi tagsimotga ega bo‘lganda
ham ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimining operatsion xususiyat-
larini hisoblash mumkin.

10. Navbat uzunligi chegaralangan, yagona xizmat ko‘rsatish
uskunasiga ega bo‘lgan ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimida vaqt
birligida mijozlarning o‘rtacha kelishi soni xizmat ko‘rsatilgan mi-
jozlarning o‘rtacha sonidan kam bo‘lsa, statsionar holatga yetar-

licha vaqt o‘tgandan so‘ng erishish mumkin.
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11. Yuqori ishlash koeflitsiyentiga ega bo‘lgan xizmat
ko‘rsatish uskunalari birlashishi talablarning o‘rtacha kutish vaq-
tini kamaytirmaydi.

12. Avtomobil haydovchilarining o‘zlari yoqilg‘i quyish usku-
nasini ishlatishlari, yoqilg'i quyish shoxobchasini o‘z-o'ziga xiz-
mat ko‘rsatish tizimi deb atashga imkon beradi.

13. Xizmat ko‘rsatish uskunasi sifatida avtomobillar uchun,
ajratilgan maxsus joyni olish hisobiga, avtomobillar vagtincha tu-
radigan joyni ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimi deb qarash mum-
kin bo‘ladi.

14. Muhimlik darajasi bilan ishlaydigan tizimga yuqori muhim-
likka ega bo‘lgan talab kelganda xizmat ko‘rsatish to‘xtatilmaydi.

15. Tizimda kirish oqimi Puasson tagsimotli bo‘lsa, chigish
oqimi ham Puasson tagsimotli bo‘ladi.

16. Ixtiyoriy fiktiv ishning davomiyligi nolga teng.

17. Dasturning tarmogq grafida ishlar ketma-ketligl yopiq zanjir
hosil gilishi mumkin.

18. Biror hodisadan chiquvchi ish shu hodisaga keluvchi barcha
ishlardan keyin bajariladi.

19. Kritik yo‘l dasturni to‘la bajarish uchun, minimal vaqtn
aniglaydi. ’

20. Butun dasturning tamom bo‘lish vagtini o‘zgartirmasdan
kritik ishni tamom bo‘lish vaqtini kechiqtirish mumkin.

21. Kritik yo'l boshlang‘ich va oxirgi hodisalarni birlashtiruvchi
uzluksiz ishlar ketma-ketligi bo‘lishi shart emas.

22. Kiritik ishlarning to‘la va erkin zaxira vaqtlari nolga teng.

23. Tarmoq modeli bittadan ortiq kritik yo‘lga ega bo‘lishi
mumkin.

24. Agar tarmoq modelida bittadan ortig kritik yo'l bo'lsa,
nlarning davomiyligi turlicha bo‘lishi mumkin.

25. Kritik bo‘lmagan ishda nol bo‘lgan to‘la zaxira vagti
ho‘lishi mumkin emas.
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26. Kritik bo‘lmagan ishda nol bo‘lgan, hamda nol bo‘lmagani
erkin zaxira vaqti bo‘lishi mumkin.

27. Kritik bo‘lmagan ishning kalendar bajarish muddatlarini
erta boshlash va kech tamomlash oralig‘idagi ixtiyorly vaqtini
olish mumkin.

28. Kritik bo‘lmagan ishning nol erkin zaxira vaqti borligi,
undan keyin kelgan ishlarning boshlanishi uning tamom bo‘lish
vaqtiga bog'liq.

29. Kritik ishning boshlanish va tamom bo'lish vaqtlari-
ni, butun dasturning davomiyligini ko'paytirmasdan o‘zgartirib
bo‘lmaydi.

30. Zaxira vaqgtlari haqidagi ma’lumot zaxiralarni tekis tagsim-
lash masalasini yechishda muhim rol o‘ynaydi.

[Javoblar: 1-N, 2-T, 3-N, 4-N, 5-T, 6-T, 7-T, & T, 9-T, 10-T,
11-N, 12-N, 13-T, 14-N, 15-T, 16-T, 17-N, 18-T, 19-T, 20-N,
21-N, 22-T, 23-T, 24-N, 25-T, 26-T, 27-N, 28-T, 29-T, 30-T].

Quyidagi savollarga javob bering

1. Belgi qo'yish usulining tub mohiyati nimadan iborat?

2. Belgi qo'yish usuli necha qadamdan iborat?

3. Maksimal ogim masalasida tenglama shartining mohiyati
nimadan iborat?

4. Maksimal oqim masalasiga sonli misol tuzib uning yechimini
toping.

Mustagqil yechish uchun misol va masalalar

4.1. Ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimi modelini tuzish-
ga doir masalalar

1-masala (kutishi bor tizim).

n ta uskunadan tashkil topgan ommaviy xizmat ko‘rsatish tizi-
mi « jadallikka cga bo‘lgan talablarning Puasson ogimiga xizmat
ko‘rsatadi. Har bir talabga xizmat ko‘rsatish jadalligi — 8, xizmat
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ko‘rsatish vagti tasodifiy migdor bo‘lib, uning tagsimot funksiyasi
vksponensial ko‘rinishga ega.

Biror talabning tizimga kelib tushgan vaqtida barcha xizmat
ko‘rsatish uskunalari band bo‘lishsa, u birorta uskunaning ish-
dnn xoli bo'lishini kutib navbatga turadi. Vaqtning har bir mo-
mentida uskuna ko'pi bilan bitta talabga xizmat ko‘rsatadi. Shu
mumaviy xizmat ko‘rsatish tizimini tahlil giling.

Quyidagilar aniqlansin: Tizimning holatlar grafi, barcha
nskunalar band bo‘lmaslik ehtimoli —pg, n ta uskunadan k
tasi band bo'lishlik ehtimoli - pg, barcha uskunalarning band
ho'lishlik ehtimoli — 11, barcha uskunalar band va s ta talab nav-
hatda turishlik chtimoli — p, ., talab kutishining o‘rtacha vaqti
g, kutish vaqti tx,: dan katta bo‘lishlik ehtimoli — P{r >
lint }, navbatning o‘rtacha uzunligi — A, tizimda bor bo‘lgan
talablarning o‘rtacha soni — B, xizmatdan holi bo‘lgan usku-
nalarning o‘rtacha soni — Ng, xizinat ko‘rsatayotgan uskuna-
lnrning o‘rtacha soni — Npepng, xizmat ko‘rsatilayotgan talablar-
ning o‘rtacha soni — R, uskunalarning turib qolish kocffitsiyenti

K panas, uskunalarning ish bilan ta’minlanganlik koeffitsiyenti

Kish, hisobat davri T' da umumiy xarajat — Gig.

2-masala (navbat uzunligiga chegara bor tizim).

n ta uskunadan tashkil topgan ommaviy xizmat ko‘rsatish ti-
zimi «x jadallikka ega bo‘lgan talablarning Puasson oqimiga xiz-
mat ko‘rsatadi. Har bir talabga xizmat ko‘rsatish jadalligi — 3,
xizmat ko‘rsatish vaqti tasodifiy miqdor bo‘lib, uning taqgsimot
lunksiyasi eksponensial ko‘rinishga cga. Yangi talab tizimga kelib
tushgan vaqtida barcha xizmat ko‘rsatish uskunalari band bo‘lsa,
11 birorta uskunaning ishdan xoli bo‘lishini kutib navbatga turish-
ligi uchun, navbatda turganlar soni m dan kam bo‘lishi kerak.
Vagtning har bir momentida uskuna ko‘pi bilan bitta talabga
xizinal ko‘rsatadi. Shu ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimini tahlil
niling,
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Quyidagilar aniglansin: Tizimning holatlar grah, barcha
uskunalar band bo‘lmaslik chtimoli — pg, n ta uskunadan k tasi
band bo‘lishlik chtimoli — pg, barcha uskunalar band va s ta talab
navbatda turishlik ehtimoli — p,,,, talabga xizmat ko‘rsatishga
rad javobi berilishi ehtimoli — p,qq, xizmat ko‘rsatilayotgan ta-
lablarning o‘rtacha soni — Bpaynq, ishdan xoli uskunalar soni — Ny,
uskunalarning ish bilan ta'minlanganlik koeffitsiyenti — K,
uskunalarning turib qolish koeffitsiyenti — Kpgngs, navbatning
o‘rtacha uzunligi — A, hisobat davri T' da umumiy xarajat — Gig.

3-masala (kutish vagtiga chegara bor tizim).

n ta uskunadan tashkil topgan ommaviy xizmat ko‘rsatish
tizimi mos ravishda «; va ay jadalliklarga ega bo‘lgan ikki xil
ko‘rinishdagi talablarning Puasson oqimiga xizmat ko‘rsatadi.
Birinchi xil ko‘rinishdagi talab xizmat ko'rsatilgandan so‘ng ti-
zimni tark etsa, ikkinchi xil ko‘rinishdagi talab uskunalarning
barchasi band bo‘lsa tizimni tark etadi. Har bir talabga xizmat
ko‘rsatish jadalligi — B, xizmat ko‘rsatish vaqti tasodifiy miqdor
bo‘lib, uning tagsimot funksiyasi eksponensial ko‘rinishga ega.
Vaqtning har bir momentida uskuna ko‘pi bilan bitta talabga
xizmat ko‘rsatadi. Shu ommaviy xizmat ko‘rsatishni tahlil giling.

Quyidagilar aniglansin: Tizimning holatlar grafi, barcha
uskunalar band bo‘lmaslik ehtimoli — pg, n ta uskunadan &k, 1 <
k < n tasi band bo‘lishlik ehtimoli —px, & > n ta talab- '
ning tiziinda bo‘lighlik chtimoli — py, talabga xizmat ko‘rsatishga
rad javobi berilishi ehtimoli — p,4q, birinchi xil ko‘rinishdagi ta-
labning kutish vaqti 71 berilgan ¢ dan katta bo‘lish ehtimoli
— P{7 > t}, birinchi xil ko‘rinishdagi talabning o‘rtacha kutish
vaqti — fxy, band uskunalarning o‘rtacha soni — Npgng, ishdan
holi uskunalar soni — g, uskunalarning turib qolish koeffitsiyen-
ti — Kpands, uskunalarning ish bilan ta’minlanganlik koeffitsiyenti
— K, hisobot davri T' da umumiy xarajat — Gig.
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4-masala (yopiq tizimlar). n ta uskunadan tashkil topgan om-
maviy xizmat ko‘rsatish tizimi bo‘lib, har bir uskuna A jadallik
bilan tasodifiy vaqtda ishdan chiqadi.

Ishdan chiqgan uskunaga tezda jadalligi y bo‘lgan m ta ji-
hozlarning biri xizmat qilishga kirishadi. Mabodo, jihozlarning
barchasi band bo‘lsa, ishdan chiggan uskuna navbatga turadi.

Vaqtning har bir momentida jihoz ko‘pi bilan bitta uskunaga
xizmat ko‘rsatadi.

Shu ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimining ishonchligini tahlil
qiling va uning effektivligini oshirish bo‘yicha taklif kiriting.

Quyidagilar aniglansin: Tizimning holatlar grafi, tizim
band emas (barcha uskunalar ishlayapti) ehtimoli —pg, n ta
uskunadan k tasi ishdan chigganlik ehtimoli — py, ishlayotgan
uskunalarning o‘rtacha soni — B, ishlamayotgan uskunalarning
soni — D, tizimning ishonchlilik koeffitsiyenti — Kpangs, hisobot
davri T’ da umumiy xarajat — Gig.

5-masala (yopiq tizimlar). m ta moduldan tashkil topgan
uzluksiz ishlaydigan jihoz bor. Jihozning ishlashi davomida mo-
dullar tasodifly vaqt momentida buzilishi mumkin. Jihozning ish-
lamay qolishi A = 1/ty¢ (for-jihozning buzilgancha o‘rtacha
ishlash vaqti) parametrli cksponensial tagsimot funksiyaga ega
ho‘lgan tasodifiy migdordir.

Agar modullarning birortasi ishdan chigsa u zaxirada turgan,
agar bor bo'lsa, n tadan birortasiga almashtiriladi, aks holda ji-
hoz ishlashdan to‘xtaydi. |

Ishdan chiqqan modul r ta ustalar tomonidan ta’mirlanadi
va zaxira uchun, jo‘natiladi. Ta'mirlash vaqti p = 1/t5;, (4, —
bitta modulnita'mirlash o‘rtacha vagti) jadallikka ega bo‘lgan
cksponensial tagsimot funksiya bilan aniqlangan tasodifily miq-
dordir.

Shu ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimini tahlil giling.

Quyidagilar aniqlansin: Tizimning holatlar grafi, barcha

367



band modullar ishchi holatda bo‘lishlik ehtimoli — pg, jihozning
ishlamaslik chtimoli — p,44, jihoz ishlayotgan paytda ta’mirda
bo‘lgan modullarning o‘rtacha soni — X, ta’mirlashda ishtirok
giladigan ustalar soni — Ry, ustalarning ishlash koeffitsiyenti
— Kpanas, ta’mirlashni kutib turgan modullarning o‘rtacha so-
ni — M, zaxiradagi modullar va ustalar sonini igtisodiy nugtayi
nazardan topish formulasini yozing.

6-masala. Soatiga o‘rtacha 20 ta xo‘randa Puasson tagsimoti

bo‘yicha oshxonaga tashrif buyurishadi. Oshxona o‘z ishini soat
11.00 da boshlaydi. Topish kerak: a) oshxonada soat 11.07 da 18
ta xo‘randa bo‘lgan bo‘lsa, soat 11.12 da 20 ta bo‘lishlik ehtimoli-
ni; b) agar avvalgi xo‘randa soat 11.25 da tashrif buyurgan bo'lsa,
keyingisi 11.28 bilan 11.30 orasida. tashrif buyurish chtimolini.

7-masala. Universitet kutubxonasida buyurtma gilingan ki-
toblar Puasson tagsimoti bo‘yicha kuniga 25 ta keladi. Har bir
tokchaga 100 ta kitob joylashtirish mumkin. Quyidagilarni topish
kerak: a) har oyda kitoblar bilan band bo‘lgan o‘rtacha tokchalar
soni; b) agar har bir seksiya 5 ta tokchadan iborat bo‘lsa, har
oyda olib kelingan kitoblarni joylashtirish uchun, 10 tadan ko‘p
seksiya zarurligi ehtimolini.

8-masala. Poliklinikaga Puasson qgonuni bo'yicha soatiga
A = 30 ta kasal keladi. Kutish xonasi 14 tadan ko‘p mijozni
sig'dira olmaydi. Vrachning gabul qgilish vaqti eksponensial qo-
nunga bo‘ysinib, soatiga o‘rtacha g = 20 ta mijozga xizmat
ko‘rsata oladi. Quyidagilarni topish kerak: a) poliklinikaga ke-
ladigan kasallarning effektiv soni; b) kelgan navbatdagi kasal
kutmaslik ehtimolini; kelgan navbatdagi kasalning kutish xonasi-
dan bo‘sh o‘rinni topish ehtimolini; ¢) kasalning poliklinikada
bo‘lishlik ehtimolini.

9-masala. Bankning kassasi Puasson tagsimoti bo‘yicha ish
olib boradi va soatiga A = 36 mijozga xizmat ko‘rsatadi.
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2k

e . . . . . .
£~ funksiyaning giymatlari (Puasson tagsimoti).

>

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

St W N = O /

0,9048 | 0,8187 | 0,7408| 0,6703 | 0,6065 | 0,5488
0,0905 | 0,1638 | 0,2222 | 0,2681 | 0,3033 | 0,3293
0,0045 | 0,0164 | 0,0333| 0,0536 | 0,0758 | 0,0088
0,0002 | 0,0011 | ©0,0033 | 0,0072| 0,0126 | 0,0198
0,0001 | 0,0002 | 0,0007 | 0,0016 | 0,0030
0,0001 | 0,0002 | 0,0004

/

0,7 0.8 0.9 1,0 2.0 3,0

[ IR (R ]

NeRe i B )

0,4966 | 0,4493 | 0,4066 | 0,3679 | 0,1353 | 0,0498
0.3476 | 0,3595| 0,3659 | 0,3679 | 0,2707 | 0,1494
0,1217 | 0,1438 | 0,1647 | 0,1839 | 0,2707 | 0,2240
0,0284 | 0,0383 | 0,0494 | 0,0613 | 0,1804 | 0,2240
0,0050 | 0,0077 | 0,0111| 0,0153 | 0,0902 | 0,1680
0,0007 | 0,0012 | 0,0020 | 0,0031] 0,0361! 0,1008
0,0001 | 0,0002 | 0,0003 | 0,0005| 0,0120| 0,0504
0,0001 | 0,0034 | 0,0216
0,0009 | 0,0081
0,0002 | 0,0027
0, 0008
0, 0002
0, 0001

T— x| 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0

0,0183 | 0,0067 | 0,0025| 0,0009 | 0,0003| 0,0001
0,0733 | 0,0337 | 0,0149 | 0,0064 | 0,0027 | 0,0011
0,1465 | 0,0842 | 0,0446 | 0,0223 | 0,0107 | 0,0050
0,1954 | 0,1404 | 0,0892 | 0,0521 | 0,0286 | 0,0150
0,1954 | 0,1755| 0,1339| 0,0912 | 0,0572 | 0,0337
0,1563 | 0,1755 | 0,1606 | 0,1277 | 0,0916 | 0,0607
0,1042 | 0,1462 | 0,1606 | 0,1490 | 0,1221 | ©,0911
0,0595 | 0,1044 | 0,1377 | 0,1490 | 0,1396 | 0,1171
0,0298 | 0,0653 | 0,1033 | 0,1304 | 0,1396 | 0,1318
0,0132 | 0,0363 | 0,0688| 0,1014 | 0,1241| 0,1318
0,0053 | 0,0181| 0,0413| 0,0710| 0,0993 | 0,1186
0,0019 | 0,0082 | 0,0225| 0,0452 | 0,0722 | 0,0970
0,0006 | 0,0034| 0,0113 | 0,0264 | 0,0481 | 0,0728
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Bitta mijozga xizmat ko‘rsatish vaqti eksponensial qonunga
bo‘ysinib, o‘rtacha p = 0,035 soatui tashkil giladi. Kutish zali
30 ta mijozga mo‘ljallangan. Quyidagi shartlarni qanoatlantirish
uchun, bankda nechta kassa ishlashi kerak. a) uchta mijozning
kutish vaqti ehtimoli 0,2 dan oshmasin; b) kassa oldida turgan
mijozlarning o‘rtacha soni 3 tadan oshmasin.

10-masala. Bir kanalli xizmat ko‘rsatuvchi tizimni ko‘ramiz.
Ketma-ket talablarning vaqtlari intervali fiksirlangan va 10 min
tashkil giladi. Ushbu tizimning xizmat ko‘rsatilgan ogimi Puas-
son tagsimotli bo‘lib, jadalligi 1 soatda 10 ta mijozga xizmat
ko‘rsatish. Quyidagilarni topish kerak: a) avval kelib tushgan ta-
lab 4 ta bo‘lgan shart ostida, endi kelib tushayotgan talab payti-
da 2 ta talabga xizmat ko‘rsatilayotgan payt bo‘lishlik chtimoli-
ni; b) avval kelib tushgan talab 3 ta bo‘lgan shart ostida, en-
di kelib tushayotgan talab paytida 2 yoki 3 ta talabga xizmat
ko‘rsatilayotgan payt bo‘lishlik chtimolini; ¢) ixtiyoriy vaqgt mo-
mentida tizimda bo‘lgan mijozlarning o‘rtacha sonini; d) xizmat
ko'rsatish tizimida mijozlarning o‘rtacha qolib ketishlik vaqtini;
e) tizimda birorta ham mijozning bo‘lmaslik chtimolini; f) tizim-
da kamida 2 ta mijozning bo‘lishlik ehtimolini.

4.2, Dasturning tarmoq modelini tuzish

1. Omma fikrini bilish magsadida o‘tkaziladigan so‘rov dasturi
quyidagilarni o'z ichiga oladi: anketa ishlab chiqish va chop etish;
xodimlarni ishga olish va oqitish; so‘rovda ishtirok etuvchilarni
aniglash; ularga anketalarni tarqatish va olingan ma’lumotlarni
tahlil etish. Ishlarning mumkin bo‘lgan ketma-ketliklarini hisob-
ga olgan holda bu dasturning tarmoq modeli qurilsin.

2. Binoning poydevorini qurish ketma-ket uchta seksiyadan
_iboratdir. Har bir seksiyada bajarilishi lozim bo‘lgan ishlar: kot-
lovan qazish, metall konstruksiyalarni yig‘ish va beton yotgizish.
Bir seksiyada kotlovan qazish ishlarini boshlash uchun, avvalgi
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miksiyaning kotlovani qazilgan bo‘lishi zarur. Beton yotqazishga
ninbatan ham bu taallngli. Tarmoq modeli qurilsin.

3. Quyidagi ketma-ketlikni ganoatlantiruvehi A, B,C, ..., P
ishlardan tashkil topgan dasturning tarmoq modeli tuzilsin.

I) Bir vagtda boshlash mumkin bo'lgan boshlang‘ich ishlar
A 13 va C.

2) D, E va F ishlar A ishdan keyin bajariladi.

3) I va G ishlar B, D ishlardan keyin bajariladi.

4) X ish C va G ishlardan keyin bajariladi.

5) K va L ishlar I ishdan keyin bajariladi.

6) J ish E va X ishlardan keyin bajariladi.

7) M va N ishlar F' ishdan kecyin bajariladi, ammo E va X
shlar bajarilgan bo‘lishi kerak.

8) O ish M va L ishlardan keyin bajariladi.

9) P ish J, L va O ishlardan keyin bajariladi.

10) K, N va P dasturning oxirgi ishlari hisoblanadi.

3.1-jadval
Ishlar Tasnif ladigan o | ik(un]
A | Sotish hasharotini tadgiq gilish - 10
B | Bozor konyunkturaesini o'rganish - 7
C | Mahsulotning ishehi tasvirind va A 5
ishlab chiqarish texnalogiyasing
tayyorlash
D 1shlab shigarisning kalendar reja C 3
sing tusish
E | Ishlab shigarisning tannerst D
? | Mahsulot narzini aniglash B, E 1
G | Moliyaviy rejant tuzish E,F 14

4. Firma kelgusi yilga moliyaviy rcja tayyorlamoqehi, bu-
ning uchun, sotish, ishlab chigarish, moliya va buxgalteriya
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bo‘limlaridan ma’lumotlar kerak. Quyidagi 8-rasm jadvalida mos
ishlar va ularning davomiyligi keltirilgan. Mos dasturning tarmogq
modeli qurilsin va hisoblash amalga oshirilsin.

5. 3.8-rasmda berilgan (a) va (b) dasturlar uchun, kritik yo‘lar
aniglansin.

6. 5-masala uchun, (a) va (b) dastur ko‘rinishda ishchi kuchi
berilgan. Har bir dastur uchun, zarur bo‘lgan ishchi kuchi
aniglansin.

() dastur

8.8-rasm
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(a) — dastur

5 : {shchilarga Ishi Ishchilarga
shiar talab(soni) shiar talab(sont)
(1,2) 5 (3,6) 9
(1,4) 4 (4,6) 1
(1,5) 3 (4,7) 10
(2,3) 1 (5,6) A
(2,5) 2 (5,7) 5
(2,6) 3 (6,7) 2
(3.4) 7

(6) — dastur
T m,. . T shchilarga - Ishchilarga
shlar talab(sonz) Ishiar talab{som)
(1,2) 1 (3,7) 9
(1,3) 2 (4,5) 8
(L,4) 5 {4,7) 7
(1,6) 3 (5,6) 2
(2,3) 1 (5,7) 5
(2,5) 4 (6,7) 3
(3,4) 10

4.3. Ouyidagi sonli variantli misollarda maksimal ogim, uning

fiymadi va minimal kesinoni aniglang:
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7-variant 8-variant




V BOB.
MARKOV O‘YINLARI IMITATSION MODEL

Markov zanjiri orqali tavsiftangan jarayonlarda yechim gabul
qilish boshqgaruv sistemalarida, jarayonlar tadqiqotida, ishonch-
lik nazariyasida, boshqaruv nazariyasida va boshqa amaliy so-
halarda keng qo‘llaniladi. Fan va texnikaning turli sohalari-
ga tegishli bo‘lgan jarayonlarni Markov zanjiriga keltirish or-
qali to‘la o‘rganish mumkin. Masalan, jamiyatshunoslik sohasi-
da aholining ijtimoiy va kasbiy-hunar tarkibini, migratsiya va
boshga o‘zgarish muammolarini tadqiq gilishda Markov zan-
jirlari nazariyasidan foydalanish mumkin. Biologiyada ayrim
hayvonot va o‘simlik turlari o‘zgarishi xarakterlarini o‘rganish
Markov zanjirlari yordamida olib boriladi. Fizikada gazlarning
diffuziyasini o‘rganishda Markov zanjirlari nazariyasining nati-
jalaridan foydalaniladi. Texnikada Markov zanjirlari yordami-
da ma’lumotlarni uzatish, bir gator texnologik jarayonlarning,
murakkab texnik sistemalarda ishlovchanligini nazorat gilish va
kamchiliklarini topish jarayonlarini tavsiflash qaraladi.

Murakkab harakatdagi sistemalarni o‘rganishda matematik
model sifatida Markov jarayonini tatbiq ctish ijobiy natijalarga
olib keladi. Bunda, Markov zanjirini asosan ikkita tushuncha —
holatlar va bir holatdan ikkinchi holatga o‘tish chtimolliklarini
ifodalovchi o‘tish jadvallari tashkil etsa, Markov jarayonida bu-
lardan tashqgari yana ikki clement — yechim va yutuq tushuncha-
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lari ham ishtirok qiladi. Bunda holatlar chekli yoki cheksiz sonda
bo‘lishi mumkin. Bu yerda asosan, holatlar soni chekli hamda
o‘tishlar sonini raqamlab chigish (diskret holga keltirish) mum-
kin bo‘lgandagi Markov jarayonlari ko'riladi. Shu bilan birga har
bir qadamda olinadigan yutuq miqdorini gayta yoki o‘zgarmas
baholash sifatida ko‘rish mumkin. Ko‘rsatiladiki, birinchi holda
o'tishlar soni cheksiz bo‘lganda ham yutuqning miqdorini aniq
ko‘rsatish mumkin, ikkinchi helda olinadigan yutuqning qanday-
dir ma’noda "o‘rtacha"si olinadi.

Imitatsion modellashtirishning magsadi tadgig gilinayotgan
sistcmaning elementlari orasidagi eng muhim bog‘lanishiarni
tahlil qilish asosida uning harakatini aks ettirishdan iborat.
Imitatsion modelni tadqiq qilish natijasi, odatda, imitatsiya
gilinayotgan sistemaning opcratsion (funksional) parametrlari
giymatlarini baholashdan iborat bo‘ladi. Masalan, ixtiyoriy
ommaviy xizmat ko‘rsatish sistemasi haraktini imitatsion model-
laghtirishda amaliy tarafdan o‘rtacha xizmat ko‘rsatish vaqti,
navbat kutib turganlarning o‘rtacha soni, sistcmaning majbur
bekor turish vaqgti va boshqa parametrlar qiymatlari qizigish
uyg’otish mumkin. Imitatsion modellashtirishni statistik tajriba
deb garash kerak. Yugorida ko'rilgan matematik modellar sis-
temani vagtga nisbatan turg‘un ishlashini aks ettirgan bo'lsa,
bundan farq qilgan holda, imitatsion modellar tajribada yo‘l
qo'yilgan xatoliklarni kuzatishdan iborat bo'ladi. Bu degani
mmodellashtirilayotgan sistemaga tegishli bo‘lgan ixtiyorly tasdiq
mnos statistik tekshiruv natijalariga asoslangan bo'lishi zarur.
Imitatsion modellashtirish tajriba sifatida to‘la EHM da amalga
oshirilishi bilan, u laboratoriya tajribasidan farq qiladi. Sis-
lemaning tarkibiy qismlarini o‘zaro bog'ligliklarini matematik
munosabatlar yordamida tasnif qgilish bilau, tabily sharoitdagi
Iajribaga murojaat gilmasdan {bunda, albatta, hosil qilingan
woddnlashtirilgan model doirasida), tadqiq gilinayotgan sistema
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haqida zarurly ma’lumotlarni olish mumkin. Bunda, shuni
ta’kidlash lozimki, murakkab sistemaning ishlashini batafsil tck-
shirish nuqtayi nazardan imitatsion modellashtirish ancha ko‘p
moslashuvchanlik xususiyatiga ega ("klassik” matematik model-
lashtirishga nisbatan). Ammo shuni esdan chiqarmaslik kerakki,
imitatsion modellar ortiq darajada moslanuvchan bo‘lishi bilan
birga, aynigsa, modellashtirilayotgan sistcmaning ishlashini
optimallashtirish uchun, ko‘p mablag’, vaqt talab ctiladi.

1-§. Markov zanjiri va dinamik dasturlash

Quyidagi chtimollik modeliga Markov zanjiri deb ataladi:
1. Model vaqtning istalgan paytida quyidagi n ta holatlarning
fagat bittasida bo‘ladi:

{Sl’ SZ: sesy Sn},

ayrim hollarda ulardan bittasi boshlang‘ich holat sifatida tanlab
olinadi;

2. Har bir holatlar juftligi S; va S; lar uchun, S; dan S; ga
o‘tish chtimoli p;; aniglangan bo‘lib, ular

n
Zpij =1
=1

shartni qanoatlantiradi.

Ayrim p;; larning nolga teng bo‘lishligi, mos o‘tishning mum-
kin emasligini bildiradi. Markov zanjirini yo‘naltirilgan graf yoki
jadval ko‘rinishda berish mumkin. Grafning uchlari zanjirning
holatlariga mos kelib, ularni soddalik uchun, S; lar bilan bel-
gilash mumkin. Mabodo, p;; > 0 bo'lsa, S; uchdan S; uchga
yo‘naltirilgan yoy o‘tkaziladi, mabodo p;; = 0 bo'lsa, mos yoy
o‘tkazilmaydi. Shu qoida bilan qurilgan graf Markov zanjirining
o ‘tish grafi deb ataladi. Shu bilan birga Markov zanjirini n X n
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o‘lchamli jadval ko‘rinishda ham ifodalash mumkin, bunda jad-
valning ¢ — satri bilan j — ustuni kesishgan joyda p;; soni yozil-
gan bo‘ladi. Bunday jadval Markov zangirining o tish jadvali deb
ataladi.

Markov zanjirining o‘tish grafi zanjirdagi harakatlarni aniq
tasavvur gilishga qulaylik yaratsa, Markov zanjirining o‘tish jad-
vali esa zanjir bilan bog'‘liq bo‘lgan turli hisoblarni amalga oshi-
rishga qulaylik tug‘diradi.

Ta'rifdan ko‘rinib turibdiki, Markov zanjiri ehtimollik ishtirok
ctgan jarayonlarni modellashtirish bilan, jarayon diskret vaqtlar
mobaynida ro'y beradi.

Boshlang'ich paytda ko‘rilayotgan obyekt boshlang‘ich holat-
da bo‘ladi. Keyingi vagt mobaynida o‘tish jadvali yordamida
aniqlangan ehtimollik asosida navbatdagi holatga o‘tiladi.

Quyidagi misolni qaraylik. O‘yinchi 6 tomonga cga bo‘lgan ku-
bikni tavakkaliga tashlasin. Agar kubikning 1, 2 va 3 tomonlari
tushsa, o‘yinchi kubikni qaytadan tashlaydi. Agar kubikning 4
yoki 5 tomonlari tushsa, u holda o‘yinchi yutqazadi. Agar ku-
bikning 6 tomoni tushsa, u holda o‘yinchi tanga tashlashga o‘tadi.
Bunda, agar tanganing tamg'a tomoni tushsa, u holda o'yinchi
yutadi, aks holda yana kubik tashlash bilan jarayon qaytadan,
yugoridagi qoida asosida davom etadi. Bu jarayonni Markov zan-
jiri sifatida ifodalash uchun, quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

S1— kubikni tashlash; Sy— tangani tashlash; S3— yutqazish;
S4— yutish.

Endi ushbu jarayonga mos Markov zanjirining o‘tish grafini
keltiramiz. Buning uchun, otish ehtimolliklari p;; larning qiy-
matlarini aniglaymiz.

S; holatdan S; holatga o‘tish ehtimolini hisoblaymiz: kubik
tashlanganda 1, 2 va 3 tomonlarning birortasini tushish ehtimoli
2 =} ga teng, shu sababli p;; = 1 bo'ladi.
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Kubik tashlanganda 4 va 5 tomonlarning birortasini tushish
chtimoli 2 = £ ga teng, shu sababli p;3 = 1 bo‘ladi.

Xuddi kubik tashlanganda 6 tomonining tushish ehtimoli é ga
teng, shu sababli pyg = ¢ bo‘ladi.

Kubik tashlash jarayonida o‘yvinchi yutuqqa ega bo‘lmadi, shu
sababli S; holatdan S; holatga o‘tish ro‘y bermaydi, demak,
p1a=0 bo‘ladi.

1.1-rasm. Markov zangirining o ‘lish grafi
Tanga tashlashda uning tamg‘a tomonining tushish ehtimoli %
ga teng, shu sababli pys = £ bo‘ladi.

Tanga tashlashda uning raqam tomonining tushish ehtimoli
% ga teng, shu sababli py, = % bo‘ladi. S, holatdan S, va S
holatlarga o'tish mumkin bo‘lmaganligi sababli psy = po3 = 0
bo‘ladi.

Mabodo, o‘yinchi yutqazsa u holda o'yin tugaydi. Markov zan-
Jiri nugtayi nazaridan bu S3; dan S3 o'tish chtimoli 1 ga teng
degani, ya’ni ps3 = 1 va p3; = p3 = p3s = 0 bo'ladi.

Shu ma’noda S3 holat yutish holati bo'ladi, ya'ni obyekt Sj
holatga tushgandan so‘ng, shu holatda cheksiz vaqt goladi.

Shunga o'xshash, agar o‘yinchi yutsa, u holda Sy holatdan Sy
holatga o‘tish ehtimoli 1 ga teng, ya'ni pyg = 1 va psyy = pso2 =
ps3 = 0 bo'ladi.

Markov zanjirining o‘tish grafi 1.1-rasmda keltirilgan.

380



Markov zanjirining o‘tish jadvali esa quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi:

Y
3 003
0010
0001

Markov zanjirining o‘tish jadvali xossasi

Obi havoning o‘zgarishi bilan bog'liq bo‘lgan quyidagi Markov
zanjirini qaraylik.

Faraz qilaylik, kuzatishlar va statistik ma'lumotlar asosida
quyidagi xulosaga kelingan. Agar bugun have ochiq bo‘lse, ertaga
ham havoning ochiq bo‘lishlik ehtimoli %, yomg'ir yog'ish ehtimoli
hain 1 teng. Agar bugun yomg'ir yoggan bo‘lsa, ertaga havoning
ochiq kelishlik ehtimoli é, yomg‘ir yog'ishlik ehtimoli % ga teng.

Sy bilan havoning ochiq bo‘lishlik, S5 bilan yomg'irli bo‘lishlik
holatlarini belgilaylik. U holda mos Markov zanjirining grafi quyi-
dugi ko‘rinishda bo‘ladi (1.2-rasm):

1
2
3
1A 1 2
2L 3 3

1.2-rasm. Ob-havo o‘zgarishining Markov zangiri

Ushbu misol uchun, Markov zanjirining o‘tish jadvali quyidagi
ko'rinishda bo‘ladi:

Ushbu Markov zanjiri fagat bir kundan so‘ng ro'y beradigan
ob havo holati to‘g‘risida ma’lumot beradi. Savol tug‘iladi, ikki,
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uch va hokazo kunlardan keyin ro‘'y beradigan ob-havo to‘g‘risida
ma’lumot olish mumkinmi?

Agar Si(n) bilan n — kunda havoning ochiq kelish holatini,
Ss(n) bilan n — kunda havoning yomg'irli kelish holatini belgi-
laylik.

Faraz qilaylik, boshlanishda S1(0) holatda turgan bo‘laylik.
51(2) holatga ikki yo'l bilan otish mumkin.

1. 51(0) — S(1) — Si(2). Bu bildiradiki avval ochiq, ertasiga
ham ochiq, indiniga ham ochiq havo bo'lishligini.

2. 51{0) — S2(1) — S1{2). Bu bildiradiki avval ochiq, ertasiga
yomg'ir, indiniga ochiq havo bo‘lganligini. Bularga mos kelgan
graf ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi (1.3-rasm.)

bugun 1@0\)» 2 3{5(0),

2 3
crtaga 6{;@‘%/ \%@
N A
indinga @/\é@

1.3-rasm. 2 kunlik Markov zanjiri

Birinchi variantda quyidagi ikkita bog'ligsiz hodisalar bir vaqt-
da ro‘y beradi:
1) havo ochiq, kelgusi kun ham ochig;
2) havo ochiq, kelgusi kun ham ochiq.
Ushbu hodisalarning har birining sodir bo‘lishlik ehtimolliklari
% ga teng, shu sababli ularning "bir vagtda" sodir bo‘lish chtimol-
c1.1 .1
Ikkinchi variantda quyidagi bog'ligsiz hodisalar "bir vaqt-
da" ro'y beradi:
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1) havo ochiq, kelgusi kun yomg'irli; 2) havo yomg‘irli, kelgusi
kun ochiq. ,

Birinchi hodisaning ro‘y berish ehtimoli 1 ga, ikkinchisiniki -
(eng, shu sababli ikkala hodisaning bir vaqtda ro‘y berish ehtimoli
3% =3% ga teng.

Ko‘rilgan S3(0) — S1(1) = S51(2) va $1(0) = S2(1) — Si(2)
hodisalar birgalikda cmas, ya'ni ularning fagat bittasi ro‘y berishi
mumkin. S;(0) dan 51(2) ga o'tishning boshqa variantlari yo'q,
shu sababli bu o‘tish ehtimoli:

11 1

5373

1 1 1 5
37176
ga teng bo‘ladi.
Xuddi shunga o‘xshash quyidagilarni hisoblash mumkin:
1. 5;(0) dan S55(2) ga o‘tish ehtimoli:

11 12 1 2 7

3373737175 12
2. 5»(0) dan S1(2) ga o‘tish ehtimoli:
11 21 1 2 7

327337679
3. 55(0) dan S2(2) ga o‘tish ehtimoli:
11,22 1 4 1

327337679718
Natijada ikki kundan kevin keladigan havo holati ehtimoli
to‘la aniglandi. Yuqoridagi hisoblashlardan ko‘rish mumkinki,

ular o‘tish jadvalining kvadratiga teng bo‘ladi, Hagigatan,

1 1\2 11 1111 12 5 7
—_ - _.--.+ ______ +_._ —_
2 2 22232223 12 12
1 2 1 2111 22 7 11
[ __+.(., ..... +_._ _
33 32 3332 33 18 18



Xuddi shunga o‘xshash ko‘rsatish mumkinki n — kuni keladi-
gan havo holati Markov o‘tish jadvalining n — darajasiga teng
bo‘ladi.

2-§. Boshqariladigan Markov zanjirlari uchun rekurrent
algoritmiar

Tadqiq qilinayotgan obyektning holatlari chekli bo‘lib, ular
1,2,..., bilan ragamlab chigilgan bo‘lsin. Har bir ¢ — holat uchun,
chekli &; yechimlar to‘plami berilgan bo‘lib, uning elementi k
bilan belgilangan bo‘lsin. Ya'ni £ € E; va k = 1,,2,..., |,
bu yerda |E;| — E; to'plamuning quvvati (elementlari soni). Agar
obyekt 7 — holatda bo‘lib, k € E; yechim qabul gilingan bo'lsa,
bundan keladigan yutuq w? ga teng bo'lib, obyektning E; holatga
o‘tish chtimoli pf] sont bilan aniqlanadi. Bunda faraz etiladiki, w¥
sonlari ixtiyoriy ¢ = 1, 2,..., N va k € F; larda chegaralangan,
hamda

N
N oph=1pk>0keE, i,j=12..,N.
j=1
Biz ushbu jarayonni yutugni gayta baholash orgali ko‘rib
chiqamiz, ya'ni bu degani har bir o‘tishdan so‘ng avvalgi
qadamdagi birlik yutuq miqdori £(0 < k < 1) ga teng bo'lib
qoladi, ¢ soni gayta baholash koeffitsiyenti deb ataladi. Bundan
kelib chiqadiki, n qadamdan so‘ng boshlang'ich birlik yutug mig-
dori k™ ga teng bo‘ladi.
Boshlang‘ich holatlarning Ntaqsimot ehtimolliklari berilgan

bo'lsin: p = (py, ps, .-, PN), Epf =1L p>11=12.., N

U holda obyekt harakati Ma;k;vnmg bir ginsli bo tmagan yutugli
zangirt orqgali tavsiflanadi. _

Rejalar fazosi deb yechimlar to‘plamining Dekart ko‘paytmasi
bo'lgan E = E; x Ey x ... x Ey ga aytiladi. Rejalar fazosi E
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dan olingan a € E clement reja deb ataladi. Har bir qadamda
r¢ja turlicha gabul gilinishi mumkin.

Butun jarayon davomida qabul gilinishi mumkin bo‘lgan re-
jalar ketma-ketligi strategiye deb ataladi va u a = (g, ag,...)
bilan belgilanadi. Demak, bu ycrda o, € E, bo'lib, u n—
qadamdagi rejani bildiradi. Bunda asosly muammo butun ja-
rayou davomida olinadigan yutugni maksimum giluvchi strate-
giyani (optimal) aniqlashdir.

Buning uchun, quyidagi iteratsion algoritmni keltiramiz.

Markov jarayonlarida gayta baholash orgali yechim
qabul qilish.

Umuman, Xovardning iteratsion algoritmi chizigli dasturlash
bilan uzviy bog'langan bo‘lib, Markov jarayonida optimal strate-
giyani aniglab beradi. Yuqorida kiritilgan o = (@, ag, ...) strate-
givada o, € E vektor bo‘lib, uning i — komponentasi o,(%)
bilan belgilangan va u n— qadamda i holatda qabul gilingan
k=1, 2,..,|E;] yechimni ifodalaydi. Agar 8 € E bilan reja bcl-
gilangan bo'lsa, (8, a1, ay, ...) strategiva (3, a) bilan, 8, 8, 8, ...
strategiya ™ bilan belgilanadi va u statsionar strategiya deb ata-
ladi.

k3
Quyidagi (A, 8, ..., E, ay, ag,...) ko'rinishdagi strategiya
(8™, o) bilan belgilanadi, bu yerda 8§ € F va o = (v, 03, ...).
Umuman ixtiyorly @ = (a1, ag,...) strategiyada ko‘rilayotgan
jarayon bir jinslimas Markov zanjiri bo‘lib, n — gqadamga o‘tish
chtimol jadvali quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

Py(a) = Plag}P(ag) ... Play), n=0,1,..,

bu yerda P(a,) — N x N oflchamli o‘tish jadvali bo‘lib, uning
(i, §) elementi pf, k = an,(¢) € E; bilan aniglangan. Py(a) =
I — N x N o'lchamli birlik jadvalni bildiradi. Agar 8 € E rcja
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tanlangan bo‘lsa, u holda i(1 < ¢ < N) holat uchun, yutuq wf =
B(t) € E; ga teng bo‘ladi. Shu sababli w() ustun vektor yutugni
aniglash mumkin, bu yerda w(B) vektorning ¢ — komponentasi
wF = (i) € E; ko'rinishda bo‘ladi.

qilib quyidagi xulosaga kelindi: jarayon boshlanishida a; € F
reja tanlangan bo‘linsa, barcha holatlar uchun, olinadigan us-
tun vektor yutuq w(ay) bilan ifodalanadi. Ikkinchi qadamda
ay € E reja tanlansa, bunda yutuq w(as) vektor ustun bilan
ifodalanib, obycktning o‘tish jadvali P{«a;) ga teng bo‘ladi. Ya'ni
w(ag) yutug P(ay) ehtimollik bilan gabul gilinadi. Shu sababli
birinchi qadamdan so‘ng olinadigan o‘rtacha vektor ustun yutuq
P(oy yw(ag) ga teng bo‘ladi. Demak, boshlang'ich va bir gadam-
dan so‘ng olinadigan umumiy yutuq w{a;) +qP(aq)w(ay) vektor
ustun bilan ifodalanadi.

Xuddi , uchinchi qadamda a3 € F reja tanlansa, bundan
keladigan yutuq w(aj) vektor ustun bilan ifodalanib, obyekt-
ning o‘tish jadvali P(oq)P(as) ga teng boladi. Ya'ni w(a)
yutug P(a;)P(ag) ehtimollik bilan qabul gilinadi. Shu sababli
ikkinchi qgadamdan so‘ng olinadigan o‘rtacha vektor ustun yutuq
P{o ) P{og)w(as) teng bo‘ladi. Demak, boshlang‘ich bir gadam-
dan va ikki gadamdan so‘ng olinadigan umumiy yutug:

wlay) + qPan)w{ag) + q2P(a1)P(a2)w(a3)

vektor ustun bilan ifodalanadi.
Yuqoridagi mulohazalarni umumlashtirib aytish mumkinki,
cheksiz gadamdan so‘ng olinadigan o‘rtacha vektor ustun yutug:

wile) = 3 " Palew(cnsn) (2.1)

n=0

ga teng bo‘ladi. Hosil bo‘lgan (2.1) vektorning chegaralangan-
ligini ko‘rsatish uchun, quyidagi belgilashlarni kiritamiz: w, =
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lni&n'w,’f’, w* = max w¥ . U holda (2.1) dan hosil gilamizki,
[ 1.5 .

0Q
IH,L " Pu{a)I < Z q" Py{a)w(an) Sw Z " P.la), (2.2)

n n=0 1=
bu yerda I— komponentalari 1 sonidan iborat bo'lgan N
o‘fchambi ustun vektor. Ammo ixtiyorly n da Pu(a)f = [
bo'lganligi sababli (2.2) dan quyidagini hosil gilamiz:

1 1
m*—l-w—-l = W Zq"P (e)wlam) < w Zq”l w -:-(;I
n=( n=0

Demak, wq(er) quyidan va yugoridan chegaralangan vektor ustun
vkan, da'vo isbot gilindi.

w,(a) uchun, quyidagi munosabat o‘rinli:

@) = 3 ¢ Pa(m{ns) = v a1)+2q“P wloms1) =

n=0

w (o )+gP ((xl)anPn(Tra)’lU(an+2) = w(on)+gP (o )wy(re),
n=0

hu yerda moy = {a, ag,...) ni bildiradi. Ixtiyoriy 8 reja uchun,

R(B) operatorni quyidagicha kiritamiz:

R(B)v = w(B) + gP(B)v.

Demak, R(B)v ustun vektorning § — komponentasi, boshlang'ich
va, hir qadamdan keyin j holatdan o'tib olinadigan yutuqlar-
ning o‘rtacha giymati yig'indisiga teng bo‘lgan yutuq migdorini
hildiradi. qilib quyidagi munosabatga cga bo'lamiz:

wy(B, a) = R(B)wy(a). (2.3)

Vektorlar uchun, katta-kichik tushunchasi quyidagicha kiritiladi:
i va. b — N o‘lchamli vektorlar bo'lsin, a > & deb yozamiz, agar
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a vektorning har bir komponentasi & vektorning mos komponen-

tasidan kichik bo‘lmasa, ya'ni a; > b;, ¢ = 1, 2,..., N. Shunga

o‘xshash a > b yozamiz, agar a > b bo'lib, a # b bo'lsa.
1-ta’rif. Agar biror o* strategiya va 0 < & < 1 soni uchun,

we(a”) 2 wy(a)

tengsizlik ixtiyoriy a strategiyada o‘rinli bo'lsa, o* strategiya g
optimal strategiya deb ataladi.
2-ta’rif. Agar biror 5 strategiya va 0 < ¢ < 1 soni uchun,

we(B%) > wy(v™)
tengsizlik ixtiyoriy 7™ statsionar strategiyada o‘rinli bo‘lsa, 8%

strategiya statsionar optimal strategiye deb ataladi.
1-lemma. Operator R(8) monotondir, ya’ni v; > v, bo'lsa

R(Byvr > r(B)vs

tengsizlik o‘rinli.

Isbot. v; > vy bo'lsin, u holda R(B)v; — R(B)ve = qR(8)(vy —
Q}z) Z 0.

1-teorema. Agar ixtiyoriy 8 reja uchun,

wyla®) > wy(B, o) = R(Bw, (o) (2.4)

tengsizlik o‘rinli bo'lsa, o strategiya optimal strategiya bo'ladi.

Isbot. Tcoremaning (2.4)-shartiga ko'ra ixtiyoriy 8 € E re-
ja uchun, R{Blw(a*) < w,(a*) tengsizlik o'rinli bo'ladi. o =
(o1, g, ..., 0, ...} ixtiyoriy strategiya bo'lsin. (2.4) da 8 = ay
deb olsak wy(ay, o) = R{aq)wy(a™) < wy(a*) munosabatga cga
bo‘lamiz. (2.4) da 8 = ay deb olsak wy(az, a*) = R(az)w,(e*) <
wy(a*) tengsizlik hosil bo‘ladi. Oxirgi munosabatdan, R(ey) op-
eratorning monotonligidan va (2.4) munocsabatdan foydalanib
quyidagi hosil qilinadi:

we(on, ag, &) = R{ar)wy(a, o) < Rla)wy(a”) < wy(a”).
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Bu mulohazani ketma-ket go‘llash yordamida quyidagi muno-
sabatga cga bo'lamiz:

wylon, ag, @, ..., 0, a¥) = Ron)wylog, 03, ..., g, @) < w(a”).
Oxirgi munosabatda n — 00 deb olish hisobiga ixtiyoriy
strategiya uchun, ‘
we(e) < we(a’)
tengsizlik o'rinli bo‘ladi. Bu esa o strategiyaning optimal stra-

tegiya ekanligini bildiradi. Teorema isbot bo'ldi.
2-teorema. Agar biror « strategiya va 8 reja uchun,

wela) < wy(B, a)
tengsizlik o‘rinhi bo‘lsa, u holda

welar) < wy(B7)

tengsizlik bajariladi.
Isbot. (2.4)-tengsizlikka monoton R(f) opcratorni qollab
(2.3) yordamida quyidagi tengsizlikka ega bo‘lamiz:

we(a) < wy(B, @) = R(Byw (@) < R(Bhwe(B,,a) = wy(B, B, )

yoki we(a) < wy(B, @) < wy(B, B, ). Bu munosabatga yana
monoton R(f) operatorni qo‘llab (2.3) yordamida quyidag) teng-
sizlikka ega bo‘lamiz:

wq(@) < wylB, @) < we(B, B, B, a).

Ushbu jarayonni n marta gaytarish yordamida quyidagi teng-

sizlikka ega bo‘lamiz: n
wole) < wy(B, @) < wy(B, B, ..., 5, a).

Demak, n — oo bilan oxirgi munosabatdan quyidagi tengsiz-

likni:
wyla) < w,(8%)
hosil gilamiz. Teorema isbot bo‘ldi.
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Quyidagi teorema Markov jarayonida yechim gabul gilish ma-
salasini yechishda muhim hisoblanadi.

3-teorema. Biror # € FE reja uchun, w,(8%) aniglangan
bo'lsin. w; soni wy(F*) vektorning i ~ komponentasi bo‘lsin. Har
bir i(i < ¢ < N) uchun,

N
wf + kzpfjwj >

=1
tengsizlikni qanoatlantiruvchi k € E; lar to‘plamini f(z, 8) bi-
lan belgilaymiz. U holda: 1) agar ¢ = 1,2,..., N lar uchun,
f(i, B) = B bo‘lsa 3> statsionar g — optimal stratcgiya bo‘ladi;
2) agar f(i, B) # B birorta i(i < ¢ < N) uchun, o‘'rinli bo‘lsa, un-
da quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi a) ¥(3) € f(3, ), agar
f(3, B) # 0 va b) v(i) = B(3), agar f(i, B) = @ ixtiyoriy v € E

reja uchun,
wg(B) < wy(¥™)
tenggizlik bajariladi.

N
Isbat. w,(y, ) vektorning ¢ — komponentasi wh-+q 37 pﬁ?jwj
j=1
ga teng, bu yerda k = ~(i) deb olingan. f(i, 8) to‘plamning
N

tuzilishiga asosan wf + q 3 pfw; > wi, agar ¥(i) € (i, B) va
s

N
wf+q Zi Phw; = w;, agar (5) = B(i) bo'ladi.
]:‘.

Demak, agar f(i, 5) = @ barcha ¢ = 1,2,...,N bo'lsa,
we(7y, B%) < wy(B*) tengsizlik ixtiyoriy v € F reja uchun, ba-
jariladi. U helda 1-teoremaning natijasiga ko‘ra 8 — statsionar
g optimal strategiya bo‘ladi.

Mabodo, f(i, 5) # @ biror i(i < i < N) da o'rinli bolsa,
u holda a), b) shartlarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy v € F reja
uchun, wy(B*) < we(y, B*) tengsizlik bajariladi.
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Bundan 1-teoremaning natijasiga ko'ra, w,(8%°) < we(7*)
hosil bo‘ladi. Shu bilan teorema isbot bo‘ldi.

Natija. Markov jarayonida statsionar ¢ optimal strategiya
mavjud.

Isbot. 3-teoremaga asosan olingan biror statsionar ™ strate-
giva uchun, f(i, ) = @ tenglik barcha ¢ = 1, 2, ..., N larda ba-
jarilsa, bunday strategiya statsionar g optimal strategiya bo‘ladi
yoki agar biror 2 da f(i, 8) # @ bo‘lsa, u holda 8% ni boshqa biror
yaxshiroq statsionar strategiya bilan almashtirish mumkin. Am-
mo statsionar strategiyalar soni chekli bo‘iganligi sababli, chek-
li qadamdagi iteratsiyadan keyin, albatta, statsionar g optimal
strategiya hosil bo‘ladi. Natija isbot bo‘ldi.

Yuqorida isbot gilingan teoremalar statsionar g optimal strate-
giyalarni aniqlashning Xovard nomi bilan atalgan iteratsion al-
goritmni keltirib chigaradi. Bu iteratsion algoritm 2 qadamdan
iboratdir: 1-gadam (og'irlik koeffitsiyentini aniglash). Ixtiyoriy
B € E reja tanlab olinib,

N
u,f +QZWj =w;, 1=12,...,.N
j=1
tenglamalar sistemasidan w; noma’lumning qgiymatlari aniglana-
di, bu yerda k = (i) 2-qadam (rejani yaxshilash). Topilgan w;
larning qiymatlari asosida har bir £(z < ¢ < N) uchun,

N
wf +q Z Wi > Wy

j=1
tengsizlikni qanoatlantiruvehi barcha k € E; lar to‘plamini
f(z, B) bilan belgilaymiz. Agar barcha 2 = 1, 2,..., N lar uchun,
f(@i, B) = B bo‘lsa, B statsionar g optimal strategiya bo‘ladi
va we(8%) = (wy, wa, ..., wy)? — qayta baholashli o‘rtacha yu-
tuq bo‘ladi. Aks holda yangi reja v € E quyidagicha quriladi:
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f(i, B) # B bo'lsa, (i) € (4, B); f(i, B) =@ bo'lsay(z) = B(4)
deb olinadi. Shundan so‘ng yangi v strategiya bilan 1-qadamga
o‘tiladi.

Izoh. Bunda wf ni maksimum qiluvchi & ni () deb olish
hisobiga boshlang‘ich § rejani va uning yordamida 8% statsionar
strategiyani qurish magsadga muvofiqdir.

Taksi haydovchisi masalasi

Taksi haydovchi uchta A, B va C shaharchadan tashkil top-
gan hududda faoliyat ko‘rsatadi. Agar haydovchi A shaharchada
turgan bo‘lsa, unda 3 ta imkoniyat bor:

1} tasodifiy yo‘lovchini uchratib qolish magsadida shaharcha
ichida bir joydan ikkinchi joyga qatnab turish;

2) eng yaqin taksi to‘xtash joyiga borib, navbat kutish;

3) radio naushnikni taggan holda chaqiruvni kutish.

Mabodo, haydovchi C shaharchada turgan bo‘lsa, xuddi
yuqoridagidek uchta imkoniyat bor. Ammo B shaharchada radio
aloga yo'lga qo‘yilmaganligi sababli, haydovchi oxirgi imkoniy-
atdan mahrum. Har bir shahar (holat) va imkoniyat (yechim)
uchun, keyingi qatnov 4, B va C shaharlar bo‘lish chtimoli
va bundan mos ravishda keladigan sof foyda (yutuq) berilgan
bo‘ladi. Masalan, 1 va 2 yechimlarga mos sof foyda hisoblanganda,
bir joydan ikkinchi joyga, eng yagin taksi to‘xtash joyiga borish
xarajatlari hisobga olingan bo'lishi lozim. Bunda o‘tish ehtimol-
liklart va yutuglar qaysi yechim qabul qilinishiga bog'lig, chun-
ki haydovchi har bir yechimn uchun, yo‘lovchilarning turli zichlik
tagsimotiga duch keladi. Bu ma’lumotlarni quyidag) 2.1-jadval
ko'rinishda ifodalaymiz:

Faraz qilamiz ¢ = 0,9 bo'lsin. Boshlang'ich reja 8 izoh-
ga asosan wf larni maksimum gilish nuqtayi nazardan olingan
bo'lsin, ya'ni 8 = (1, 1, 1)7.



2.1-jadval

Ehlimollik Foyda, yutug
Holak{Y cchim I R I I S R S %Pﬁj
j=1
T 1 Jij2|1/471/a 104 | 8 §
A o {1/16] 3/41{3/16| 8 | 2 | 4 2,75
3 {1/4]1/8}5/8 6 | 4 4,25
B 1 {1210 (i) 140 |18 16
o |1/16| 7/8|1/16| 8 | 16| 8 15
T 1 |1/a[1/4a{1/2] 10| 2 | 8 7
C o 11/8|3/411/8| 6 | 4 | 2 4
3 [3/411/16{3/16{ 4 | 0 | 8 4,5

Iteratsion algoritmning 1-qadamiga ko‘ra, w;, ¢ = 1, 2, 3 no-
ma'lumlarga nisbatan quyidagi tenglamalar sistemasini quramiz:

8+ 0, 9(%2!)1 + ;];’ll)z -+ %7173) =1un
16 +0,9(3w1 + jws) = w;

7+0,9(3wy + fwy + fws) = w;.

Bundan w; = 91, 26; wy = 97, 55; w3 = 89, 97 ckanligi ma'lum
ho'ladi.

[ndi ikkinchi gadamga oftish bilan f(4, &) to‘plamlarni
nniglayruiz,

A holat uchun: & = 2 bo‘lganda 2,75 + 0,9(%5101 + %‘wz +
i@ Lire ) = 88,90 < wy = 91, 26;

k = 3 bo'lganda 4, 2540, 9(4w1 +-’l!)2+-’d]3) =86,3T<wy =
91,26; bo'ladi. Demak, f(1, k) = @ bo‘lar ekan.

13 holat uchun: k& = 2 bo‘lganda 15+0,9(-1-1§w1+ §w2+f{1§w3) =
12,01 > wy = 97, 55. Demak, f(2, k) = 2 bo'lar ekan.

(! holat uchun: & = 2 bo‘lganda 4 + 0, 9(%11}1 + §'w2 + %w;;) =
H), 23 > wy = 89,97; k = 3 bolganda 4,5 + 0, 9(3w; + Fws +
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3ws) = 86,77 < w3 = 89,97 bo'ladi. Demak, f(3, k) = 2 bo'lar
ekan.

f(, k) =80, f(2,k) = 2va f(3, k) = 2 bo‘lganligi sababli,
yangi statsionar reja quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi: v = (1, 2, 2)7.
Shu reja asosida 1-qadamga o'tiladi va quyidagi tenglamalar sis-
temasi quriladi:

8+ 0, 9(%%‘1 + %’UJQ -+ -i—w3) = Uy
15+ 0, 9(1%11)1 -+ %’U)Q + i%’w';) = Wy

4+0,9(3w1 + jw2 + jws) = ws.

Ushbu sistemaning yechimi: wy = 119,44; wo = 134,48; w3 =
121,93 . Ikkinchi qadamga o‘tish bilan ¥ statsionar strategiyani

optxmalhkka tekshiramiz va f(, k) to plamlarnl anlqlaymlz A
holat uchun: & = 2 bo‘lganda 2,75 + 0, 9( W1 +: 'wz + ) =

127,68 > wy = 119, 44;

k = 3 bo‘lganda 4, 25+0, 9(4u11+ TJU2+rU)3) = 114,84 < wy =
119, 44; bo‘ladi, Demak, (1 k) = 2 bo'lar ekan. B holat uchun:
k = 1 bo'lganda 16-+0, 9(bw; + Lws+) = 124,62 < wy = 134, 48.

Demak, f(2, k) = Q)bo‘lar ekan.

C holat uchun: £ =1 bo‘lganda 7+ 0 9(—w1 + —wg + wg)
119,00 < w3 = 121,93; k£ = 3 bo‘lganda 4,5 + 0, 9(4w1 + feWa +

ws) = 113,26 < wy = 121,93 bo‘ladi. Demak, (3, k) = 0
bo lar ekan.

F(L, k) =2, f(2, k) = © va f(3, k) = B bo‘lganligi sababli,
yangi statsionar reja quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi: § = (2, 2, 2)7.

Shu reja asosida 1-qadamga o‘tiladi va quyidagi tenglamalar
sistemasi quriladi:
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2,75+ 0, 9(1—16'11)1 -+ %’wg + %TU3) = wy
15+ 0,9(F5w1 + Zws + fws) = wa

4+ 0, 9(%1;}1 -+ %wz + %11)3) = w;3.
Bu tenglamalar sistemasining yechimi: w; = 121,66; we =
135,31; wy = 122, 84.

Ikkinchi qadamga o‘tish bilan statsionar °° stratcgiyani
optimallikka tekshiramiz va f(7, k) to‘plamlarni aniglaymiz.
Bunda oson ko'rsatiladiki barcha i = 1,2, 4 larda f(i, k) = 0
ho'ladi. Demak, &> statsionar ¢ optimal strategiya bo‘lar
ckani. Bundan kelib chiqadiki, taksi haydovchisi gaysi holat-
da bo‘lishidan qat’i nazar 2-yechimni, ya’ni eng yaqin taksi
lo'xtash joyiga borib, navbat kutishni tanlashi ma’qul ekan.
Shunda uning holatlardagi mos o‘rtacha yutug'i cng katta bo‘lib
wy = 121,66; wy = 135, 31; w3z = 122, 84 ga teng bo'ladi.

3-§. Markov o‘yinlari

Stoxastik o‘yinlar tushunchasi dastavval Shepli tomonidan ki-
ritilgan. Stoxastik o‘yin Markov jarayonlari orqali amalga oshiri-
hndi. Bunda o'tish jadvali clementlari o'yinchilar tomonidan tan-
Iangan ycchimlarga bog'liq bo‘ladi.

Obycktning holatlar soni N ta bo‘lsin. Har bir qadamda o‘yin
fnt NV ta holatlarning birortasida bo‘ladi. Agar o‘yin #(1 < i <
N) holatda bo‘lib, I o'yinchi k(1 < k& < my), Il o'yinchi
I(I €1 < n;) yechimni tanlashgan bo‘lsa, u holda o‘yinning
{1 < 7 < N) holatga o‘tish ehtimoli pf} soniga teng bo‘ladi.
Ifundan I o'yinchining yutugi w® bo‘ladi. I o‘yinchi yig'ilgan
vuluqglarning o‘rtachasini maksimum giluvchi strategiyani tan-
inydi. I'T o'yinchi bu yutuqni minimum giluvehi strategiyani tan-
fnshga harakat qiladi. Biror ¢(1 < 4 < N) holatni tanlab olish
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hisobiga jadvalli G; o‘yinni hosil gilamiz. qilib, stoxastik o‘yin
G =Gy, i =1, 2, ..., N jadvalli o'yinlar to‘plamidan iborat bo‘lar
ekan.

Shepli tomonidan stoxastik o‘yinlar uchun, to‘xtash tushun-
chasi kiritilgan bo‘lib, bunda har bir 4(1 < 4 < N) uchun:

]'—-zplj_-'s

J=1
tengsizlik bajarilishligi talab etiladi. Bunday o'yinlar fo‘ctalishli
stozastik deb ataladi. Shepli tomonidan to‘xtalishli o‘yinlar
uchun, olingan natijalarni keltiramiz.
To'xtalishli stoxastik o‘yinlar quyidagi:
Pi=pl k=1,2.,m,1=12...n
m:w;"d:k:]ﬂ 2;"'1mi’l=112)"'1nz ‘
N?+4 N ta jadvallar bilan beriladi, bu yerda P,; ning clementlari
By 20, jwf'] < M,

Zpu—lvsfls_ 1—s<1,i,j=12..N

shartlaml qanoa,tla,ntiradi.

Agar o'yin i(1 < ¢ < N) holatda turgan bo‘lsa ¢ — o'yinchining
sof yechimlari k¥ = 1,2,...,m; lardan, 71 o‘yinchiniki I =
1,2,...,n; lardan iborat bo‘ladi. (k,1) — ¢ holat uchun, sof yechim
Juftliging tashkil qiladi.

1-ta’rif. i(1 < i < N) holatda I o‘yinchining sof yechimlari
1,2,...,m; ustida tagsimlangan to‘la chtimollik aralash yechim
deb ataladi.

Demak, aralash yechim z; = (2}, z%, ..., 2]") ko'rinishda bolib:

Zx’-ﬂ @l >0,5=1,2,...,m; i=12,.., N
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2-ta’rif. I o'yinchining statsionar aralash strategiyasi deb
% = (21,22, .., zy) bu yerda z; = (z},z2,...,2.") ko'rinishdagi
vektorga aytiladi.

Xuddi shunga o‘xshash tushunchalarni 77 o'yinchiga nisbatan
ham kiritish mumkin.

Agar ¥ =1, 2] = 0,  # k bo'lsa z; — sof yechimni beradi.

B jadvalli o'yinda val|B] bilan I o‘yinchining minimaks yu-
tug'ini belgilaymiz. S;[B} va Sp;[B] bilan I va I7 o‘yinchilarning
mos optimal strategiyalari to‘plamini belgilaymiz. B va C lar bir
xil o‘lchovli jadvallar bo‘lishsa:

|val[B] ~ val[C]| < max (¥ — (3.1)

tengsizlik orinli bo‘ladi. Stoxastik o'yinda W;{a) jadvalning
(k,1) — elementi

N
Kl i
w;” + Z Pij &
J=1

hilan aniglanadi, bu yerda 1 < £ < m; 1 <1 < n;va =
(g, g, ..., o) T vektor ustun. Ixtiyoriy o{® boshlang'ich vektor
olingan bo‘lsin. Uning yordamida o™ vcktorlar ketma-ketligini
quyidagicha quramiz:
o™ = pal[W;(a™ D)),

bu yerda n = 1,2, .... Ko‘rsatamizki, o™ vektor n — oo da
limitga ega va u o ga bog'liq emas bo'lib, uning i — elementi
(7; o'yinning bahosiga teng.

Quyidagicha U akslantirishni aniqlaymiz:

Ua = j,
bu yerda fB; = wval]A;(e)]. @ vektorning normasini quyidagicha
aniqlaymiz:
o = e o],
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U holda yuqoridagi (3.1) dan quyidagini hosil qilamiz:
108 — Ve = mp sl A(9) vl <
Ima&',k,tz 1 P Bi— O‘J] < (3.2)
A, }if:lpffmaxy 185 — ajl = (1= s){|8 - all.

Bundan, xususan ||U%a — Ual| < {1 - 5)||8 — a]|. Demak,
a®, Ua(o), U2, ... ketma-ketlik yaginlashar ckan va uning
limiti bo‘lgan o* vektor U akslantirishning qo‘zg‘almas nug-
tasi bo'ladi: Ua* = o*. Bu qo'zg‘almas nuqta yagona ekanligini
ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, boshqa yana bir o* qo‘zg‘almas nuq-
ta mavjud bo‘lsin. U holda (3.2) dan quyidagini hosil gilamiz:

lo” — ™| = [|Ua® = Ua™|| < (1 = s)||a” — o™||.

Bu tengsizlik o‘rinli bo‘ladi, agar ||o* — a™*|| = 0 bo‘lsa. De-
mak, a* yagona qo'‘zg‘almas nuqta bo'lib, u boshlang‘ich @
ga bog'liq emas. Endi o; soni G; o‘yinning bahosi ekanligini
ko‘rsatish uchun, quyidagicha mulohaza yuritamiz: 7 — o‘yinchi
birinchi n qadam davomida ro'y beradigan ng) o'yinlarda op-
timal strategiyasini go‘llab, keyingi o’yinlarda ixtiyoriy strate-
giyani qo'llasa, u holda uning yutug‘i ng) o‘yinning bahosidan
ko'pi bilan £, = (1 — s)"/s ga farq qiladi. Bu mulohaza 11
o‘yinchiga nisbatan ham o‘rinli. €, — 0 va Gz(") o‘yinning baho-
si ) ga intilganligi sababli o} G; o‘yinning bahosi bo'ladi. qilib
quyidagi teorema isbot qilindi.

1-teorema. G stoxastik o‘yinning o‘yin bahosi quyidagi:

o; = val[Ai(a)], 1 =1,2, ., N

tenglamalar sistemasining yagona yechimidan iborat bo‘ladi.
2-teorema. Stoxastik G o'yinda I va I] o‘yinchilarning sta-
tsionar optimal strategiyalarl mos ravishda z* va y* lardan iborat
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bo'lib, z; € Si{A(a*)] va ¢ € Sr{Ai(e*)], ya'ni G ga tegishli
Gi(i =1,2,...,N) o'yinda I va Il o'yinchilarning optimal strate-
giyalari bo‘ladi.
Isbot. Faraz gilaylik, G; o‘yin n — qadamda yakunlanib, bun-
dan I o'yinchi o} o‘rniga wf' + Y~ pFlaj yutuqni olsin. Tushu-
£

narliki, bunda 7 o‘yinchi tomonidan statsionar z* stratcgiyani
qollash o yutuqni ta’'minlaydi.

Boshlang'ich G; o'yinda I o‘yinchi tomonidan z* strategiyani
qo‘llash natijasida n gadam davomida olgan o‘rtacha yutug'i:

af —(1—s)"" lmaprfj o

sonidan kichik bo‘lmaydi. Demak, bu yutug:
o — (1 — s)" max o
b
kichik bo‘lmaydi. Shu sababli I o'yinchining umumiy yutug'i:

a; — (1 - é)‘)"rn;f;r_sca/jf —{1-3s)"/s
sonidan katta yoki unga teng bo‘ladi.

Bu mulohazalar n ning yetarlicha katta qiymatlari uchun,
o'rinli bo‘lganligi sababli, bundan kelib chigadiki, G; o‘yinda
x* strategiya I o‘yinchi uchun, optimal. Xuddi y* strategiya 1/
o‘yinchi uchun, optimal. Teorema isbot bo‘ldi.

val operatorning nochizigliligh 1 va 2-tcoremalar yordami-
da aniq yechimni olishni qiyinlaghtiradi. Shuning uchun, yu-
tuglarni statsionar strategiyalar orqali ifodalash magsadga mu-
vofiq. Buning uchun, quyidagi belgilashni kiritamiz. G = G; —
sof strategiyalari G o'yin uchun, statsionar bo‘lgan o‘yinlar
to'plami bo‘lsin. Ularning to'lov funksiyalari K;(x,y) quyidagi
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tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi:
N
Ki(z,y) =x; ,y,—!—ZJ,z YiKi(e,y), 1=1,2,..,N.
j=1
Bu blStCIn& yagona yechimga cga. Haqigatan, chizigli ny almask
tirish uchun: Uy = B bu yerda §; = x;4;y; + E] 1 TPy,
quyidagi munosabat o‘rinli:

1 Puyi—1 1Py e — Ay T Pivy
2Pny  ZaPppn—1 . —xAwp . T2 Pany

Ki(z.y) = anPyyy  ovPyayy - —anAnyn . anPunvyn — 1
n loyPuy — 1 2P o= P v B PN
TPy 2ePoyr -1 .. — 29 Por1ya ... Tofonto

l nPyiyy  znProyn . —TnPrniyn . aNPanyn — 1

“U:cyr8 U, ya’H = male:cz Y8 a])’< (1 =918 — ol

Kramer qoidasiga asosan yugoridagi yechimni hosil qildik.
3-teorema. G; o'yinlarning har biri cgar nugtaga ega:

mlnmaxK {z,y) = maxmmK H{z,y).
Barcha G; € G lar uchun, optimal bo lgan statsionar strate-

giya G; € G lar uchun, sof optimal strategiya bo‘ladi va aksincha,
G va G larning vektor baholari ustma-ust tushadi.
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Isbot. Teorcma isboti 2-tcoremadan osongina kelib chigadi.
E’tibor beramizki, biror G; (yoki G;) uchun, optimal bo‘lgan «
strategiya G (yoki G') ga tegishli boshqa o‘yinlar uchun, optimal
bo‘lmasligi mumkin.

Ko‘rsatish mumkinki, G o'yinning barcha statsionar optimal
strategiyalari to'plami yopiq qavariq ko‘pyogdan iborat bo'ladi.
Ratsional koeffitsiyentli stoxastik o'yin ratsional bahoga ega
bo'lishi shart emas. ¢ holatdan j holatga o‘tish mumkin bo‘lgan
gadamlar sonini bildiruvchi n soni to‘plamini N;; bilan belgi-
laymiz. d; N;; dagi sonlarning eng katta umumiy bo‘luvchisi
ho'lsin.

i holatdan j holatga n qadamda o‘tish ehtimolini pﬁ?) bilan
helgilaymiz.

3-ta’rif. Agar biror n topilib pz(-;l) > 0 bo‘lsa j holatga i holat-
dan o‘tish mumkin deyiladi va © — j kabi belgilanadi.

4-ta’rif. 7 va 7 holatlar o‘zaro alogada deyiladi, agar bir ho-
lntdan ikkinchi holatga o‘tish mumkin bo‘lsa, bu ¢ < j kabi
belgilanadi.

5-ta’rif. O‘zaro alogada bo‘lishlik ma'nosida ajralmaydigan
ckvivalent sinflarga bo‘linadi.

Ishotsiz quyidagi lemmani keltiramiz.

l-lemma. Bir ajralmaydigan ckvivalent sinfga tegishli ¢, j lar
uchun, d; = d; = d bo'ladi va Ny; ga tegishli soular modul
ho'yicha taqqoslamadlr

N;; ning ixtiyoriy elementi bilan d modul bo‘yicha tagqoslash
nntimkin bo‘lgan sonni ¢,;(0 < t;; < d) bilan belgilaymiz.

6-ta’rif. Ixtiyoriy ¢ va j clementi uchun, ¢;; = 0 bo'lgan sinf
siklik sinf deb ataladi.

7-ta’rif. Agar Markov zanjiri faqat bitta siklik sinfdan iborat
bo'lsa, u regulyar, aks holda siklik deb ataladi.

Bunda quyidagi teorema o‘rinli.
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4-teorema. Zanjir regulyar bo‘lishligi uchun, biror n da P*
ning barcha elementlari musbat bo‘lishligi kerak, ya’ni bunda ix-
tiyoriy holatdan boshqa bir ixtiyoriy holatga n qadam davomida
o‘tish mumkin.

8—-ta rif 81,82, ... sonli ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar

tha=73 Z s; ketma-ketlik ¢ soniga yaginlashsa, u holda yuqorida-

gl kctma kcthk t ga Chezaro ma’nosida yaginlashadi deyiladi.

O-ta’rif. si,s2,... sonli ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar
n—1

Uy = Y, (?)k("‘i)(l — k)'s;, (0 < k < 1) ketmarketlik ¢
=0

soniga ;raqinlashsin. U holda yuqoridagi ketma-ketlik ¢ ga Eyler

ma’nosida yaginlashadi deyiladi.
10-ta'rif. lim p{") = p; > 0, j = 1,2,.., NV dan hosil gilin-
n—oo
gan p = (p1, po, ..., D) tagsimot ergodik(statsionar) tagsimot deb
ataladi.

Faqat bitta ergodik sinfdan iborat bo‘lgan markov zanjiri er-
godik markov zangiri deb ataladi.

5-teorema. Ixtiyoriy ergodik zanjir nchun, darajali P* gator
Eyler ma’nosida A limit jadvalga yaqginlashadi. Bu limit jadval-
ning ko‘rinishi quyidagicha A4 = £p bo‘ladi. Bu yerda £ — ele-
mentlari birdan iborat bo‘lgan vektor ustun, p — musbat chtimol
vektori.

Isbot. Siklik zanjirda bir sikldan boshqasiga o‘tish n ning
ayrim qiymatlarida amalga oshiriladi va bu o‘tishlar davriy qay-
tarib turiladi. Shu sababli o‘tish jadvali P ning hech bir darajasi
musbat bo‘lmaydi va turli darajalari turli joylarda nol elementga
ega bo'ladi. Darajaning ortib borishi bilan bu nol elementlarning
joylashuvi davriy qaytarilib turadi. Demak, P" ketma-ketlik od-
diy ma'noda yaqinlashmaydi. Ko‘rsatamizki, ushbu ketma-ketlik
Eyler ma'nosida yaginlashadi. 0 < k¥ < 1 berilgan son bo'lsin,
quyidagi kI + (1 — k)P jadvalni qaraylik. Ushbu jadval o‘tuvchi
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jadvaldir. Bunda P jadvalning musbat elementlar joylashgan joy-
da kI + (1 — k)P jadvalning ham musbat elementlar joylashgan,
demak, u ham ergodik zanjirni ifodalaydi. Shu bilan birga uning
diagonal elementlari ham musbatdir. Demak, har bir holatga bir
gadamdan so‘ng qaytib kelish mumkin ckan, bu degani d = 1.
Natijada yangi zanjirning regulyar ckanligi kelib chigadi.

Regulyar zanjirning ergodik teoremasidan kelib chigadiki,
(kI + (1 — k)P)" ketma-ketlik A = €p jadvalga yaqinlashadi, bu
yerda p — musbat ehtimollik vektori. Natijada quyidagilar hosil
boldi:

A= lim (kI +(1-k)P)"

n—roe
n--1

A= lim (T.‘ ) (1 — k) PR
n—00 i ?

Oxirgi tenglikdan ko‘rinib turibdiki, P” ketma-ketlik har bir &
da Eyler ma’nosida A ga yaginlashadi. Teorema isbot bo'ldi.

Quyidagi teoremani ishotsiz keltiramiz.

6-teorema. Agar I’ ergodik o‘tish jadvali bo'lib A va P lar
S-teoremadan olingan bo‘lsin, u holda:

a) ixtiyoriy chtimollik vektori 7 uchun, 7 P" ketma-ketlik Eyler
ma’'nosida p ga yaqinlashuvchi;

b) p vektor P jadvalning yagona go'zg‘almas vektori bo‘ladi;

¢c) PA= AP = A.

Eslatib o‘tamiz {X,}n>o diskret tasodifiy miqdorlar ketma-
ketligi quyidagi:

P{Xn+l = 'i'n+1 . Xn = 'ina Xn—l = 'in_1, cery XO = iu} =
= P{Xn-f-l =tnt1; Xn = 'jfn}

shartni ganoatlantirsa, u sodda Markov zanjiri deb ataladi. De-
mak, sodda Markov zanjirida keyingi o‘tish ehtimoli fagat hozir-
gi holatga bog'liq bo‘lib, avvalgilariga bog‘liq emas ekan (bog‘liq
ho'lsa yugori tartibli Markov zangiri deb ataladi).
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{Xn}nso tasodifiy miqdorlarning qiymatlar sohasi kolatlar fa-
zosi deb ataladi.

Pm(n) = P{Xn—H =j: Xpn= i}

tengliklar bilan elementlari aniglangan P, jadval n gadamda
o‘tish ehtimoli jadvali deb ataladi. Elementlari p; = P{X; = 1}
bilan aniqlangan p = (py, py, ..., pn) vektor Markov zanjirining
boshlang ‘ich tagsimoti deyiladi.

Markov zanjiri bir jinsli deyiladi, agar o'tish jadvallari qadam
soniga bog‘lig bo‘lmasa, ya'ni ixtiyoriy n da

Fj(n) = I

aks holda bir jinsli emas deyiladi.

Bundan keyin bir jinsli Markov zanjirlari ko‘riladi.

Shartli ehtimollik xossasiga asosan:
P{Xn = '-';n . Xn—-l = in—-lv XO = 2.(‘l} = pin_linpin-gin_l"'p’éoilpig
bundan Kolmogorov — Chepmen tenglamasi kelib chiqadi:

P{va =1, Xp= 7;0} = (Pn)z'oz'm

demak, bir jinsli Markov zanjirida n qadamdagi o‘tish ehtimoli
jadvali bir qadamda o‘tish chtimoli jadvalining n — darajasiga
teng ekan. Bundan quyidagi hosil bo‘ladi:

P{Xy = in} = (PT)"p);,.

Yugorida diskret Markov zanjiri uchun, kiritilgan tushunchalarni
uzluksiz bo‘lgan Markov zanjirlari uchun, ham aytish mumkin.
{X1}i>0 diskret tasodifiy migdorlar ketma-ketligi quyidagi:

P{Xt+h=$t+h:Xs:xs,0<35t}=

P{Xt+h = Tpgp Xy = xt}
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shartni ganoatlantirsa, uzluksiz vagtli Markou zangiri deb ataladi.
Agar uzluksiz vaqtli Markov zanjiri uchun:

P{Xph = Tisp - Xo = 3} = P{Xp = 21 - Xo = 20}

Lenglik o'rinli bo‘lsa, u bir jinsli Markov zangiri deb ataladi.
Diskret Markov zanjiriga o‘xshash uzluksiz holda ham bir jinsli
Markov zanjirining chekli tagsimoti boshlang‘ich tagsimot

P= (p11p21 "')Ta b= P{XO = 'l}, 1= 1,27
va 0'tish jadvali
P(R) = (Py(h)) = P{Xy = j : Xo = i}

bilan to‘la aniglangan.
O‘tish jadvali quyidagi Kolmogorov — Chepmen tenglamasini
qanoatlantiradi:
P(t + s) = P(t)P(s)

yoki
Pt + s} = E Pik(t)pr;(3)-
k

Misol. Eng sodda siklik zanjir quyidagi ko‘rinishga ega:

'S

1

(1)

ko'rinishda bo‘ladi, statsionar tagsimoti esa p = (0,5; 0,5)
ho'ladi.

Uning o‘tish jadvali
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4-§. Imitatsion modellashtirish. Monte-Karlo usuli

Imitatsion modellashtirish asosau ikki toifaga tegishli masala-
larni yechishda ishlatiladi.

1. Matematika, fizika va ximiya fanlari sohalaridan olingan
nazariy masalalar, xususan:

a) egri chiziq bilan chegaralangan figuraning yuzini hisoblash,
hamda karrali integral giymatini aniglash;

b) jadvalni teskarilash;

¢) 7(= 3,14159) o‘zgarmasni hisoblash;,

d) xususiy hosilali differensial tenglanani yechish;

¢) tekislikda zarrachaning harakat trayektoriyasini topish;

f) turli ko‘rinishdagi chizigli tenglamalar sistcmasining yechi-
mini olish;

Inson faoliyati davomida yuzaga keladigan amaliy
boshqaruv masalalari, xususan:

a) texnologik — ishlab chiqarish jarayonlarining imitatsion
modellashtirish masalalari (masalan, ximik jarayonlarni tadgiq
qilish, zaxirani boshqarish, texnik xizmat ko‘rsatish sistemasini
loyihalashtirish va boshqalar);

b) igtisodiy xususiyatga ega bo‘lgan sistemaning imitatsion
modellashtirish masalalari (loyihalashtirish jarayonlari, igtisodiy
basharotlar hamda aniqroq mazmunga, masalan, investitsion
jarayonlar);

¢) ijtimoiy va ijtimoiy-psixologik masalalar (masalan, aholining
ko‘chishi, guruhlar harakatining muammolari va boshgalar);

d) biomedik sistemalarning imitatsion modcllashtirish
masalalari (masalan, qon aylanish, miyaning faoliyati, qondagi
qizil va oq katakchalar (eritrotsit)ning harakatlari);

e) u yoki bu harbiy strategiyani yoki taktikani qo'llash nati-
jasida vujudga keladigan oqgibatni tahlil qilish.

Yuqorida keltirilgan masalalarni yechishda ishlatiladigan usul,
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ma’lum ma’noda, hozirgi zamon imitatsion modellashtirishning
usuli bo‘lgan Monte — Karloning o‘tmishdoshi hisoblanadi.
Uning asosiy g'oyasi izlanayotgan bahoni olish uchun, tanla-
madan foydalanishdir. Ammo ko‘rilayotgan masala mos ravish-
da ehtimollik tagsimoti bilan tavsiflanishi, bu tanlama olishning
shartlarida bo‘lib, buning yordamida tanlama amalga oshiriladi.
Ayrim hollarda bunday bog‘lanishni tiklash giyinga o‘xshaydi,
masalan, determinik masala bo‘lgan integral hisoblash bilan
chtimollik tagsimoti orasidagi bog‘lanish. Buni biz keyinchalik
batafsil ko‘rib chigamiz.

O‘tgan asrning ikkinchi yarmidan boshlab nazariy masala-
larni yechishda Monte — Karlo usulining o‘rniga murakkab
amaliy masalalarni tahlil gilish uchun, imitatsion modellashtirish
nomi bilan yangi usul kirib keldi. Imitatsion modellashtirish
Monte — Karlo usuli kabi sistemani ishlash natijasini baho-
lashda tanlamalardan foydalanadi. Shu ma’noda Monte-Karlo
usulida o'z aksini topgan ko‘pgina g'oyalar imitatsion model-
lashtirishda ham bevosita tadbig'ini topdi. Bu g'oyalardan biri
mos ehtimollik tagsimotidan foydalanib tanlamalarni aniqlash va
natijani ishonchli baholash uchun, tanlama sonini kamaytirish
usullarini ishlab chigishdan iborat. Oxirgi paytda murakkab sis-
temalarni imitatsion modellashtirishdagi muvaffaqiyatlar EHM
larni takomillashtirish bilan bevosita bog‘liqdir. Hozirgi vaqt-
da mavjud bo‘lgan tezkor EHM larsiz konstruktiv ravishda imi-
tatsion yondashuv usulini tasavvur qilib bo‘lmaydi. Shu yerda
ta’kidlash lozimki, imitatsion modellashtirishda hisoblash sod-
da bo‘lishi bilan birga, ko‘p vaqtni talab giladi. Shu sababli bu
hisoblarni "qo‘lda" bajarish amaliy jihatdan mumkin emas.

Tasodifiy sonlarning ahamiyati
Yuqorida ko‘rib o‘tildiki, imitatsion modellashtirish tanlan-
malar yordamida olingan ma’lumotlar asosida sistemaning opera-
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tsion xususiyatlarini tahlil gilishga imkon beradi. Biz tanlamalar
qay tarzda olinishi bilan tanishib chiqamiz. Bunda shuni nazarda
tutishimiz kerakki, zarur hisoblash jarayonlari EHM orgali amal-
ga, oshiriladi.

Imitatsion modellarda ixtiyoriy ehtimol tagsimotiga mos tanla-
malar [0, 1] oraligdagi tasodifiy sonlar asosida quriladi. Tanlama
qay tarzda amalga oshirishini tushuntirishdan avval, [0, 1] oraliq-
qa tegishli tasodifiy sonlar qanoatlantirishi lozim bo'lgan statistik
shartlarni keltiramiz.

1. [0,1] oraligdagi ixtiyorly son bir xil ehtimollik bilan ro‘y

beradi.
2. [0, 1] oraligdan tasodifiy ravishda ketma-ket olinadigan son-

lar joylashuvi butkul tasodifiy generatsiya qilinadi, va'ni ular bir-
biriga bog'liq emas va korrelyatsion bog'ligsiz. [0,1] oraliqdan
tasodifly sonlarni tanlashda, EHM da oson amalga oshiriladigan
arifmetik vsullar ishlatitadi. Bunda, ko‘p hollarda, tasodifiy son-
larni aniglashda rekursiv formulalar orqali generatsiya gilinadi-
gan multiplikativ kongruent usul qo‘llaniladi. Mos statistik tek-
shiruv shuni ko'rsatadiki, bu usul yordamida [0, 1] oraliqda tekis
tagsimlangan tasodifiy sonlar tanlab olinadi. Bundan tashqari
rekursiv ifodaning parametrlarini tanlab olish mumkinki, taso-
difiy sonlarning qayta takrorlanishidan avvalgi soni modelning
to‘la bir marta ishlashi uchun, yetarli bo‘lsin. Quyida shu usul
yordamida aniglangan 186 ta tasodifiy sonlar berilgan.
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4.1-jadval

058962 352943 586999 345500 790012 630566 673284 364609 128099 487110
769774 234646 479909 767638 284650 811154 287072 422037 948578 893129
821570 881254 953397 699089 613960 391962 826125 230243 902490 342756
934123 519930 712470 593449 160463 603734 178239 635823 210783 542203
356707 250606 347270 747163 357549 420822 306993 054556 544395 895364
202630 697501 551336 030504 220998 051455 319740 455344 854407 028341
480379 627205 439814 994034 (05875 088946 455344 854407 028341 480379
6272056 439814 994034 005875 088046 480798 084273 178448 312230 267349
940210 357985 Q01720 788457 715256 195421 735221 452531 208202 916428
814746 640618 510993 300418 203535 517436 272799 979865 424002 725225
353251 684924 291621 585405 887838 058382 359749 633051 560561 665907
950391 709176 701533 826616 645896 435829 801902 888953 116597 699005
144655 576880 159382 744371 151787 031383 822207 650795 504908 172286
189546 386699 914280 005383 803777 774217 411304 499874 297506 286166
039436 661127 611829 720835 818541 423735 175532 239580 857687 989902
220226 412235 491375 238133 006422 895334 314207 827234 135543 368147
988993 620635 822874 351526 703292 056012 006447 534569 149393 085234
166865 234068 902734 309612 733068 611896 073756 935472 943026 274906

Qulaylik uchun, sonlarning chap tarafidagi o‘nlik nuqta
tushirib qoldirilgan. Quyidagi sodda misolda {0, 1] oraliqdan olin-
gan tasodifiy sonlar tanlanmasidan qanday foydalanish mumkin-
ligini ko‘ramiz:

4.2-7adval
c 123456
plz)| 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6
F 1/6 | 1/3 [ 1/2 {2/3 ! 5/6 1
(z)| 1/6 | 1/3 {1/2 1 2/3 | 5/

Hatto statistik testlarni ganoatlantiruvchi arifmetik opera-
tsiyalar yordamida olingan tasodifly sonlarni haqiqiy tasodifiy
emas deb da’vo ctish mumkin. Hagigatan, bu sonlarning bar-
chasi rekursiv ifodalar uchun, boshlang‘ich giymatlar berilgan
zahot oldindan "aniglangan" bo‘ladi. Shu sababli bu yo‘l bilan
olingan sonlarni hagiqiy tasodifiy sonlardan (ularni olish uchun,
umuman boshqga usul ishlatiladi) farqlash uchun psevdo tasodifiy
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sonlar deb ataladi. Tasodifly sonlarni olishda arifinetik usulning
asosiy afzalligi shundan iboratki, uning yordamida zarur paytlar-
da sonlarning bir xil ketma-ketligini olish mumkin bo‘ladi.

1-misol. (tanga tashlash o‘yini.} Tanga tashlanganda, uning
tamg‘a (T) tomoni tushsa I o‘yinchi II o‘yinchiga 10 birlik, ak-
sincha ragam (S) tomoni tushsa 11 o‘yinchi I o'yinchiga 10 birlik
yutuq taqdim etsin. Tanga to‘g'ri shaklga ega bo‘lsa, uning T yoki
R tomon bilan tushish ehtimoli 50 foiz bo‘ladi. Boshqacha ayt-
ganda T yoki R hodisalarining ro'y berish ehtimolliklari p{T'} =
0.5; p{P} =0.5.

Ta'rifga asosan barcha tasodifiy sonlar {0,1] oraligda tekis
tagsimlangan bo‘lganligi sababli, yuqoridagi o‘yinning natijasi-
ni aniglash uchun, quyidagi qoidani taklif etish mumkin. R bilan
generatsiya gilish yo'li bilan aniglanadigan tasodifiy sonning qiy-
mati belgilangan bo‘lsin. U holda, agar 0 < R < 0,5 bo‘lsa T
hodisa, agar 0 < R < 1 bo‘lsa S hodisa ro‘y bergan bo‘lsin.
R sonining [0, 1] oraliqda bunday tagsimlanishi T va S hodisa~
larni teng ehtimollik bilan ro‘y berishiga ckvivalentdir. Ushbu
tanga tashlash bilan bog'liq bo‘lgan o‘yinning modelini tuzish
uchun, faraz etaylik, tanga 10 marta tashlansin. Bu [0, 1] oralig-
dan tasodifiy 10 sonni aniqlashga ekvivalentdir. Buning uchun,
4.1-jadvalning birinchi ustunidagi 10 ta sondan foydalanamiz,
ular tanga tashlanganini bildiradi. Ular T,5,7,65,5,S5,5.7,T
va S larga mos keladi. Buning natijasida I o'yinchi II o‘yinchiga
60 — 40 = 20 birlik yutqazadi. Tabiiyki, tashlashlar soni ortib
borishi bilan durang natijaga kelishni kutish mumkin, ya’ni hech
bir o‘yinchi yutmaydi.

Masalan, tanga tashlash saqqo tashlash oyinlari kabi, [0, 1]
oraligdagi tasodifiy sonlardan foydalanish barcha natijalarga bir
xil ehtimollik beruvehi mos tagsimot bilan tanlashga chegara
qo'yilganga o‘xshaydi. Aslida unday emas. Quyidagi misollar
orgali ko‘rsatiladiki, ixtiyoriy ehtimol tagsimotiga bo‘ysunuvchi

410



natijani [0, 1] oraliqga tegishli tasodifiy sonlar bilan generatsiya
gilish mumkin.

Ixtiyorty tagsimotda [0, 1) oraligdagi tasodifiy sonlardan foy-
dalanishga o‘tishdan avval, o‘yin saqqosini tashlash o'yinini
boshgacha nuqtayi nazardan ko‘rib chigamiz. Buning uchun,
@ bilan natija (tasodifiy o‘zgaruvchini), p(x) va f(z) bilan
mos ravishda ehtimollikning zichlik va tagsimot funksiyalari-
ni belgilaymiz. U holda 4.2-jadvaldagi f(z) bilan x orasidagi
bog‘lanishdan ko‘rinib turibdiki, z ning turli qiymatiari bilan
[0, 1] ning oraliq ostilari orasidagi bog‘lanish quyidagicha bo‘lar
ckan:

4.8-jadval

]
|
"

z=1| 0< F(z) <1/6 1/2 < F(z) <2/3

2/3 < F(z) < 5/6

x=2{1/6< F(z)<1/3
z=3(1/3< F(z) <1/2]

8
H
Ut

8
I
(=]

5/6 < F(z) <1

[0,1] oraligda R tasodifiy sonni generatsiva gilish bilan, uni
f(x) ga tenglashtirish orqali natija z ning giymatini aniglash
mumkin. Masalan, R = 0,4 uchun, f(z} = 0,4 tenglikdan va
4.3-jadvaldan z = 3 ekanligini topamiz. Bu usulni ishlatish f(z)
funksiyaning teskarisini topish bilan ekvivalent va u Inversiya
vsulini tatbiq qilishga mos keladi.

[0, 1] oraliqda tekis tagsimlangan f{z) funksiya uchun, ixtiyo-
riy ehtimol tagsimotiga inversiya usulini qo‘llash mumkin. Ush-
bu natija ixtiyoriy f(x) uchun, oson isbotlanadi. Faraz gilaylik,
y = f(z), 0 <y <1 y= f(x) kattalikning tagsimot ehtimolligi
G(z) bo'lsin. U holda quyidagini munosabatlarni hosil qilamiz:

Gly)=Ply<Y}=P{Fx) <Y}=P{a < F(Y)}=
=F{F Y Y)}=Y,0<Y <L
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Bu xossa kattalik uchun, tekis tagsimlangan holda va fagat shu
holda o‘rinli bo‘ladi. Ushbu natija ham diskret, ham uzluksiz
tagsimotlar uchun, o‘rinlidir.

Diskret tagsimotlar uchun, inversiya usuli, xuddi soqqa tash-
lashdagi misoldagi mulohazalar kabi olib boriladi. Endi uzluksiz
tagsimot bo‘igan holni garaylik.

2-misol.(eksponensial tagsimotda tanlama.) Faraz qgilay-
lik, qandaydir xizmat ko‘rsatish sistemasida xizmat ko‘rsatish
vaqti ¢ eksponensial qonun bilan tagsimlangan bolib, xizmat
ko‘rsatish tezligi 1 bo‘lsin. U holda ¢ kattalikning tagsimot chti-
molligi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

f@)=pe™, t>0
Demak,
t
flt)y = Zpe'““dw =1 - pe .
’ 0
Agar R0, 1] oraliqdagi tasodifiy son bo'lsa, f(t) = R deb olish
bilan quyidagini hosil gilamiz:
R=1—pe™
yoki .
1
t=— (;) in(1 - R) = — (ﬁ)an.

Oxirgi tenglikda 1 — R ni R ga almashtirilishiga sabab, R va
1 — Rlar |0, 1) oraligda teng imkoniyatli tasodifiy sonlardir.

Monte-Karlo usuli

Modellashtirishdan foydalanalivotgan paytda ko'p vaqt maz-
munan statistik tajribani ifodalovchi imitatsion modellashtirish,
uning natijasi esa statistik testlar asosida izohlash talab etilishi,
digqat-e’tibordan chetta qoladi. Bundan tashqgari bunday mo-
dellashtirishning o‘ziga xos ekanligi, ya'ni uning natijasi fagat
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tajribani yetarlicha ko'p takrorlash orqali statsionar giymatiga
kelish mumkinligini bilish zarur. Model kelajakda kutish mum-
kin bo‘lgan natija haqgida tasavvurni hosil qilishi uchun, modelni
tekshirish yetarlicha uzoq vaqt davom etishi zarur, bu bilan sta-
tsionarlik sharti ham kafolatlangan bo‘ladi. Odatda "yetarlicha
uzoq vaqt" tushunchasi juda murakkab bo‘lib, u modellashtiri-
layotgan sistema turiga hamda boshlang‘ich shartlarga bog‘liq
bo‘ladi. Yuqorida keltirilgan mulohazalarni tasdiglash ma’nosida
Monte — Karlo usuli bilan tanishib chigamiz:

Y

(‘_4’ 7) (61 7)

(—4,-3) (6,-3)

(z-1)2+(@y—2°=25
4.1-rasm.

Yuqorida ko‘rilgan misol sodda bo‘lishiga qaramasdan na-
munalidir. Diametri ma’lum bo‘lgan doiraning yuzini tasodi-
fiy miqdorning qiymatlari yordamida aniqlangan tanlamalar
asosida topish talab etilsin. Doiraning tomonlari diametrga
teng bo‘lgan kvadrat ichiga joylashtiramiz. Bizning maqsad
doira yuzini topishda tanlamalardan foydalanish, chunki model-
lashtirishda ma’lumotlarni fagat usul bilan olish mumkin. Bularni
tushuntirish magsadida aniq sonli misol ko‘ramiz. Markazi (1, 2)
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da va radiusi r = 5sm bo‘lgan doira berilgan. Ushbu doiraning
aylanasi:
(-1 +(y-2?2=25

tenglamaga ega bo'ladi. Kvadratning uchlari (—4, —3), (6,-3),
(—4,7) va (6,7) nuqtalarda joylashgan bo‘lib, ular figuraning geo-
metrik xossasidan kelib chigadi. Kvadrat ichidagi yoki aylanadagi
ixtiyoriy (z,y) nuqtalar —4 < z < 6 va —3 < y < 7 tengsizlik-
larni qanoatlantiradi.

Monte-Karlo usulini qo‘llaghda tanlamalardan foydalanish
quyidagiga asoslangan, yami —4 < z < 6va -3 < y < 7
kvadratdan olingan nugtalarning paydo bo'lishi teng chtimollik-
ka ega, = va y quyidagi:

| 1/10, —4 <z <8,
/ (‘”)*{ 0, aks holda

,_ 1/101 *353’577
9y) = { 0, aks holda

ehtimollik zichligi bilan aniglangan bo‘lib, tekis taqsimlangan.
Endi (z,y) nuqtani f(z) va g(y) tagsimotlarga mos ravishda
aniglaymiz. Bu jarayonni davom cttirgan holda doira yoki ay-
lanaga tushgan nuqtalar sonini hisoblaymiz.

Faraz qilaylik, tanlama n kuzatishdan iborat bo‘lib, bu n nug-
tadan m tasi doira ichiga yoki aylanaga kelib tushgan bo‘lsin.

U holda doiraning yuzi bahosi = m/n, kvadratning yuzi
= (m/n)(10 x 10) = 100m/n. Doiraning yuzini shunga o'xshash
usul bilan aniqlashni, quyidagicha asoslash mumkin, ya'ni tanla-
ma tanlash jarayonida ixtiyoriy (z, y) nugta kvadratning ixtiyoriy
joyiga bir xil ehtimollik bilan tushadi. Shu sababli m/n nisbat
doiraning yuzini kvadrat yuziga nisbatan baholashni ifodalaydi.

Modellashtirishda statistik xatolikning ta’sirini o‘rganish
magsadida masala n ning turli 100, 200, 500, 1000, 2060, 5000 va
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10000 qiymatlarida yechib ko‘rildi. n ning har bir giymatida 10
tadan turli tasodifiy sonlar olindi, buning har birida tasodifiy
sonlarning turli ketma-ketliklari hadlari [0, 1] dan olindi.

Tasodi fiy Tajribalar sont n ning qiymati
sonlar olish berilgan doira yuzini baholash

tartibi 1100 | 200 | 500 | 1000 {2000 |5000 |10000
78,0(79,5|77,4) 76,2 | 78,8 |78,22| 78,77
70,0(77,0181,0] 76,2 | 78,7 |78,6 78,23
81.0(79,5|77,2| 79,0 [79.15|77,72 78,88
70,0|77,0{77,0, 79,7 |78,7 |77,76|78,03
79,01(77,0,79,4(77.0 (79,45(79,0 |78,21
81,0(76,0(79,2| 78,8 | 77,65 78,68 |78,27
77,0178,0179,0] 77,3 {78,4 |79,0879,64
78,0179,5180,2 | 80,2 | 77,05 78,54 | 78,27
82,0(76,5(80,4( 79,5 | 79,75 178,34 78,67

10 75,0 (82,0(75,6| 79,8 [79,0 |78,22|78,16
O'‘rtacha |77,1]78,2 178, 64| 78,37| 78,56 | 78,42 | 78,57
Dispersiya 118,313,5 {3,1 12,4 0,66 (0,23 10,22
T Yuzaning aniq giymati = 78, 54sm

—_

R~ Oy |Gt N

=]

!

Ushbu Jadvalda tajriba natijalari keltirilgan. Ulardan foydalan-
gan holda quyidagilarni keltirish mumkin.

1. Tajribalar soni ortishi bilan doira yuzini baholash aniq qiy-
matga yaqinlashib boraveradi. 4.2-rasmda n ning turli giymatla-
rida 1 va 2 ta hollar ko‘rilgan. Bundan ko‘rinib turibdiki, avval
aniq qiymat atrofida tebranib turadi, keyinchalik stabillashadi.
Bu hol tajribani yetarlicha ko‘p o‘tkazilgandan so‘ng ro‘y beradi.
Odatda, ko‘pchilik imitatsion modcllashtirishlarda shu statsionar
holatdagi natijalar muhim bo‘ladi.

2. n ning bir xil qiymatida tasodifiy sonlarning giymatlari bilan
farqlanuvchi 10 ta variantning har birida turli baholashlar olin-
gan. Bu variantlarning har birini modcllashtirish bilan bog‘liq
bo'lgan tajribadagi kuzatuv deb hisoblash mumkin.
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3. Agar baholashni n ning har bir qiymatida o‘rtachasi olinadi-
gan bo'lsa, xatolik kamayib boradi. Bu bog'lanish 4.3-rasmda
ko'rsatilgan va shu bilan birga statsionar holatga kelinganda n
ortishi dispersiyaning kamayishiga olib keladi. n ning qiymati
100 dan 200 ga o‘zgarganda dispersiya qiymati 18,3 dan 3,5 ga
keskin kamayadi. Bu oraligdan boshqa oraliglarda bunday keskin
kamayish kuzatilmaydi. Oxirgi natija shuni ko‘rsatadiki, chegara
borki shundan boshlab natijaning aniqligi, dispersiya bilan ifo-
dalanganda aytarli o‘zgarmaydi.

ol 1-pragon

=

) 1 -

100 200 500 1000 2000 5000 10000

4.2-rasm.

o‘rtacha aniq giymat
N N

10+

disQarsi va,

100 200 500 1000 2000 5000 10000
4.8-rasm.
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Imitatsion modclning tatbiq qilinish xarajatlari tajribalar
o‘tkazish soniga bog'liq. Shuning uchun, natijani topishdagi katta
xarajat bilan katta aniglik (dispersiya kichik) orasidagi o‘rtacha
vo'lni topish muhimdir.

4. Yuzani baholash tarqoq bo‘lganligi sababli, modellashtirish
bilan bog'liq bo‘lgan tajriba natijalari ishonchl oraliglar orqali
ifodalanishi muhim bo‘lib, u haqigly giymatdan qanchalik farg
qilishini ko‘rsatib beradi. Ko‘rilayotgan misolda, agar A may-
donning aniq giymatini ifodalab N kuzatish natijasida A va §?
lar mos ravishda o‘rtacha va dispersiyani aks ettirsa, u holda A
uchun, 100(1 — «) foizli ishonchli interval

A—(s/ \/N)ta/ZN—] <A< A+(s/ \/ﬁ)ta/z,Nq
bo‘ladi, bu yerda tw/2, N — 1 bilan N — 1 darajali erkinlikka cga
bo‘lgan t— tagsimotning (100a/2) foizli nuqtasi belgilangan.

Bunda N kuzatuvlar sonini bildirsa, n — modeldagi tajribalar
sonini bildiradi.

4.4-jedval

v odcé}iagi t,;xjribala,r soni | N = 10 dagt 95 foizli ishonch nmlz’g"{
100 74,04 < A < 80,16
200 76,86 < A < 79,54
500 77,38 < A < 79,90
o 10000 M, <A<T9,48
2000 77,98 < A < 79,14
5000 78,08 < A < 78,76

10000 78,23<A<8890 |

4.4-jadvalda  ko'rilayotgan

misolda tajribalar soni turli

bo‘lganda ishonch oraliglari 95 foiz bo‘lgan hollar keltirilgan.
Bunda kuzatishlar soni bir xil N = 10. (Hisoblash qanday boril-
ganligini bilish uchun, 4.4-jadvalni tekshirib ko‘rish taklif ctiladi.)

417



4.4-jadvalda keltirilgan natijalar shuni ko‘rsatadiki, barcha
ishonch oraliglari aniq qiymat (= 78654sm?)ni o'z ichiga oladi.
Tajribalar soni ortib, statsionar holga kelganda ishonch oraliglari
kichrayib boradi (n = 100 va n = 10000). Ixtiyoriy statistik
tajribada kuzatishlar soni N kattalashishi bilan ishonch oralig'
kichiklashib borsa ham, modellashtirishga bog'liq bo‘lgan tajri-
baning o‘zigi xosligi, ishonch oralig'i modeldagi tajribalar soni-
ga ham bog'ligdir. Shu sababli modcldagi tajribalar soni or-
tishi bilan natijalarning tarqoqligi kam bo‘lib, yanada anigroq
yechim olinadi. Boshqacha aytganda modellashtirishning nati-
jalarini yaxshilash uchun, statsionar holatni ta’minlovchi kuza-
tishgacha olib borish lozim.

Yuqorida ko‘rilgan misolning magsadi — imitatsion modcl-
lashtirish bu modelni yaratish va unga mos dastur yaratish bilan
chegaralanmagan holda, modcllashtirish statistik tajriba bo'lib,
natijalarni shu nuqtayi nazardan qarash talab etiladi. Xususan,
modellashtirish uchun, olib borilgan ixtivorily tajribada quyidagi
savollarga javob berish lozim bo‘ladi:

1. Statsionar holatga kelish uchun, tajribalar soni nechta
bo‘lishi kerak?

2. Qanday qilib statistik bog'ligsiz kuzatishlarni olish mumkin?

3. Xarajatlarni ma’qul darajada saqlab, aniglikni ham
yo'qotmagan holda modellashtirishning natijalarini qanday olish
murmkin?

4. Ishonch oralig'ini zaruriy holatga keltirish uchun, nechta
kuzatuv talab etiladi?

Bu masalalarni amalga oshirish oddiy emasligi ravshan.

Nazorat savollari

1. [0,1] oraligdagi tasodifiy sonni oraliqni 100 ga ko‘paytirish
bilan [0, 100) oraligdan olinadigan tasodifiy songa o‘tkazish mum-
kinmi?
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2. 10, 1] oraligdan tasodifiy sondan tashkil topgan sonlar ketma-
ketligidan tanlama hosil qilish uchun, olingan tagsimot tekis
{tnqsimlangan bo‘lishi shartmi?

3. Imitatsion modellashtirish yordamida olingan natija model-
ning tajriba soniga bog'liq emasmi?

4. Ixtiyorly imitatsion mode] statistik tajribadan iborat bo‘lib,
natija statistik xatolikdan iboratmi?

5. Imitatsion modelning natijasini aniqroq baholashda kuza-
tishni o‘rtalatish orqali amalga oshirib bo‘ladimi?

6. Modcllashtirishda o‘tish va statsionar holatlar chegarasini
har vaqt aniq belgilash murkinmi?

7. Takrorlashning asosiy afzalligi shundan iboratki, kuzatishlar
statistik bog‘liq emas, shu to'g'rimi?

8. Imitatsion modeldan foydalanishda unda modellashtirish
oralig‘ida paydo bo'ladigan barcha hodisalarni avvaldan genera-
tsiya gilish shartmi?

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

5.4. Imitatsion modellashtirish. Monte-Karlo usuli
mavzusiga doir

1. Oshiq tashlaganda 1 va 6 ragamlari tushsa yutuq, aks
holda yutqiziq bo‘ladi: a) berilgan holatni ifodalovchi tagsi-
mot aniglansin; b) ushbu jarayon 10 marta gaytarilsa 1-jadval-
ning birinchi ustunidan foydalangan holda yutuq yoki yutqizigq
bo‘lishligi aniglansin.

2. Mijozlarga xizmat ko‘rsatish tizimiga kelish gonuni Puas-
son tagsimoti bo‘lib, jadalligi soatiga 10 ta mijozga xiz-
mat ko‘rsatishdan iborat. Ammo tizim barcha mijozlarga xiz-
mat ko‘rsata olmasligi sababli har ikkinchi mijozga xizmat
ko‘rsatishga ruxsat berildi. 4.1-jadvalning birinchi ustunidan foy-
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dalangan holda xizmat ko‘rsatiladigan birinchi uchta mijozning
kelish vaqtlari aniglansin.

3. Xizmat ko'rsatish tizimida keyingi soatdagi xizmat
ko‘rsatish tezligi avvalgi soatdagi mijozlar soniga qarab tartib-
ga solinadi. Odatda, mijozlar soui soatiga 5 ta bo‘lib, ularning
kelishi Puasson tagsimot qoniniga bo‘ysunadi. 1-jadvalning 1-
ustunidan foydalangan holda mijozlarni 1 va 2-soatlarda kelish
soni aniglansin.

4. 4.1-jadvalning 1-ustunidagi 30 ta sondan foydalanib,

6
/ r2dz
3

integralning giymati baholansin.

5. 4.1-jadvalning 1-ustunidagi 30 ta sondan foydalanib tomon-
lari 2 sm bo‘lgan teng tomonli uchburchakning yuzasini baholang.
Olingan natijani uchburchak yuzining aniq giymati bilan solish-
tiring.



VI BOB.
VARIATSION HISOB MASALASI

Ma'lumki, biz ko‘rib kelgan funksiyalar, odatda, bitta yoki
bir nechta erkli o‘zgaruvchilarga bog‘liq bo‘lar edi. Lekin ko‘p
masalalarda bunday funksiyalar tushunchasi yetarli bo‘lmay
qoladi: masalan, o‘tkazgich bo‘ylab clektr toki ogimi o‘tganda
o‘tkazgich atrofida hosil bo‘lgan elektromagnit maydonining
kuchlanishi o‘tkazgich ega bo‘lgan egri chiziq shakliga bog'liq.
Uchirilayotgan raketalar Yer sun’iy yo‘ldoshlari va planetalararo
kosmik kemalar sirtlarining shakllari ham katta ahamiyatga
cga, aynigsa yer atmosferasiga kirganda mumkin qadar kam-
roq qizish, atmosfera qarshiligini mumkin qadar kamroq sezish
uchun, albatta, bu kemalarning shakllari katta ahamiyatga
cgadir. Funksional analiz kursida operatorlar, akslantirish-
lar, ko'p qiymatli funksiyalar haqidagi tushunchalar atroflicha
o‘rganib chigiladi. Variatsion hisob fanida akslantirishlarning
xususiy holi bo‘lgan integral orqali berilgan funksionalning eks-
tremum masalasi o‘rganiladi.

1-§. Variatsion hisobning sodda masalasi.
Eyler tenglamasi

1-ta’rif. Funksional fazo osti to‘plamini hagigiy sonlar
to‘plamiga akslantirishga funksional deb ataladi.
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Integral ko‘rinishdagi funksional quyidagicha:

T

vly = f F(z,y,y)dx (1.1)
. L) '
berilgan bo‘ladi. Bu yerda F(xz,y,%/), ¥ = y(z) lar ma’lum fun-
ksiyalar sinfiga tegishli bo'lishadi. Bundan tashqari y = y(z)
funksiya quyidagi:

¥(2o) = o, y(z1) =y (1.2)

chegaraviy shartlarni ham ganoatlantirish lozim.

Berilgan chegaraviy (1.2)-shartlarni qanoatiantiruvchi chizig-
lar ichidan chizigni topish kerakki, natijada (1.1)-funksional ek-
stremumga erishsin. Bu variatsion hisobning eng soddae masalasi
deb ataladi.

Misol sifatida, variatsion hisobni shitob bilan rivojlanishiga
turtki bergan, I. Bernulli tomonidan birinchi bor ¢’lon qilingan
Braxistoxrona masalasini garaylik.

Tekislikda, bir paytda vertikal va gorizantal chiziglarda joy-
lashmagan A(zg,yo) va B(y, y1) nuqtalarni tutashtiruvchi chi-
ziq bo‘ylab jism o'z og'irligi ta'sirida yuqoridan pastga qarab
harakatlanadi. Savol: chiziq qanday shaklda bo‘lganda jismning
B(y1,y1) nuqtaga kelish uchun, ketgan vaqti eng qisqa bo‘ladi?

Berilgan A va B nuqtalar 1.1-rasmda ko‘rsatilgan holatda
bo‘lishsin.

Fizik nuqtayi nazardan izlanayotgan chiziq to‘g‘ri chizigning
kesmasi bo‘la olmaydi, chunki unda jismning tezligi sekin ortadi,
bu holda A dan B ga kelish uchun ko‘prog vagt talab etiladi.

Izlanayotgan egri chizigq y = y(z) bilan belgilansin. U holda
tushayotgan jismning vertikal bo‘yicha y masofa o‘tgandagi tez-
ligi %‘E = /2gyga teng bo‘ladi. Biz bilamizki, egri chiziqning cle-

mentar yoyi ds = /1 + y2dzx ga teng, shu sababli dt = %dm
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hosil bo‘ladi. Bundan umumiy vagt T' quyidagiga:

/WW

teng bo'ladi. qilib quyidagi masalaga kelamiz: ¢{0) = 0, y(z,) =
yy shartlarni qanoatlantiruvchi y = y(z) funksiyalar ichidan
(1.1)-funksionalga minimum beruvchi funksiyani toping.

A(0,0)

x

P(z,y)

B(Whyl)

1.1-rasm

Ko'rsatiladiki, egri chiziq sikloidadan iborat bo‘lib, uning

tenglamasi: ,
x = R(t ~ sint),

y = R(1 — cost)

ko‘rinishda bo‘ladi. Bunda R iladigan aylana radiusidir.

Lemma(Lagranj). [z, x1] oralida uzluksiz bo‘lgan m(z) fun-
ksiya va shu oraligda C*[z¢, z1) sinfga tegishli n(zg) = n(z;) =0
shartlarni ganoatlantiruvehi ixtiyoriy n(z) funksiya uchun, ush-
bu:

Ty

/ m(z)n(x)dz =0
zg
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda m(x) = 0 bo'ladi.
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Isbot. Teskarisidan faraz qilish usulidan foydalanamiz, ya'ni
(xp, z1) oraligda & nuqta topilsinki, m(§) # 0 tengsizlik o‘rinli
bo‘lsin. Aniglik uchun, m(€) > 0 deb olaylik. U holda m(z)
ning uzluksizligidan bu nuqtani o'z ichiga olgan (&g, &) C [, 74]
oralig topiladiki, unda m(z) > 0 tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. 5(z)
funksiyani quyidagicha qurib olamiz: no(z) = (= — &)*(z — &),
agar € (£o,&1); m(x) = 0, agar 2€(&,&,). Bu ng(z) funksiya
lemma shartlarini qanoatlantiradi. Bulardan quyidagini hosil gi-
lamiz:

x] &
/ m(z)ne(z) dz = / m(z)no(z) dz > 0
0 )

bu esa lemma shartiga zid. Demak, farazimiz noto‘g‘ri. Bundan
kelib chiqadiki [zq, z;] oraligda m(z) = 0. Lemma isbot bo‘ldi.

Eyler tenglamasi

Integral ko‘rinishdagi funksionalning ckstremumini topish
uchun, zaruriy shartlarni aniglash masalasiga o‘taylik. Faraz qi-
laylik, v{y] funksional (1.2)-shartlarni qanoatlantiruvehi y(z) egri
chiziq ustida ekstrermmumga crishsin. Berilgan egri chiziq y(z) va
unga ma’lum ma'noda yaqin bo‘lgan §(z) egri chiziglar ustidagi
funksional qiymatlarini mos ravishda v[y], v[g] bilan belgilaymiz.
U holda v[y] funksional orttirmasi quyidagicha aniglanadi:

T 1
OLv= [F(z,4,7)dr — [ F(z,y,y)dr =

g 0 (1.3)
= [[F(z,5,7) — F(z,y,y)) dz.
%0

Oxirgi integral belgisi ostidagi ifodaga o'rta qiymat haqidagi
teoremani qo‘llab quyidagini hosil qilamiz:

F(z,5,9)— flz,y,y) = Flz,y+6y, ¥ +6y')— F(z,y, v/ + 0y )+
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, OF (x,y+ 00y, y + oy
+F(z,y,y'+0y ) —F(z,y,y) = @,y 3yyy y)( —y)+

OF(z,y.y +915y)( )= 2 J,y)5y+3F’(£v YY) 5
oy’ oy
bu yerda r — qoldiq, dy = § — v, Jy’ T4 bolgllashlar kiri-
tilgan.
Endi buni (1.3) ga olib borib qo‘ysak quyidagini hosil gilamiz:

Av = /(QE&; + ggéy) dz + R,

0

bunda R qo‘shiluvchi 8y va 6y’ larga nisbatan cheksiz kichik miqg-
dordir. Oxirgi orttirmaning bosh gismi bo‘lgan:

integral funksionalning variatsiyasi deyiladi va u v bilan belgi-
lanadi. Variatsiyani ifodalovchi integralni bo‘laklab integrallash
va 0y(zg) = dy(z1) = 0 ni hisobga olgan holda quyidagiga ega

bo‘lamiz: o
oF OF
du = ﬂ’é}? - d'L'(By )]59‘1‘”

)

Bundan kelib chiqadiki, funksionalning ekstremumi, dy va oy’
lar kichik miqdorlar bo‘lganda, dv variatsiyaning ishorasi bi-
Jan aniglanadi. Ammo v variatsiya 0y va dy’ lar hisobiga turli
ishoraga cga bo‘lishi mumkin, shu sababli dv variatsiya, demak,
integralning qiymati nolga teng bo‘lishi kerak. Ya'ni:

JEE () ayas o
Tg
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tenglik funksionalning ekstremumga erishishining zaruriy sharti
bo'ladi.
Oxirgi tenglikka Lagranj lemmasini go‘llash orgali quyidagi:
oF d (3F) _
oy dz\dy'/
ikkinchi tartibli differensial tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu diffe-
rensial tenglama, Eyler tenglamasi deb ataladi. Uning yechimlari
ekstremallar, (1.2)-chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi
exstremal esa joiz ekstremal deb ataladi.

2-§. Lagranj masalasi

Masalaning qo‘yilishi. Variatsion hisobning shartli ckstre-
mum masalasida funksional aniqlangan egri chiziglar chegara-
viy shartlardan tashqari yana boshqa qo‘shimcha shartlarni hamn
qanoatlantirishi kerak. Bu shartlar turlicha ko‘rinishda bo'lib,
biz ularning tenglamalar ko‘rinishda berilgan holi bilan tanishib
chiqamiz. Avval tenglamalarda funksiyalarning hosilalari ishtirok
ctmagan (golonom bo‘lgan bog'lanish), keyin hosilalari ishtirok
etgan (golonom bo‘lmagan bog'lanish) hollari ko‘rib chiqiladi.

Quyidagi:

y1($0) = Y10, ?12(3?0) = Yo -y ?/n(l’o) = Yno,

y(z1) = 111, 12(T1) = Y1, - Ya(Z1) = Um (2.1)
chegaraviy shartlar va
(T, g1 Y2y ) =0, i=1,2, .k <mn (2.2)
bog'lanishlar bo‘lganda:
z1
UYL, Y2, s Y] = /F(z,yl,yz, o Yo Y1 Yoo s Yo AT (2.3)
2
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funksionalning ckstremumini  topish asalasiga golonom
bog lanishli Lagranj masalasi deb ataladi.

(2.2)-shartlar bog‘ligsiz bo‘lishligi uchun, ixtiyoriy y1.y2, ..., Yn
larda

a1 dq1
ayl : 6‘yn
rang | ..., =k
9% Joy
omn Oyn

bo‘lishlikni talab etish yetarli.

qilib (2.3)-funksional nafaqat (2.1)-chegaraviy shartlarni, shu
bilan birga (2.2)-bog‘lanishlarni ham ganoatlantiruvchi joiz fun-
ksiyalar ustida ko'riladi. Shuning uchun, (2.1)-chegaraviy shart-
larni qanoatlantiruvchi ekstremallar, (2.2)-bog‘lanishlar orqali
aniqlanadigan, n — k o‘lchamli ko‘pxillikka tegishli bo‘lishi ke-
rak.

(2.1)-chegaraviy shartlar quyidagi:

yk+1($o) = Yr+10, yk+2(370) = Yk+20; -+ yn(x[]) = Yno,

Yer1(T1) = Yrr11: Yra2(21) = Y2, - YalZ1) = Yma
ko‘rinishda ham berilishi mumkin, unda yetishmayotgan chega-
raviy shartlar (2.2)-bog'lanishlar yordamida topiladi.

Lagranj masalasi ko‘p o‘zgaruvchili shartli ckstremum masalasi
kabi yechiladi. Buning uchun, yangi:
7
0y, Y2, Yol = [ IF(@ 01 Yo o Yoo Y1, Yoo - Y
o (2.4)

k
-+ Z} /\t(a,)g,(a», Y1, Y2, -5 yn) dz
22T

ko‘rinishdagi funksional kiritamiz, bu yerda X(z)(i = 1,
2, ..., k) — lar aniqlanishi lozim bo‘lgan funksiyalardir.

Bu (2.4)-funksionalga nisbatan shartsiz ckstremum masalasi
yechiladi, shu bilan birga y;(2)(j = 1,2,..,n) va A(x)(@ =
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1,2,..., k) funksiyalarni aniqlash kecrak bo‘ladi. (2.4)-funksional
uchun, Eyler tenglamasi quyidagi:

dz ay;
gi(m, Y1, 2, -, yn) = 0) ¢ = 15 27 ceey k.
ko‘rinishda bo‘ladi.

(2.5)-sistema n + k ta tenglamadan iborat bo‘lib, shuncha no-
ma’lumdau tashkil topgan. Differensial tenglamalar sisternasini
integrallanganda 2n ta o‘zgarmas sonlar bo'lib, ularning qiymat-
lari {2.1)-chegaraviy shartlardan aniglanadi.

Agar (2.4) funksional y(z) = (y1(z), ya(z), ..., ya(z)) egri chi-
ziqda shartsiz ekstremumnga crishsa, u holda (2.3) funksional y(z)
da shartli ckstremumga erishadi. Hagigatan, agar y(z) da (2.4)
funksional shartsiz ekstremumga erishgan bo‘lsa, unda u (2.5) —
Eyler tenglamasini ganoatlantiradi. Demak, v{y] = v*[y] bo‘ladi.
Shu bilan birga, agar y(z) (2.4) funksionalga shartsiz ekstremum
bersa, u holda (2.2) bog‘lanish orqali torroq bo‘lgan funksiya-
lar sinfida (2.3) funksionalga ham ekstremum beradi. Teskari
tasdiqni isbotlash murakkabroq bo‘lganligi sababli bu yerda u
ko‘rsatilmaydi.

Yugqorida ko‘rsatiigan usul bilan boshlang‘ich masalaning bar-
cha yechimlari olinishi mumkinmi savoliga quyidagi teorema
Jjavob beradi.

Teorema. Agar (2.3) funksional (2.2) shart ostida y(z) =
{(y1(x), ya(z), .., yn(z)) egri chizigda ckstremumga crishsa, u hol-
da A(z), Xa(z), ..., Ak{x) ko' paytuvchilar mavjudki, natijada y(z)
(2.5)-Eyler tenglamasini qanoatlantiradi.

Isbot. Avval (2.3)-funksionalning variatsiyasini hisoblaymiz:

oF aF ,
(S’U[ylv Y2, - yn /Z (aJ 5 j) dx,
7
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bu yerda dy; y; funksiyaning variatsiyasi bo‘lib, quyidagi shart-
larni ganoatlantiradi:

8y;(xo) = 0y(z1) =0, j=1,2,...,m

Yugqoridagi ifodani chegaraviy shartlarni hisobga olgan holda,
bo'laklab integrallash orgali quyidagini hosil gilamiz:

d dF
vy, Y2, - Yn) = fz (5; - a;ay ) dy; dz.
J 7

y; funksiyalar bog’ ianish tenglamalarini qanoatlantiradi, shu
sababli dy; variyatsiyalar ixtiyoriy emas. Demak, bu yerda va-
riatsion hisobning asosiy lemmasini (Lagranj lemmasi) qo‘llab
bo'lmaydi. Bu bog‘lanishni aniglash uchun,

gi{z, 1 + 0y, Y2 + 0Yo, o Un +0yn) =0, i =1,2, .,k
tengliklarning chap tomonini Teylor qatoriga yoyib dy; larga nis-
batan chiziqli gismini olamiz:
9T, Y1, %2, yn) =0, t = 1,2, .k <mn,
bog‘lanishlarni hisobga olgan holda quyidagiga ega bo‘lamiz

0
Zag’auj_o i=1,2 .k (2.6)
i=1
Bu §y; larga nisbatan bir jinsli algebraik tenglamalar sistema-

sidir. Shartga asosan (—D—E%;—Eg) jadvalning rangi k ga teng,
shu sababli dyk.1, dYga2, ..., 0Yn larni erkin o‘zgaruvchilar deb hi-
soblash mumkin. (2.6)-sistemaning har bir tenglamasini mos ra-
vishda Aj(z) ga ko'paytirib, [z, 21] oraligda integrallab, so‘ng
ularni dvfy] ifodaga qo‘shib quyidagi tenglikka ega bo‘lamiz:

c‘?gt d OF
Ai(2)— — —— | dy, dx =
[5 (- Srog-28) me-
To

429



Endi A;(z) ko‘paytuvchilarni tanlaymizki, natijada integral os-
tidagi ifodaning birinchi k& ta qo‘shiluvchisi nolga aylansin:

k
F dg; dOF L
— + Zl: /\z(iﬁ)g;j - d_x@; =0, 5=1,2,..,k. (2.7)

Ushbu tenglamalar sistemasi Aj(z) noma’lumlarga nisbatan
yagona yechimga ega. Bu inobatga olinsa ekstremumga erishish-
ning zaruriy sharti quyidagicha bo‘ladi:

k
fZ (BF Z" ?Qz_. daF)Jdex*

Oy;

Bu ifodada dy; lar ixtiyoriy, demak, variatsion hisobning asosiy
lemmasiga asosan,

ZA(')*-——‘?—QE—O F=k+1L,k+2,..,n (28)

bo‘ladi.

(2.7) va (2.8) tengliklardan kelib chigadiki, (2.3)-funksionalga.
shartli ekstremum beruvchi yi(z), ya(z), ..., Yn(z) funksiyalar yor-
damchi v*[y] funksionalga mos Eyler tenglamasini qanoatlantirar
ckan. Teorcma isbot bo‘ldi.

Endi (2.2)-ko‘rinishdagi bog‘lanishlar noma’lum funksiya-
larning hosilasiga bogliq (golonom bo‘lmagan) bo‘lgan holni
garaymiz. Unda masala quyidagicha qo‘yiladi: Quyidagi:

(o) = yi0, w2(z0) = %20, .- yn(xO} = Yno» (2.9)
y1(Z1) = v, w(2) = Vo1, -, Yn(21) = Y1,

chegaraviy shartlar va

gi(xyyhy% ecy yn7yisyéa ,?}:1) = 07 1= 1) 2: e k < n, (210)
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bog‘lanishlar bo‘lganda:

v[ylr Y2, .0y yn] = / F(.’B, Y1, Y2: -+ Yns y;_* yé; “eey y:z)dx (211)
xp
funksionalning ekstremumi topilsin.
Bunda (2.10)-shartlar bog‘ligsiz, buning uchun, ixtiyoriy
Y1,%2, - Yn da:

dg1 5]
AR 7
rang | -......... =k
g D
o 5&%

bo'lishlik talab etilishi yetarli.

Xuddi avvalgi masala kabi, bunda ham (2.9)—(2.11)-shartli
masala Lagranj ko'paytuvchilari A;(x) lar yordamida shartsiz
ckstremum masalasiga keltiriladi:

zy
I[F("B? Y1, Y25 -5 Yns y{ﬁyér"ry:m)—f_
o (2.12)

+Zl Az(x)gz(xa Y Y2: ooy Un, yiJ yéa “eey y;l)] d.fL',
=

ko‘rinishdagi funksional kiritamiz, bu yerda A(z)(¢ = 1,
2, ..., k)lar aniglanishi lozim bo‘lgan funksiyalardir.

Bu (2.12)-funksionalga nisbatan shartsiz ekstremum masala-
si yechiladi, shu bilan birga y;(2)(j = 1,2,...,n) va X(z)( =
1,2, ..., k) funksiyalarni aniglash kerak bo‘ladi. (2.12)-funksional
uchun, Ey]cr tenglamasi quvidagi:

_a -
gl(x yl Yo, -,yn.yl.yz. ,yn) 0,i=12.k
ko‘rinishda bo‘ladi.
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Avvalgiga o‘xshash bu yerda ham n + k ta noma'lum
YL, Y25 -y Yny AL, A2, ..., A; va shuncha tenglamaga ega bo'lamiz.
Tenglamalarni yechishdan kelib chigadigan 2n ta o‘zgarmaslarni
aniglash uchun, {2.9)- chegaraviy shartlardan foydalaniladi.

Masala. Tebranuvchi jismning harakat dinamikasi quyidagi:

Y1 = Yo,
Yo =—ky—0p+u

tenglamalar sistemasi orqali tavsiflanadi. Bu yerda 3 — jism ho-
latini, yp — tezligini & — ishgalanish koeffitsiyentini, § — elastiklik
koeffitsiyentini, u — tashqi ta’sir kuchini ifodalaydi.

Chegaraviy shartlarni quyidagicha olamiz:

y1(0) = y10, 42(0) = y20. Yi(oc) = y(00) = 0. (2.14)

Ekstremumi aniqlanishi lozim bo‘lgan funksional quyidagi
ko‘rinishda bo‘lsin:

x

vlyr, yo] = f (ayi + Bys + yu®)dt,
Q

bu yerda « > 0, 8 > 0, v > 0— o‘zgarmas sonlar. Bu Lagranj
magalasi bo‘lib yordamchi funksionalni quramiz:

[» o)
vy, ) = / [y + By +yu -+ (g1 —12)+ o (g +kyo+y —u)d t.
0

Ushbu funksional uchun, Eyler tenglamasi:

'yl =Y,

o= —ky — o +u,

A = 2001 + ks, (2.15)
A2 = 2By — AL + B,

2"{‘(1. - /\2 =0
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Oxirgi tenglikdan quyidagiga:
1

uzaz\z

ega bo‘lamiz. Buni (2.15) ning ikkinchi tenglamasiga olib borib
qo‘yish bilan quyidagini hosil qilamiz:

yl = Y2,
jp = —ky, — 6 £ o,
Y2 = —RYL = 0y g (2.16)
AL =20 + kg,
A2 = 2By — A+ BAg.
(2.16)-sistemaning xarakteristik tenglamasi quyidagi:
4 2 B 2, ¥ 2
det(A—uE)=p*+2 k-2 ~ +;+k =0 (2.17)
ko‘rinishda bo‘ladi.
62 B o
B=k(1- )=, C=24k>0
: ( 2k 2y’ 0% +

helgilashlarni kiritamiz. B va C sonlari o‘rtasidagi munosabatga
ko'ra quyidagi hollar bo‘lishi mumkin

I-hol. B®> > C bo'lsin, u holda agar B > 0 bo‘lsa (17-
xarakteristik tenglamaning barcha ildizlari mavhum bo‘lib op-
timal bosharuv yo‘q, agar B < 0 bo'lsa ildizlar quyidagi:

po = L0 paga==x6b

ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda

6=\ -B+VB _C 0=/ B VE-C.

(2.16)-tenglamalar sistemasining yechimida:

yi(t) = 1€t + coe ™ 4 cae®t + cse ™2
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bo‘ladi. (2.14)-chegaraviy shartga asosan ¢; = ¢3 = 0 ekanligi
kelib chigadi.

h(t) = yo(t)
dan foydalanib, quyidagi:

—61t Bot

n(t) = coe™ "V + 4™,

yz(t) = —02918*01t + 64928_92t

tenglamalar sistemasidan c; ™ va c;”%* larni aniglab ¢ =
0?01 4,029 ga qo'yilsa,

7o = —hbays — (02 + 0)ye

hosil bo‘ladi.
Buni (2.15)-tenglamalar sistemasining ikkinchisiga olib borib
qo'yish orqali boshqaruvning sintez ifodasi hosil bo‘ladi:

u = —(002 — k)yy — (61 + 62 — S)1po.

2-hol. B? < C bo'lsin. U holda (2.17)-xarakteristik tenglama-
ning ildizlari

pre=mnt i§ pgg=—nk g
ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda

/\/— B VC+B
n= af _'2__"

Bu holda (2.16)-tenglamalar sistemasidan
Y1 (t) = e™(cicos &t + cpsin £t) + ¢ ™(cacos &t + casin €L) -

ni hosil gilamiz. (2.14)-chegaraviy shartga asosan, ¢; = ¢ = 0
kelib chigadi.
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Yuqoridagiga o'xshash 29 ni 21, 25 o‘zgaruvchilar orqali ifoda-
lnb, buni (2.15) tenglamalar sistemasining ikkinchisiga olib borib
qo'yish orqali boshqaruvning sintez ifodasi hosil bo‘ladi:

é
w= =" +& =k — 201~ e,

Izoperimetrik masala. Umumiy holda chegaralari mahkam-
langan izoperimetrik masala quyidagicha ta’riflanadi:

Chegaraviy

y1($0) = Y0, yz(mo) = Y20, .- yn(-’L‘o) = Yno, (2 18)
yl(xl) = Yn, yz(ﬂfl) = Y21, --ry yn(xl) = Yn1

va izoperimetrik

zy
/H(x, Y1, Y2, s Y, Yis Yos - Yo )d T =45, 1=1,2,.,k (2.19)
0
shartlarni ganoatlantiruvchi ¢y, ¥s, ..., ¥, funksiyalar ichidan,

z1

VY1, Y2, s Yl =[F(x,yl,yz,.-.,yu,yiayé,---,y;)dfc (2.20)
zQ
funksionalga ekstremum beruvchilari topilsin.

I[zoperimetrik (2.18)—(2.20)-masala shartli ekstremum masa-
lasi bo‘lib, Lagranj ko‘paytuvchilar kiritish orgali uni shartsiz
ckstremum masalasiga keltiriladi. Bunda shartsiz ekstremum ma-
salasi quyidagi funksionalga:

91

IU*[ylr Yas - yn] = f [F(‘Tr U1.Y2; - Un, yi? yé’ seey y:],)-*—

0

k
+ E Azﬂ(xa Y1, 492, -5 Yns .U;, yé’ ) y;z)] dzx
=1

nisbatan olib boriladi, bunda A; = const, ¢ = 1,2, ..., k.
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Demak, berilgan (2.18)—(2.20)-izoperimetrik masalani yechish
uchun, funksionalning Eyler tenglamasini tuzish kerak bo‘ladi.
Bunda Eyler tenglamasini yechishdan hosil bo‘ladigan o‘zgarmas
sonlar va A; lar chegaraviy (2.18) va (2.19)-shartlardan topiladi.

Misol. (g, yo) va (x1, 1) nugtalarni birlashtiruvchi uzunligi £
ga teng bo‘lgan egri chizigni topingki, u bilan absissa 0‘qi orasida-
gi soha eng katta bo‘lsin. Bu yerda faraz ctiladiki: yo > 0, y; > 0.

Bu izoperimetrik masala bo‘lib, u quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

y(o) = yo, Y(x1) = 1

chegara va

1
/ V1tyldz =1 (2.21)
zp

shart ostida
Ty

v[y]=/yd:v

Zo

funksionalning maksimumini toping.
Yugoridagi yechish usuliga asosan yordamchi:

I
vyl = /(y +AV1+y%de
70

funksional quriladi va u shartsiz ekstremum masalasi kabi yechi-
ladi.
Bu funksional uchun, Eyler tenglamasini tuzamiz:

0Fy doFR

bu yerda F} =y + A/1 + y?
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Eyler integralining xususiy ko‘rinishlariga asosan, ushbu fun-
ksionalning Eyler tenglamasi quyidagicha bo‘ladi:

y+ A1 +y?%— W

Parametr kiritish usuli bilan, bu tenglamaning yechimini topish
mumkin:
T —cp=Asinl, y —c; = —Acost

yoki
(z— ) +(y—c)’ =N
Chegaraviy shartni hisobga olgan holda quyidagini hosil gila-
miz:

2
(x _ Blay+ Byo+ 20— A+ By N(BE 1 1) - (wB — A)?)

B2+1

2

Yo+ AB + \/P(B?-{—l)—(yoB—A)2 o

+{y— = A%
B241

A soni (2.21)-tenglikdan aniglanadi. Bu yerda

1 ¥ — %~ Yo
A=z —ap) - AN _ g~
2(3:1 %) 2(zy — zq)’ 1 — Iy

Demak, berilgan misolning yechimi markazi:

321'0 + Byg + xg — 144'[)’\/)‘2(3‘2 +1) . (y{]B - A)Z‘
BZ 41 ’

B+l

nugtada radiusi A ga teng bo‘lgan aylana yoyidan iborat ekan.

o+ AB+ /N(B?+1) — (4o — A)Z)
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3-§. Bols va Mayer masalalari

Mayer masalasi shartli ckstremum masalasi guruhiga kiradi.
Quyidagi:
Yo(xo) = Yoo, Y1.(20) = 10, Y2(T0) = Y20, -, Yn(Z0) = Yno,

yi(z1) = yu, ¥(e1) =y, . Yu(®1) = yu
(3.1)

chegaraviy shartlar va

9T, Yo, Y1 Y2, - Yoy Y W1a U - Un) = 0, 1=1,2,. 0k (3.2)

bog‘lanishlar bo‘lganda:
yo()

ni x = z; da ekstremumini topish masalasiga Mayer masalo-
st deb ataladi. Mayer masalasini Lagranjning shartli ekstremum
masalasiga keltirish mumkin: (3.1)-chegaraviy va (3.2)-boglanish
shartlarini bajaruvchi funksiyalardan (yo, y1, %2, -.., ¥n) ni ajratib
olish kerakki, natijada:

ry
[ ta)ds
ZQ

funksional ekstremumga erishsin.
Aksincha, Lagranj masalasida, yo(xo) = 0 shartni qanoatlanti-
ruvchi, yangi yo{x) funksiyani quyidagi ko‘rinishda:

(&) = [ P60, 9nl0) Y0 s Y0, () = 0

L]

kiritish bilan Lagranj masalasini Mayer masalasiga keltirish
mumkin. Shu ma’noda Mayer va Lagranj masalalari ckvivalent
hisoblanadi.
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Mayer masalasini yechish uchun, Lagranjning aniqmas kocf-
fitsiyentlar usuli ishlatiladi. Ya'ni Maycrning shartli ekstremum
masalasi quyidagicha:

Ty k

”01[?}0: Y, yn]:] Z Aj(r)gj(mry[)) U, -3 Yn, y67 y;a sery y;;)dw

20 =1

shartsiz ckstremum masalasiga keltiriladi.
n + k + 1 ta noma’lum bo‘lgan Yo, Y1, Y2, -+ Yns AL, A2y oery A
funksiyalarni topish uchun, n +1 ta

k k
dg; d ag;
}:&5%—3- Aﬁngj=mJ“Wn (3.3)
1 CYi erim oY
Eyler tenglamasi va (3.2) da k ta bog‘lanish bor.
(3.2) va (3.3)-tenglamalarni integrallashdan kelib chigadigan
o‘zgarmaslar (3.1)-chcgaraviy shartlardan aniglanadi.
Misol. Tushirish apparatini yumshoq qo‘ndirish masalasini
ko‘raylik. Uning harakat tenglamasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
dy; dy, cu
4 R L 3.4
dt Y2, dt m g, ( )
bu yerda F' = cu — tortish kuchi, m — apparatning massasi, g —
og'irllik kuchining tezlanishi. Minimum gilinishi lozim bo‘lgan
funksional sifatida quyidagi olinadi:

T
vmwﬂ=[ﬁﬁ. (3.5)
0

Apparat yumshoq qo‘nishi uchun, quyidagi chegaraviy shart-
larni olamiz:

.111(0) =0, yg(O) = 420, y1(T) =0, ?l2(T) = 0. (3-6)
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Boshgaruv uchun, quyidagi ko‘rinishda chegara berilgan: 0 <
u < ug . Ushbu masalani Mayer masalasiga keltiramiz. Buning
uchun, yangi o‘zgaruvchi:

¢
w(t) = /u2dt
0

kiritamiz. U holda u:

%(0) =0 (3.7)
chegaraviy va y

SN2

priaky (t) (3.8)

tenglamani qanoatlantiradi. Bundan tashqari yo(7") = vy, o, u]

bo'ladi. qgilib: (3.6), (3.7)-chcgaraviy, (3.4), (3.8)-tenglamalarni

ganoatlantiruvchi va yo(f) koordinatasi ¢ = T da minimum-

ga erishuvchi bo'lakli-silliq y(t) = (yo(t), v1(t), ¥o(¢)) vektor

funksiyani topish kerak bo‘lgan Mayer masalasiga kelamiz.
Mayer masalasini yechish vsuliga muvofiq quyidagi:

o fth 16, 3o(8) ] = f Aol — w2)+

0 (3.9)
(% — ¥2) A2 (!Jz -+ 9)]dt-
yordamchi funksionalni quramiz.
(3.9)-funksional uchun, Eyler tenglamasi quyidagi:
do=0, A = —A1, Qgu— %,\2 —0 (3.10)

ko‘rinishda bo‘ladi. (3.10)-sistcmaning yechimi quyidagicha
bo‘ladi:
Ao = Ao, A1 =( Ato; Az = —)/\mt + A2,
cAg _c — At + Ao
“= 2,\0m B 2/\00m ’ ,\00 # 0.
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Boshgaruvga qo‘yilgan shart va (3.11) dan ko‘rinib turibdiki,
u bo‘lakli — chizigli funksiya bo‘lar ckan.

Endi (3.5)-funksionalni minimumlashtiruvchi bo‘lakli-o‘zgar-
mas boshqgaruv funksiyasini topish bilan shug‘ullanamiz. Buning
uchun, u = kuy deb olamiz, bu yerda 1 < k£ < 1. U holda (3.4)
dan quyidagini hosil gilamiz:

2 2
Y5 — Ysp { ckug
N—Yw= 2 20( ""9)-

2 m

Harakatning oxirida apparatni yumshoq tushirish sharti
y1(T") = yo(T) = 0 bajarilishligi uchun:

Ck'u.()

tengsizlikning o'rinli bo‘lishligi zarur. Yoki

Ckuo

=W
m

belgilashni kiritib quyidagi:

w > (3.12)

=

tengsizlikka cga bo‘lamiz.
Oxirgi tengsizlik (3.12) dan & ning o‘zgarish oralig‘ini
aniglaymiz:
1
—< k<Ll
w
3.1-rasmda  boshqaruvning turli giymatlariga mos keluvchi
traycktoriyalar keltirilgan.
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Ty

10 T
117
.7:/,2’|. """""""""" B I
T
C II
3. 1-rasm

I traycktoriya u = kug ga, bunda 1/w < k < 1; IT traycktoriya
1 = ug boshqaruvga va 11l trayektoriya u = 0 boshqaruvga mos
keladi. III traycktoriya bo‘yicha harakatda (3.5)-funksionalning
gqiymati quyidagiga:
t

vy, yo] = /uzdt =0
0
teng bo‘ladi, bu yerda #; IIl trayektoriya bo‘yicha harakat vaqti.
(3.5)-funksionalni minimallashtirish magsadida harakatning oxir-
gi bosqichida & ning qiymatini tanlaymiz.
Faraz qilaylik, harakat A(yig,0) nugtadan boshlangan bo‘lsin.

U holda III trayektoriyaning tenglamasi:

2
g — 2.
11— Yo 29’

[ trayektoriyaniki:

va II trayektoriyaniki:



I11 trayektoriyaning I va II trayektoriyalar bilan kesishish nug-
talari B va C larni aniglaymiz:

-
'yZ e ckug ’
™
" 2y109(F2- 9)
Yo=—\/—"m -
m

I trayektoriya bo‘yicha B nuqtadan koordinata boshigacha
borish uchun, zarur bo‘lgan vaqgt:

# yé 29109
2 ckay
oRug K k
g CEug (C_Hl — g)

ga teng bo‘ladi.
IT trayektoriya bo‘yicha C' nugtadan koordinata boshigacha
borish uchun, zarur bo‘'lgan vaqt:

e yg - 2y109
2 - 3 2 .
H-g VR (%2-9)

ga teng bo‘ladi.
ABOQ trayektoriyada (3.5)-funksionalning giymati:

t
2
v = / kzu%dt = k%ﬁ Yug
0 m ™m

ga teng bo'ladi.
ACO traycktoriyada (3.5)-funksionalning giymati:

t
2
o= [t = ol [
4 (%2 —9)

ga teng bo‘ladi.
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v ckug — mg kw—1
- = = 3.13
v ‘/k‘"’(cuo - mg) \/k3(w - 1) (3.13)
nisbat maksimum bo‘ladigan k& ning qiymatini topamiz.
(3.13) nisbatning k bo‘yicha hosilasi

a [v”jl B —2kw + 3 ~0
Ok (V'] 2¢/K¥(w — 1)(kw — 1)
ni nolga tenglashtirish bilan, unga nisbatga maksimum beruvchi
k ning qiymatini topamiz: k = 3/2uw.
k = k da (3.13) nisbatning qiymatini hisoblaymiz:

W o
=k 3 \V3w-1)

qilib, (3.5)-funksional bo‘lakli — o‘zgarmas boshqaruv

| 0, agap tel0,t]
u(t) B { EU'U) agap l € {tlaT]

'U”

’U'

da minimumga erishadi, bu yerda k = 5‘2’;, w

i

HE

Bols masalasi

Masalaning qo‘yilishi. Quyidagi:

oly] = [ F(z, y(z), 4/ (2))dz+ f(y(z0), y(1)) — extr, (3.14)

Lo

ko‘rinishdagi variatsion hisob masalasiga Bols masalasi deb atala-
di. Bu yerda F = F(z,y,y') — uch o‘zgaruvehili, f = f(yo, m1) —
esa, ikki o‘zgaruvehili funksiyalardir. Berilgan funksional v]y] ning
aniglanish sohasi C*([zy, z1]) bo'lib, [xq, z,] oraliq fiksirlangan.
Bols masalasi variatsion hisobning sodda masalasi hisoblanadi.
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Bunda F funksiya integrant, f funksiya terminant v[y] fun-
ksional esa Bols funksionali deb ataladi.

slatib o‘tamiz, yo(z) funksiya (3.14) masalaga lokal kuch-
siz minimum (maksimum) beradi deyiladi, agar musbat 4 sonini
ko'rsatish mumkin bo‘lsaki, natijada pi(y,y) < & tengsizlikni
qanoatlantiruvchi barcha y € C([zg, z1]) funksiyalarlar uchun,
quyidag tengsizlik:

vyl 2 vyl (vly} < viyo])
o‘rinli bo‘lsa.

Masalani yechish usuli
1. Berilgan masalani {3.14)-ko‘rinishga keltirish.
2. Zaruriy shartlarni yozish:
a) Eyler tenglamasini yozish:

d

Fy(z,y,9) = —Fy(z,3,4) =0,

b) Transversallik shartlarini aniqlash:
Fy (o, y(m0), ¥'(20)) = fyo(u(@0), y(x1)),

JE;'gy’(x].)y(a;.'l%yl(ml)) = _fyl (y(ﬂio), y(ﬂnl))
Bu verda y(zg) = yo, y(z1) = 11 deb olingan.

3. Joiz ckstremallarni, ya'ni chegarada transversallik shartla-
rini qanoatlantiruvehi ckstremallarni aniglash.

4. Biror joiz ekstremal masala yechimi ekanligini, yoki masala
yechimga ega emasligini ko‘rsatish.

Bols masalasini yechish uchun, keltirilgan shartlar to‘la.
Ma'lumki, Eyler tenglamasi ikkinchi tartibli differensial tenglama
bo‘lib, uning yecchimi — ckstremeallar ikkita o‘zgarmas soniga
bog'liq bo‘ladi. Bu o‘zgarmaslar transversallik shartlaridan anig-
lanadi.
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Ekstremumga erishishlikning zaruriy shartlari

Berilgan (3.14)-Bols masalasi ekstremumga erishishligining
zaruriy shartini ta’minlovehi quyidagi teoremani isboti bilan bir-
ga keltiramiz.

Teorema. R? fazoning ochiq to‘plami @ bo‘lsin. F(z,y,y)
integrant ¢ da aniqlangan va F,, F,; xususiy hosilalari bilan
birga uzluksiz bo'lsin. R? fazoning ochiq to‘plami S bo‘lsin.
fy(xo), y(z1)) terminant S da aniqlangan va f,, f, xususiy
hosilalari bilan birga uzluksiz bo'lsin. yo(z) funksiya [z, ]
oraligda uzluksiz xususiy hosilaga ega bo'lib,

(.‘L‘, y(.’l}), y’(x)) € Q: Vz € [‘EO’ 331} va (y(xﬂ)a y(zl)) €S

shartlarni qanoatlantirsin.

Agar yo(z) (3.14)-Bols masalasiga lokal kuchsiz minimum
bersa, u holda Fy(z, yo(z), yi(z)) € C*([zo, 21]) bo'ladi va

a) Eyler tenglamasi:

d
Ey(z, y0(x), y5(2)) = =Fy(z, 9o(2), yo(z)) = O;
b) transversallik:

Fy’(mo, Yo(o0), y(')(:zro))) == fyo(!i()(%): yO(xl)):
Fy’(xh 140(1‘1), ?Jfa(ml))) = —fyl(?}o(ﬂ’io)), yo(fm)))

shartlari bajariladi.

Isbot. Ikkinchi usul yordamida (3.14)-funksionalning birin-
chi variatsiyasini aniglaymiz. Demak, teorema shartiga asosan
yo(z) (3.14)-funksionalga lokal kuchsiz minimum bersin. h(z) €
CY|zg, 71]) ixtiyoriy funksiya bo'lsin. U holda, quyidagi:

p(a) = vy + ah] = f F(z,yo(z) + ah(z), yo(z)+

+ah(z))dz + f(Jo(fﬂn) + ah(zg), yo(z1) + ah(z1)),
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bir o‘zgaruvchili funksiya @ = 0 da ekstremumga erishadi. Shu
sababli bu funksiya hosilasi & = 0 da nolga teng bo‘ladi. (3.15)-
ning integral ostidagi funksiyasi va uning « bo‘yicha hosilasi biror
[zg, 21] X {—ag, ag] oralida uzluksiz, shu sababli hosila bilan in-
tegral o‘rnini almashtirish mumkin:

(0) = L-vly + ahllag = ﬁ(f F(z, yo(x) + ah(z), yh(z)+

— J & (F(e, @) + ah(e), sha) + A (@) o ode+

4 (Flwlao) + ahlzo), woiz) +ah(e)))| =

k! (@)do-+ (yo(so) + ah(zo), wolon) + oben))| =

= ?(Fy(x, yo(z), yp(x)Yh(z) + Fypz, yolz), gj{)(w))hf(x))dx+

+ o (yo(o), yol@))i(wo) + fy, (yo(2o), yo(z1))P(z1) = 0.
Integral ostidagi ifodani bo‘laklab integrallash yordamida
quyidagini hosil gilamiz:

1 (Fyla. (@) 9h(@) — £ Fy(a, (), vy(a) ) bz

+Fy(z, yo(), yo(ub))h(f) +fy 0 (Ho(xo), yolz1))h(zo)+
+ fyvy (Yol o), yo(ﬁ))’*(ﬁ) =
yoki

z1

[ (B, (@), u(@)) ~ Py, ol vi(z))  bl@)do+

Fy(x1, yo(z1), vh(z1)) + £, (wo(wo), yo(z1)) ) (1) — (3.16)
Fy (2o, yol(zo), ¥y(xa)) — fyo(yo(x0), va(z1)) } M{z0) =0.

Bu tenglik ixtiyorly h{z) € C'([xo, 71]), xususan h(zg) =
h{x;)} = 0 uchun ham o‘rinlidir, shuni hisobga olsak (3.16) dan
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quyidagini hosil gilamiz:
1
| (Bt s0(0),52) — =Py (o), () )z = 0
o
Oxirgi tenglikdan, variatsion hisobning asosiy lemmasiga ko'ra,
Eyler tenglamasini hosil gilamiz:

d ..
Fy(z, y0(z), () — —Fy(@, 10(x), yo(a) = 0

(3.16) ga ketma-ket h(z) = = —x¢ va h(z) = z — z; funksiyalarni
qo‘yish bilan quyidagi transversallik shartlariga ega bo‘lamiz:

Ey(z1, yo(x1), yo{z1)) + fy(wo(za), yolzy)) =0
— (@0, Yo(xo), Yo(20)) + fyo(volxo), yo(z1)) = 0.
Teorema isbot bo‘ldi.

4-§. Yugori tartibli variatsion masala

Quyidagi ko'rinishdagi variatsion masala berilgan bo‘lsin:
z2
vly] = / F(e,y,9,y", ., yW)de — extr,  (41)
1
Y1) =10, ¥'(m) = yf:), e YD (@) =Y (42)
. - -1 ‘

y(e2) = vo, Y(@2) = o,y g™ Dmg) = oY

1-ta’rif. Agar (4.2)-shartlarni qanoatlantirnvchi biror 3y =
vo(x) € D, funksiyaning W((y,) — birinchi tartibli (W (yg) —
nolinchi tartibli} atrofi mavjud bo‘lsaki, quyidagi:

viy] > vlyo|
tengsizlik ixtiyoriy y € W (yo)NDy(y € W(yo)ND,) lar uchun,
o‘rinli bo'lsa, (4.1)-funksional y, funksiya ustida kuchsiz (kuch-
li) lokal minimumga erishadi deyiladi. Bu yerda D, bilan (4.1)-
funksionalning joiz ckstremallari to‘plami belgilangan.
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2-ta’rif. Do(z, y(z),y(z), ...,y (), ®i(z, y(2), 9 (), -,
Yy ), .., Oula, y(z), ¥/ (), ...,y (x)) lar n + 1 argumentli,
birinchi o /gaFUVChlSI bo'yicha bo‘lakli — uzluksiz funksiyalar
bo'lib, p(z) — berilgan bir o'zgaruvchili ko‘phad bo'lsin. Agar
y(x), {21, o] oraliqda n — tartibli bo'lakli-uzluksiz hosilaga ega
bo'lgan funksiya bo'lib, 4™ (z) aniglangan barcha x larda quyi-
dagi shartlar bajarilsin:

1) (z,y(x), ¢/ (x), ..,y (z £ 0)) € Q (x € [a1, 22]);

2) Do(z, y(z),y (@), .,y (2))— f Dy(t, y(t), (1), .. g™ (8))dt

X3
x in-1
4o H-1)” / / / B, (t, y(t), o/ (t), ..., Y™ () dtdty...dt s =p(z)
T T Tl

(4.3)
U holda y(z) funksiya (4.3)-integro-differensial tenglamaning
yechimi deyiladi.

Teorema. Faraz qilaylik, F,(z, y(z), ¥'(x), ..., y™ (@),
Fy(w,y(@), 4 (@), ... g™ (@), .., Fyn(2, y(2), ¥ (2), .., ") (x))
funkswa,lan Q eohada blrmch] argument bo‘yicha bo'lakli —
uzluksiz bo'lsin. U holda, agar yy = yo(z) joiz funksiya vfy]
funksionalga kuchsiz Jokal minimum bersa, n — 1-tartibli p,_1(x)
ko‘phad mavjudki yg(z) funksiya quyidagi:

z b
£ _[F{n 1)dt+]/Fy(n aydtdty — ...
I mn
z a1 4
+(—1)”/ / /Fydtdtl...dn«..l = pp-1(x)
oz T
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Eyler — Puasson deb nomlanuvchi integro-differensial tenglamani
qanoatlantiradi.
Isbot. W{(y) bilan quyidagi:

vly) - vyw] >0, y € D, (4.4)

shartlarnini qanoatlantiruvehi yo(x) funksiyaning atrofini tashkil
etuvchi joiz y(x) funksiyalar to‘plamini belgilaymiz.
Quyidagi:

n(z)(xl) = T)(z)(x2) = 01 (7' = 07 1? vy — 1) (45)

shartlarni ganoatlantiruvchi biror n{z) funksiyani olamiz va
y(z,a) = wl(z) + an(z), z € [z1, 2] bir parametrli funksiya-
lar oilasini qaraymiz. Q to‘plam ochiq bo'lganligi uchun, musbat
o soni mavjudki, || < ag bolganda y(z, o) € W (yp) va joiz
funksiya bo‘ladi.

Bu va (4.4) dan kelib chigadiki ¢(a) = v[y(z,a)] funksiya
o = 0 da lokal minimumga crishadi. Qurilgan ¢(a) funksiya 0
da differensiallanuvchi, differensiallashni integral ostiga kiritish
mumkinligidan quyidagini hosil gilamiz:

¢'(0) = f > Fofz, w(@), vh(@), - v P (x)dz = 0. (4.6)
=0
Quyidagi belgilashni kiritamiz:
F (@) = F oz, y0(2), vo(), -, y™).

(4.6)-tenglikda ¢ = n — qo‘shiluvchi quyidagicha bo‘ladi:

/ F o (z)n" ()dz. (i)
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(4.6)-tenglikda = 1 — 1 qo‘shiluvchini qaraymiz:

*g
/ F’y(n._l)(a:)n(”"l)(a:)dx.
7

Uni quyidagi ko'‘rinishda yozib olamiz:

T T
/n("“l)(x) d/ -F;y("" 1) (t)dt.
Iy xj

Bu ifodada bo‘laklab integrallash usulini qo‘llash bilan quyidagini
hosil qilamiz:

B — n— Iz o
/ " Dz)d / Fo-(t)dt = nf D‘“’)] @]~
T 1 zl
re x
— f / Fy(n-l)(t) dtn™(z)dz.
) =y

n(z) funksiya (4.5)-shartni bajarishligini hisobga olsak, oxirgi
tenglikdan hosil bo‘ladi:

z9 2

T x
/ n" (z)d / Fynn(t)dt = “,/ / F o (t) dtn™ (z)dz.

1 e Ty Il
(fn-1)

Endi (4.6)-tenglikda 4 = n — 2 go'shiluvchini qaraymiz:

x2

/ F gy (2" (z)da.

]
Xuddi avvalgidek bo‘laklab integrallash usulini go‘llaymiz:

2

[ Fpoenaln® P a)ds = a) [ Fo i
z1

£31

T=X

T=1)
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I3 z
- f / F o) (t) dt "~ (z)dx.

I} 1
Yana (4.5)-shartni nazarga olsak, oxirgi tenglikni quyidagicha
yozib olish mumkin:

x

/ ?y(n-z)(x)n("‘-z)(m‘)dx = — / 7"V (z / / -2 () dt dty.

zy I I
O‘ng tarafdagi ifodani bo‘la.klab integrallash orqali quyidagiga
ega bo‘lamiz:

z i
/Fy(n »(Z)y {n— 2)( Yz =—n (n— U(x)//F (n—z)(t)dtdtl ﬂ:2+
Il 71 H
z3 z 1t
T Ty Tt
(4.5)-shart yordamida oxirgi tenglik quyidagicha bo‘ladi:
T2 z {1
/ F o (@)n" 2 (z)dz= / / / F o) (t)dtdtyn™ (z)dz.
z] z1 21 ¥y '
(in-2)

Shunga o‘xshash jarayon davom ettirilib (4.6)-tenglikdan i = k
had uchun, quyidagi munosabatni olamiz:

2 T2 T tn-k-1

/ F ()P (z)dz = (—1)"* / /

Ty T T
/Fy(k)(t) dt dt dt2...dtn_k_17](n)($) dz. ("';k)
z1
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(4.6)-tenglikdagi 1 = 0 qo‘shiluvchiga mos kelgan ifoda (ix) ga
asosan quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

72 z ln-1

/ F(z)n(z)de=(-1)" / / ] / () dtdtydty...dt, ™ (z)dz

Z1 1 Ty kAl
(40)
Keltirib chiqarilgan (70}, (41), .., (¢) ifodalarni (4.6)-tenglikka
mos ravishda olib borib qo‘yish bilan quyidagl tenglikka ega
bo‘lamiz:

L2 n

=J 2 Fyolz, ). vol2), ¥ (z)de =

T] i~

T2
=J [F,(m f Fn-n(t)dt + f f Fnn(t)didn+  (4.7)

T Ty

zlh-1 1 __
foH=1f f S Fy(t)dtdtl...dtn_l] 7" (x)dz=0.
Ty X1 1
Agar m(z) bilan (4.7)-tenglikning kvadrat qavs ichidagi ifo-
dasini belgilab Dyubua — Reymon lemmasini qo‘llasak, quyidagi
tenglikka ega bo‘lamiz:

€

z ¥
F (@) — / F a-n(t)dt + / / Fn-n(t) dtdty + ..+

E 7] T1
T tn—1
+( 1)”// / y(t dtdt1 dtg...dt, 1 = pp.. 1(.[1)
Xy 1 r

bu yerda p,1(z), n — 1 — tartibli ko‘phad. Oxirgi tenglik teore-
mani isbotlaydi.



Bu teoremadan qo'shimcha shartlar ostida differensial
ko‘rinishdagi Eyler — Puasson tenglamasini hosil qilish mumkin.

Eyler — Puasson intcgro-differensial tenglamasining yechimi
(4.1)-funksionalning statsionar funksiyasi yoki F' funksiyaning
statsionar funksiyasi deb ataladi.

Tasdiq. F € Cp1(Q) bo'lib, 2n marta uzluksiz differen-
siallanuvchi joiz yo(z) funksiya (4.1)-funksionalning statsionar
funksiyasi bo‘lsin. U holda yo(z) quyidagi Eyler — Puasson dif-
ferensial tenglamasini qanoatlantiradi:

d d? dr
F — —Fyl + iz 2F L+ ( 1) e Fy(n) 0. (48)
Agar (4.8)-tenglama yoyib yozilsa, u 2n — tartibli differensial
tenglamaga kelinadi.
Isbot. yo(x) statsionar funksiya bo‘lganligi uchun, u Eyler —

Puassonning integro-differensial tenglamasini qanoatlantiradi:

?y(n)(ﬂ:) fF n-1y(t) dt + ffF - (t) dbdt; + ...+
z tn 1 an (49)
+H=0rf [ f F(t)dtdty dty...dt,—y = p,_1(z).
ry 21 k]
F(z, ¥, ¢, .., y™) € Cria(Q) va m(z) € Colxy, ] bo'lib
(4.9)-tenglamani qanoatlantirgani uchun, (4.9)-tenglamaning
o‘ng tarafdagi har bir hadi {z4, 29| oraligda x o‘zgaruvchi bo‘yicha
n marta differensiallanuvchi. Shuning uchun, (4.9) ni = bo‘yicha
n marta differensiallab quyidagi ayniyatni olamiz:

7L
d(f!:Fy! + dd22FJl ot (—-I)R%Fy(n) =0, z € [x1, 2.
Masala. Ikki cheti mahkamlangan silindrik shakldagi clastik
(qayshqoq) sterjen, Gamilton prinsipiga asosan, muvozanat holda
minimal potensial energiyaga ega bo‘ladi. y = y(z) bilan sterjen-
ning o'q chizig'i tenglamasi berilgan bo‘lsin. Bu funksiya quyidagi

Fy—-
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shartlarni qanoatlantiradi:

y(z) € oL 1}, y(-1)=y'(-) =yl) = /(1) =0.

U holda sterjenning elastiklik kuchlari hosil qilgan potensial
cnergiya quyidagicha aniglanadi:

{
1 yIIZ(:B)

—

Og'irlik kuchlari maydoni hosil qilgan potensial energiya
quyidagiga teug bo'ladi:

p ,
/py(a:)\/l + y?(x) dx. (4.11)
“

Bu yerda p — sterjenning ko‘ndalang kesimi inersiya momenti-
ga va elastiklik koeflitsiyentlariga boglig bo‘lgan, p esa sterjen-
ning chizigli zichligini bildiruvehi o‘zgarmas sonlaridir.

(4.10) va (4.11) larda y'(z) hisobga olmasdan to‘la potensial
energiyani taqribiy qiymatini olsak, u quyidagiga teng bo‘ladi:

!

. 1

vyl = f [auy”2($)+py(x)] dz. (4.12)
-1

Demak, (4.12) ga asosan

Flz,y,9,y") = %#?/”2 () + pylz).
Bu masala uchun, Eyler — Puassonning integro-differensial
tenglamasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
z t
wy + //pdt dty = ¢1 + ¢z (4.13)
zy 71
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Bundan kelib chigadiki (4.13) quyidagi ikkinchi tartibli differen-
sial tenglamaga ekvivalent bo‘ladi:
n_ P a2 -
y = 2”513 + G +¢.
Bu tenglamaning umumiy yechimini topamiz:
7

4 3 2
)= ——2" + e’ +ex’ + ez + ey
y() 24 Co 1 2 3

Chegaraviy shartlar yordamida ¢, ¢, e, c3  o‘zgarmaslarni
aniqlasak, quyidagi statsionar funksiya hosil bo‘ladi:

y(z) = uﬁp;(:cg -1, e [-1,1).

Nazorat savollari va misollari

1. Variatsion hisobning sodda masalasini geometrik ma’nosi
nimadan iborat?

2. Ekstremallar va joiz ekstremallar qanday topiladi?

3. Variatsion hisobning asosiy lemmasining funksional fazo
nuqtayi nazardan talqini.

4. Eyler tenglamasi qanday tenglamalar tarkibiga kiradi?

5. Eyler tenglamasining xususiy hollarini sanab o‘ting.

6. Lagranj masalasini yechishda qaysi usul ishlatiladi?

7. Mayer va Bols masalalarini bir-biridan farqi nimadan iborat?

1. Quyidagi variatsion hisobning sodda masalalari
uchun joiz ekstremallar topilsin:

1
Ly0)=1,y1) =0, [(¥%+9*+ 4y - chz)dz — extr,
0

1
2.y(=1) = -1, y(1) =0, [({@%+y*+ 2y)dr — extr;
)

wf2
3.y(0) =0, y(n/2) =0, [ (y*—16y?+6y-sinz)dzr — extr;
0

4. y(0) =0, y(n) =1, [(y* — 4y* + 2y - sin3x)dx — extr;
0

456



Wt

1
cy(0) = -1, y() =0, [(y?+y®+4y- shz)dr — extr.
0

2. Bols masalalari uchun joiz ekstremallar topilsin:
% /2
L [ (y? - y? = 2y)dz — 25%(0) — y*(7/2) — entr;
0
2
2. f(x + 1)%y%dz — 2y(0) + y*(2) — eatr;
0

e~-1

3. [ {(z+ Ly?dx + 2y(0)(yle — 1) + 1) — extr;
0

4. [(zy” + 2y)dz + 3y*(1) — y*(e) — y(e) — extr;
1

t
5. [ e¥y?dz + 4ey(0) + 32¢ 7YV — extr.
0

3. Izoperimetrik masalalar uchun, joiz ekstremal topil-

sin:
1

1

L [yerdz =2, y(0) =1, y(1) = 0, [ Lydz — extr;
0 0
T T

2. fydr=1,4(0) =1, y(T) =0, [ y?dz — extr;
0 v 0
1 i

Lo

fyeTdz =€, y(0) = 2¢ + 1, y(1) = 2, [ L/*dz — extr;
0 0

2 2
4 [ydz =2, y(1) =0, y(2) =0, j 1z2ydz — extr;
1

1 1
5. [zydz =0, y(0) = —4, y(1) = —4, f y?dz — extr.
0

4. Yuqgori tartibli masalalar uchun, joiz ekstremal to-
pilsin:
/2
1 y(0) = 0, y(n/2) = 1, ¥(0) = 1, y(n/2) =0, f(y"”? -
0
y?)dx — extr,
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2. 9(0) = y(1) = 0, ¥(0) = 0, (1) = cosl, fl(y"2 —y)dz —
extr; °
890 = Ly() = 1/2,40) = -1 yQ) = 0, (1 +

0

z)¥y"dx — extr;

4. y(0) = 0,y(x) = 0,5(0) = 0, v/(m) = sh2, [(y™ ~
16y*)dz — extr; ’

5.9(0)=0,y(1) =1, y(0) =0, y(1) = 4, fly”zdx — extr.

0



VII BOB.

OPTIMAL BOSHQARUV.
KO‘P KRITERIYALI MASALA

Jamiyat, iqtisod, fizik, biologik va boshqa jarayonlarni
boshqarish orqali erishiladigan yutuglarning ahamiyati juda
ham muhimdir. Matematik usullarga asoslangan boshqaruvning
asosty tamoyillarini va qonunlarini bilish, ishlab chigarishda,
moliyaviy faoliyatda va igtisodiy bashorat gilishda, kosmik ke-
malarni boshqarishda va fizik, biologik jarayonlarga ta’sir etish-
da, gumanitar va tabiiy fanlarni birlashtirishda hamda tabi-
yat, jamiyat va odamzotni tushunishning yangi gonun-qoidalarini
ochishda, effektiv boshqarishni ta’minlay-li.

Texnika, igtisodiyatning ehtiyojiga bog'liq ravishda matema-
tik dasturlash, optimal boshqaruv nazariyasi, optimallashtirish
usullari bo‘limlari tez rivojlana boshladi. Optimal boshqaruvning
matematik nazariyasi o‘tgan asrning 50-yillari o‘rtasida yaratil-
di. Optimal boshgaruv nazariyasida klassik variatsion hisobning
va zamonaviy — Pontryaginning maksimum prinsipi va Bellman-
ning optimallik prinsiplari g‘oyalarini bir-biri bilan birlashtirish
amalga oshirildi.

Oddiy differensial tenglamalar sistemasi bilan ifodalangan
boshgaruv masalalari uchun, zaruriy shartlar muhim hisoblan-
gan tasdiglar va teoremalar orqali bayon etilgan. Bunda optimal
yechimni topishning usuli sifatida Pontryaginning maksimum
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prinsipi olingan. Maksimum prinsipi turli ko‘rinishdagi opti-
mal boshqaruv masalalari uchun, ta’riflangan: o‘ng chegarasi
o‘zgaruvchan, umuman, chegaralari o‘zgaruvchan bo‘lgan masa-
lalar, harakat trayektoriyasiga turli chegaralar bo‘lgan va boshga
hollar.

1-§. Optimal boshqaruv masalasining go‘yilishi

Oddiy differensial tenglamalar sistemasi bilan tavsiflangan op-
timal boshqaruv masalasining qo‘vilishi quyidagicha: berilgan
tayin [tg,?1] oraligda aniqlangan w = (z(t), u(t)) jarayonga
bog'liq bo‘lgan integral va terminal qo‘shiluvchilar bilan beril-
gan:

ty
J@) = [ t,a0,u@) de+ Velto), o) (11
g

ko‘rinishdagi funksionalning minimumini topish talab etiladi.
Bunda, 0 < t;3 < t; bo'lib, to, t; lar fiksirlangan sonlardir.
I = [to,t1) belgilashni kiritamiz. z(¢) : I — R™ holatning ab-
solyut uzluksiz vektor funksiyasi, u(t) : I — R"™ boshqaruvning
bo‘lakli-uzluksiz vektor funksiyasi bo‘lib, ular

z{ty) € Xg C R, (1.2)
boshlang‘ich

u(t) e U(t) C R, (1.3)
boshqaruvga chegara va,

z(t)) € X; C R™, (1.4)

oxirgi shartlarini hamda
z(t) = fi(t,z(t),u(d)), tel, i=1,2,...,n (1.5)
dinamik chegarani ganoatlantiradi.
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1-ta’rif. (1.2)—(1.5)-shartlarni qanoatlantiruvchi z(t) — ab-
solyut uzluksiz, u(t) — bo‘lakli-uzluksiz vektor funksiyalardan
iborat bo'lgan w = (x(t), u(t))) juftlik joiz jarayon deb atala-
di.

(1.1)—(1.5)-masalaning barcha joiz w jarayonlari to‘plamini 2
bilan belgilaymiz va u bo‘sh emas deb faraz gilamiz.

U holda optimal boshqaruv masalasi quyidagicha bo‘ladi: joiz
jarayon @ € ( topilsinki, unda (1.1)-funksional minimumga
erishsin.

2-ta’rif. Agar (1.2)—(1.5)-masalada @ = (Z(t), G(t)) joiz ja-
rayon uchun, £ > 0 soni topilsaki, ||z(t) — Z(t)||c( < € shartni
qanoatlantiruvchi z(t) va ixtiyorly uw(t) € £ uchun, barcha joiz
w = (z(t), u(t)) € Q jarayonlarda:

J@) < J(w)

tengsizlik bajarilsa, u holda @ = (Z(¢), @(t)) lokal — optimal
deyiladi.

(1.1), (1.5)-masalada  optimallikning =zaruriy shartini
ta’minlovehi teoremani birinchi bor L.S. Pontryagin isbot-
lagan. Optimal boshqaruvning har bir masalasiga ikkita
skalyar funksiyani bog‘lash mumkin — Pontryagin va Gamilton
funksiyalari, ular quyidagicha aniqlanadi:

H(t, Z, urp(t): ’\0) = _/\Of()(t'rx: 'lL) + (p(t)‘ f(t7 z, U)),
R(t, z, p(t), Ao} = max H(t, 2, u, p(t), ho)-

(1.1)—(1.5)-masala uchun, barcha standart shartlar bajarilgan
deb faraz gilamiz, ya'ni

ft,z,u): I xR* xR — R,

folt,z,u): I x R* x R" — R"
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funksiyalar £ bo‘yicha o'lchovli, z bo‘yicha uzluksiz differensial-
lanuvchi va u bo‘yicha uzluksiz, ®(z% 2') : X, x X; — P fun-
ksiya esa z° va z' bo‘yicha uzluksiz differensiallanuvehi, bu yerda
z(ty) = 2%, z(t;) = =

Agar z(ty) = z° bo'lsa (1.1)—(1.5)-masala chap tomoni
go ‘zg‘almas deb ataladi.

Agar Xy = R" bo‘lsa (1.1)—(1.5) masala chap tomoni erkin
deb ataladi. Xuddi shunga o‘xshash, o‘ng tomoni uchun, ham
kiritiladi: o‘ng tomon qo‘zg‘almas —z(t;) = 2, o‘ng tomon erkin
- X1 = R* X, [ = 1,2 to‘plamlar tenglik va tengsizliklar siste-
masi:

X = {:I: € R": g'f(x) <0,1=12..,s g‘f(x) =0,
i=s5+1,5+2,...,m}
orqali berilgan bo‘lishi ham mumkin, bu yerda gi(z),i =
1,2,...,m, I = 1,2 uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar.

O‘ng tomoni erkin, chap tomoni qo‘zg‘almas masalada optimal
boshqaruvni topish uchun, Lagranjning o‘zgarmas kocffitsiyentlar
usulini qo‘llaymiz.

O‘ng tomoni erkin, chap tomoni qo‘zg‘almas masalada:

£(t) = f(t, z(t),u(t)), tel (1.6)
z(ty) = 2° € R™, (1.7)
u(t) e U(t) C R™ (1.8)

chegaralar ostida
i
J(w) = f folt, 2(2), u(t)) dt + B(z(t) (1.9)

funksionalni minimallashtirish kerak bo‘ladi, bu yerda z(¢) : I —
R"™ — absolyut uzluksiz funksiya, w(t) : I — RP— bo‘lakli-
uzluksiz funksiya.
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Lagranj funksiyasini tuzamiz:
La(t), ut), p(t), Ao} = Ao tflfg(t, z(t), u(t))di+
' (1.10)
M@ (a(t2)+] (2) (1)~ (1, 20) (D)) + (- t0)-2").

bu yerda p(t) : I — R™ — absolyut uzluksiz vektor funksiya.
Quyidagi funksiyalarni kiritamiz:

L{t, 2(0), u(t),p(0), ) = Dafult, 2O, uO0+
+p(t), £(t) — f(T, 2(t), ult))); '
Uz (to), 2(t1)) = Ao®(a(tr)) + (v, 2(to) — 2°). (1.12)

U holda (1.10) Lagranj funksiyasi, (1.11), (1.12) dagi belgilash-
larni hisobga olgan holda quyidagi:

£(z(t), u(t), p(t), Ao, v) =.tf1 L(t, z(t), ult), p(t), Ao) di+ (1.13)

to

+(z(tp), z(t1)) — inf
ko'rinishni oladi.

Faraz qilaylik, @(t), p(t) funksiyalar, 7 — vektor va Ag (1.6)-
funksionalga minimum qiymat berishsin, u holda shartsiz min-
imallashtirish (1.13)-masalasi z(t) ga nisbatan Bols masalasiga
ekvivalent bo‘ladi, bu yerda zaruriy shartni beruvchi Eyler —
Lagranj tenglamasi:

Lo(t) - L S(t) =0 (1.14)

‘ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda L( ) = L{t, Z(t), u(t), p(t}, Ao) —
optimal jarayon bo‘yvicha hisoblangan bo'lib, &, — n X n olchovli
jadval clementlari g%, i,j = 1,2,...,n funksiyalarning birinchi
tartibli hosilalaridan J}borat.

Ly(t) = Ao foslt, (1), u(t)) — S7 (6, 2(t), w(t)p(t),  (1.15)
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Ligy = p(t). (1.16)
(1.14) Eyler — Lagranj funksiyasi (1.15) ni hisobga olgan holda,
quyidagi:

p(t) = dofos(t, 2(), 6(t)) — f7 (¢, 2(t), u(t))p(t) (1.17)

ko‘rinishni oladi. Bu qo‘shma p(¢) funksiya uchun, tenglama
deb ataladi. (1.6)—(1.9)-masalalar uchun Pontryagin funksiyasini
yozamiz:

H(t7 :B)uip(t): )\0) = ‘“’AOfO(t, z, u) + (p(t)* f(ta z, U’))
Pontryagin funksiyasining aniqglanishiga asosan (1.17)-tcnglama
quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

. 8H(ta j(t) p(t)s ﬁ(t)’ )_‘0)
)= — - .
p(t) e |
(1.13)-Bols masalasida L;(t) = p(t)ni hisobga olgan holda trans-
versallik shartini yozamiz:

(1.18)

7(£0 1
Ly(t;) = (—1)ig’(g—§’{§l,

&=x(t;), i=0,1,

yoki
_ 0, €Y)
(t’l.) - ( 1‘) agt .
! funksiyaning aniglanishiga ko‘ra,
plto) = v,
ﬁ(tl) /\0 31(50 f ) (119)

ga ega bo‘lamiz.
(1.13)-masalada noma’lum fagat u(t) vcktor — funksiya
bo‘lsin, unda masala quyidagicha bo‘ladi:

L£(x(t), ult), p(t), Ao, 7) — inf,
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w(t)ye UR) C R, tel.
Bu optimal boshgaruvning sodda masalasi hisoblanadi. Maksi-
mum prinsipiga asosan optimal boshqaruv

L(t, 2(t), a(t). (t), h) =
= Xofolt, 2(2), u(t)) + (p(t), £(t) — f(t,2(¢), %(2))) =
= min [\ fot, 2(t), u) + (B(t), 2(t) — f{t, Z(t), w))]

uel(t)

shartni qanoatlantiradi. Pontryagin funksiyasiga asosan, bu ifo-
dani qayta o‘zgartiramiz va quyidagini hosil gilamiz:

~H(t,%(t),at), pt), ho) = “rer}fi,g)(—ﬁ (¢, 2(8), u, B(t), Do)
yoki
H(1,2(t), u(t), B(t), Ao) = Jé%(ﬂ (t,2(t), u, B(t), Ao).  (1:20)

Agar (1.6)—(1.9)-masalada boshlang‘ich va oxirgi vaqt
womentlari  fiksirlanmagan  bo‘lib,  terminal  funksiya
O(z(to), z(t1), to, 1) korinishda bo‘lsa, u holda Lagranj
funksiyasining statsionarlik shartiga #q, ¢; bo‘yicha statsionarlik
sharti bo‘lgan:

dL
=0,1=0,1
dty
voki batafsilroq
8? ol
611 Bz (t;)
tenglamalar qo‘shiladi.
Poutryagin funksiyasiga ko‘ra,

O a0y = L) + 2 p(t) i, 21, a(0)

L{t) + o,



shunga o‘xshash, chap tomon uchun, ham
ol .
ET —H(to)
tengliklarni hosil gilamiz.

Fiksirlanmagan vaqtli optimal boshqaruv masalasi t(r) =
to + (tr — to)7, t{0) = to, t(1) = ¢, bu yerda #(7) mono-
ton o‘suvchi funksiya, almashtirish yordamida 7 € [0, 1] ga nis-
batan fiksirlangan vagtli jarayonga keltirish mumkin. Quyidagi
y(7) = z(l(r)), w(r) = u(t(r)), L = v belgilashlarni kiritish
bilan boshlang‘ich masalani yechish, fiksirlangan vaqtli bo‘lgan

1

i) = [ v ol y(r), (7)) dr+ B(y(0), 1(1), 1(0), (1)) = int

0
Y —oftr,ylr),w(r), wir) € U
@_,
dr

y(0) = 27, y(1) ==
optimal boshqaruv masalasiga keltiriladi.

Pontryaginning maksimum prinsipi

l-teorema Faraz qilaylik, (1.6)—(1.9)-masalada @ =
(Z(t), a(t)) joiz jarayon optimal be'lsin. U holda optimal
boshgaruv—#(t) (1.20)-maksimum prinsipini qanoatlantiradi,
p(t) qo'shma funksiya esa (1.18)—(1.19)-sistemaning yechimi
bo‘ladi.

Boshlang'ich va oxirgl vagtlari fiksirlangan, o‘ng tomoni erkin
bo‘lgan optimal boshqaruv masalasini ko‘ramiz:

t
J(w) = /f(t,x,u) dt — inf, (1.21)
to
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% = p(t, z,u), (1.22)

velUCR, (1.23)

z(ty) = 2" € B™. (1.24)

I'araz qilaylik, optimal boshgaruv bo‘lakli-uzluksiz bo‘lsin. U

holda maksimum prinsipini isbotlash hech qanday gqiyinchilik

tug‘dirmaydi.

2-teorema Faraz qilaylik, (1.21)—(1.24)-masalada (Z(t), @(t))

joiz jarayon optimal bo‘lsin. U holda bir vaqtda nol bo‘lmagan

Ao > 0 soni va p(t) vektor funksiya mavjudki, %(t) optimal bosh-
qaruv o‘zining uzluksiz nugtalarida ushbu:

(p(t), (¢, Z(t), w(t)) — Xof(t, Z(t), 2(t)) =

max|(p(t), (¢, 2(2), u)) = Aof (L, 2(t), v)]

maksimum prinsipini qanoatlantiradi, p(¢) qo‘shma vektor — fun-
ksiya p(t1) = O chegaraviy shart ostida:

p = —p;(t,2(t), w(t))p+ Mofa(t, 2(), u(t)) (1.25)
sistemaning yechimi bo‘ladi.

Avval, biz nimani isbotlashimiz kerakligini aniqlashtirib olay-
lik. Faraz qilaylik, (Z(¢), @(t)) joiz jarayon optimal bo'lsin, bu
yerda @(t) boshqaruv bo‘lakli-uzluksiz. U holda 2-teoremaga
asosan, bir vaqtda nol bo‘lmagan Ag soni va p(t) vektor-funksiya
mavjudki, ular uchun:

a) p(t) vektor-funksiya p(t,) = 0 chegaraviy shartni va (1.25)-
differensial tenglamani qanoatlantiradi.

b} (1.25) dan Ag # 0 ekanligi kelib chiqadi. Haqigatan, agar
Ay = 0 bo'lsa, u holda p(t) funksiya

p= “QOZ(t’E(t)a ’U,(t))p

tenglamaning yechimi bo‘lishi kerak, unda p(t;) = 0 shartga
nsosan p(t) aynan nol funksiya bo‘ladi. Shuning uchun, Ag = 0
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tenglikning bajarilishi mumkin emas, umumiylikka zarar keltir-
magan holda Ay = 1 deb olish mumkin. qilib, biz, agar p(¢) fun-
ksiya p(t;) = 0 shart ostida

p=—¢{t, E(t), alt))p + fo(t, Z(t), u(t))
qo‘shma, tenglamaning yechimi bo‘lsa,

(p(t), (8, 2(t), B(2))) — f(£,2(2), u(t)) =

= max[(p(t), ¢ (t, £(t), w)) — f(t, 2(t), w)

(1.26)

tenglik [ty, ¢;] oraligning deyarli barcha nuqtalarida bajarilishli-
gini tckshirishimiz kerak.

Isbot gilamizki (1.26) tenglik %(t) boshqaruvning (¢g, ¢;) oralig-
qa tegishli uzluksiz nugtalarida bajariladi. Isbot @(¢) boshqaruv-
ning "ignasimon" variatsiyasini bevosita qo‘llashga asoslangan
bo'lib, aslida Veyershtrass shartining isbotini o‘zgartirilganidan
iborat. qilib, 7 @(t) boshqaruvning uzluksiz nuqtasi bo‘lsin. v €
U vektorni fiksirlab, quyidagi:

u(t,7,A) = { a(t),agar t ¢ [r — A, 7],

v, agart €[t — AT

@(t) boshqaruvning ignasimon variatsiyasi deb ataluvchi
boshgarnvni qaraymiz. ux(t) = u(t, 7, \) boshqaruvga mos ke-
luvchi {1.24) boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi (1.22) teng-
lamaning yechimini z,(t) = z(t,7,A) bilan belgilaymiz. Agar
tp <t < 7— A bolsa z,(t) = Z(t) bo'ladi. Bundan tashqari
(7, Z(7)) nugtaning atrofida

z = (t,z,v)

Koshi masalasi yechimga ega va z,(t) vektor — funksiya (7 — A, 7]
oraligda aniglangan, bu yerda A yetarlicha kichik son.
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u(t) boshqaruv 7 nuqtada uzluksiz ekan, demak, u bu nug-
taning biror atrofida ham uzluksiz bo‘ladi. Shuning uchun, z(t)
lhosila bu atrofda uzluksiz, demak,

(1) = z(r — A) + AZ(r — A) +o(}) =
= z(T — X + Ap(T — A, Z(1 — A), @(r — A)} + o(}).
Xuddi
(1) = Z(T — A} + Ap(T — A, Z(1 = A),v) + 0o(A)
tenglikka ega bo‘lamiz. Bundan kelib chiqadiki,

() = 3(7)
Al
limit mavjud va |
y(r) = (7, 2(7),a(7)) (1.27)

tenglik o'rinli.
Z(t), x(t) funksiyalar [7,t,] oraligda

&= (,O(t,ﬂ':,ﬂ(t))

tenglamani ganoatlantiradi.

Differensial tenglamaning yechimi boshlang'ich parametrlarga
nisbatan uzluksiz va differensiallanuvchi ekanligidan, vetarlicha
kichik A > 0 soni uchun, [7, t1] oraliqda aniglangan z(t) vektor
— funksiyalar Z(¢) ga tckis yaginlashadi va

y(7) = lim _*——-—M(T); o)
limit har bir ¢ € [r, 4] da mavjud. ¢ > 7 uchun,
t
x(t) = Tr(7) 4+ / o5, ox(s) i(s) ds,  (L28)
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t

Z(t) = Z(1) + /cp(s, Z(s), u(s)) ds, (1.29)

T

tengliklarni hosil qilamiz, (1.28) dan (1.29) ni ayrib quyidagiga:
2a(t) = 3(t) _ an(r) — () |
) A A '
n / 30(3’-7;)(3):“(3))/\_ s, 2(s), uls))

ega bo‘lamiz. Bundan A — 0 limitga o‘tish bilan,

u(t) = y(r) + / a5, 7(5), 4(s))y(s) ds

tenglikni hosil gilamiz. {Integral ostida limitga o‘tish mumkin,
chunki ¢ x bo‘yicha uzluksiz differcnsiallanuvchi, 4(t) chegara-
langan vektor-funksiya). qilib y(#) funksiya (1.27) boshlang‘ich
shartni qanoatlantiradi va [7, #;] oraliqda

Y = pa(t, 2(t), a(t))y
differensial tenglamaning yechimi bo‘ladi. # > 7 bo‘lganda:

@), 9(0) = B(t), y(t) + (p(t), 9(¢8)) =

= —(3(t, Z(t), u(®)p(t), y(t)) + (fo(t, Z(t), a(t)), y(£))+

+(p(t), wa(t, Z(t), a(H)y(1)) = (£:(2, T(t), alt)), y(t)).
p(t1) = 0 shartdan foydalangan holda, quyidagicha bolladi:

(p(t), y(t)) = —/(fz(&‘,i‘(é’), a(s)),y(s)) ds
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Xususan, (1.27) ga ko‘ra:
(p(7), (7, 2(r), (7)) — (7, 2(7), v)) =
" (1.30)
= Tf (fz(s,2(s), uls)), y(5)) ds.
(Z(t), a(t)) optimal jarayon bo‘lganligi uchun:
lim A (@), wa(+) = J(&(), 8()) = 0

tengsizlik o'rinlidir.
Shu limitni hisoblaymiz:

T

Alggo 2! {\ [f(s,z\(s),v) — f(s,E(s),a(s))] ds+

4 Jim A1 f(7(s,2a(6),5(6)) — f(5,3(5), 8(5))] ds =

= ) 0) = Fr, 30, 5(0)) + 006,569, 0(5)u(e) .
Bundan va (1.30) tenglikdan foydalangan holda:
(b() ol 5(r), (7)) — r 2(), (7)) >
(p(r)s p(r, 2(r),0) — (7, 5(7),0)

tensizlikni hosil gilamiz.

Ammo 7 soni #(f) boshqaruvning ixtiyoriy uzluksiz nugtasi
va v vektor U ning ixtiyoriy elementi. Bundan kelib chiqadiki,
(1.26) munosabat %(t) boshqaruvning barcha uzluksiz nuqtalari-
da o‘rinli bo‘ladi, shuni isbot qilish talab etilgan edi.

2-§. Maksimum prinsipi va klassik variatsion hisob

1. Ekstremallarni aniglovchi Eyler tenglamasi va kuchli lokal
minimumning Veyershtrass sharti maksimum prinsipining nati-
jasi hisoblanadi.
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Quyidagi:

t

J() = f Lt, 2(8), 5(8)) dt — inf, w(ty) = 2°

to

klassik variatsion masalani qaraylik. #(¢) = u(t) belgilashni kiri-

tish bilan, ko'rilayotgan masalani ekvivalent bo‘lgan:
3
J(u) = /L(t,:z:(t), u(t)) dt — inf,
iy

&(t) = u(t), z(ty) =2°, U= R"

masalaga keltiramiz.
(2.1)—(2.2)-masala uchun

H{t,z,u,p(t)) = ~ML(t, z,u) + (p(t), u)
Pontryagin funksiyvasini va
p(t) = MLy (t, %, )

qo‘shma sistemani yozamiz.
(Z(t), a(t)), t € [to, t1] optimal jarayon

—AoL(t, Z(t), u(t)) + (p(t), B(t)) =
= Eé%[—/\OL(ta j(t}'l 'U) + (p(t)a U)]’ te [t(], tl]

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

maksimum prinsipini qanoatlantiradi. Klassik variatsion masala-
da L{t, z, ) funksiya argumentlari bo‘yicha ikki marta uzluksiz

differensiallanuvchi bo‘lganligi sababli (2.5)-shartdan

H, = =Ly (t,Z(t), a(t)) + p(t) = 0

ayniyat kelib chiqadi.
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Bundan ko'rinib turibdiki Ay # 0, chunki aks holda, ya'ni
A9 = 0 bo‘lsa (2.6) dan p(t) = 0 kelib chiqadi, bu esa maksi-
mum prinsipi teoremasining shartiga zid. Ag = 1 deb olamiz.

1) (2.6) ni ¢ bo‘yicha differensiallab:

I Lult,3(0),5(0) + p(6)) = 0

ayniyatga kelamiz, (2.4) dan foydalanib,
1
-;—tLu(t,z(t), a(t)) + Ly (t, 2(), a(t)) = 0

ayniyatni hosil qilamiz. Demak, optimal jarayon Eyler
tenglamasini qanoatlantirar ekan.

2) O'ng tomoni qo‘zg‘almas bo‘lganligi sababli p(t;) = 0
bo'ladi, yoki Lz(t1,Z(t1), Z(t1)) = 0 bu csa o‘ng tomon uchun,
transversallik shartidir.

3) H(t,&(t),u,p(t)) funksiyaning v = @(t) da maksimumga
erishishining zaruriy sharti Hy,(¢, Z(t), @(t}, p(t)) matritsaning
musbat bo‘lmasligidir. Buni hisobga olgan holda (2.3) dan:

Lfm(‘t: j‘:(t% ﬁ(t)) 20, te [t[]: tl]

(Lou(t, 2(t), 0(t))€,€) 2 0, V€ € R

ya'ni Lejandr sharti hosil bo‘ladi.
4) Variatsion hisobning Vershtrass sharti maksimum prinsipi-
ning natijasi bo‘ladi. Buni ko‘rsatish uchun, (2.5) ni quyidagicha:

—L(t,3(6), 3(8) + (6(8), (1) > ~ L6, 5(8), )+
(2.7
(p(t),u), VE € [tg,t1], Yu € R®
ckvivalent ko‘rinishda yozib olamiz.
Variatsion hisobning klassik masalasida z(t) € C!lty,t] va
u(t) kamida uzluksiz bo‘ladi, shuning uchun, (2.7) tengsizlik ix-
tiyoriy # € R™ da o‘rinlidir.
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u=¢, alt) = #1), plt) = Le(t,3(2),3() (29
belgilashlarni hisobga olgan holda (2.7) ni quyidagicha:
L(t, &(t), §) - L(t, 2(t), a(t)) — (L:(¢, (1), 2(E)(§ — 7)) 20,

(2.9)
Vt € [to, t1], VE € R

yozib olamiz. (2.9) tengsizlik Veyershtrass shartini ifodalaydi.
5) p(¢) funksiya absolyut uzluksiz ekanligini hisobga olib, (2.3),
(2.5) va (2.8) dan

(Ls(t, 2(t), 2(2))), = 0,
(&), La(t, 2(t), 2(2))) - L(t, £(t), (1)), =0, t € [to, t1]
kelib chiqadi, bu yerda
(2(t)), = 2(t + 0) = 2(t = 0)

belgilash kiritilgan. (2.10) shart z(¢), (¢ € [to, t1]} ning hosilalari
uzilishga ega bo‘lgan nuqtalarida Erdman — Veyershtrass shar-
tini beradi.

6) Quyidagi izoperimetrik masalani qaraymiz:

(2.10)

J(z()) = / L{t,(2), 2(8)) dt — inf,

to

31
m=]bwmwﬂma,
)

x(te) = 2°, z(t;)) = 2.
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a(t) = wu(t) belgilashni kiritish bilan bu masalaga ekvivalent
ho‘lgan:

J{(z(")) = /L(t,:l:(t),u(t)) dt — inf,

51
K = / Gh(t, (), u(t)) dt,
to
T = U,
z(ty) = a’, a(ty) = z!

masalani hosil gilamiz.
z vektorga qo‘shimcha z° komponenta kiritamiz, u

-'1.70 = Gl(ta :L'(t), u(t)) dta xo(t(]) =0
tenglamani ganoatlantiradi.

qilib
{ (t) = u(t),
¥ = G, z(t), u(t))

differensial tenglamar sistemasiga ega bo‘lamiz, bu yerdan

2(t) = / Gy(s, 2(s), u(s)) ds.

.’Bo(tl) = Kj.
Pontryagin funksiyasini yozamiz:
H(t,2,u,p(t)) = —DoL{t, 2, u) + (p(t), u) + P ()G1(t, 2, w).

Maksimum prinsipiga asosan optimal boshqaruv Pontryagin
funksiyasiga maksimum qiymat beradi, U = R" bo‘lganligi
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uchun, maksimumga erishishning zaruriy sharti — statsionarlik
H,(t) = 0 bajariladi, ya'ni:

a_PI_ — aL(t,iyﬁ) 0 8G1(t ) 3
L R et S N R TS

Qo‘shma sistemani yozamiz:

p(t) Ao BL(I’, 3 o(t)dGl(f 1)

M

(2.12)
P =-35=0.

Bundan kelib chigadiki: p°(f) = A = const. u = & ekanligini
hisobga olib (2.11) munosabatni quyidagicha. yozib olamiz:

Quyidagi belgilashni kiritamiz:
L=-XL+p(t)G\,

=0.

u holda oxirgi tenglama quyidagi ko‘rinishda

s SELEOH0) o

bo‘ladi. (2.13) ni t bo'yicha differensiallab,
L 4oL, 3(t), 3(8)

=0 2.14
tenglikni hosil qilamiz.
(2.12) go‘shma sistemani
. OL(t, 7(t), #(t
st) = ~2HL20,20) 215)

ko‘rinishda yozib olamiz.
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(2.14) va (2.15) larni birlashtirib, izoperimetrik masala uchun,
quyidagi:
OL(t,x(t), 3(t)) _ d OL(t, 2(t), () _
Ox dt 0% -
Eyler — Lagranj tenglamasini hosil qilamiz.

0

Optimal boshqaruvga doir masalalarni yechish
1-misol.

2

ﬂ@:/mﬁ

0
ko‘rinishdagi funksionalning minimumini topish talab etiladi.
Bunda

boshlang‘ich
lu] <1,

boshqaruvga chegara va

r1(2) = z2) = 0,
chegaraviy shartlar hamda

T1=1Ty, To9=1u

dinamik chegaralar berilgan.
Yechish. Pontryagin funksiyasi quyidagi:

H(t, z,u, Ao,p(t)) = —Xoxy + fo (t)l'g + pz(t)u

ko‘rinishda bo‘ladi.
Maksimum prinsipiga asosan optimal boshgaruv

H{t, z(t), u(t), Ao, B(t)) = max(H (£, (), u, Ao, p(1))
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tenglikni qanoatlantiradi. Bundan po(t)a(t) = Tnlsg pa(t)u ga cga
bo‘lamiz. Maksimum prinsipiga asosan optimal boshqaruv

11 p?(t) > 07
at)=4q -~ p2(t) <0,
[-1,1] dan ixtiyoriy, po(t) = 0,

bo‘ladi. Agar po(t) = 0 chekli vagt momentlari ¢ da ro‘y bersa, bu
nugtalarda boshgaruvning giymatlarini ixtiyoriy deb olish mum-
kin. Mabodo, po() = 0 musbat o‘lchovli to‘plamda o‘rinli bo‘lsa,
u holda boshqa optimallik shartlaridan foydalanishga to‘g‘ri ke-

ladi: )
151(15) — _«d‘H(tJ r(t)g;(lt)3 )‘Oy p(t)) — )\0,
Pz(t) — _6H(ta "I"(t)g;(:)v )\0, ]’)(t)) =—p (t)

qo‘shma sistemani yozamiz.

O‘ng va chap tomonlar qo‘zg‘almas bo‘lganligi uchun, transver-
sallik sharti natija bermaydi.

Avval regulyar bo‘lmagan yechimlarni tahlil etamiz, ya'ni A\g =
0 bo‘lsin. U holda qo‘shma sistema quyidagi:

pl(t) =0,
. 2.16

L~ (210
ko‘rishni oladi, buni integrallaymiz:

{ pl(t) =, (217J

polt) = —ct + b.
Ko'rsatish mumkinki, optimal boshqaruv o'zgarmas son bo‘la ol-
maydi, chunki bunda holat uchun, boshlang‘ich va chegaraviy
shartlar bajarilmaydi. (2.16), (2.17) dan kelib chiqadiki, optimal
boshqaruv o'z giymatini ko‘pi bilan faqgat bir marta o‘zgartira
oladi, chunki nol bo‘magan chiziqli ps(t) funksiya o'z ishorasini
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ko'pi bilan bir marta almashtirishi mumkin, bu almashtirish mo-
mentini 7 bilan belgilaymiz. U holda quyidagi ikkita hol bo‘lishi
mumkin:

=) ~L t€E [U)T]a — iy I, te [0,1‘],
u(t) = { 1, telr2, at) = { ~1, te[n2. (2.18)

1. (2.18) ning birinchi holini qaraymiz, ya’ni

“W0={ ) ep a1

t€0,7] da

Zo(t) = —1
sistcmaning umumiy yechimi:

{ 7(t) = -5 + At + B,

{ #1(t) = 2(t),

fz(t) =—t+A
ko‘rinishda bo‘ladi. Boshlang‘ich shartlardan foydalanib A va B
larni topamiz:
#(0) =B =0,
{ Z9(0) = A=0.

t € [r,2] da mos sistemaning umumiy yechimi
{ Ti(t) = £ + Ait + By,
o) =t+ A
bo‘lib, chegaraviy shartlardan foydalanamiz:
{ 71(2) =242A,+ B =0= A = 2,

79(2) =2+ A;=0= B; =2.
Zo(t) funksiyaning 7 nuqgtada nzluksiz bo‘lishligidan Za(r — 0) =
Zo(T +0) ga yoki —7 = 7 — 2 ga cga bo‘lamiz. Buni yechib @(t)
boshqaruv giymati o‘zgarish momenti 7 = 1 ni topamiz. Bundan:

{'2
_ —-£, Lefo, 1], . —t, t € [0,1],
1) = ‘ Polt) =
n(t) {w§—2t+2,te(1,2], #2(t) {—t*ZtE(I,QJ-
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Zo(t) funksiya t = 7 = 1 da uzluksiz emas, demak, (2.19)
mumkin emas ekan.
2. Shunga o‘xshash (2.18) ning ikkinchi holini ko‘ramiz: ¢ €

[0,7] da
{ wl(t) = x?(t)y
To(t) =1
ko‘rinishda bo'ladi. Uning umumiy yechimi quyidagicha
bo‘ladi:
{ Z1(t) = £ + Ast + By,

To(t) =t + As.
Chegaraviy shartlardan foydalanib, quyidagini olamiz:
i‘l (0) = Bz == 0,
Z9(0) = Ay = 0.
Demak, )
"El(t) = t‘fa
To(t) =1

Agar t € [1,2] bo'lsa
{ d:l(t) = xZ(tJa

dinamik sistema

{ 21(t) = —5 + Agt + By,
Fo(t) = —t + A3

umumiy yechimga ega bo‘ladi. Bu yerda ham chegaraviy shart-
lardan foydalangan holda,

.’3'1(2)=-—-2+2A3+B3=0$A3=2,
f2(2)=-2+A3=0=>B:;=—2

ga ega bo'lamiz. Yoki

Fit) = -5 +2t — 2,
Zo(t) = —t + 2.
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xo(t) funksiyaning 7 momentda uzluksizligidan 7 = —7 + 2
tenglik hosil bo‘ladi. Bundan kelib chigadiki, boshgaruvning qiy-
mat almashtirish momenti 7 = 1 ga teng bo‘lar ekan. Bu nug-
tada z;(¢t) funksiya uzluksiz emas, demak, bu holda rcgulyar
bo‘lmagan yechimlar yo'q ckan.

3. Regulyar holni qaraymiz. Ag = 1 bo'lsin, u holda qo‘shma
sistemaning vechimi:

I)](t) =t+ec,
pot) = L —ct+b.

ko‘rinishda bo‘lddl

p(t) = =% — ¢t + b parabola [0,2] kesmani ko'pi bilan ikki
marta kesib o tlbhl mumkin. Regulyar bo'lmagan holda ko'rdikki,
boshqaruv o‘zgarmas ham. bir marta qgiymatini o‘zgartirishi
ham magsadga olib kelmaydi. Shu sababli yuqoridagi parabo-
la kesmani ikki marta kesib o‘tishi kerak. Parabolaning shoxlari
pastga yo‘nalgani uchun, boshqaruv giymati avval minus, keyin
plyus va yana minus bo‘ladi. Shuning uchun, optimal boshqaruv-
ning ko‘rinishi

—l, { [ [0, Tl]-.
a(t) = 1, t €[, ),
-1, te [TQ,Z],

bo'ladi:
a) 4(t) = —1, t € [0, 71] bo'lsin, unda

sistcmaning yechimi

21(t) = —5 + At + By,
To(t)y = —t + Ay
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ko‘rinishda bo‘ladi. Chegaraviy shartlardan foydalanamiz:
71(0) = B; =0,
5’2(0) = Al = 0;
b) @(t) = —1, t € {7y, 2] bo'lsin, u holda,
{ :i"l(t) = xZ(tL
.’i’g(t) = —
sistemaning ycchimi
(1) = —£ + Ast + By,
To(t) = —t+ Ay
bo‘ladi.
Chegaraviy shartlardan foydalanib As, By larni topamiz:
571(2) =242+ By=0= By = -2,
502(2) =-24+A=0= A2 =2
¢) @(t) =1, t € [n, 7] bo'lsin, u holda
81(t) = 2(8),
Ta(t) =1
sistema ,
T1(t) =% + Ast + Bs,
:fg(t) =t+ As
yechimga ega bo‘ladi. z1(¢) va xo(t) funksiyalarning uzluksizligi-
dan ,

Zi(m — 0) = Zy (1 + 0),
.7'2(7']_“0) ;TZ(TI"}"O)
112 — 0) = Zy(12 -+ 0),

To(m2 — 0) = Za(m2 + 0)
tengliklarga ega bo‘lamiz. Bundan

1 1 3
Az = —1, B3=Z, T1=§, ’Fz:i
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kelib ehigadi. U holda optimallikning zarurily shartiga asosan:

2
~Lte0,d), (-5, te0.3),

— 2 .
w(ty=4 1, tef3,d), Bt)=¢ £—t+1 tell?),

2 P L
| —5+2-2,te 3,2l

ot)y=¢ t—1, telld),

| —t+2,1€[3,2.

hosil bo'ladi. Optimal jarayonda funksionalning qiymati
1

3
2 : 5,
L) = [ (=§) dt+ ] (§-t+1) a+
’ ;
2
J (—-%+2t~2) dt = 1
3
2

ga teng.
2-misol. Quyidagi:

[ <2, 2(1) =2(1) =0
chegaralar ostida
1

/zcdt

0
lunksionalning minimumi topilsin.

Yechish. x = x4y, @2 = x9, ¥ = u belgilashlardan foydalanib,
ckvivalent masalaga o‘tamiz:
.’i,‘i = X9, .’i’g = U, ]U.] < 2, 51,1(1) = .172(1) =0
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chegaralar ostida
1

/f}dt

0 .
funksionalning minimumini toping. Ushbu masala uchun, Pont-

ryagin funksiyasi quyidagicha:
H(t,x, u, o, p(f)) = —Aox1 + pi1(t)z9 + polt)u
bo‘ladi. Maksimum prinsipiga asosan %(t) optimal boshqgaruv
H(t,2(0), (t), Xo 1)) = max(E(t,5(0),u, o, IO,
tenglikni qanoatlantiradi, bu yerdan
pa(t)a(t) = qu}fg po(t)u.

Maksimumn prinsipidan
— 27 p?(t) > 07
) =
ut) { ~2, p(t) <0
kelib chiqadi.
(Qo‘shma sistemaning ko‘rinishi quyidagicha:

f’l(t) = Oz = Ao,
polt) = _QH(t, :B(f),a?;(;), Ao, P(E)) — —p(t).

Terminal qo'shiluvehi yo'gligini  hisobga olgan holda,
qo‘zg'aluvchi tomonlardagi transversallik shartini yozamniz:

Avval regulyar bo‘lmagan yechimlarni tahlil gilamiz. Ag = 0
bo‘lsin, u holda qo‘shma, sistema

Pl(t) = 0,'
pa(t) = —pi(t)
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ko‘rinishda bo‘ladi. Uning yechimini, quyidagi:

pl(t) = (4,
molt) = —Cht + Co.

funksiyalar tashkil qiladi. Transversallik sharti hisobga olinsa:
p(0)=Cr1=0, p(0) =Cp=0

kelib chiqadi. gilib, agar Ay = 0 bo‘lsa py(t) = 0, pa(t) = 0 bo'lar

ckan, ya’'ni Lagran] ko‘paytuvchilarining barchasi bir vaqtda nol-

ga teng bo'ladi, shu sababli regulyar bo‘lmagan yechimlar yo'‘q.

Regulyar bo‘lgan holni qaraymiz, ya’ni Ag = 1 bo'lsin. Bu hol-
da qo‘shma sistcma:

{ pl(t) =1,
pot) = —pr(t)
ko'rinishda bo‘lib, uning yechimini
pji(t) =1+ Cl,
12
po(t) = —— — Cit + Oy

funksiyalar tashkil giladi.

pi(0) =C1 =0, p(0) = C2 =0
. . 2
transversallik shartini hisobga olgan holda pi(t) = £, pa(t) = ~%
ui hosil gilamiz.
pa(t) < 0 bo'lganligi uchun, ixtiyoriy ¢ da @(t) = —2 ga ega
bo‘lamiz. Buni hisobga olgan holda:

{ z1(t) = 9,

Tz():“Q

sistemani yechish orqali, uning z(t) = —t% + Gyt + Cy, () =
-2t + C yechimini hosil qilamiz.
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Chegaraviy shartlardan foydalangan holda C;, Cp larni
topamiz:

x1(1)=—1.+01+ o=0=0C =2
$2(1)=—2+CI=U=>03=~1

Bundan kelib chigadiki:

Tty =t*+2t— 1,
Zo(t) = =2t + 2.

gilib optimallikning zaruriy shartini, quyidagi:
at) = -2, t € 0,1

T{t) =12+ 2t -1,
:T’:g(t) = =2t +2
funksiyalardan tashkil topgan jarayon qganoatlantiradi.

Optimal boshgaruvning bir masalasida yechimning
mavjudligi hagidagi teorema

Ekstremal masalalarda yechimning mavjudligi muhim o'rinni
tutadi. Umumiy holda nochiziq optimal boshgaruv masalalarida
bu muammo to‘la hal ctilimagan.

Avval, biz oddiy differensial tenglamalar sistemasi bo‘lgan 7 =
f(t,z,u) da o‘lchovli vektor-funksiyalar sinfi u(t) € U{t,z) C R?
uchun, optimal boshgaruvning mavjudligi masalasini ko‘raylik.
Bu yerda optimallik tezkor o‘tish ma’nosida, ya'ni sistemani be-
rilgan z° € R" nuqtadan berilgan 2! € R® nuqtaga cng gisqa
vagtda olib kelish masalasidir. Bunda #y = 0, ¢; = T dcb olina-
di, demalk,

u(t) e U(t,2) C R*, t€[0,T], z € R",

bu yerda U(t, z) har bir (1, ) da R™ ning kompakt to‘plaimn ostisi.
f(t,z,u) barcha (¢, u) lar bo‘yicha uzluksiz, = bo‘yicha uzluksiz
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dilferensiallanuvehi va
(z, f(t,z,u)) < c(jz® + 1)

shartni qanoatlantiruvchi funksiya deb faraz etiladi.
u U(t, z) dan giymat qabul gilganda. f(¢, , u} vektor funksiya-
ning giymatlari Q(t, z) ni tashkil etsin, ya'ni:

QUt,z)={£: &= flt,x,u), u e Ult,z), (t,2) € [0,T] x R"}

bo'lsin.
Qft,z) C R"
to‘plam erishuvchanlik lo‘plami deb ataladi.

Keyingi o‘rinlarda biz quyidagini faraz qilamiz: U(t,x) ni
(t,z) bo‘yicha yuqoridan yarim uzluksiz, ya'ni V¢, z, Ve >
0,38 = 6{(e,t,z), natijada |’ — ¢t < 4§ |¢" — 2z < §
bo‘lganda U(t',z") U(t,z) ning £ atrofining ichiga joylashgan
bolsa: U, a’) C U(t,z) + =S, bu yerda S, R™ ning markazi
nolda bo‘lgan birlik radiusli shari.

Agar U(t, =) yarim uzluksiz bo‘lsa, Q(t, #) ham yarim uzluksiz
ho‘ladi.

1-teorema. Yuqorida aytilgan barcha farazlar bajarilgan va
Q(t, ) barcha (t,z) larda gavariq soha bo'lsin. Faraz qilay-
lik, kamida bitta o'lchovli @(t) = U(t, z(¢)) funksiva mavjud
bo'lsinki, 2 = f(t,z,u) differcnsial tenglamalar sistemasining
7(0) = z° shartni qanoatlantiruvchi Z(f) yechimi bivor ¢* da x?
nngtadan o‘tsin: Z(t*) = z!. U holda oflchovli u(t) € U(t, z(t))
funksiya mavjudki, unga mos kelgan differensial tenglamalar sis-
temasi 2 = f(t, z,u(t)) ning z(0) = z° shartui ganoatlantiruvchi
x(#) yechimi x! nuqgtaga eng gisqa payt 7' da keladi: #(T) = z!.

Albatta, mexanik sistemalarda o‘lchovli funksiyalar sinfiga te-
gishli bo'lgan boshgaruvni tatbiq etib bo‘lmaydi.

Ammo olchovli funksiyaga uzluksiz funksiyalar bilan ixtiyo-
riy darajada yaginlashish mumkinligidan, optimal boshqaruvning
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mavjudligi hagidagi tcorema muhimligi bilan ajralib turadi. Agar
T = f(t,z, u(t)) sistemada o‘lchovli u(¢) boshqaruv v(¢) uzluksiz
boshqaruvga almashtirilsa, yechimning boshlang‘ich parametr-
larga uzluksiz bog'liq bo'lishlik haqidagi teorcmaga asosan, z,(t) .
traycktoriya oxirgi z! nuqtaga aniq kelib tushmasligi mumkin,
ammo unga ixtiyorly darajada yagin bo‘ladi.

2-teorema shartlaridan tashqari, yana quyidagi shartlar ham
bajarilgan bo‘lsin: U(t, x) qat’ly qavariq va (¢, ) larga nisbatan
uzluksiz bo'lsin, ya'ni ixtiyoriy € > 0 ga ko‘ra 4 > 0 mavjud
bo'lsinki, |t; — ta] < 6 va |2y — 22| < § dan U(ty, z4), U(ts, 23)
to‘plamlar orasidagi masofa ¢ dan kichik bo‘lishligi kelib chigsin.

Faraz qilaylik, har bir v € Q(¢, ) uchun, yagona u € U{¢, z)
mavjudki, ular uchun, f(¢, z, ) = v tenglik o'rinli bo‘lsin. U hol-
da Pontryagin funksiyasiga maksimnum beruvchi u(t) ¢ ga uzluksiz
bog‘liq bo‘ladi.

Izoh. Agar U(t,z) qavariq bo‘lmasa optimal boshqaruv
mavjud bo‘lmasligi mumkin (buni tasdiglovchi misollar bor).

3-§. Chiziqli tizimlarni optimal boshqarish masalalari

Masalaning qo‘yilishi. Quyida chizigli o'zgarmas koeffitsi-
yentli differensial tenglamalar sistemasi bilan ifodalangan bosh-
qaruv masalasi atroflicha o‘rganiladi. Bu yerda chiziglilik ham
r = (21,,...,Ty), ham u = (uy,uy, ..., u,) larga nisbatandir.
Boshqaruv masalasining umumiy ko'rinishi quyidagicha:

i = Az + Bu, (3.1)

bu yerda A = (a;;) va B = (b;;) lar mos ravishda (n x n), (n x p)
o‘lchamli jadvallar(matritsalar) bo‘lib, boshqaruv parametri u
ning qabul giladigan giymatlar to‘plami U RP fazoda chegara-
langan ko‘pyoqdan iborat. Biz keyinchalik fagat tezkor masalani
ko'ramiz.
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Chiziqli optimal boshgaruvning tezkor masalasi deb, quyidagi
shartlarni ganoatlantiruvehi masalaga aytiladi:

1) obyektning harakati chiziqli differensial tenglamalar sis-
temast orqali berilgan;

2) obyekt oxirida kelishi zarur bo‘lgan holat R" fazoning koor-
dinat boshi, ya'ni: 0=(0,0,...,0);

3) boshqaruv sohasi U RP fazoning qavariq ko‘pyog'i bo‘lib,
koordinat boshi U ga tegishli, ammo uning uchi bo'la olmaydi.
Bu holatlar quyida ko‘rsatilgan:

'LL2 U2 11,2
u! ul ul
0
(a) ® (c)
3. 1-rasm

Bunda 3.1-rasmning (a) va (b) holatlari mumkin, (¢) holati
mumkin emas.

Joiz boshqaruv u(t) sifatida bo‘lakli uzluksiz giymati U da
yotgan funksiya olinadi. Demak, chizigli optimal boshgaruvda
tayin berilgan z° nuqtadan koordinata boshiga eng tez kelish-
ni ta’'minlovchi joiz w(t) boshqaruvni topish masalasi ko‘riladi,
ya'ni topilgan u(t) ga mos kelgan (3.1) ning trayektoriyasi z(t)
to = 0 da 2° dan chiqib eng gisqa vaqt 7" da 0 ga kelishi
kerak: x(T)=0. Shunga o‘xshash masalalarning kelib chigishini
quyidagicha asoslash mumkin. Jarayon ( holatda goniqarli ish-
lab turgan edi, qandaydir tasodifiy ta’sir ostida ushbu ma’qul
holatdan chigib ketdi va oldindan ma’lum bo‘lmagan z° holatga
o‘tib qoldi, uni shu z°® holatdan 0 holatga tez vaqtda olib kelish
kerak bo‘ladi. Shu ma'noda, tezkor o‘tkazishni amalga oshiruvehi
avtomatik boshgaruv regulyatorni qurish muhim hisoblanadi. Bu
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esa, o'z navbatida, ushbu o‘tkazishni amalga oshiruvchi optimal
boshgaruvni aniglab berish masalasiga kelib taqaladi. Anigki R
fazoning koordinata boshi bir jinsli ( = Az) (3.1)-sistemaning
muvozanat holati hisoblanadi, shu sababli jarayon bu yerga kel-
gandan keyin qolib ketishligi uchun, u = 0 deb olish kerak, shun-
ga ko‘ra U boshqaruv sohaga 0 tegishli deb olinadi. Ushbu tezkor
chizigli masala uchun, maksimum prinsipi soddalashgan holda
bo‘ladi.

Maksimum prinsipi. Tezkor optimal boshqaruv masalasida
funksionalning ko‘rinishi quyidagicha:

T

J(u)z/l-dt

0

bo‘lganligi sababli, Pontryagin funksiyasi

H{t,z,u,p(t), o) = —Xo- 1+ (p(t), Az) + (p(t), Bu) (3.2)
ko'rinishni oladi. Qo'shma vektor-funksiya p(t) quyidagi:

. OH(t,x,p(t),u, A .
plt) = 22 gi) b do) (3.3)

differcnsial tenglamalar sistemasini  qanoatlantiradi. Shunga
ko‘ra,

p(t) = —A'p(t) (3.4)
ni hosil qgilamiz, bu yerda A" jadval A ning transponirlan-
ganiga teng. Maksimum prinsipiga asosan (3.2) ning v € U
bo‘vicha maksimumini topish kerak, ammo birinchi va ikkinchi
qo‘shiluvchilar « ga bog'liq emas, shu sababli faqat oxirgi
qo‘shiluvchining maksimumini aniglash yetarli:

(n(t), Bu(t)) = max(p(t), Bu). (3.5)
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Ushbu tezkor optimal boshgaruv masalasi uchun, soddalashtiril-
gan maksimum prinsipi quyidagicha bo‘ladi: agar u(l) joiz bosh-
qaruv ko'rilayotgan tezkor masala uchun, optimal bo‘lsa, u holda
(o'shma (3.4)-sistemaning nol bo‘lmagan p(t) yechimi mavjudki,
(3.5)-tenglik ixtiyoriy ¢ € [0, 7] da o‘rinli bo‘ladi.
Erishuvchanlik sohasi. Agar u(t) biror joiz boshqaruv
bo'lsa, unga mos trayektoriyani (3.1)-sistemaga Koshi formulasi-
ni qo‘llash orqali topish mumkin:
i

z(t) = M + /CAU_S)Bu(s)ds. (3.6)

0

Mabodo, ushbu joiz boshqgaruvga mos kelgan z(t) traycktoriyw
2 va 0 nuqtalardan o‘tsa, ya'ni: z(0) = z% z(t;) = 0. U holda
(3.6) ga ko'ra,

&
0—(2’4":!:04-/ A=3) Bu(s) ds
0
yoki

151
—a’ = /c‘ASBu(s) ds (87
0
bo‘ladi. Biror #; = T ni fiksirlaymiz va (3.7) dagi «(t) ning o‘rnig:
barcha joiz boshqaruvlarni qo‘yib, (3.7) tenglikni qanoatlantiru .-
chi, ularga mos z° nuqtalar to‘plamini hosil gilamiz. Hosil bo‘lga:
bunday to‘plam Xr bilan belgilanib, u T vagtga mos erishuy-
chanlik sohasideb ataladi. Demak, Xr z¥ nugtalardan tuzilgank:.
ularni T vaqt davomida koordinata boshiga olib keluvchi kami:'e
bitta joiz boshgaruv mavjud.
1-lemma. Erishuvchanlik sohasi R" fazoda gavariq to'plais
bo‘ladi.
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Isbot. Faraz gilaylik, z° € Xp bo'lsin. U holda (yagona

bo'lishi shart emas) joiz boshqaruv u(t) € U topiladiki, mos z(t)
trayektoriya uchun, z(0) = 2° va biror t; < T da z(¢;) = 0 teng-
liklar o‘rinli bo‘ladi. Agar t; < T bo'lsa, u(t) =0, t; <t < T~
deb olish hisobiga x(T)=0 ni ta’minlash mumkin. gilib ham bosh-
garuv u(t), ham mos trayektoriya z(t), [0,7]oraliqda aniglangan
vau(t) € U, 0 <t <7, z(T) = 0 shartlar bajariladi.

2% va 7° lar X7 ning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin. U holda, shunday
u(t) va u(t) joiz boshqaruvlar topiladiki ularning mos trayck-
toriyalari uchun, z(0) = 2% z(0) = 2° va z(T) = Z(T) = 0
shartlar bajariladi. z* esa 2° va 7V nuqtalarnl birlashtiruvehi kes-
maning biror nuqtasi bo'lsin. U holda 0 < A <1 soni borki,

= (1 — Nz’ + Az’
tenglik bajariladi. Quyidagi belgilashlarni kiritaylik:
u*(t) = (1 — ANu(t) + Au(t), 0<t < T; (3.8)
() =1 - XNz(t)+ 2z(t), 0<t < T.
U boshqaruv sohasi qavarig ko‘p yoqli va u(t), u(t) € U

bo‘lganligi sababli (3.8) orqali aniglangan u*(¢) uchun, v*(t) € U
bo'ladi (3.3-rasm). Uning joiz boshqaruv bo‘lishligi ravshan.

z°

a(t)
0

(1)
Xt

8.2-rasm

Tushunarli, z* nuqaning erishuvchanlik sohasi X7 ga tegishlili-
gi ko‘rsatilsa, bundan lemmaning isboti kelib chiqadi. z(t), z(t)

492



trayektoriyalar u(t), u(t) joiz boshgaruvlarga mos kelgan (3.1)-
sistemaning yechimlari, shu sababli, quyidagi:

&(t) = Az(t) + Bu(t),
Z(t) = AZ(t) + Bu(t),

tengliklar boshgaruviarning uzluksiz nuqtalarida o‘rinli bo‘ladi.
Bu tenglamalarni mos ravishda 1 X va A ga ko'paytirib qo‘shilsa,
quyidagi munosabatlar kelib chiqadi:

() = (1 — Ni(t) + AZ(t) = (1 — N Az(t) + (1 — A)Bu(t)+
FAAT(E) + ABu(t) = A[(1 — Nz(t) + ME(t)]+
+BI(1 — Mu(t) + Mu(t)] = Az*(t) + Bu*(t).

Bundan ko‘rinib turibdiki, u*(¢#) boshqaruvga mos keluvchi
traycktoriya z*(t) ckan. Endi 2*(¢) trayektoriyaning boshlang‘ich
va oxirgi nugtalarini aniglaylik:

2*(0) = (1 = Mz(0) + AZ(0) = (1 — Nz’ + \3° = z*,
2 T) =1~ Ne(T)+AZ(T)=(1-A)-0+Ar-0=0.

Demak, u*(t) boshqaruv yordamida z* nugtani T vagt davomida
koordinata boshiga olib kelish mumkin ekan, bu degani z* nugta
X¢ ga tegishli. Lemma isbot bo‘ldi.

2-lemma. Agar 7" nuqta erishuvchanlik sohasi X7 ning ichki
nuqgtasi bo‘lsa, u holda bu nugtadan koordinata boshiga 17" dan
kam vaqtda kelish mumkin.

Isbot. z° crishuvchanlik sohasi Xt ning ichki nuqgtasi
bo‘lganligi uchun, bu nuqgtani o'z ichiga oluvchi va butunlay X
da yotuvchi n — o‘lchovli Sy gavariq ko‘pyoq mavjud. y®, ¢ =
1,2,..., k orqali Sy ko‘pyoqning uchlarini belgilaymiz (3.4-rasm).

y® € Xr bo'lganligi sababli, u®(t), 0 < ¢ < T boshqaruv
mavjudki, u T’ vaqt davomida y® nuqtani koordinata boshiga
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olib keladi. Mos traycktoriya y®(2), 0 < t < T bilan belgilan-
gan, demak: y@(T") =0, i = 1,2, ..., k. S: bilan 4% (g) nugtalar-
ning gavariq qobig'ini belgilaymiz, bu yerda & biror musbat son.
Yetarlicha kichik € > 0 da S. ko‘pyoq z° nuqgtani o'z ichiga oladi’
(3.4-rasmda chetlari shtrixlangan ko‘pburchak). y®(e) nuqgtadan
koordinata boshiga, ¥ (¢) trayektoriya bo‘ylab, T — = vagtda
kelish mumkin.

Demak, ¥®(c) nuqtalarning barchasi X, erishuvchanlik so-
hasiga tegishli bo‘ladi. Bundan, erishuvchanlik sohasi qavariq
bo‘lganligi uchun, (1-lemma) ¥ (g) nuqtalarning qavariq qobig'i
bo'lgan S, ko'pyoq ham Xr_. ga tegishli bo'lishligi kelib chiqadi.
Demak, z® nuqtadan koordinata boshiga T' — € vagt davomida
kelish mumkin ekan. Lemma isbot bo‘ldi.

3-lemma Faraz qilaylik, ©(¢) [0, 7] oraliqda berilgan biror joiz
boshqgaruv, z(£), 0 < ¢ < T ushbu boshqaruvga mos kelgan
va 2 nuqtadan chiquvchi traycktoriya bo'lsin. Agar p(t) (3.4)-
tenglamalar sistemasining ixtiyoriy yechimi bo‘lsa, u holda u(t)
boshqaruvning uzluksiz nugtalarida quyidagi:

2 blt)a(t)) = plt) Bu(t

tenglik bajariladi va bundan

plt)a(ts) - pltoelts) = [ (plr)Bu(r)) ar

kelib chiqadi. |
Isbot. u(t) boshgaruvning uzluksiz nuqtalarida quyidagi mu-
nosabatlarga cga bo'lamiz:
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(p(t) (Z s t}x,(t})
gpi(t)ii(t) + z::l pit)zi () =

= (D o) + 3 banls) i)+

% e

i T t)( Zn: aﬂp)(t))

i=1 7=1

= 2(3 b)) = plt) Bl

p(t)x(t) ko'paytma uzluksiz va ¢ ning chekli sondagi giymat-
laridan boshqasida uzluksiz bo‘lganligi sababli:

plin)eltn)~plioya(to) = [ —(p(ria(r))dr = [ () Bu(r)) ¢
Eo by

tenglik kelib chigadi. Letnma isbot bo'ldi.

Natija. Agar (3.1)-sistemaning bir jinsli gismining yechim!
x(t}, (3.4) ning yechimi p(t) bo'lsa, u holda p(t)z(t) ko'payin:.
o'zgarmas bo'ladi (ya'ni # ga bog'liq bo‘lmaydi).

Hagqiqatan, u(t) = 0 bo'lganligi uchun, 3-tenmadan

d . ,
E-E(p(t)x(t)) = (), vani p(t)z(t} = const
ekanligi kelib chigadi.

Maksimum prinsipining isboti. Faraz qilaylik, (z(¢), u{t);
berilgan obyektni % nuqgtada koordinata boshiga T = €, — ) vaqt
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davomida olib keluvchi optimal tezkor jarayon bo‘lsin. Tushu-
narliki, z° nugta erishuvchanlik sohasi Xr ga tegishli bo‘ladi.
Agar 2% X7 ning ichki nuqtasi bo‘lsa, bu nugtadan koordinata
boshiga T vagtdan tez kelinadi (2-lemma), bu optimallik shartiga
zid. Shu sababli, 7 X ning chegara nuqtasi bo‘ladi. Bilamizki,
X7 gavariq to'plam, shuning uchun, uning chegara nuqgtasi z° dan
G gipertekislik o‘tkazish mumkinki, Xr to‘plam uning bir tarafi-
da yotadi (3.5-rasm). Xr to‘plam yotgan gipertekislikning yarim
fazosi F bo'lsin. 7 bilan x° nuqtadan chiquvchi, G gipertekislikka,
normal va F yarim fazoda yotuvchi birlik vektorni belgilaymiz.
U holda F' yarim fazo

Az -2 >0 (3.9)

tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha z nuqtalardan iborat
bo'ladi. Xususan, Xr to‘plam F yarim fazoda yotganligi uchun,
ixtiyorly z € X7 da (3.9) tengsizlik bajariladi.

p(t) = (01(2), p2(2), ..., pu(t)) orqali (3.4) chiziqli sistemaning
p(tp) = 7 shartni qanoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz. Ush-
bu yechim aynan nol emas va [tg, t;] oraligda aniglangan. Bu p(t)
(3.5) maksimum prinsipi uchun, zarur bo‘lgan vektor funksiya,
ya'ni p(t), u(t) funksiyalar (3.5) ni [tg,¢;] oraligda qanoatlanti-
radi. Shuni ko‘rsatamiz. Buning uchun, teskarisini faraz etaylik,
ya'ni biror 7 (bunda 7 € [tg, t1]) momentda (3.5)-tenglik bajaril-
masin. Bu degani v € U nuqta borki,

p(7)Bu(r) < p(r)Bv

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Agar 7 < 4 bo'lsa, u holda u(t) boshqa-
ruvning o‘ngdan uzluksizligidan A > 0 soni topiladiki, [r, 7 + A]
oraligda boshqaruv, demak, p(t) Bu(t) uzluksiz. Bu mulohazadan
kelib chiqadiki,

p(t)Bu(t) < p(t)Bv (3.10)
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tengsizlik {7, 7 + A oraliqda o‘rinli. Mabodo, 7 = t; bo'lsa, u(t)
boshqaruv, demak, p(t) Bu(t) ko'paytma 7 = ¢, nuqtada chapdan
uzluksiz. Bundan kelib chiqadiki, [7 ~ A, 7] oraliq mavjudki, bu
oraligda (3.10) tengsizlik orinli bo‘ladi. qilib, har vaqt {to, %]
kesmada yotuvchi [, 71} oraliq topiladiki, unda (3.10) tengsizlik
bajariladi. [ty,f;] kesmada aniglangan, quyidagi;

u*(z‘) I agar 7o <t <ny
| u(t), agar t & 1, 7]

joiz boshqgaruvni quramiz. Bu boshqaruvga mos kelgan va
2*(t;) = 0 tenglikni qanoatlantiruvchi trayektoriyani z*(t), to <
t < t; bilan belgilaymiz. Ushbu trayektoriyaning boshlangich
nuqtasi #*(t) = z* bo'lsin. gilib »*(t) boshgaruv yordamida
£ nuqtadan koordinata boshiga T" = t; — ¢y vagt davomida ke-
lish mumkin. Demak, z*0 nugta X7 ga tegishli bo‘lar ekan, shu
sababli

Az — 2% >0 (3.11)

bo‘ladi.
Endi 3-lemmaning natijasini p(t), (t), u(t), to < t < #
funksiyalariga go‘llaymiz:

p(t)z(t) = plto)e(te) = ] (p(r) Bu(7)) dr.
to
Xuddi shunga o'xshash:
plen)a”(ts) = plto)a* (i) = [ (or)Bu(r)

Birinchi tenglikdan ikkinchisini ayiramiz va z(t1) = z*({1) =0
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munosabatni hisobga olgan holda:

31
p(to)(z* (to) — (to)) = f ip(r)Bu(7) — p(r) Bu*(r)] dr
ty
tenglikka ega bolamiz. Bu tenglikning chap tarafi #(z* — a®)
ko‘rinishga ega. O‘ng tarafdagi integral |7, 7;] kesma bo'yicha
goladi, chunki undan tashqarida «*(t) = u(t) tenglik bajariladi.
w*(t) boshqaruv [y, 71) kesmada u*(¢) = v bo‘lganligi uchun:

Az - 19) = / [p(7) Bu(r) — p(r)Bv] dr

bo'ladi. Ammo (3.10) ga ko‘ra integral ostidagi ifoda qgat’iy man-
fiy, demak,

a(z* — 1% < 0
bu esa (3.11) ga garama-qarshi. Bu ziddiyat (3.4} maksimum
[to, t1] oraligning har bir ¢ nuqtasida bajarilishligini isbotlaydi.
Teorema isbot bo‘ldi:

o I 7@ <°
i
‘ [ = G

. F %
0 i
] |

N‘.ﬁ—_.\.-‘{;

3.4-rasm. 3.5-rasm

Boshqarishning optimalligining yetarli sharti. Chizig-
li tizimlarda maksimum prinsipi nafaqat zaruriy, halki yetar-
li bo'lishligini ta'minlovehi shartni keltirib chigaramiz. Buning

498



uchun, invariant fazoostisi tushunchasi kerak bo‘ladi. Yuqorida-
gi A jadval R" fazoda chizigli almashtirishni aniglaydi. Ya'ui,
2 € R" bo'lsa Az € R" va A(AX) € R" va hokazo davom cta-
di. Ko'rsatish mumkinki, A(A(...(A(Az))...)) = A¥z boladi, bu
tenglikning chap tarafida A almashtirish = clementga k marta
ketma-ket ta'sir ettirilgan.

1-ta’rif. Berilgan X C R™ fazoosti uchun z € X dan Az € X
kelib chigsa, X A almashtirishga nisbatan invariant fazoostisi dcbh
ataladi. Agar invariant fazoostisi butun fazo R™ bilan ustma-ust
tushmasa, u zos deb ataladi.

4-lemma. z € R" vektor A almashtirishning xos invariant
fazoostiga tegishli bo‘lishligi uchun, z, Az, A%z, ..., A" 'z vck-
torlarning chizigli bog‘liq bo'lishligi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. Agar z xos invariant fazoostiga tegishli
bo'lsa x, Az, A%z, ..., A" 'z vektorlarning chizigli bog'liq ckan-
ligini ko‘rsatishimiz kerak. 1-ta’rifga asosan xos invariant fazoos-
tining o‘lchami n dan kichik va z, Az, A%z, ..., A" 'z vektor-
larning barchasi shu fazoostiga tegishli. Ammo biz bilamizki, fa-
zo o‘lchamidan ko‘p bo‘lgan vektorlar, albatta, chizigli bog'lig
bo‘ladi. Shuning uchun, z, Az, A%z, ..., A" 'z vektorlar chizigli
bog'lig.

Etarliligi. 2z € R" bo'lib, =, Az, A%z, ..., A" & vektor-
lar chizigli bog'liq bo'lishsin. U holda, tushunarliki, ular R"
ning bagzisi bo'laolmaydi. Demak, ular yordamida tuzilgan X =
Lin{z, Az, A%z, ..., A" 1z} ko'phillik R" ning fazoostisi bo'lib,
o‘lchami n dan kichik. Xususan, z, Ax € X bo‘lganligi uchun,
bu fazoostisi A almashtirishning xos invariant fazoostisi bo‘ladi.

5-lemma. p(t) (3.4) sistcmaning noldan fargli yechimi, z R*
fazoning noldan fargli vektori bo'lsin. Agar biror (7q, 71) interval-
da p(t}xr = 0 ayniyat bajarilsa, u holda x vektor A almashtirish-
ning xos tnvariant fazoostisiga tegishli bo‘ladi.
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Isbot. X orqali (79, 71) oraligda p(t)y = 0 tenglikni qano-
atlantiruvchi barcha y € R™ vcktorlar to‘plamini belgilaymiz.
X R™ ning fazoostisi bo‘ladi, haqiqatan, agar 41,99 € X bo‘lsa
y1+y2 € X va ixtiyoriy o da ay; € X bo‘ladi. Bundan tashqgari
har bir ¢ € (79, 71) da p(¢) nol vektor bo‘lmaganligi sababli, X R*
bilan ustma-ust tushmaydi. X invariant ekanligini ko‘rsatamiz.
y € X bolsin, u holda (79, 71) intervalning har bir £ miqtasi

uchun:
n

0= (%(p(t)y) =p(t)y = —(A'p(t))y Z(E @siPs (t)) w=

=1 j=1

=~ Z p;(t) (Z aﬁy,) = —p(t)(Ay)

ga ega bo'lamiz. Demak, Ay € X, ya'ni X invariant ckan. Na-
tijada z A ning xos invariant fazoosti X ga tegishli bo‘lar ckan.
Lemma isbot bo'ldi.

Holatning umumiylik sharti: w vektor U ko‘pyoquing
biror girrasiga parallel bo‘lgan vektor bo‘lsa, Bw vektor A al-
mashtirishning hech bir invariant fazoostiga tegishli cias.

Yoki 4-lemmadan foydalansak, holatning umumiylik sharti
quyidagicha bo'ladi: agar w U ko‘pyoqning biror girrasiga pa-
rallel bo‘lgan vektor bo‘lsa, Bw, ABw, A?Buw, ..., A* 'Bw vek-
torlar chizigli bog‘liq emas.

Holatning umumiylik sharti bajarilmadi degani, U ko‘pyoqning
biror w qirrasi uchun, Bw, ABw, A2Bw, ..., A" 1Bw vcktorlar-
ning chiziqli bog‘ligligini yoki bu vektorlarning koordinatalaridan
tuzilgan determinantning qiymati nolga teng ckanligini bildira-
di. Ko‘pyoqning uchlari, demak, girralari chekli sonda bo‘lganligi
uchun, bunday determinantlar ham chekli sonda bo‘ladi. qilib ho-
latning umumiylik shartini tekshirish chekli sondagi determinant-
larning giymatlarini hisoblashga olib kelar ekan. Ammo holatning
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wmumiylik sharti unchalik ham og'ir emas, chunki u bajarilmasa
yoki A ning biror elementlari giymatlarini, yoki U ning uchlarini
hir 0z o‘zgartirish hisobiga magsadga crishish mumkin bo‘ladi.

Bundan buyon holatning umumiylik sharti bajarilgan deb
faraz ctiladi.

1-teorema. Obycktni [tg,t1] vaqt davomida z° nuqtadan
koordinata boshiga olib keluvehi joiz u(t) boshqaruv optimal
ho'lishligi uchun, u maksimum prinsipini qanoatlantirishi zarur
va yctarli.

Isbot. Zarurligi yuqorida isbotlangan, shuning uchun,
vetarligiga to'xtalamiz. Faraz qilaylik, u(t) [to, 1] oraligda mak-
simum prinsipini qanoatlantirnvehi joiz boshqaruv, z(t) csa unga
mos kelgan trayektoriya va p(t) (3.4)-sistemaning nol bo‘lmagan
yechimi bo'lsin.

u(t) ning optimalligini isbotlash uchun, teskarisini faraz qi-
lamiz, va'ni u(t) optimal bo‘lmasin. U holda boshqa, joiz u(t)
boshgaruv mavjudki, unga mos traycktoriya — Z(¢) bo‘ylab ko-
ordinata boshiga tezroq kelinadi: Z(t) = 2z va () = 0, bu
yerda 8 < t1. (5-maksimum shartiga asosan [tg, 8] kesmaning ix-
tiyoriy t nugtasi uchun,

p(t)Bu(t) = 111165841)(031; > p(t)Bult)

munosabat bajariladi.

Tkkala =(t) va Z(t) trayektoriyalar ¢ = ) vaqt momentida «°
ngtadan chigqanliklari uchun, p(te)z(to) = p(to)Z(to) tenglik ba-
jariladi. Bundan tashqari p(t1)z(¢;) = p(6)z(8) = 0 tenglikning
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o'rinligi tushunarli. qilihy 3-lernmaga asosan:

p(0)z(0) = p(6)z(0) — p(0)Z(8) = [p(0)x(0) - p(to)z(to)]

~[p(6YZ(8) — p(to)x(to)] = f {p(T) Bu(7)) dr—

¢

8
—tf(p('r)Bﬁ('r)) dr = j(p(T)Bu(T) — p(T)Bu(r))dr > 0

bo‘ladi. Koordinata boshi U ko‘pyoqqa tegishli bo‘lganligi uchun,

p(t)Bu(t) = max p(t)Bu(t) > 0 munosabat ixtiyorly ¢t € [tg, t]
uc

da o‘rinli. Bundan,

p(0)x(6) = p(6)x(0) — p(t)x(t)) = /(p T)Bu(r))dr <0

munosabat kelib chiqadi. qilib p(@)z(d) = 0. Ammo
!

J(p(7)Bu(r))dr=0 bo'lganligi va p(t}Bu(t):néaggp(t)Bu >0
[} U

munosabatdan (6,¢,) intervalda p(t)Bu(t)=r3éaC;§p(t)Bu =0
bo‘ladi. '

Endi U; bilan U ning koordinata boshi yotgan yog'i belgilan-
gan bo'lsin. Bunda U; U bilan ustma-ust tushishi, yoki haqigiy
yog't bo'lishi mumkin. Ammo uning o‘lchami birdan kichik emas,
chunki koordinata boshi U ko'pyoquing uchi emas. p(¢)Bu fun-
ksiya U; ning ichki nugtasi 0 da nol giymatni gabul qiladi va
max p(t) Bu = 0 shuning uchun, barcha u € U; larda p(t)Bu = 0

ucll
boladi, bu verda # < ¢ < ¢;. Bundan, agar ' va «” lar U ning

biror girrasi uchlari bo'lsa, p(t)Bu' = p(t)Bu” = 0 bo‘ladi. U;
ning bu girrasi bo‘yicha yo‘nalgan w = «” — «’ vektori uchun,
(6,t1) intervalda p(t)Bw = p(t)Bu” — p(t)Bu' = 0 ga cga
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bo‘lamiz. (3.53)-lemmaga asosan Bw vektor A almashtirishning
xos invariant fazoostiga tegishli bo'ladi. Bu esa holatning umu-
miylik shartiga zid. Teorema isbot bo‘ldi.

Optimal boshqaruv masalasini yechish rejasi. Avvallo
shuni ta’kidlaymizki, (3.4)-tenglamalar sistemasi o‘zgarmas koef-
fitsiyentli va x, u larga bog'liq emas, demak, uni alohida ko‘rish
mumkin. U berilgan boshlang'ich qiymat p{fy) orqali yagona
vechimga ega. Uning bu yagona yechimini topish optimal bosh-
garuv masalasini vechishdagi birinchi masala hisoblanadi.

1-masala. Iztiyoriy boshlang‘ich giymat p(ty) yordamida (3.4)
sistemaning p(t) yechimi topilsin.

Maksimum prinsipi zaruriy shart bo'lganligi uchun, ixtiyoriy
optimal boshqaruv maksimum sharti — (3.5) ni qanoatlantiradi,
shundan kelib chiggan holda quyidagi 2-masalaga kelamiz.

2-masala. (3.4 )-sistemaning biror nol bo‘lmagan yechimini
bilgan holda (3.5) maksimum shartini qanoatlantiruvchi u(t) joiz
hoshqaruv topilsin.

Ko‘rsatish mumkinki, berilgan noldan farghi p(¢) orqali (3.5) ni
qanoatlantiruvehi joiz u(t) boshgaruv yagona ravishda aniglana-
di. Ya'ni 2-masala yagona yechimga cga.

3-masala. 2-masale orgali topilgan u(t) boshqaruvge mos va
berilgan x° boshlang‘ich nuqtadan chiquuchi, (3.1)-sistemaning
yechimi (trektoriyasi) topilsin.

2-masalada topilgan boshqaruv (3.1)-tenglamadagi u parametr
o‘rniga go‘yilgandan so‘ng, u bir jinslimas chizigli o‘zgarmas
koetlitsiyentli differensial tenglamalar sistemasini ifodalaydi.
Ma’lumki, bunday ko‘rinishdagi sistemalarning vechimini topish-
ning bir nechta usullari mavjud.

qilib bu 3 ta masalani yechish aytarli gqiyinchilik tug'dirmaydi.
Demak, oxirgi natija bo‘lgan z(t) trayektoriya p(t) ning bosh-
lang‘ich giymati p(to) ga bog‘liq bo‘ladi. Agar biror p(ty) da bosh-
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lang‘ich holatdan chiqqan mos trayektoriya koordinata boshiga
kelsa, holatning umumiylik shartiga asosan, u optimal bo‘ladi.
Shu munosabat bilan quyidagi masalaga kelamiz.

4-masala. boshlang‘ich p(ty) qiymat topilsinki, natijada beril-
gan boshlang‘ich z° holatdan chiggan mos trayektoriya koordinata
boshiga kelsin.

Umuman aytganda, bunday boshlang‘ich p(t) giymatning
mavjudligi ma’lum, ammo uni oshkor ko‘rinishda aniqlashning
umumiy usuli yo'q. Bu yerda bir gancha qulay taqgribiy usullar
taklif etilgan bo‘lib, ular yetarlicha aniglikda hisoblab berish
imkoniyatiga cga.

Demak, bu yo'l bilan optimal boshqaruv masalasini yechish har
bir boshlang‘ich holat z% uchun, optimal traycktoriyani topish,
ya'ni 4-masalaga asosan p(fy) boshlang'ich giymatni aniglash
muammosiga kelinadi. Bu yerda, yana bir jihat, optimal bosh-
garuv vagtga bog'lig, ya'ni u(t) ko‘rinishda kelib chigadi.

Optimal boshgaruvni sintez funksiya shaklda, ya'ni u =
v(z), = holatga bog'liq ko'rinishda ifodalash juda ham qulaylik
tug'diradi. Mabodo, optimal sintez boshqaruv « = v(z) topilgan
bo‘lsa, u holda uni (3.1)-sistemaga olib borib qo‘yish bilan,

i = Az + Bv(z)

avtonom sistemna hosil boladi. Bu esa oddiy differensial
tenglamalar sistemasi bo‘lib, faqat uning z(tg) = 2° boshlangich
shartni qanoatlantiruvchi yechimini aniqlash zarur bo‘ladi. Bu
yechim gidirilayotgan optimal trayektoriyani ifodalaydi. Ammo
fazo o‘lchami ikkidan katta bo‘lganda, umuman, optimal sintcz
funksiyani qurish juda ham murakkabdir. Tekislikda esa, koor-
dinata boshidan chiquvchi optimal trayektoriyalar yordamida,
optimal sintez funksiyani, aksariyat hollarda aniglash imkoni
bo‘ladi.
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4-§. Ko‘p kriteriyali masalada yechim qabul qilish
nazariyasi

Insoniyat faoliyatining ko‘p sohalarida bir kriteriya emas bir
nechta kriteriyalar bo‘yicha yechim qabul qilishga zaruriyat
bo‘ladi. Masalan, xarid qilish va mahsulot sifati, xarajatni mi-
nimum qilgan holda foydani maksimumlashtirish, kommivoyaj-
yor masalasida, nafaqat masofani minimallashtirish, balki shu bi-
lan birga yo‘l xarajatini, umumiy o‘tish vaqtini va yana boshqa
xarajatlarni hisobga olishga to‘g'ri keladi. Bular va yana boshqa
ko‘pgina amaliy masalalar matematik nuqtayi nazardan tavsifla-
nishi, ya'ni bir vagtning o‘zida bir nechta funksiyalarni berilgan
sohada maksimumini topishga keltiriladi. Bunday masalalar op-
timallashtirishning ko‘p kriteriyali masalalari deb ataladi. Tan-
lash va yechim qgabul qilish nazariyasini tashkil etuvchi tadqiqot
predmetining masalalarida u muhim ahamiyatga ega. Yagona op-
timallik prinsipining yo‘qligi, ko‘p kriteriyali masalalarni bir kri-
teriyali masalalardan farglab turadi. Bu esa o'z navbatida, masa-
lalar yechish uchun, ko‘p sondagi usullar yaratilishiga olib keldi.

Bu usullarning har biri vcktor baholar to‘plamini tartiblash
(gisman yoki to'la), hamda bu tartiblashga nisbatan eng yaxshi
joiz yechimlarni aniglashdan iboratdir. Bulardan eng umumiy
va yaxshi tadqgiq qilingani binar munosabatlar "tilida" beril-
gan usullardir. Berilgan konkret ko'p kriteriyali masala uchun,
bunday munosabatlar afzallik hagidagi ma’lumotlar, yechim qa-
bul giluvchi, ekspertlar yordamida hamda masalaning matematik
modelini tadqiq gilish asosida o‘rnatiladi. Ko‘p kriteriyali opti-
mizatsiya muammolarini muntazam tadqiq gilish o‘tgan asrning
60-yillaridan boshlangan.

Yechim gabul gilishning hozirgi zamon nazariyasida, muhim
fundamental tushunchalardan biri, effektivlik yoki Pareto
ma’nosida optimallikdir. Oxirgl nomlanish italiyalik iqtisodchisi
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va sotsiolog V. Pareto nomi bilan bog‘langan bo‘lib, u o‘zining
tadqiqot ishlarida ko‘p kriteriyali optimizatsiya muammolarini
o‘rgana boshlagan.

Ko‘p kriteriyali optimizatsiya masalasining matematik
modeli

Ko'p kriteriyali optimizatsiya nazariyasida, bir vagtning
o‘zida, bir nechta kriteriya bo‘yicha yechim gabul qilish masa-
lasi ko‘riladi. Ko‘p kriteriyali masalaning qo‘yilishi quyidagicha:

g@(;‘rl::l"?? "'7In) < bi: = 1727 - 8 (41)
shartlarni qanoatlantiruvchi va
2p = fk($1,1‘2,.,.,$’n), k=12 _..m (4.2)

funksiyalarga maksimum giymat beruvchi z,, @, ..., 2, sonlarini
topish talab etiladi.

(4.1)-tengsizliklar sistemasini qanoatlantiruvchi @ = (z), zo,
z3, ..., Tn) nuqtalardan iborat bo‘lgan D C R" to‘plam joiz soha,
uning clementlari joiz yechimlar deb ataladi. D to‘plamda be-
rilgan fr(x1, zg, ..., 2,) funksiyalar magsad funksiyalar yoki kri-
teriyalar deb ataladi. (4.1)—(4.2)-masalada m ta magsad fun-
ksiya ishtirok ctib, ular D to‘plamni erishishlik to‘plami dcb
ataluvchi, F7 C R® to‘plamga aks ettiradi.

Vektor funksiya kiritish yordamida (4.1)—(4.2) ko‘p kriteriyali
masalaning modelini vektor ko‘rinishda yozish mumbkin:

g(.l) = (91(17)1 92(x)’ "'7g5(x)) <b b= (blab% ) 65)3 (43)

fz) = (fi(z), folz), ..., fr(2)) = max, z € D. (4.4)

Ko'p kriteriyali optimizatsiya muammosi dastlab 1904-yili
V. Paretoning tovar almashish masalasini matematik tadqiq qi-
lishdan kelib chigqan. Keyinchalik ko‘p kriteriyali optimizatsiya
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masalasiga, hisoblash texnikasi rivojlanishi sababli, gizigish yana-
da ortdi. Uning go‘llanish sohasi yanada kengaydi, masalan, mu-
rakkab texnik tizimlarning loyihasini yaratish muommasida.

Bir kriteriyali optimizatsiya masalasidan farqli o‘laroq ko'p kri-
teriyali optimizatsiya masalasi anigmas magsadga ega. Chunki
bir nechta maqgsad funksiyani maksimumlashtiruvchi yechimning
mavjudligi kamdan-kam uchraydigan holdir, shu sababli bunda
fagat "kelishilgan" holda yechim olinishi mumkin. Masalan, bir
paytda ham foydani maksimumlashtiruvchi, ham xarajatni mi-
nimumlashtiruvehi korxona rejasini tuzish mumkin cmas, chunki
xarajat qanchalik ko'p bo‘lsa mahsulot shunchalik ko‘p ishlab
chiqariladi; demak, bu bilan foyda ham oshadi.

Bundan, ko‘p kriteriyali optimizatsiya nazariyasida, optimallik
tushunchasi turli talginda bo‘lishligi kelib chiqgadi, shu sababii
nazariyaning o‘zi quyidagi uchta asosiy yo‘nalishdan iboral
bo'ladi:

1. Optimallik konsepsiyasini varatish.

2. Qabul gilingan ma’noda optimal yechimning mavjudligini
aniglash.

3. Optimal yechimning topish usullarini yaratish.

Pareto ma’nosida optimallik

Agar fi(z), fo(z), ..., fm(z) magsad funksiyalarining barchas
bitta z* € D joiz yechimda maksimumga crishsa, u holdx
(4.1)—(4.2)-masala ideal yechimga ega deyiladi.

Yuqorida aytilganidek, ideal yechimga ega bo‘lishlik juda ham
kamdan-kam uchraydigan holdir. Shuning uchun, (4.3)—(4.4)-
masalani yechishdagi asosiy muammo optimallik prinsipini for-
mallashtirish, ya'ni optimal vechim boshgasidan qanday ma’noda.
afzal (ustun) ckanligini aniglashdan iboratdir. (4.3)—(4.4}-
masalaning ideal vechimi yo‘q bo‘lganda, uning "kelishilgan™
yvechimi qgidiriladi.



(4.3)~(4.4)-masalada har bir z € D joiz yechim uchun,
(fi(z), folz), ..., fm(x)) vektor funksiyaning mos qiymati yechim-
ning vektor bahosi deyiladi. Yechimning vektor bahosi yechim
gabul qiluvchiga to'la ma’lumot beradi. Ya’ni, joiz yechimlarni
taqqoslash, ularning vektor baholari orqali amalga oshiriladi.

1-ta’rif. Agar ', 22 € D joiz yechimlar uchun, fi(z') <
filz?), k = 1,2,...,m tengsizliklar o'rinli bo'lib, ularning biror-
tasi qat’iy bo‘lsa, z° yechim x' yechimga nisbatan afzal (ustun)
deyiladi va bu z! < 2 ko‘rinishda yoziladi.

2-ta’rif. (Pareto ma’nosida optimallik.) Ko‘p kriteriyali opti-
mizatsiya masalasida x* € D joiz yechimdan afzal bo‘lgan bosh-
qa ¢ € D joiz yechim mavjud bo‘lmasa, z*— Pareto ma’nosida
optimal deb ataladi.

Pareto ma’nosida optimal bo‘lgan joiz yechimlar to‘plami
D, C D bo'lsin. D, to'plamning muhim xossalaridan biri,
u D — joiz yechimlar to'plamidan, shak-shubhasiz, afzal bo'la
olmaydigan yechimlar "tashlab" yuborilishidan hosil gilinadi.
Odatda, ko‘p kriteriyali optimizatsiya masalasini yechish D,
to‘plamni aniglash bilan boshlanadi. D, to'plamda aniqlangan
biror kriteriya qivmatini, faqat boshqa kriteriya giymati hisobi-
ga yaxshilash mumkin. Shu sababli yechim gabul giluvehi, bosh-
qa qo‘shimcha afzallik tushunchasini kiritilmagan bo‘lsa, optimal
yechimni, aynan D, to'plamdan qidirishi kerak bo‘ladi.

Aksariyat bollarda ko'p kriteriyali optimizatsiya masalasi,
biror usul yordamida bir kriteriyali masalaga keltiriladi. Bunday
usullar bir gancha bo‘lib, ularning birortasini boshqasidan afzal
deb bo‘lmaydi. Buni har bir berilgan masala uchun, yechim gabul
giluvchi o‘zi hal etishi lozim bo‘ladi.

Magsad funksiyalar, Pareto ma'nosida optimal bo‘lgan D, C
D c R™ to‘plamni biror F, C F' C R* to‘plamga akslantiradi,
Fy — Pareto toplami deb ataladi.
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1-misol. Quyidagi ikki kriteriyali masala berilgan bo‘lsin:

z3 4 73 < 100 (45)
€y >0, 292> 0 ’
shartlar ostida
2] = 2x1 + T9 — max (46)

29 = 2271 + 3T2 — max

topilsin.

(4.5)—(4.6)-masalada Pareto ma’nosida optimal joiz yechimlar
to‘plami aniglansin.

Joiz soha D koordinata tekisligining birinchi choragida joy-
lashgan markazi koordinata boshida, radiusi 10 ga teng bo‘lgan
doiraning qismidan iborat bo‘ladi (4.1-rasm).

zy va zp kriteriyalar bo'yicha alohida optimal yechimlarni
topamiz. Buning uchun, p;(2, 1) va py(2, 3) yo'nalishdagi vektor-
farni hamda ularga perpendikulyar — sath chiziglarini quramisz.
Sath chiziglarini aylana bilan urinish nuqtalari A va B dan ibo-
rat bo‘lgan optimal yechimlarni aniglaymiz.

D dagi biror C' yechimni Pareto — optimal bo‘lishligini tekshi-
ramiz. C nugta orgali maqsad funksiyalarning sath chiziglarini
o'tkazamiz va ular hosil gilgan yarim tekisliklar kesishmasidan
iborat bo‘lgan konusni qaraymiz (4.1-rasmda shtrixlangan).

Tushunarliki, C' nugtaga mos kelgan yechimni ikkala kriteriya
bo‘yicha ham yaxshilash mumkin, shu sababl: u effektiv emas. Ef-
fcktiv D, (Pareto ma'nosida optimal) ywunlar aylananing AB
yoyidan iborat. qilib, effektiv yechimlar Lar bir kriteriyani alo-
hida masala deb yechilganda topilgan optimal ycchimlar orasida
votadi. A nugtaning koordinatalarini topaylik. Aylananing nor-
mal vektori 7y = (z1,27) koordinatalarga cga bo'lsin, birinchi
magsad funksiyaning sath chizig'iga normal vektor gy = (2,1)
bo‘ladi. Vcktorlarning kollinearlik shartidan kelib chigadiki, mos
koordinatalar proporsional ya'ni: 521- = %2 Demak, A nugtaning
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(x1, z2) koordinatalari quyidagi sistemani qanoatlantiradi:

I = 2:1’:2
z} + 3 = 100.

Ushbu sistemaning yechimi (4v/5, 24/5) bo'lib, u A migtaning
koordinatalarini beradi. Xuddi shunga o'xshash B nuqtaning ko-

i i : 3 20 30
A & I _1: —_— —_— .
ordinatalarini qula} 1172 ( /3 \/ﬁ)

:13211

p‘l(z? 3)
M
C)' pl(Q’ 1)
0 N &
4.1-rasm

2-misol. 1-misolda keltirilgan masala uchun, erishishlik va
Pareto to‘plamlari aniglansin.

Magsad funksiya vektorlariga mos akslantirishning kriteriyalar
fazosida Parcto to‘plamini quramiz.

Buning uchun, joiz sohaning xarakterli nugtalari aksini jadval
ko‘rinishda ifodalaymiz (4.1-jadval).

4.2-rasmda F), to'plam AB yoydan iborat. Ikki kriteriya uchun,
bu to‘plam erishishlik to‘plamining "shimoliy-sharq" chegarasini
tashkil giladi.

Berilgan ikki kriteriya uchun, erishishlik to'plami F C R? va
Dy ning aksi bo‘lgan Pareto to‘plami F, C F' 4.2-rasmda. kelti-
rilgan. Bu to‘plamlar 4.1-jadval asosida hosil gilingan.

gilib, ko'p kriteriyali optimizatsiya masalasining yechimini
Parcto ma’nosida optimal bo‘lgan D), to‘plam tashkil giladi. Am-
mo yakuniy garor qilish har vaqt yechim qabul giluvchiga bog'liq
bo‘lib goladi.
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4. 1-jadval

D) sohaning £ g nugtaning 5 22
nuqlasi F dagi obrazi
0 0 0 114 0 0
M (] 10 M 10 30
N 10 0 N 20 20
A 45~ 8,9]4/5 a8 9 A 10v5 ~ 22,4145 = 31,8
B F 5,5 b5 B Thm 9,4 | B8~ 36,1
224 B
£y
M) A
F Nt
0 21
4.2-rasm

Ko'p kriteriyali optimizatsiya masalalarining muam-
molari va yechish usullarini sinflash

Ko'p kriteriyali optimizatsiva masalalarini yechish davomni-
da magsadlarning anigmasligi va o‘lchamsiz kriteriyalarga o‘tish
kabi o‘ziga xos savollarni aniglashtirishga to'g'ri keladi. Ko'p kri-
teriyali optimizatsiyaning usullarini yaratishda vujudga keladi-
gan asosiy muammolarni sanab o‘tamiz.

1. Kriteriyalarni  normallashtirish, ya'ni ularni  umumiy
(o‘lchamsiz) masshtab o‘lchamiga keltirish muammosi.

2. Optimallik priusipini tanlash, ya’ni optimal vechim qavsi
ma’noda hoshqga yechimlardan (afzal) ustun ckanligini aniglasi
HUAIINOS].
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3. Afzal kriteriyalarni aniqglash, ya'ni fizik, iqtisodiy va bosh-
ga ma’nolardan kelib chiggan holda, ayrim kriteriyalarning
boshqalaridan afzal ekanligi muammosi.

4. Ko'p kriteriyali optimizatsiya masalalarida optimumni hi-
soblash muammosi.

Bu yerda, aniq xossaga ega bo'lgan masala optimumini hisob-
lash uchun, chizigli, nochizigli, diskret optimizatsiya usullaridan
foydalanish muammosi nazarda tutilgan.

Ko'p kriteriyali optimizatsiya masalalarini ycchish davomi-
da fr(x) kriteriyalarni normallashtirish zaruriyati kelib chiqa-
di, ya’ni barcha kriteriyalarni umumiy masshtab va o‘lchamsiz
ko‘rinishga keltirish kerak bo‘ladi. Keyinchalik, barcha kri-
teriyalar manfiymas, ya’ni 0 < fi(z), z € D holga keltiriladi.

Ko‘p hollarda quyidagicha Ag(z) = f"m almashtirish, yorda-
mida o‘lchamsiz holga keltiriladi, bu yt,rda fi= max fi(z). Bun-

day normallashtirilgan kritcriyalar quyidagi ikki muhlm X0SSaga
ega bo‘ladi: birinchidan ular o‘lchamsiz, ikkinchidan, ixtiyoriy
z € D da 0 < N(z) < 1 tengsizlikni qanoatlantiradi. Bunday
holga keltirish kriteriyalarni bir-biri bilan tagqoslash imkonini
beradi.

4 3-rasmda ko‘p kriteriyali masalalarni yechishda qo‘llaniladi-
gan asosiy usullar keltirilgan.

Ushbu usullar quyida batafsil bayon gilingan.

Interaktivlik

Yechim qabul qilishni go‘llab-quvvatlovchi sistema tomonidan
taqdim etilgan ma’lumotlar asosida tanlash va yechim gabul qi-
lishni hal giluvehi "ekspert" ishtirokida ko‘p kriteriyali masalani
yechish amalga oshiriladi. Bunda bir nechta "ckspertlardan®
iborat bo‘lgan guruhlar ishtirok etishi mumkin. Yechimni
qidirishdagi algoritm va usullarda inson omilining ishtirok etishi
interaktivlik deyiladi.



Ko'p kntcr%alz TROSA-

lani yechish usullari
. o Leksiko, ik Bir krileriyage
Interaktiv optsmlz%gyu keltiris 9
Terarzigani E ffcktiv Ketma-ket Asosi anis Magsadli
tahlil ‘dl sh L()‘;{; arnlar Vozkechish kntmg)a o rah,s" dasturlash
usuli usnli usuli usuli usult usult
Additiv Multipli- Maksimin
kativ
4.3-rasm

1. lerarxiyani tahlil qilish usuli

lerarxiyani tahlil qilish usuli chizigli funksiyaning foydaliligini
qo‘llashga asoslangandir. Ushbu usul siyosiy jarayonlarni (holat-
larni, vaziyatiarni, ahvollarni) tahlil gilishga bag'ishlangan bo'lib,
amerikalik olim T. Saati tomonidan takhf etilgan.

Soddalik uchun, chekli N ta sondagi yechimlarni xarakterlay-
digan m ta f; kriteriyalar berilgan bo‘lsin. Yechimlar ichidan
bittasini tanlab olish masalasiga ierarxiyani tahlil qilish usuli-
ni qo‘llaymiz. Zero, kriteriyalarning yechimlardagi qiymatlarini
aniglash usullari (aynigsa, siyosiy yoki ijtimoiy muammolarda bu
muhim) mavjud bo‘lsa ham, soddalik uchun, ular berilgan deb
faraz qilamiz. U holda icrarxiyani tahlil qilish usuli yordamida f;
kriteriyalarning vaznlarini aniglab olish mumkin bo‘ladi.

Anigroq qilib aytganda, ycchim qabul giluvchi yechimlarning

afzalligini chiziqli J(z) Za, fi{x) funksiya orqali aniqlay-

di, bunda kriteriyalarning vaznlarl bo‘lgan ai, ay, ..., a;, larning
gqiymatlarini topish masalasi hosil bo‘ladi. T. Saatining fikricha,
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vaznlarning qivmatlarini bevosita topish murakkab bo‘lib, ularni
aniglash usulning asosiy masalasi hisoblanadi. Shu jihatdan,
yechim qabul giluvchi vaznlarning aniq giymatini cmas, balki
ularning bir-biriga nisbatan muhimlik ko‘rsatkichlari bo‘lgan ay;
lar haqida axborot beradi. Burda, a;; larning giymatlari ixtiyoriy
bo‘lmasdan, ular ma’lum biror to‘plamdan, masalan, {1,2, ...,9}
dan qiymat qabul qgiladi, a;; = 9 bo‘lishligi 4 — kriteriyaning 7 —
kritcriyadan ancha muhim ekanligini bildirsa, a;; = 1 bo'lishligi
1 va j — kriteriyalarning muhimlik ko‘rsatkichlari taxminan teng
ekanligini bildiradi. Bunda tabiiyki, a;; = a‘L va a; = 1 deb oli-
nadi. Vazn giymatlari bo‘lgan «; larning m ta qiymatlari o‘ruiga
%—Q ta sonni aniglash kerak bo'ladi. qgilib A = |]a|| jad-
val tuzishda ortigcha ma’lumotlar talab ctiladi, ular a;; larning
tuzishdagi xatolikliklarni va o, 4 = 1,2, ..., m larning giymatla-
rini topishda ishlatiladi.

Yechim gabul giluvchining absolyut mantigiy mulohazasidan:

Qj = =12 m, (4.7)

J

tenglik bajarilishi lozim, bu yerda oy, ¢ = 1,2,...,m lar vazn-
larning taxmin gilingan qiymatlari. Agar ycchim gabul qilu-
vchi absolyut to‘g'ri mulohaza yuritgau bo'lsa, ya'ni «;, 1 =
1,2,...,m vazu giymatlari mavjud bo'lib, ular uchun, a;; lar
(4.7)-tengliklarni ganoatlantirsa, u holda kriteriyalarning nis-
batan muhimligini bildiruvechi A jadval. u A" bilan belgilangan
bo'lsin, A%« = ma tenglikni ganoatlantirgan bo‘lar edi. gilib,
bunda a AY jadvalning xos vektori, A\; = m xos soni bo‘ladi. Os-
ongina payqash mumkinki, A" jadvalning satrlari o‘zaro propor-
sional, shuning uchun, uning rangi birga teng. Bu holda A%3 = 0
tenglama 8 = (8, Ba, ..., Bin) noma’lumga nisbatan m — 1 ta chi-
ziqli erkli yechimga cga, demak, A? jadvalning boshqa barcha xos
sonlarining giymatlari noldan iborat bo‘ladi.
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[lagiqatda csa, yechim qabul qiluvchi a,; larning giymatlari-
ni aniglashda xatolikka yo'l qo'yishi mumkin, demak, A jadval
uchun, (4.7)-tengliklar bajarilmaydi, ya’ni, umuman aytganda,
A jadvalning satrlari proporsional bo‘lmaydi. Ierarxiyani tahlil
qilish usulida A jadval A° jadvalning juz'iy o‘zgargani sifatida
qaraladi, shuning uchun, A jadvalning xos sonlari A? jadvalning
xo0s sonlariga juda yaqgin deb olinadi.

Qurilishiga ko‘ra. A musbat jadval bo‘lganligi uchun Frobenius-
Perron teoremasiga binoan A maksimal musbat xos soni Apax
va tusbat xos vektori o mavjud. Apa xos son A® jadvalning
A1 = m xos sonini juz’ly o'‘zgargani sifatida olinadi. Shun-
ga bog'liq ravishda A jadvalning Ap.x Xos soniga mos kelgan
a = (04, @y, ..., 04,) xos vektori qidirilayotgan vazn deb olinishi
mumkin.

Amax — 1 . . . . .
A = 2 T talik A jadvalning A% jadvaldan chotlanishi-

ni aniqlaﬁi. Agar A yetarlicha kichik son bo‘lsa, olingan nati-
jalar goniqarli hisoblanadi va A jadvalning o = (o, ag, ..., )
xos vektori izlanayotgan vazn sifatida olinadi.

Chizigli foyda funksiyasiga asoslangan barcha usullarga taal-
luqli bo‘lgan kamchiliklardan tashqari, ierarxiyani tahlil gilish
usuli o‘ziga xos bo‘lgan kamchilikka cga. Xususan, qo‘shimcha
effektiv bo‘lmagan yechimni kiritish vaznlarning qiymatini
o‘zgartirib yuborishi mumkinki, natijada masalaning yechimi bu-
tunlay o‘zgarib ketadi. Shuning uchun, icrarxiyani tahlil gilish
usulini evristik usul sifatida gabul qilib, undan ehtiyotkorlik bi-
lan foydalanish kerak bo‘ladi.

Bu usul amaliyotga tatbiq etilgan bo'lib, undan ko'p kriteriyali
masalalar hagida tasavvurga cga bo‘lmaganlar, ckspertlar, ham-
da intuitsiya bilan ish olib boruvchilar tomonidan foydalanila
boshlandi. lerarxiyani tahlil gilish usulining muhim jihatlaridan
biri, u matematik model qurishni talab ctmaydi.
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Shuni ta’kidlaymizki, keyingi paytlarda ierarxiyani tahlil
gilish usulining turli ko‘rinishdagi murakkab, o‘zgargan shakllari
yaratilgan.

2. Effektiv to‘plamlar usuli
[i(z) funksiyaning giymatlar to‘plami Y; bo‘lsin, demak, u f;
kriteriya bo‘yicha baholarni bildiradi. Barcha f;(z) kriteriyalar
m

bo‘yicha tartiblangan baholardan tashkil topgan Y = H Y, C

R™ to'plam vektorls baholar to‘plami deb ataladi. U holdaz, )1’ ning
ixtiyorly ¥ = (Y1, %9, .., Ym) elementi vektor ko‘rinishda bo‘ladi,
bunda y; € Y;.

Karlin teoremasi. Faraz qilaylik, vektorli baholar to‘plami
Y qat’ly gabariq, chegaralangan va yopiq bo‘lsin. z¥ € D yechim
Pareto — optimal bo'lishligi uchun,

Zazfl )>Zazjt (z), Vz € D

=]

tengsizlikni ganoatlantiruvchi oy > 0,20 > 0,..., ¢, >

0, 3" a; =1 sonlarining mavjud bo‘lishligi zarur va, yetarli.

i=1

Vektorli baholar to‘plamining chegaralanganligi va yopiqligi
Pareto — optimal yechimni mavjud bo'lishligi uchun, talab etil-

gan. oy = Q2 = ... = Q@ = 0 trivial holatdan qutilish uchun,
m

> a; = 1 shart qo‘shilgan.

i=1

Isbot. Zarurligi. z* € D, bo'lsin. U holda K(z*) konus bi-
lan Y vektor baholi to‘plam kesishmasi bitta f(z*) elementdan
iborat boladi (K(z*\{f(z*)}) NY = @ (4.4-rasm). Qabariq

to‘plamlarning ajratish haqidagi teorcmaga asosan ™ fazoda
m

gipertekislik I' = {f : 3~ o, f; = B} mavjudki, u f(z*) nugtadan
i1
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o‘tadi:

B. (4.8)

i

> oufilz")
i=1

Y to‘plam esa I gipertekislikning bir tarafida yotadi:

S afi<BVfeY, (4.9)
i1
K {(x*) konus esa ikkinchi tarafida yotadi:
> ik > B, Vk € K(a°). (4.10)
=1

(4.8) va (4.9) lardan

T

Yofi(e’) 2 ) oufin), Vf(x) €Y
=1 i=1

ckanligi kelib chigadi, ya'ni kritcrivalarning chizigli kombina-
m
tsivasi Y a, fi{z) * nugtada maksimumga erishadi.

=
Endi i, a0, ..., 0 koeffitsiyentlarning manfiy cnasligini
ko'rsatamiz. (4.8) va (4.10) lardan

S otk — fia)) > 0, VE € K(&*)
2—1

kelib chigadi.

Har bir j indeks uchun, k; = fil@*), 1 # 4, k = fi{z") +
4, bu yerda & > 0, belgilash kiritib, ;6 > 0 ga ega bo'lamiz.
J indcksning ixtiyoriy ckanligidan «; > 0, ¢ = 1,2, ...,m hosil
bo'ladi. Teoremaning zarurligi isbotlandi.
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4.4-rasm

Yetarliligi. Faraz qilaylik, teoremaning sharti z* nugtada
manfiy bo‘lmagan aq,as, ..., a,, sonlar uchun, bajarilsin, am-
mo z*€F, bo'lsin. Umumiylikka zarar keltirmagan holda a;, =
Qiy = . = oy = 0, a4, > 0,04, > 0,...,00, > 0 dcb
olamiz. 2*€F, bo‘lganligi sababli, 2’ yechim mavjudki, uning
uchun, f;(z') > fi(z*) tengsizliklar barcha ¢ = 1,2, ..., m lar-
da o‘rinli bo'lib, ularning kamida bittasi qat’iy bo‘ladi. Ammo
file') = fi(x*) tenglik ¢ = 4541, Ggt2, ..., G lar uchun, bajariladi,
chunki aks holda Y a; fi(2!) > D777 v fi(z*) tengsizlik hosil
bo‘ladi. Bu esa teorcma shartiga zid. Demak, fi(z') > fi(2*)
tengsizlik faqat ¢ = 4y, 4o, ..., 7 lar uchun, bajarilishi mumkin.

Qiymati f{z') va f(z*) larni birlashtiruvchi kesmada yotgan
f(z) vektor funksiyani olamiz:

fl@)=Bfa)+ (1 -B)f(«"), 0< B <1.

Bir tomondan oy, = oy, = ... = oy, = 0 bo‘lganligi sababli,
> efilz) =) aifilz) =Y afi(z")
bo‘ladi.
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Ikkinchi tomondan, vektor baholar to‘plami qat’ly gabarigligi-
dan, kelib chiqadiki, f(x) ¥ ning ichki qismiga tegishli bo'ladi.
Ammo ma’lumki chizigli funksiya qabariq to‘plamning ichki nug-
tasida maksimumga erishmaydi. Hosil bo‘lgan qarama-qarshilik
tcoreme shartining yetarli ekanligini, shu bilan birga tcorcmani
to'la isbotlaydi.

Leksikografik optimizatsiya

Agar har bir kriteriyaning keyingi kriteriyalardan muhimligi
haqida ma’lumot bo‘lsa, leksikografik optimizatsiya ishlatiladi.
Ya'ni yechim qabul giluvchi avval eng muhim kriteriya bo‘yicha
vechimlarni tagqoslaydi, agar bir nechta yechimlarda kriteriya-
ning optimal giymatlari teng bo'lsa, u holda keyingi kriteriya
bo‘yicha hosil bo‘lgan yechimlarni taqqgoslaydi va hokazo. Ya'ni
vechim qabul giluvchi uchun, kriteriyalarning muhimlik darajasi
katta rol o‘ynaydi, chunki u avval fagat cng muhim kriteriya
bo‘yicha baholashni amalga oshiradi, keyin muhinlik bo‘yicha
ikkinchisini va hokazo. '

Bunday ko‘rinishdagi taqqoslash leksikografik taqqoslash
deb ataladi. Yechimlarning bunday tartiblanishi leksikografik
ma’noda tartiblanish bo‘lib, unga, masalan, lug‘atdagi so'zlar-
ning joylashuvi, sport jamoalarining (masalan, futbol yoki hokkey
jamoalari) jadvaldagi tartiblanishi va hokazo. Umumiylikni buz-
magan ravishda kriteriyalarning muhimligi bo‘yicha tartiblani-
shi tartiblanish ragami bilan aniglangan bo‘lsin: eng muhimi f;,
keyingisi fo va hakoza. U holda quyidagi afzallik munosabatini
berish mumkin (bu leksikografik afzallik deb ataladi):

z =y (h@)> 1) V) = L) A (f2)> )V
[(Ai@) = i) Ao A (fr 1) = fard @) A (Fal2) > FaW))]-

Ushbu munosabat bog'langan bo‘lib, kriteriyalarning bir jinsli
bo‘lishligini talab ctmaydi. Bog‘langanlik xossasi berilgan muno-

r
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sabatga nisbatan optimal yechimlar to‘plamini aniglash imkonini
beradi, u lekikografik optimal deb ataladi. Bunda barcha leksiko-
grafik optimal yechimlar ekvivalent bo'lib, ularning har biri Pare-
to — optimal bo‘ladi.

Leksikografik optimal yechimlarni topish quyidagi optimal-
lashtirish masalasini yechishga keltiriladi:

([ X1 : fi(z) = max, z € X;
Xy i folz) = max, z € Xi;

X fi(x) = max, x € X;_y; (4.11)

[ X fulz) & max, z € X,_1.

(4.11)-sistema masalalari ketma-ket yechib boriladi, agar biror-
ta 7 da X; to‘plam bitta clementdan iborat bo‘lsa, u boshlang'ich
masalaning yechimi sifatida olinadi. Mabodo, X™ to'plam birdan
ortiq elementdan iborat bo‘lsa, leksikografik afzallikka nishatan
ularning barchasi ekvivalent bo‘lib, yechim sifatida birortasi tan-
lab olinadi.

Quyidagi muhimlik bo'yicha tartiblangan 4.2-jadval
ko'p kriteriyal yechim qabul gilish masalasi ‘
berilgan bo‘lsin. Dengizda turli qutqaruv ish-
lari rejasining afzalligi bo'yicha tartiblash zarur | z, [0,02] 15 | 1
bo‘lsin. Yechimlarni tagqgoslash uchun baholash
kriterivalari tanlab olingan:

f1—max — extremal holatdatirik qolishvag- | = |08 ] 4 | 0
tidavomida qutqarib olish ehtimoli;

fo — min — jalb qilingan maxsus qutgaruv
Xizmati soni; z5 (0,91 6 | O
fa3 — min — jalb gilingan boshga qutqaruv ]
vositalari soni.

Yechim gabul qiluvehi muhimligi bo‘yicha kriteriyalarni lck-
sikografik ma'noda quyidagicha f; > f3 > fs tartiblab chiqgan

T | i fold)| fulrd)

Tz (0,92} 8 | 6

Z4 0:9 5 1
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ho‘lsin. Demak, birinchi o‘rinda xarajat migdoriga garamagan
holda qutqarib golish ehtimolini maksimumlashtirish zarur. Agar
bunday vechimlar bir nechta bo‘lsa, u holda qutqaruv vositalari-
dan boshga vositalarni jalb gilmaslikka harakat qilish kerak.

Qutgaruv ishlarini olib borishdagi reja kriteriyalarning baho-
lari 4.2-jadvalda keltirilgan. Birinchi, eng muhim kriteriya f; ni
maksimumlashtiruvehi yechimlar to‘plami Xy = {x1, 2o} ekanli-
gl ma’lum. Endi, f3 kriteriya bo‘yicha x; va 29 larni solishtirish
orqali ¥ = xy ckanligi kelib chiqadi.

Kriteriyalarning muhimligi bo‘yicha leksikografik ma’noda
tartiblab chigilishi, masalani yechishdagi o‘ralatish usulidagi
vumshoq ustuvorlikka qarama-qarshi o‘laroq gat’sy ustuvorlik
deb ataladi. Bunday deyilishiga sabab, muhim kriteriyaning quyi
bahosini muhimlik darajasi past bo‘lgan kriteriyaning yugori ba-
hosi orqali goplash mumkin emasligidir. Yumshoq ustuvorlikda
bunday qoplashni amalga oshirish imkoniyati bo‘ladi. Yuqori-
da ko‘rilgan misolda, birinchi kriteriyaga maksimum qiymat
bermaydigan yechim, boshqa kriteriyalar bahosidan qat’i nazar,
optimallikka da’vogar bo‘la olmaydi. Masalan, x3— yechim
ikkinchi va uchinchi kriteriyalarga kichik qiymat berishiga gara-
masdan, usul boshianishida tashlab yuborildi.

3. Ketma-ket voz kechish usuli

Boshqa, yana bir usul ketma-ket voz kechish usuli deb atala-
di. Bu usulda kriteriyalar muhimlilik darajasi bo‘yicha tartiblab
chigiladi. Faraz qilaylik, fi, fo, ..., fm muhimlilik darajasi kama-
yib borishlik ketma-ketligida joylashgan bo‘lsin. U holda quyidagi
amallar bajariladi.

1-gadam. Birinchi kriteriya bo‘yicha bir kriteriyali masala
yechiladi:

7 = Tnax filz).
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2-gqadam. Birinchi qadamda topilgan 2] qiymatdan imkoniyat
darajasi Az ga voz kechiladi va ikkinchi kriteriya bo‘yicha yangi
masala yechiladi:

7 = max fo(z).
S22 ~An

3-qadam. Ikkinchi gadamda topilgan 25 qiymatdan imkoniyat
darajasi Az ga voz kechiladi va nchinchi kriteriya bo‘yicha yangi
masala yechiladi:

Ushbu har bir kriteriya uchun voz kechish va bir kriteriyali
masalani yechish jarayoni m — qadamgacha davom cttiriladi:

zy, = max fu(T).

po
Ni(x)zz{ -0z
Ja(z) 225 Az

R . O

Kriteriyaga chegara qo‘yish usullarining asosiy kamchiligi
ko‘rsatkich darajalari va voz kechishni tanlashdagi subycktiv-
likdir. Ketma-ket voz kechish usulini qo‘llashda shuni hisobga
olish kerakki, voz kechishlar o‘zaro o‘lchovdosh bo‘lmasliklari
mumkin, shuning uchun, avvaldan kriteriyalarni normallashtirib
olish kerak bo‘ladi. Umuman, ikkinchi gadamdan boshlab,
yechim PPareto ma’nosida optimal bo‘lmasligi mumkin.

3-misol. Uch kriteriyali optimizatsiya masalasi quyidagi

ko‘rinishda bo‘lsin:
T1+ Ty < 6

1<z, <3 (4.12)

shartlar ostida
Z1 = —21 + 22y — Max, (4.13)
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2y = 221 + X9 — Max, (4.14)
z3 = &1 — 3To —r Max, (4.15)

topilsin.

Kriteriyalarda o‘zgaruvchilar koeffitsiventlari turli ishorali
bo‘lganligi sababli, joiz yechimlar sohasi D da barcha kri-
teriyalarning  qiymatlarini kattalashtirib  bo‘lmaydi. Shuning
uchun, kelishuv to'plami (Pareto to‘plami) D, joiz ycchimlar
to'plami bo‘lgan D bilan ustma-ust tushadi. Aniqlik uchun, faraz
gilamiz, birinchi ikkita kriteriyalar uchun, mumkin bo‘lgan voz
kechish Az = 3, Azy = 2 bo'lsin.

Joiz yechimlar sohasi D da z; funksiyani maksimumlashti
ramiz, ya'ni bir kriteriyali (4.13), (4.12)-masalani ycchamiz.
Buning uchun, chizigli dasturlashning grafik usulidan foy-
dalanamiz (4.5-rasm).

17001 2 3 x
4.9-rasm
zy funksiyaning (4.12) shart ostidagl maksimumi D sohaning
(1,4) koordinatali A nugtasida crishadi, qilib:

i=1 a5 =4 maxz =2, ="7.

Endi (4.12) va z; uchun, mumkin bo‘lgan voz kechish Az = 3
ckanligini hisobga olgan holda hosil bo‘ladigan qo‘shimcha shars
ostida 23 funksiyani maksimumlashtiramiz. Misolda z] — Azy = 4
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bo‘lganligi uchun, qo‘shimcha shart
—xy + 29 > 4 (4.16)

ko‘rinishda bo‘ladi. (4.14}, (4.12) va (4.16)-masalani ham grafik
usul bilan yechamiz (4.6-rasm)
24

Demak, zo funksiyaning (4.12) va (4.16)-shartlar ostida mak-
simum qiymati D sohaning to‘plam ostisi bo‘lgan Dy ning B
nuqtasida erishar ckan:

"= g x5 = 1—; max zo = z5 = -23—6

Endi 2y kriteriya bo‘yicha Az = g’ ga voz kechiladi, ya'ni

(4.12)-shartga
2z + 29 2> 7 (4.17)
qo‘shimcha shart qo‘shiladi.

qilib (4.12), (4.16) va (4.17)-shartlar ostida (4.17) bilan
aniglangan zz funksiyaning maksimumini topish masalasiga ke-
lamiz. Bu masalaning yechimi 4.7-rasmda keltirilgan.

gilib, uch kriteriyali masalaning optimal yechimini topamiz
(4.7-rasmda C nuqta): 1 = 2, 23 = 3. Har bir kritcriyaning
giymatlari: 21 =4, 2 =7, z3 = —7 ga teng bo‘ladi.



—'1 0 EI. '2 :.3 xr

Bitta kriteriyaga keltirish

Bu turkumga kiruvchi usullarning asosiy g'oyasi berilgan ko‘p
kriteriyali masalaning yechimiga, gaysidir ma’noda, olib keladi-
gan bir kriteriyali masalani (masalalarni) yechishdan iborat.

4. Asosiy kriteriya usuli

Kriteriyalar ichidan asosiysi (muhimi) tanlab olinadi. Faraz qi-
laylik, bunday kriteriya fi(x) bo‘lsin. Boshqa barcha maqgsad fun-
ksiyalar quyidagi qoida asosida chegaralangan holga o‘tkaziladi.
Chizigli dasturlash talabiga muvofiq kriteriyalar ganoatlanti-
rishi lozim bo‘lgan ma’lum chegaralar go‘yiladi. fi nazorat
ko‘rsatkichlar sistemasi kiritilib, ularga nisbatan barcha kri-
teriyalar bo‘yicha fi dan kichik bo‘lmagan giymatga erishtirish
masalasi qo‘yiladi:

fi@) > frk=1,2,..,m

Asosiy kriteriya tanlab olingan va boshga kriteriyalarga quyi
chegara aniqlangandan so' ng, bir kriteriyali optimizatsiya masa-
lasi yechiladi:

fiulz) > fi, k=1,2,...m
zreD

shartlar ostida



fi(z) — max
topilsin.
Bunday usul injenerlik amaliyotida ko‘proq ishlatiladi.
4-misol. Quyidagi ikki kriteriyali masalani qaraymiz:
T+ 21132 S 2,
A > O) Ly 2 0
shartlar ostida
2y = Ir; — max,
Zo = Tg —» Max
topilsin.
Birinchi kriteriya asosly bo'lib, qolganlari uchun, nazorat
ko‘rsatkichlar f; = 0.4, fo = 0.4 bo'lsin. U holda bir kriteriyali

masalaga kelamiz:
T+ 22, <2

I Z 0
shartlar ostida
21 = T1 — max
topilsin.

4.8(a)-rasmdan ko'rinib turibdiki, optimal yechim z* =
(1.2,04), zmax = 1.2 bo'ladi. Ta’kidlaymizki, ushbu usul bilan
topilgan yechim effektiv bolishi shart cmas.

O‘ralatish usuli. Ushbu usulda m ta xususiy fi, fo, .-, fm
kriteriyalar o‘rniga, ularning korubinatsiyalaridan tuzilgan bitta
skalyar kriteriya qaraladi. Kriteriyalarni o‘ralatishda additiv,
multiplikativ va maksimin usullari qaraladi.

5. Kriteriyalarni additiv o‘ralatish usuli

Faraz qilaylik, kriteriyalar o‘lchovdosh bo‘lishsin, masalan,
normallashgan va kriteriyaning muhimligini xarakterlaydigan
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ahamiyatli koeffitsiventlar vektori & = (@, g, ..., ;) aniglan-
gan bo‘lsin. Bu bildiradiki, agar f; kriteriya f; kriteriyadan afzal
ho'lsa a; < @ bo'ladi. Bunda

m
Za‘kﬂl, a; >0
k=1

shartlar o‘rinli.
Additiv usul uchun, yangi magsad funksiya

m

f(@) =) arfilw)
k=1

ko‘rinishda quriladi va
2= f(z) > max, z € D

skalyar kriteriyali optimizatsiya masalasi yechiladi.

5-misol. 4-misol asosiy kriteriya usuli bilan yechilsin.

Har bir kriteriva bo‘yicha alohida masalani yechamiz. Grafik
usuldan foydalanib birinchi kriteriya bo‘yicha optimal yechimini
aniglaymiz: 2* = (2,0), ikkinchi kriteriya bo‘yicha optima!
yechim esa: z™* = (0, 1) bo'ladi, 4.8(a)-rasm.

23
1 £2,max
£
F
N 27 xnax o
I b) 2 21
4.8-rasm

4.8(b)-rasmda erishuvchanlik to‘plami F' va kritcriyalarning
qiymatlari keltirilgan: 2y max = 2 va 2Zonax = 1. Kriteriyalarni
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o‘ralatishni bajaramiz:
z = a1 fi(2) + ez fox) = anx1 + @prs — max,

buyerda a; +ap =1,y 2> 0, ap > 0.

Magsad funksiya chizigli bo‘lganligi sababli, a1 va a larning
qiymatlariga qarab optimal yechim joiz sohaning voki z*, yoki
z™ burchak nugtalaridan, yoki [x*, £**] kesmaning nuqtalaridan
iborat bo‘ladi. Masalan, o = ap = % bo‘lganda optimal yechim
z* = (2,0) bo‘ladi.

6. Kriteriyalarni multiplikativ o‘ralatish usuli

Multiplikativ usul uchun, yondashuv yuqoriga o‘xshash, fagat
magsad funksiya quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

f(z) = ka,Zak—l oy > 0.
k=1

Kriteriyalarni o‘ralatish usul]armmg asosiy va jiddiy kamchili-
gi, bu ay koeflitsiyentlarni tanlashdagi subyektivlikdir.

7. Maksimin o‘ralatish usuli. Bu usul, odatda, quyidagi
shakida qo‘llaniladi:

J(z) = mm fi(z) — max.

Bu yerda additiv o‘ralatish usuliga nisbatan J(x) magsad
funksiyaga fagat, berilgan z nuqgtada eng kichik giymat gabul
giluvchi f; kriteriya ta’sir giladi. Additiv o‘ralatish usulida ayrim
fi larning "yomon" giymatlari boshqa magsad funksiyalarining
"vaxshi" qiymatlari hisobiga bo‘lishi mumkin bo‘lsa, maksimin
kriteriyasida eng yomon holat hisobidan kelib chigiladi va J{z)
ning giymati asosida barcha kriteriyalar uchun, kafolatlangan
quyi bahoni aniglash imkoni bo‘ladi. Ushbu dalil maksimin kri-
teriyasini additiv o‘ralatish usulidan afzalligini bildiradi.
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Zarur hollarda magsad funksiyalarini normallashtirish orqa-
li ularning olchov birliklarini o‘zaro bir xil masshtabga kelti-
rish mumkin, buning uchun, maksimin kritcriyasi "o‘rtacha va-
zn" shakliga keltiriladi:

J{z) = min e, fi{x) — max,
i zch

bu yerda o; vazn koeffitsiyentlari a; > 0, 3.0, o = 1 shartlarni
ganoatlantiradi.

«; larning turli givmatlarini tanlash hisobiga hamda aprior
ma’lumotlardan foydalangan holda optimallashtirish jarayoniga
ta’sir etish mumkin bo‘ladi. Quyidagi misolui keltiramiz.

Tengsizliklar sistemasini yechish. Sistemalarning para-
metrlarini optimal tanlash (optimal loyihalash} masalalarida lo-
yihalashtirilayotgan sistemalariga nisbatan bo‘lgan texnik, igti-
sodly va boshqa talablar "ishchanlik shartlari” ko'rinishda ifc-
dalanib, ular

yi(z) <ty i=1,2,..,m, (4.18)
tengsizliklar shakliga ega bo‘ladi. Bu yerda y(«) sistemaning
harakatianish sifatini ko'rsatuvehi xususiy ko‘rsatkichlarni bil-
diradi: z = (z1,22,...,z,) — tanlanishi zarur bo‘lgan vektor
paramctr; t; — berilgan sifat ko‘rsatkichuing joiz yuqori chegarasi
(nazorat ko'rsatkichlari). Teskari bo‘lgan zx(z) > si tengsizlik-
lar (4.18)-shaklga qgiyinchiliksiz keltiriladi. Buning uchun, gy =
— 2k, ti = —sy, belgilashlarni kiritish yetarli.

(4.18)-tengsizliklar sistemasini optimizatsiya nazariyasi usul-
tari yordamida vechish uchun, quyidagicha yo'l tutiladi. (4.18)-
tengsizliklarning har birining bajarilish kattaligini belgilovchi
fi zazira belgilash kiritiladi. Zaxiraning cng sodda  shakli
quyidagicha:

f,(.’l!) =t — tj,(&’,’)
Shundan so‘ng barcha zaxiralarni maksimumlashtirishning ko‘p
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kriteriyali optimizatsiya masalasiga kclamiz:

filz) > max, i=1,2,..,m.
zeD

Maksimin usuli (minimal zaxirani maksimumlashtirish) quyi-
dagi bir kriteriyali masalaga olib keladi:

J(z) = rmn(t — y(x)) = max, x € D.
Vazn koeffitsiyenti bo‘lganda:
J(z) = min o;;(t; — yi(z)) — max (4.19)
4 zC

masalaga kelinadi.

(4.19)-funksiyadagi «; vazn koeflitsiyentlari xususiy kri-
teriyalarning qiymatlarini normallashtirish vazifasini o‘taydi.

Buni quyidagicha amalga oshirish mumkin. (4.18)-tengsizlik-
ning har biri uchun, f; kriteriyalar orttirmasining ekvivalentligini
(yechim qabul giluvehining nuqtayi nazaridan) aniglovchi &§; > 0
giymat beriladi. Natijada, (4.19) o‘rniga quyidagi masalaga cga
bo'lamiz:

J(x) = mln (m) — max. (4.20)
5@ z€D

gilib, har bir ¢; — y, ayirima 8, > 0 orqali aniglangan maxsus
o'lchov birligiga cga bo‘ladi. Normallashtirish uchun, §; sifati-
da fi(z) ning berilgan boshlang‘ich z° nuqtadagi qiymati, f;(x)
ning boshqa biror xarakterli qiymati yoki agar ¢; lar nolga teng
bo‘lmasa, ular olinadi.

Masala shartiga ko‘ra, faraz ctaylik, y(x)# dan juda
ham kichik bo‘lib ketmasin. (4.18)-dagi mos tengsizlik katta
bo‘lmagan zaxirada o‘rinli bo‘lishligi talab etilsin. Bu yerda
vazn koeflitsiyentlarining boshqarish xossasidan foydalangan hol-
da (4.20) o'rniga quyidagi masala hosil bo‘lads:

J(x) = mma (M) — Max, (4.21)
(5,‘ zeD

P
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bu yerda of boshqa of, i = 2,3,...,m larga qaraganda ancha
kalta gilib olinadi.

Vazn koeffitsiyenti o} ni yetarlicha katta qilib olish bir taraf-
dan:

yn(r) <t

tengsizlikning bajarilmasligi ogibatida ¢t — yi{(z) < 0 man-
fiy soni katta musbat «f songa ko‘paytirilgani sababli (4.21)-
funksionalning qivmati kichiklashadi, ya’ni absolyut qiymati
ho‘yicha katta bo‘lgan manfiy songa teng bo‘lib goladi:

— iz
J(z) = om0 @
o1
Ikkinchi tarafdan fi(z) = ¢ — w{x) vaxiraning ay-

tarli katta bo‘lmagan musbat giymatida, uni boshqa sifat
ko‘rsatkichlarining ishchanlik zaxiralari bilan tagqoslash mum-
kin bo‘ladi.

qilib ¢} ning kattalashishi barqaror omilga olib keladi. Natija-
da, bir vagtning o'zida, optimal nuqtada uncha katta bo‘lmagan
musbat zaxira mavjudligi bilan mos ishchanlik sharti yuqori
chtimollikda bajariladi.

Natijasi kafolatlangan usullar

Bunda eng kichik kriteriyaning yaxshi natijaga erishishtirish
usullari ko‘riladi, va'ni o‘zaro kelishuv yechimi quyidagi opti-
mizatsiya masalasini yechish orqali topiladi:

z= min fi(e) = max, z € D.
k=1,2,...m

Bu maksimin masalasidir. Ko‘p kriteriyali optimizatsiya
masalalarini yechishda kriteriyalarni normallashtirilgan holdagi
natijasi kafolatlangan usul istigbolli yo‘nalishni tashkil qgiladi.
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Normallashtirilgan Ap(z) = %(—Tl kriteriyalar uchun, bu yerda

fi= max fi(x), maksimin masalgsi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

z= k=I]n?1nm Ak(z) = max, z € D. (4.22)

Ikki holga to‘xtalib o‘tamiz: kriterivalar teng giymatli bo‘lgan
va teng giymatli bo‘lmagan (berilgan afzallik asosida).

Teng qiymatli kriteriyalar bo‘lgan hol
(4.22)-masala quyidagi masalaga ekvivalent:

A< (), k=1,2,...,m
{ oD (4.23)
shart ostida
Z = A — max (4.24)
topilsin.
(4.23), (4.24)-masala A — masala deb ataladi. U chizigli

magqsad funksiyaga va umuman m +n ta chegaraga cga. Agar fi
va g; funksiyalarning barchasi chizigli bo'lsa, A — masala chizigli
dasturlash masalasi bo‘ladi. Bu holda isbotlanganki, A — masa-
laning optimal z* yechimi Pareto ma’nosida optimal bo‘ladi.
6-misol. 4-misolda berilgan masala natijasi kafolatlangan usul
yordamida teng giymatli kriteriya bilan yechilsin. A — masalani

tuzamiz:
A< i
=7

A< 2y
T+ 22y <2
212>0,292>20,A>0
shart ostida
zZ = A — max

NI

topilsin. Ushbu masalaning optimal yechimi z* = (1, %), Af =
bo‘ladi.



Teng qiymatli bo‘lmagan hol

Qaralayotgan fi(z) va fo(z) kriteriyalar uchun, Aj(z) va Ay(x)
lar normallashtirilgan mos kriteriyalar bo‘lsin. Joiz soha D ni
ikkiga bo'lamizki, D = DU Dy, D; da Ai{x) > Ao(x) tengsizlik,
Dy da A(x) < Xo(z) tengsizlik o'rinli bo‘lsin.

Afzallikni sonli xarakterlash uchun, boglovchi koceflitsivent
p(z) kiritiladi: A (x) = p(z)Xae(z), ya'ni p(z), Az(z) bahoga nis-
batan Aj{x} baho nccha marta katta ckanligini bildiradi. Agar
teng qiymatli kriteriyalar uchun, 2* optimal nugta bo’lsa, u hol-
da p(z™) = 1 bo'ladi.

Agar 1-kriteriyaga nisbatan 27 — optimal nugta bo‘lsa, u holda
Ai{zf) =1, Xo(}) < 1 bo'ladi, ya'ni z} € Dy, va demak: p(a}) >
1. Xuddi shunga o‘xshash, agar 2-kriteriya bo‘yicha 3 optimal
nugla bo'lsa, u holda Ay (z3) <1, Ao(zy)=1, va demak: p(z3) < 1.

* Faraz qilaylik, birinchi kriteriya ikkinchisiga nisbatan afzal
likka ega bo‘lsin. U holda p(zx) koeffitsiyentni {1, p(z7)) oralig-
da aniglash kerak bo‘ladi, keyin chegaralar sistemasiga Ai(z) =
p(x)Ag(x) tenglik kiritilish bilan A — masala tuziladi va yechiladi.
Shundan so‘ng D; sohaga tegishli bo‘lgan =* nuqta topiladi.

7-misol. 4-misol, teng giymatli bo'lmagan, 1-kriteriya 2-
kriteriyaga nisbatan afzal bo'lgan shartda, natijasi kafolatlangan
usul bilan vechilsin.

@7 = (2,0), u holda Aj(x}) = 1, Ay(z7) = 0, demak: p(z]) =
1 = o0o. (1,00) intervalda bog'lanish koeflitsiyenti p(z) = 2
bo'lsin. U holda Ai(z) = 2Xs(z) bo'ladi, ya'ni & = 2z, A —

masalani tuzamiz:



A<
ALz
'%1=2.’L‘2

T+ 229 <2
$1201x2_>_01A20

shart ostida

Z =X — max

topilsin.

Berilgan masalaning yechimi z* = (3, 1), A* = £ bo'ladi.

Ko'rilgan usulning kamchiligi bog'lanish koeffitsiyenti p{x) ni
aniglashdagi subyektivlikdir.

Berilgan ko‘p qivmatli optimizatsiya masalasini natijasi kafo-
latlangan usul bilan yechish davomida, odatda, quyidagi bosqich-
lardan o‘tiladi:

1) berilgan magsad va chegaralar asosida matematik modelni
ishlab chiqish, bunda ekspertlar fikridan foydalaniladi;

2} har bir kritcriya bo‘yicha sistemani oldindan tahlil
etish, bunda bir kriteriyali optimizatsiya usullari va dasturiy
ta’'minotlar ishlatiladi;

3) kriteriyalarni normallashtirish;

4) ko‘p kriteriyali optimizatsiya masalasini teng qiymatli kri-
teriyalar yordamida yechish;

5) kriteriyalar uchun, afzallikni kiritish va aniglangan afzallik
asosida ko'p kriteriyali optimizatsiya masalasini yechish.

8. Magsadli dasturlash usullari

Ushbu guruhdagi usullarning bunday nomlanishiga sabab, har
bir kriteriya uchun, aniq maqsad f7, f5...., f, berilgan bo‘ladi.
Ko'p kriteriyali optimizatsiya masalasi, bu holda og‘ishning biror
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p darajasi yig'indisini minimumnlashtirishga keltiriladi:
™

1
z= (Z wil fr(z) — fﬂp)p — wmin, ¢ € D, (4.25)
k=1

bu yerda wy — vazn koeflitsiyentlari bo‘lib, ular mos kriteriyaning
muhimligini ifodalaydi.

p va aniq magsadlar f larning qiymatlarini o‘zgartirish hiso-
biga (4.25)-masalani konkretlashtirish mumkin. Xususan, p = 2
va wy = 1 da og'ishlarning kvadrati yig'indisini minimallashtirish
masalasiga kelinadi:

'm
z= \J Zwk|fk(x) — f{|? > min, z € D,

k=1

ya’ni, erishuvchanlik to‘plami F da "absolyut maksimum" bo‘l-
gan f* = (f1, f5, ..., f§) gacha bo'lgan evklid masofa minimum-
lashtiriladi. Bu yorda f} = max fe{z).

| fu{x)— f7] kattaliklarning o‘'lchovdosh bo‘lmasligidan vujudga
keladigan qiyinchiliklarni kritcriyalarni normallashtirish hisobiga.
bartaraf ctish mumkin, unda quyidagi masalaga kclinadi:

m * 2
o= 3 (Wﬂ?)_:f_k') s min, z € D, (4.26)

f*
k=1 k

8-misol. 4-misolning ko'p kriterivali optimizatsiya masalasi
magsad dasturining usuli yordamida yechilsin.

Bu misol shartlari asosida f; = 2, f5 = 1 ga cga bo‘lamiz

1 2 )
shuning uchun, (4.26)-masala quyidagi ko‘rinishni oladi:
{ 2y + 229 < 2

20,2220
shart ostida

— min

@ =22 (mp—1)?
z“\/ A



topilsin. z ning o‘zgarmas giymatida maqsad funksiyaning sath
chizig'i markazi M (2, I) nuqtada va yarim o'qlaria =2z a b = 2

bo‘lgan (x(';;)%) + “52 1) = 1 ellipsdan iborat bo‘ladi.

z ning minimal q1ymat1 topilsinki, natijada mos ellips D soha
bilan umurmiy nuqgtaga ega bo‘lsin. Bu masalaning grafik vechimi
4.9-rasmda keltirilgan.

Bunda, masalaning optimal yechimi z* = (1,4) bo'ladi.

.'!:21

[ el
|
|
&*

4.9-rasm

Mustaqil ishlash uchun misollar
7.2. Maksimum prinsipidan foydalanib quyidagi misollarni
yeching.

T
L futdt —inf, &=u, 2(0)=2", 2(T) =
0

T
2. fuldt —inf, &=z+u, 2(0)=2" =(T) =2z
0

T
3. fug dt — inf, & = u, z(0) = xyg, #(0) = z1, (1) =

20, T (T) T21-
4. fuz dt —»inf, Z4+z=u, z(0)=1ry, 20) =2, (1) =
0
Tyo, (1) = T21-

1
5 [(z+2%dt —inf, z(0)=2"
0
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6. fiz dt —wf, x(0) =20,
0
7. f(xz + 2% dt — inf, z(0) ="
b
8. ]% 22 dt — inf, z(1) =2
1
9. f:cdt —inf, @=u, |u| <1, z(0) =1 z(1) ="

0

\ v
10. fxdt —inf, Z4+z=u, lu <1, 2(0)= 2, z(1) = 2L

0

7.3 Harakati
.'1.’,'1 = X3,
Lo = U,

tenglamalar sistcmasi bilan berilgan obycktning berilgan nug-
tadan nolga olib kelish tezkor masalasida optimal vaqt topilsin:

1) —3<u<?2, %) —1<u<4,
T(QJQ)a T(_la _2\7

3 —2<u<l, 4) -1 <u<2,
) T(=2,1), T(1,2).

Quyidagi misoliarda maksimum prinsipi uchun, yetarli shart
bo‘lgan holatning umumiylik shartini bajarilishligi aniglansin.

T1 = Ty + Uy, Ty = Ty + Uy,

5) iy =y, 6){ i = —21 + up,
!'U,]‘| g 17 1“’2‘ § 17 |’U,1| S 1: |u2| S ]-1
T, = — X9, T = Z9,

7) .’ilz =y +u, 8) Ty = u,
luf <1, lul <1.
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7.4 Mustagqil yechish uchun masalalar

1. Ketma-kct voz kechish usuli bilan yechilsin. Birinchi kri-
teriya bo'vicha voz kechish, uning optimal giymatining 10 fozini
tashkil giladi. Bunda

2.’1,‘1 + Zo < 90,
x1 + 22 < 60,
Zy < 50
1,222 0

shart ostida
fi(z1, z2) = 71 + 312 — max,

fa(z, 29) = 402, + 1029 — max

topilsin.

2. Sut kombinati, mahalliy bozordagi vaziyatni o‘rganish nati-
jasida ragobatdosh bo‘la oladigan yangi ko'rinishdagi yogurt
mahsulotini ishlab chiqarishga qaror gildi. Buning uchun, mah-
sulot ishlab chiqarishni tashkil etish rejasini tuzish zarur. Tash-
kil etishning asosiy xarajatlari: jihozlarni yangilash (x) va ilmiy
tadqiqot ishlari (v) hisoblanadi. Tadqiq qilish natijasida ma’lum
bo‘ldiki, birlik mahsulotning tannarxi va sifati mos ravishda xara-
jatlarga Fy(z,y) = 124az+by, Fa(x,y) = 6+cz+dy ko'rinishda
bog'liq bo‘lar ckan. Mahsulotning tannarxini minimumlashtirish
bilan sifatini maksimumlashtirish masalasini yechish talab ctila-
di. Bu ikki kriteriyadan birinchisi — tannarx asosiy hisoblanib,
undan 3 birlikka voz kechish mumkin. Shu bilan birga xarajat-
larga qo‘shimcha shartlar mavjud:

5z + 4y < 40,
2r +y > 8,
0<z<6, y2>0.

Ushbu masala voz kechish usuli yordamida yechilsin.
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3. Korxona to‘rt turdagi: M, My, M3, M, mahsulot ishlab
chigaradi. Buning uchun, uch xildagl xomashyo zaxiralaridan
foydalaniladi. Bir dona mahsulot ishlab chiqarish uchun, sarf
bo‘ladigan xomashyolar migdori va ularning zaxira hajmi quyi-
dagl 4.3-jadvalda keltirilgan:

4.3-jadval
Zazira|{ M, M, My My Zaxira
R 2 1 1 3 300
Ry 1 — 2 1 170
R 1 2 1 — 340

Barcha mahsulotlarga to‘rtta dastgohda ishlov beriladi. Har
bir mahsulotga ishlov berish vaqti va dastgohning mumbkin
bo‘lgan ish hajmi 4.4-jadvalda keltirilgan:

4.4-jodval
Dastgohlar| M, M, M, M, Is ?sggi))mﬂ
Dy 2 4 5 3 520
) 1 8 6 5 680
Dy 7 4 5 7 440
Dy 4 6 [ 360

Bitta mos mahsulotlarning bahosi va tannarxi quyidagi 4.5-
jadvalda keltirilgan:

4.5-jadval
M, M, My M,
Ulgurji bahosi(pul bir}| 10 14 12 10
Tannarz (pul bir.) 7 8 9 8

Har bir mahsulotning hajmi 10 dan kam emas 50 dan or-
tiq bo‘lmasligi zarur. Ishlab chigarishning cffektivlik ko‘rsatkichi
sifatida quyidagilar olingan:
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1. fi— korxonaning foydasi.

2. fa— keladigan umuiniy daromad.

3. f3— mahsulotlarning tannarxi.

4. fy— dastgohlarning ish bilan ta’minganlik darajasi.

Talab qilinadi:

1. Har bir kriteriya bo‘yicha voz kechishlik, uning optimal qiy-
matini 10 foizini tashkil ctsa, ketma-ket voz kechish usuli bilan

masala yechilsin.

2. Agar vazn koeflitsiyentlari mos ravida 0.4, 0.3, 0.2, 0.1 bo‘l-
sa, masala kriteriyalarni o‘ralatish usuli bilan yechilsin.

3. Korxona besh turdagi: M,, M, Ms, My, M; mahsulot
ishlab chiqaradi. Buning uchun uch xildagi xomashyo zaxirala-
ridan foydalaniladi. Bir dona mahsulot ishlab chiqarish uchun,
sarf bo‘ladigan xomashyolar miqgdori va ularning zaxira hajmi

quyidagi 4.6-jadvalda keltirilgan:

4.6-judval
Xomashyo| M My M, My M, Zazira
By 4 5 3 2 3 300
Ry 2 4 1 1 2 4500
R 3 1 0 1 1 1500
4. 7-judval
Dastgohlar] M, M, M;y M, M I b(fs gg)gmi
Dy 2 3 5 1 5 5000
D 1 2 6 3 2 4000
Dy 8 4 4 1 4 4000
Dy L 1 2 2 1 2000
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4.8-judval

M My My My Ms;
U/ lgurji bahosi(pul bir.) 10 9 12 14 9
Tunnarz (pul bir.) 7 8 9 12 6

Barcha mahsulotlarga to‘rtta dastgohda ishlov beriladi. Bitta
mahsulotga ishlov berish vaqti va dastgohning mumkin bo‘lgan
ish hajmi 4.7-jadvalda keltirilgan. Bitta mahsulotning bahosi va
tannarxi 4.8-jadvalda keltirilgan.

4. Korxona besh turdagi: My, My, Ms, My, M; mahsulot
ishlab chiqaradi. Buning uchun uch xildagi xomashyo zaxirala-
ridan foydalaniladi. Bir dona mahsulot ishlab chigarish uchun,
sarf bo‘ladigan xomashyolar miqdori va ularning zaxira hajmi
quyidagi 4.9-jadvalda keltirilgan:

4.9-jadval
Xomashyo! My M, M; M, Ms, Zaxira
adl 6 3 2 1 4 350
Ty L 2 6 8 7 4000
Hs 4 1 8 4 3 1600
4.10-jadval
Dastgohlary M, M, Ms M, M 1’3(‘; ;;é;.'mz'
Dy 5 7 9 4 4 5500
Do 7 2 1 3 3 4500
Dy 0 2 4 6 4 4900
Dy 3 0 3 2 5 2900
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4.11-jadval

Ml M‘g !"73 M 4 M, 5
Ulgurji bahosi{pul bir.)| 11 6 13 16 7
Tannarz (pul bir.) 4 8 9 17 5

Barcha mahsulotlarga to'rtta dastgohda ishlov beriladi. Bitta
mahsulotga ishlov berish vaqti va dastgohning mumkin bo‘lgan
ish hajmi 4.10-jadvalda keltirilgan. Bitta mahsulotning bahosi va
tannarxi 4.11-jadvalda keltiriigan.

Har bir mahsulotning hajmi 100 dan kam cmas 500 dan or-
tiq bo‘lmasligi zarur. Ishlab chigarishning effektivlik ko‘rsatkichi
quyidagilar hisoblanadi:

1. fi— korxonaning foydasi;

2. fo — keladigan umumiy daromad;

3. f3 — mahsulotlarning tannarxi;

4. fy— dastgohlarning ish bilan ta’minganlik darajasi.
Talab gilinadi:

1. Har bir kriteriya bo’vicha voz kechishlik, uning optimal qiy-
matini 10 foizini tashkil etsa, ketma-ket voz kechish usuli bilan
masala yechilsin.

2. Agar vazn koeflitsiyentlari mos ravida 0.4, 0.3, 0.2, 0.1
bo‘lsa, masala kriteriyalarni o‘ralatish usuli bilan yechilsin.

5. Korxona to‘rt turdagi: M,, Ms, Ms, M, mahsulot ishlab
chiqaradi. Buning uchun, uch xildagi xomashyo zaxiralaridan
foydalaniladi. Bir dona mahsulot ishlab chiqarish uchun, sarf
bo‘ladigan xomashyolar miqdori va ularning zaxira hajmi quyi-
dagi 4.12-jadvalda keltirilgan:

542



4.12-jadval

Zarira| M Mo My My Zazxira
R 3 6 2 2 200
Ry 3 4 - 1 200
R3 3 2 — 2 300

Barcha mahsulotlarga to‘rtta dastgohda ishlov beriladi. Har
bir mahsulotga ishlov berish vaqti va dastgohning mumkin
bo’lgan ish hajmi 4.13-jadvalda keitirilgan:

4.15-jadval
Dastgohlar| M, M, M; M, Is?s(in:))mz
D, 3 4 2 3 500
D, 3 8 4 5 650
Dy 7 3 ) 3 450
Dy 2 6 8 2 350

Bitta mos mahsulotning bahosi va tannarxi quyidagi 4.14-jad-

valda keltirilgan:
4.14~judval

M, M, M; My
Ulgurj: bahosi(pul bir.)| 15 10 14 15
Tannarz (pul bir.) 2 5 9 4

Har bir mahsulotning hajmi 10 dan kam emas 50 dan or-
tiq bo‘lmasligi zarur. Ishlab chigarishning effektivlik ko‘rsatkichi
sifatida quyidagilar olingan:

1. fi— korxonaning foydasi.

2. fo— keladigan umumiy daromad.

3. f3— mahsulotlarning tannarxi.

4. fs— dastgohlarning ish bilan ta’'minganlik darajasi.
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Talab qilinadi:
1. Har bir kriteriya bo‘yicha voz kechishlik, uning optimal qiy-
matini 10 foizini tashkil etsa, ketina-ket voz kechish usuli bilan

masala yechilsin.
2. Agar vazn koeffitsiventlari mos ravida 0.4, 0.3, 0.2, 0.1 bo‘l-

sa, masala kriteriyalarni o‘ralatish usuli bilan yechilsin.



MUSTAQIL YECHISH UCHUN BERILGAN MISOL VA
MASALALARNING JAVOBLARI

I bobda berilgan misol va masalalarning javoblari:

1.2. 1):{1 = X2 = I3 = O,;L‘;j = 5,:{:4 = 3, Iy = 3; 2)11 =
1/, mp = 11/3, 53 = 4,19 = —46/3; 3). a).(1, 3,2, 1); b).{0, 2, 2,0);
(:).(%,%,0,0); Doxy =200 = L,z3 =24 = 0,20 = 355).a0 <3, 7 <
(lf,5-<a,, v =<8, (i-<ﬂ, ",/-<0', vy < 1 6).:[,'1 =1,29=4,23=0,1x9=3.

1.3. 1).1‘1 = 2, To = 2, ag = 1, Iy = ]9; 2)..’1}1 = 1, Ty = 2, Ty = 5
3oy = Owg = 129 = Ld).x = 0,20 = 4,23 = 0,09 = 4; 5). A tur-
dagi mahsulot- x4y = 12, B turdagi mahsulot—xp = 18, Z. — 1080;
6).3530 ta temir tunuka, undan 3200 tasi 2-usul bilan, 130 tasi 4-usul bilan
tayyorlanadi, z, = 6400; 7). A ning soni—x 4 = 54, B ning soni—xg = 132,
Tuax = 38400.: 8).ikkinchi mahsuloi—z, = 8, uchinchi mahsulot—z; —
[0, Zumox = 760; 9).7 ta fanera, undan birinchi usulda--x, = 3, ikkinchi
usnlda—2z, = 4, 245, == 100; 10}.2 ta stol, 35 ta shkaf, 2. = 362; 11). 4
dan—327 ta, B dan—146 ta, z., = 1238; 12). I-turdan—60, 2-turdan—45,
nax = 15755 13). A dan—400, B dan—200, zy. = 7200.

1.4. l)..’)’.‘]] = 0: £y = 200 £y = () Lo = 0 Ty = LOU, Loy =
150, Ty = :)0 Tyy — U, Xy = 50. T4 = 400, L2 = 0, Lq3 — 0, zZ —
2600; 2}..’1,’11 == 0y ape = 180, w13 = 0. 04 = 0. 220 = 0, x99 = 0, oy -

90, £z = 0§ Ty = 0, 14 = 30, Tin = 0, To1 = U, Ty = 120, Xy -
(L T2y = U, Tos = 60 31 = 0, T3y = 0; xr33 = 80, T3g = 70.1?35 = 0: Z =
101.50; 4).:)311 = 0, Ty = bO, Iy = U, 14 — 50, Toy = 20, X9 = 0, Ty —
1.70, Ty = 0, xr3p = 60, Ta2 = U; T3y = 0, Tyq = 30, z = 1280; 5).1?11 =
0._ €y = 5., Ty = 60 Tia = 35: Zol = 75, oo = 75 Ty — U, Toqg = 0, Tyy =
U, Eyp = 0, I3z = 0, L34 = 50, Z = 665; 6)..’!;11 = 0, €Ly = 0, Ly =
200, Top = 0, T2 = 90, To3 = 50, Tz = 180., T2 — 0, Tyy 0, T4z =
100, 240 = 0, 243 = 0, w5y = 120, w52 = 60, 133 = 0, 2 = 17750, Toan =
90, z12 = 0, 213 = 0, 21q = 60, 291 = 0, 295 = 40, Ty = 0, r9y = 60, x3; ==
G, z30 = 0,233 = 70, 194 = 20, z = 1100; 8).21311 = 0,112 = 1Lxg =
7, L14 = 0, Tgy = U, T =9, Tog = 0, T4 = 5, Ty — 15,, T3 = U, /R
].3, T34 — 0, z = 163; 9).;}511 = U, T = 7, Z13 — 9, Ty = 0, X — 1, €y —
0, T93 = 1,, {Foy = 8, Trygy = 14, €T3 = O, T3z = 0; I3q = 0; Z = 51; 10)..’1711 -
U, g = U, Ty = 0,, Tyg = 0, T5 = 1, Ty = .l, oy — O, Togy = 0, Tog =-
0, Toy = 0, Xyl = 0, £33y = 1, Tuy = 0, €y = 0, L35 = 0, Xyy = 0, €242 -
0. 243 = 0, 244 = 1, Ty = 0, x51 = 0, a5y = 0, L33 = 1, Z34 = 0, zegy =
0, z =11
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II bobda berilgan misol va masalalarning javoblari:
2.1. ].).B; 2).(11, ag(al), ). iy, Qe

0; 14).w, =2, w* =3; 1.5). (L.1), w=0; 1.6} w, = 2, w* = 4; L.7). w. =
—~1, w* = 4; 2). yo'g; 3).boladi;

3 + T9 + x3 — min,

z1 4579+ Tzg > 1 1+ Y2 + Y3+ ys —> max,

Y1+ Tys + 3us +4ys < 1

p1 + 639 + 225 > 1
41 ;;Iitl?ilmu Syp+ 6y +4ys + 5y < 1
4$1+5w2—tt2r- >1 Ty + 2y + 2y, < 1
50,220, 74 11 20,y2> 0,53 >0, 44 >0.

120,22 20,232 0.

x1 + T2 + Ty + 4 — min, ?;1 +—|-y2 +_Ug —‘z Iilﬂx,
Tz1 + 3wy - 51y — 9y > 1 3y1 i -g? 2 1{*‘ =

492, lx; — 2r3+x4 > 1 Y1~ Ol =
5wy~ 3xe+ a3 +324 21
2120,20>0,23 20,24 2 0.

S -2ty <1
~O — 3y + 33 < 1
1 20,4220,y320,512>0.

Y1 + Yo T Y3 — INaX,

S A g1~ 16y, — 33y < 1
;’!.‘]—1332—].1'3—3917421 oy — 14ye — 3dys < 1
4.3. —16z, — 1dxy — 2lzy — 2674 > 1 Y1 = 138 = O%s =
=19y — 21y — 23y3 < 1
—33x; — 34.’!’2 - 23323 —13z4 21 . g
2,20, 29202320, 24 >0 —3%1 = 264 — 13y < 1
bR s TR = 1 >0, 42> 0, y3 > 0.

(1 NNT .~ _ (2 3 R
55/ : ¥ =15 '5")1'"/ =2,6.

i

5). (2,1); 6). z*

. (31
71i.x —-—(4 1

T
e 7 2 (81 .2
(s ; 7 < 7 ! 2 } ‘
2.3. l)fu(g) - 0:1, = 1’2,3,1}(1,2) == 5, 9(1.3) = .?;’ T (2,3) oo
g, (1,23 = 1;2.(LLL1Y; (LLL1;3)e6) = -li =
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1 1
1,2,3,¢'(1,2) = g,.1;’(1,3)= 0,4'(2,3) = —?d@ = 0,5 =
1.2.3,4,+/(1,2) = v'(1,3) = +/(1,4) = +/(2,3) = +'(2,4) = ¢'(3,4)
UﬂﬁﬁﬁﬂLZQIUﬁﬂAﬁxﬁZ&Q“ZﬂﬂLZ&@ﬂl

2V :
2.4.1). F(x) = 0,51(x) + 0,511(z), Gly) = I{y), w = 42-, 6y cpra [, —

7

0,z <a, _ 3 7
2)'7:0_ Za Yo = Saw“ ]’ 3)

pog'onali funksiya: I,(z) = { 1 o>a
vy [0, x<1/3, |
Fi(z) = { 1/(42%), x> 1/3;
2.5. 1). T o‘yinchi vchun, ¢ = 1 qat’iy afzal, 7T o‘yinchi uchun, J = 2 to'la
afzal; 2). (1,2) — Nesh va Pareto, (1,2), (1,1) — Sleyter; 3).{1,1), (1,2) -
Pareto, Sleyter; 4).(1,3) — Pareto, (1,1), (1,3) — Sleyter.

I1I bobda berilgan misol va masalalarning javoblari:

3.3. 1). i1 = 4, Cig = 9, ci3 = 17, ¢ = 25, Clz =~ 31,
C9 == 5, Cog3 — 10, Coq = 18, Cor = 26, 33 = 63 C3q4 = 11, C3y = 19, Cqq =
7, ca5 = 12, ¢35 = 8; 2). 2 va 4-oraliglarning boshida jihozlarni yangisiga
almashtirish eng kam umumiy xarajat 26 shartli birlikka olib keladi; 3). Ma-
salaning yechimini geomectrik ko‘rinish orgali aniglaymiz. Bu narsa 1-rasmdea
ifodalangan, undan ko‘rinib turibdiki masalada 1760 minimal xarajatni
ta’minlovchi ikkita optimal strategiya majud: a) rcja davri boshida sotib
olingan jihoz 2 yil ishlatilib yangisiga almashtiriladi, bu jihoz reja davrining
oxirigacha almashtirilmaydi; b) rcja davri boshida sotib olingan jihoz 3 yii
ishlatilib keyin yangisiga almashtiriladi, bu jihoz reja davrining oxirigach:.
almashtirilmaydi.
¥
5

4




3.4, l-variant. 1 -2 —-5—>3 6 >4-51: 92; 2-variant. b — 3 —
2—+6—1—4—=5:95 3variant.1 =3 =26—>2—-5-—-4>1: 74
4-variant.2 -1 -4 =+3 26 > 5 — 2: 85 bvariant.2 > 4 — 6 —
5—=23—>1—-2:576variant.1 26 -5 —-3—-2->4—>1: 126
T-variant.4 -+ 3 > 1 —>2—>6 >5 —4: 117; 8variant. | -2 -5 4 —
5253 —>6—>1: 104 9variant.1 -2 53 -6 -5 -4 > 1: 14T,
10-variant.2 -+4 —1->5—>3 > 6 = 2: 116; 1l-variant.5 > 1 = 2 -»
3—24—5:39; 12variant.4 =2 —-3—>1—5—4: 41.

35. 1).xy = 1,20 =0, 23 =2, 93(7,5) = 10; 2). 2y = 1, 69 = 0, g —
2, 03(7,6) = 13;3).z1y = 0,22 = 3,23 = 1, 03(7,7) = 23;4).2; =
Lwe = 0,23 = 1,¢3(7,5) = 98y w1 = 0,20 = 0,23 = 1, 24
1, 04(3,3,58) = 4;6).201 = 0,20 = 0,73 = 1,24 = 3, p4(6,7.5) =
10,721 =0,20 = 1,23 =0, 25 = 2, 04(5,7,8) = 19, 8). 27 = 3, 1
0,23 = Lxg = 0, 0a{6,7,5) = 24;9).21 = 2,190 = 1,23 = 0,24 =
0,25 = 0, ¢5(9.5,6,7) = 9 10). 21 = 2,29 = 1,23 = 0,24 = 0, 75 =
1, ¢5(8,7,6,7) = 2L.

i

1V bobda berilgan misol va masalalarning javoblari:
4.1. 1-masala.

« 24 43 (o4 (44 x [43
Su Sl P— S‘z DA — Su_-l e A S'n ~—Sn—l|--- 4——4577.1,9 e
a 28 (n—-1)3 nd n3 ) nj3

k n L
—1 1 [i
po = ( 'L-o(%) BT (E) (_Tﬁ'l%Tm) Aaf(n-8) <1,

k n
e 1 .. _ . _f{e 1 .
Pk—-(?j) 'E'pg,k—l,l...,n—l,ﬂ-(‘,,7) Tt Pos
k> n;
N n+s

1 o -
Pr-s = g;—; S P05 = 0L ey = e P{T > g} =

2 . (ex/(re-{3})p il
A=5"5 Duys yoki A= ey B=A+)Y k- p+n-1l,

s=1 k=1
yoki
n (o) ok o\
i P P N 4 . e n— & .
B = A g2+ ['u'kz & o N -»Pn'kz i (3) ;
' =1 =0
. . — . — N L -
Roana = 10— Np; B = Rpand; Kpands = BQ-, Ky = “tnd,

n

» Gig=T - (A-q1+No- g2+ Rpana - ¢3),
bu yerda g1 — vaqt birligida talablarning kutib golishligidan kelib chigqan xa-

73 o) bk

r
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rajat, go— vaqt birligida uskunalarning bandsizligidan kelib chiqqan xarajat,
¢3— vaqt birligida uskunaning xizmat ko‘rsatishidan kelib chigqan xarajat.

2-masala.
@ @ | o « o 1
——e] — —- v aa s s 0. . . [
SO l+—— i-gl, te— SQ cae  ameg Sn, “nr A ‘Sﬂ+1 Asn-f-ZJ PR -o--Sn. m
) 23 n3 nd nf3 nd

e (0 5 G B

k=0 k=1

nl-n

:8 k n+s 1
pk:_(‘gr—;;i)— P, k= 17 27‘“?”; Pnrs™= (%) ' '_": - Do,y 8:0: 1: ey T

w

n
- Po; Bban.dzz k-petn- S Pntk, Rpunds =Tt — Biand;
k=1 k=1

(o)

n! - nm

rad =

- 15 3band Nba nds =
Kigp, = i Brands = ; A= Z k- puiks
n n
k=1
qut =7- (a’ Prad “ 4o + Bband  Grizg + Nbands . qto’xt):
bu yerda gg—vaqt birligida talabga xizmat ko'rsatishga rad javobi berish:lizi
dan kelib chiggan xarajat, qgi;— vagt birligida uskunalarning ishlashida,
kelib chiqgan xarajat, gu.i— vaqt birligida uskunaning to'xtab turishidan
kelib chiqqan xarajat, T— hisobat davri (odatda oviar bilan beriladi).
J-masala.

oy - Qg g + Qi @+ an ay &y
S() Sl : : : Sn Su—!—l
i) 23 3 n3 nd

Zarur bo‘lgan joyda quyidagi belgilashlardan foydalanamiz:

n k
~(A: + A
M =ar/B, A=/, Duh + X)) = § . L'_]é!_ZL7

=0
()\1 + Ag)"
Dp(A+ Ag) - nb
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E, (A + Xg) =



n—)\l

P M T A En( £ 22) - Dl + Aa)’
o = {n = A) A1+ X)F - DA + M)
‘ (n—)\1+)\2'En()\1+)\2))'k! !
(n — A1) - En{A + Ag) M\
<n = . e :
O<ksm = T Bt \n) K7™
- B (AL + A
DPrad = Z Py, = ( L 2)

_/\L‘i‘/\l E, ()\1-1"/\2)

P{Tl > f} = Drad - c—(n,—/\ru)-ﬁt,

Chut = Pw_:i by Nband Zk D+ Z 7t Pk Nﬂ Z(n - k) - PES
’3 (t ) k=n—1 k=0

N, Roand
Kpands = P Kigh =

D Gig =T (A - Prad - @1 + Roana - @2 + Vo - a3),

bu yerda g;— vaqt birligida talablarni yo‘gotishdan kelib chiggan xara-

jat, go— vaqt birligida uskunalarning bandsizligidan kelib chigqan xarajat,

q¢3— vaqt birligida uskunaning xizmat ko‘rsatishidan kelib chigqan xarajat.
4-masala.

n-A (n—1)2 {(n—m+1)-A (n—m}-A {(n—m-1)-A A
Se S 2l S Sm Smpil o ool ] S
u 24 TH - U - i [ TR I

(M) Afe) -
- (T' Zz ((H.//——)L m‘ Z {n —(l/"‘ Zn,' m) :

i=m+1
_ __T_?LI__“, . é ¢ . bu yerda 6% = KL, k<m
o= —myrak ) P YIRS T U mlomr F m<k <oy
i M
B30 k) s D= 3 ke K
k=0 k=1
n—m—1 n
G ("3 ) +Z(k})
k=0 k—=n -m



bu yerda ¢ — vaqt birligidagi tizimning xizmat ko‘vsatish hahosi, co— vaqt
birligida jihozni saglab turish bahosi.

5-masala.
A A A A by o
‘go Sl DO _4-\—--57‘-1 Sr S-,mf-l . . o.__ls'n+l
# {r-Hp T p Top T
(Wt /\/u Sy o
bo = Z it Z !
k=0 k-1
)" _
A, 0, 1<k
/A/I_L\k+ﬁ-r / 41 “
Pk = \r_'-r’k_"" po, TSk <+ 1 Prag = (l r") o1 Pos N= Zk " Pr;
! —
n+1
NU = Z k- P +T- k; Prs Kbam]s — R, M = k;](k — ‘l”) Pk

Zaxiradagi modullar va ustalar sonini igtisodiy nugtayi nazardan optimal-
lashtirishda quyidagi funksivadan foydalanish mumkin:

Gigi =1 Coag + Loz - (7 Custa + Cloiwt * Prag) — min

bu yerda ¢,0,— zaxiradagi modullarning bahosi; cys,— birlik vagtda bit-
ta ustaga ketadigan xarajat; cie.e— birlik vagtda jihozning ishlamay turish
xarajati; T,er— zaxira moduluing o‘rtacha ishlash vaqti.

6: (a) 16 mijoz, (b) P{n > 1jt = 1} = 0,8647; 7: (a) P{n = 20|t
5 min} = 0,2623, P{t < 2 min} = 0,4866; 8: (a) At = 7,5, (b) P{n >
5000*t = 30} = 0; 9: (a) Aoy = 19,98, (b) py = 0,000762, (¢) W, =
0,652 coat; 10: (a) ikkita kassa, (b) ikkita kassa; 11: (a) dy = 0,146; (b)
dy +dg = 0,577; (¢) Ls = 0,51; (d) W, = 0,15; (e) py = 0,45; (f) P{n >
2} =0,144]

4.2. 1. Quyida. A— bilan anketa ishlab chigish, B — bilan anketalarni
chop etish, € — bilan xodimlarui ishga olish, 1 - bilan xodimlarni o'qitish,
F - bilan so'rovda ishtirok ctuvchilarni aniglash, 7' — bilan so‘rovda ishtirok
etuvchilarga anketalarni tarqatish va G — bilan olingan ma’tumotlarni tahlil
etish ishlari belgilangan:



2. Quyida A;— bilan kotlavan qazish, B;— bilan metall konstruksiyalarini
yigish va C;— bilan beton yotqazish ishlari belgilangan:

C\ A; By (3> D
\f

4. Kritik yo'l A,C, D, E, F,G ishlar ketma-ketligidan tashkil topgan va
uning davomiyligi 35 kundan iborat.
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(VA9 C5.3 (2
DT 3) 4,
~— g1 [i; 3
T '
RORNOCEO

Dy Pria Kech TRy | PR,
(4,7) |dovorniy- £8; kS LS;; ES; to'la erkin
ishlar | lik boshlanish) ozirt  {boshlanishl owirs zaxira zazire
ity 2 {3 (4) (5) (6) m 8
(1.2) 10 0 10 0 10 0 0
(1.4) 1 0 1 21 22 21 21
(1.5} H 0 5 15 18 15 13
(2.3} 10 19 10 19 0 0
(2.5) 8 10 13 10 18 0 0
(2.6} 10 10 20 17 27 7 7
(3.4} 3 19 22 19 22 0 0
(3.6) 4 19 23 23 27 4 4
(4.6) 5 22 27 22 27 0 0
(4.7) 4 22 26 31 26 0 0
(5.6) 7 18 25 20 25 2 0
(5.7) 3 18 21 32 21 14 0
(6.7} 8 27 35 27 35 0 0
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Dy Erta Kech TEy FFy

(i,5) |dovomiy- ES; ESi; LS;; ES; to'la erkin

ishlar | lik boshlunishl oziri boshiunish] oxiri zagire zoLira

) @ (3) ) {3) () m (8

(1,2) 0 1 1 3 1 0

(1,4) 0 23 30 23 23

(1,5) 1 0 1 11 11 11 0

(1,6) 15 0 15 0 15 e 0

(2,3) 10 3 13 15 26 12 12

(2.5) 8 3 11 1 11 1 0

(3,4) 5 25 30 25 30 0 0

(3,7 12 25 37 25 37 0 0

(4.7 7 30 37 30 37 0 i

(5,6) 3 11 14 12 15 1 1

(5,7) 10 1 21 27 37 16 16

(6.3) 10 15 25 15 25 0 0

6.7) 22 25 37 15 37 0 0

4.3.

l-variant: maksimal oqim —{zgq = 1,z = 2,24 = 2,z12 =
0, Ty = 0, T4 = 1, X1 = 0, xIog — 2, Tags — 0, Ty = O, Ty =
lzsg = 0,15 = 2,17 = 2,27 2}, » = 5, minimal kesim

—X = {Ny, N1, N, N3, Ny, N5, Ng, Nz}, X = { N}

2-variant: maksimal ogim —{zgq = 13, 20 = 2, 44 = 0, w10 = 1, 213 =
Lazg=1,255=3,235 =0, 36 = 1, 245 = 0, 24t = 1, 736 = 3, e = 4},
v = 5, minimal kesim —X = {1V5}, Y = {Nl, .[!\*'2, A‘r;;, 1’\4'7414’\/'5, JN(;, 1’\!‘}};
3-variant: maksimal ogim —{z; = 3, %y = 2,255 = 0, 12 = 0, Ty =
Lzizs =037 = 1,206 = 2,037 = 2,345 = 0, w00 = 1, 256 = 0, Tez =
2,27 = 3,289 = 1, T4 = 0, Tg10 = 1, 730, = 1}, v = 5, minimal kesim
—X = {17\73, JV], Nz, ",V3, N5, 17\76, ;‘\',7.‘ Ng}, ‘T{T - {:‘1\;4, Nq i’Vm: A!Tt};

4-variant: maksimal oqim -{zg = 2,7 = 1, 25 = 2, 2120 = 0, 311 =
Lzr=1218=0,206 = Lzzr = 2,243 =1, 209 =0, 26 = 1, 74y =

kesim —X = {;}VS: b, r2, Ns}, —X- = {JVI, JV3, 1\/'4.‘ :Mﬁ, ",V’], 4'7\/,3;
Ny, Nyo, Ni};



S5-variant: maksimal oqim —{wy = 3,up = 1,zs = 2, a9 =
11.1-—*02"14:13’1021“320:21:»;4:04746——_0“,:
Lz = Lixg = 2,267 = 2, 2y = 2,28 = 1}, v = 6, minimal ke-
sim —X = {ANS_, N, ,1\2,]\{ ,;\4,‘ 5,.\/5, .V'?}, X {J\lg, NL},

6-variant: maksimal ogim —{zgq = 3, Zs3 = 2, Ty5 = 2, 219 = 2, 213 =
1"['24_'111‘)“3:]_ Xog == 0 .L';L—Z L45—2 J)5t—3 .1'57—0 .Ln—O}
» = 5, minimal kesim —X = {N,, Ny, N3}, X = { Ny, Ny, N5, No, Ny, Ni};

7—varlant. maksimal ogim —{7gq = 2, 1o = 2,zs = 0,11 =
0.3 = Oxy = Lizis = Lz = 2,23 = 0,24 = 1,256 =
0. 258 = Lizgr = 2,y = 2,48 = l} = 4, minimal kesim

-X = {N,, N1, Ny, N3, Ny, N5, No, Ny, Ny}, X = {Az}

8-variant: maksimal ogim —{xg = 3,20 = 1, 24 = 2, 719 = 1, 113 =
2, 295 = 2, Tys = 1, w3, = 1, 241 = 0, 2y = 2, ¢ = 3}, v = 6, minimal
kesim —X = {N,, N1, Ny, N3, Ny, N5}, X = {N, };

G-variant: maksimal ogim —{xs = 3,70 = 1,z = 1, 510 = 0, x4y =
1, Ih—O rig = 1,2 = L2y = 2,249 = 0,210 = 0, 7yt = 1, z56 =
1, Egg = 2, Ty = 3, Lygg — 1, Lgg = 0, Tgig = l, Ty = 1}, U= 5, minimal
kesim —X = {-’ Ex 1\‘"23 *'Nr:h i '53 fVB}, X = {-"VI! ‘!\r’lr N7', .,sz’ »

NQ: jvlﬂ; ‘lvl};
10-variant: maksimal ogim —{zg = l,zs = O,z = 0,27 =
0,218 = 0,26 = Lzgr = 2,xm = 0,243 = 0,24 = 2,754 =

2,163 = 2,27, = 2,289 = 0,291 = 0, 29y = 0}, v = 4, minimal ke-
sim —~-X = {Ns 2 N3 } X {A\'l,.\g,.\'q,,f\lﬁ, AV‘(,L\&,A(),I\{I}

V bobda berilgan miscl va masalalarning javoblari:

1. Agar 0 < R < 1/3 bo'lsa yutug, 1/3 < R < 1 bo‘lsa yutqizig.

2. 1,2 va 3 mijozlar xizmat ko‘rsatish tizitniga t; = 28.3; £, = 39,6; va
ts = 45.01 vaqt mometlarida kelishadi.

3. Birinchi soatda n = 5 ta mijoz, ikkinchi soatda ham n = 3 ta mijoz
keladi.

4. Nugtalarning umumiy soni 8 ta. Yuzaning bahosi 57, 6 ga teng. Yuza-
ning aniq giymati 63 ga teng.

5. Ichki nuqtalarning umumiy soni 6 ta. Yuzaning bahosi 1, 386 ga teng.
Yuzaning aniq giymati 1,732 ga teng.
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VI bobda berilgan misol va masalalarning javoblari:

Ll.y=wshz +chz ~ (5—":']1: + l)sfn" 1.2,y ___._Sh(fh; b

. 1 . . 1 .
‘5szfn% sm,—ix + ;smx; 14y = sanix + 3351"358; 15y = (z — 1)chz;

-1; 1.3,y =

21.y = co.s:r—-l 22y = 1+ 5238 y=In(z+1) - 1,24y =
;lnx-i-x 2, 25.y= ln(2e x — 262 +8)—1.

3ly= (-c_—s)l(—ém(e’+(62—(ic+l3)x +el- 2~ 13); 32.y= %}21\.62 -
M 11,38,y = g4 (37 +2(c ~ 27 + 3¢ — 2 +2); 34y =
§l—n§—(2[nx+4ln,2 ) 35.y=-15z(z" - 1) -

chl
41. = inx; 4.2, = ———— 1 — ¢ -
y sinx; 4.2.y T chlcosl)[(Ch cosl)(slha:
sint)+(sinl  —~ shl)(che — cosz)]; 48, y = m
[—ln(l +z)F —— 81”2 6 +@2m2— Nz +2(-n2+1)|; 44y =

h2sh2 ,,
T (ch2x — cos2x); 4.5.y = (2x - 1)2%;

sh2
e 2"[_ s O
1 (sin2x 6h2£)+4(ch27r )

VII bobda berilgan misol va masalalarning javoblari:

Javob: 7.2.1).u(t) = £ z(t) = T4 + 2%2).a() =

=gl b g(t) = ez + ;,:; °sht 3).a(t) = L( MITBy 4 A —
3 2

TB)) n(t) = ‘-——*-—“‘I‘STB(T) + —A_Lfﬂ(g—}-) + zot + T, 22At) =

. 2 i
—M‘f—w L)+ fl—-—-ﬂz(rr) + o0, A = 120z — T — zT), B =

Az — a); 4).u(t) = 2(Asint + Beost), x1(t) = (x20 + A + Bl)sint +
(x20 — At)cost, zo(t) = (—=x10 + B + Al)sint + (x90 + Bt)cost, A =
—x(sinTcosT + T') — xagsin®T + w3 (sinT + TeosT) — 121T911’1T

sin?T — T2
z105tn*T + zoy(T — sinTcosT) + x1 Tsind — xa{sinT — IcosT) 5) @ =
, sin?T — T2 ‘"
i
t—1,z2(t) = —2——-t+:cﬂ 0<t< ;6 a =0ty =a"0<1<
0 0T
T;7).a = alef - 2 o _cht, z(t) = 2%' — %%sht,() <t < L8.a =
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0,2(t) = "1 <

t+ 2",
—t+axt+1,

k|
0553
= 2',: <t<1]

-1, 0<t <,
I-: ty ngl,

14+ e-ex! +4°
R} —

I 5
7.3.1).T(2,2) =

3 [0

2V 3

10 {2

TVE

bajarilgan; 8) -- bajarilgon.
7.4. l)-masala: «* = (18;42), fi(z™) = 144, [y(«*) = 1440.
2)-masala: a,b,c va d o' zgarmaslarning giymatiari aniglangandan so'.;
1)-masala kabi yechiladi.

2

5 2).T(~1,-2

e te(loeh), 0<L<Hh,

et +1 -~ et Ly <t

<1

J'-'_ 1
— z . \. .‘] —
) =3 F3 3 T2

L

- 1;4).7(1,2) = 3; 5) — bajarilmagan; 6) — bajarilgan; 7} -

3)-masala:
Tshlab chiqarish Sof {Urnumniy Tan- [(Dasigohl Voz ) '
M, M, Mjy M,y | Joyde darvmed narr | Ld'min. | kechisn'
1-masata | 10 36 10 17 . 310 892 | 582 1447 31 I
2omasala | 10 | 33 | 10 | 27 | 310 | 048|638 | 1548 | 4
3-masele | 10 38 10 10 308 &3 | H45 1378 55‘ “
A-masala | 33 22 10 10 281 858 | 577 1346
4)-masala:
Isklob chiqarish Sof Wrnumniy Tan- |Dastgoh !
M) | Myt My | My | Ms Joydu daremnad] aarz | ld'min.| ke .
1-maseie | 100 | 100 § 277 | 219 | 277 9500 | 10783 | 8283 | 11923 [ 250
2-masale | 100 | 100 1 266 | 500 { 100 2498 | 12992 | 10494 | 12422 | 1299 :
3-masale | 100 | 100 | 100 | 40D | 333 2499 1 11697 | 9198 | 11396 | 920 -
4-masale | 265 § 100 | 100 | 439 | 100 2343 | 11696 | 9353 | 10075 | -~ :




llova.

"Excel" muhitida voz kechish usuli yordamida misol yechish
Masalaning matematik modeli quyidagi ko‘rinishda bo'lsin:

)+ 3x9 23 > 1,
2x1 -~ 22 + a3 < 16,
T+ 2:1:2 < 24)
20,2920, 23>0

shartlar ostida
21 = 2z + 1y — 3243 — max,
22 = X1 + 32 — 223 —> min,
73 = —x1 + 2x9 + 4wz — max
topilsin.

Birinchi va ikkinchi kriteriyalar bo‘yicha voz kechishlar mos ravishda
Az =4, A =5 teng bolsin.

"Iixcel" ning elektron kitobi ochiladi. x,. 2o, 73 o‘zgaruvchilar uchun,
yacheykalar ajratiladi. Buning uchun, Al yacheykaga "[lepemennsie” yozuvi
kiritiladi va qo'shni B1. C1 va D1 yacheykalarga o‘zgaruvchilarning ixtiyo-
riy biror giymatlari tanlab olinadi, masalan, 1 soni, chunki ular keyincha-
lik o‘zgaradi. Ikkinchi qatorga magsad funksiyalar kiritiladi. A2 yacheykaga
"Uemp” so'zi yozilib, B2 da” —2*B1+ C1-3*D1” formula yordamida birinchi
maqsad funksiya 2x; + £o — 3x3 beriladi.

Xuddi shunga o‘xshash C2 va D2 yacheykalar ham to'ldiriladi: C2
yacheykada " =B1--3*C1-2*D1” formula yordamida ikkinchi magsad fun-
ksiya, D2 da 7:-—~B1 i 2*C1  4*D1 formula yordamida uchinchi magsad fun-
ksiya beriladi. Uchinchi satrga chegaralarning chap varafi kiritiladi. Avval
A3 yacheykaga " Orpanuticaus” s0'zi yoziladi, shundan so'ng 133 yachevkaga
? =B1-3*C1 {-2*D1 formula, C3 yacheykaga ” =2*B1—C1+DI1” formula va
D3 yacheykaga ”-- B1- 2*C1” formula yoziladi.

Dastlabki yozuvlar tugadi. ”Servis” menyusidan "Ilomck peuicHua"
(Solvep Add-in) nadstroykasi chagiriladi. Mabodo, ushbu menyuda yo'q
bo'lsa, "Ceppuc/Haacrpoitkn" chagirilib, "Houck pemenna" {Solvep Add-
in) bo'limi qarshisiga bayroqcha go'yiladi, shundan so‘ng "Cepsuc,Tlonck
pemenna” (Servis/Solvep...) punkti paydo bo‘ladi.

Birinchi bosqichda birinchi maqgsad {unksivasini maksimumlashtiramiz.
"Tloucx pemenns” (Solvep Add-in) oynasi ochilgandan keyin "Yeranosuts
uencylo”  (Set Tapget Cell) maydoniga kursor olib kelinadi va B2
yacheykasiga sichqoncha bilan bosiladi. Oynada $B82 vozuv paydo bo‘ladi
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Magsad funksiya maksimumd gidivilayotganligi sababli maydouning past-
ki qismidagi "Paproc MakcnMaabsoMy sHagenmio” (Ekual to...Max...Balue
of:) qarshisida bayroqcha turgan bo‘lishi kerak. Shundan so‘ng kursor
"Wamerenns siueikn" (By Changing Cell) maydoniga keltirilib B1,C1 va
1)1 yacheykalar ustidan aylantirib chigiladi. Shunda. maydonda $B$1
$81 yozuvi paydo bo‘ladi. Oynaring pastki qismida "Orpanuierus" (Sub-
jeet to the Constraints) maydoni joylashgan. Chegaralarni kiritish uebun,
" Hobapurh" {Add) tugmachasi bosiladi, " {obaBncuue orparnacana” (Add
Constraints) oynasi ochiladi. "Cesuixa Ha siueiixy” (Cell Reference) may-
donining chap tarafiga B3 yacheykada joylashgan birinchi chegara kiriti-
ladi, markaziy maydonga ” > ” belgi va "Orpaunycuus" (Constraints)
mug o'ng tarafigi chegaraning o'ng tarafidagi 1 soni kiritiladi. Shun-
dan so'ng "OK" bosiladi va kiritilayotgan chegara oynada paydo bo‘ladi.
Yana, "Hobaeuts" (Add) tugmachasi bosiladi, C3, < va 16 lar kiritiladi.
Yana "[ToGasurs" (Add) tugmachasi bosiladi, D3, < va 24 lar kiritiladi.
Qo'shimcha z1, 29, 3 > 0 chegaralarni kiritish uchun, yana "HoGants"
(Add) tugmachasi bosiladi, kursor maydonning chap tarafiga olib kelinadi.
B1,C1 va D1 yacheykalar ustidan aylantirib chiqiladi (natija:$B%1 : $D81),
o‘rta oynaga > belgisi goyiladi va o'ng tarafga 0 soni voziladi. Hisoblashni
bajarish uchun, "Brrugcaurs" (Solve) tugmachasi bosiladi. Shunda yechim
topildi {Solver Found a Solution) degan yozuv paydo bo‘ladi. "Coxpannts
natincunoe pemctue” {(Keep Solvep Solution) degan yozuv topiladi va ” K”
tugmachasi bosilgandan so‘ng natija ohnadi: Bl,C'1 va D1 yacheykalarida
X1, Le, £3 o'zgaruvchilarning mos optimal yechimlari giymatlari: 11,2;6,4 va
0. B2 vacheykada magsad funksiyaning qiymati 28, 8 soniga teng b'ladi.
Ikkinchi bosgichda ikkinchi magsad funksiya optimallashtiriladi. Am-
mo voz kechish usuliga asosan birinchi kriterivaning optimal giymatini
ko'pi bilan Ay = 4 ga kamaytirish mumkin. Shundan kelib chiqgan hol-
da B2 yachcykadagi (bu yerda birinchi maqgsad funksiya saqlanadi) giymat
28.8 — 4 = 24,8 dan kichik bo'lmasligi lozim. "Cepsuc/Ilonck pemcuns”
(Servis/Solvep...) chagiriladi, bundan ko‘rinib turibdiki, avvalgi ma’lumotlar
saqlanib golingan. Endi ikkinchi magsad funksiyani minimumlashtirish masa-
lagini qaraymiz, shuning uchun, magsad funksiyani almashtiramiz. Kursornj
"Yeranosums nerenyo (St Tapget Cell) maydoniga olib kelib, ikkinchi
magsad funksiya joylashgan B2 yacheyka bosiladi. Ushbu maqsad funksiya
minimutnlashtirilishi kerak, shu sababli bayroqcha "Pasroe sunnmanbuoMy
spaseanion” {Equal to...Min...Value of:) garshisida turadi. Birinchi kriteriya
bilan bog'liq bo‘lgan voz kechish sharti kiritiladi. Kursorni "Orpasnyenns"
(Subject to the Constraints) maydoniga keltirilib, "/lobasuts" (Add) tug-
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machasi bosiladi. Hosil bo‘lgan "Jdobasnermc orpammycuusi” {Add Con-
straints) oynachaga (chapdan o‘ngga) B2, > va 24,8 lar kiritiladi. Nati-
jada: xy, zg, T3 o'zgaruvchilarning giymatlari mos ravishda 10, 2; 4,4; 0 teng,
ikkinchi magsad funksiyaning qiymati (B2 yacheyka) 23,4 ga teng. Birinchi
magsad funksiya o‘zining eng kichik qiyvmati 24, 8 ga teng (C2 yacheyka).

Uchinchi bosqgichda ikkinehi kriteriya bo'vicha voz kechishni ta'minlaymiz.
Voz kechish kattaligi A, = 5 ga teng. Ikkinchi kriteriyaning minimumi gidiri-
layotganligi uchun, uning giymati 23,4 + 5 = 28,4 dan katta bo‘imasligi
kerak. "Cepsuc/Ilouck pemenns" {Servis/Solver...) chagiriladi. Magsad
funksiya o‘zgartiriladi. Buning uchun, kursorni "Yeranosurs nenesyo" (Set
Tapget Cell} maydoniga olib kelinadi va uchinchi magsad funksiya. joylashgan
C2 yacheyka bosiladi. Uchinchi magsad funksiya maksimumlashtirilyapti,
shuning uchun, bayroqcha "PaBnoe MakcumaiabroMy 3tadenuio" (Equal
to...Max...Value of:) garshisiga o‘rnatiladi. Ikkinchi kriteriyada voz kechish
bilan bog'liq bo‘lgan go’shimcha chegara kiritiladi. Kursorni "Qrpasutenuns"
(Subject to the Constraints) maydoniga keltirilib, " JoGasure" (Add) tug-
machasi bosiladi. Hosil bo‘lgan " Jobasurs orparmucnus” (Add Constraints)
oynachaga (chapdan o‘ngga) C2, < va 28,4 lar kiritiladi. Natijada: z, zs, T3
o‘zgaruvchilarning qgiymatlari mos ravishda 10,76;6,62 va 1,11 teng. .
Magsad funksiyalarning qiymatlari mos ravishda 24, 8; 28, 4 va 6, 98 ga tcng.
Bular yakuniy natijalar hisoblanadi.



Izohli lug‘at (Glossariy so‘zlari)

S - ckvivalent o‘yinlar — v(S) vaw(S), S C N = {1,2,...,n} xaraktc-
ristik funksiyaga ega bo‘lgan n kishili o'yinlar uchun, o > 0, 8;, ¢ = 1,2, ..., n
sonlari mavijudki, quyidagi tengliklar o‘rinli: #(S) = aw(S) + 3. G ixtivoriy

e
S C N da

Qavariq qobig‘i — berilgan nuqtalarni o'z ichiga olgan qavariq to‘plarlar
kesishmasi.

Qavariq ko‘pyoglining uchlari — ko‘pyoqlida yotgan kesmaning ichki
nuqtast bo'lmagan ko‘pyoqlining ixtiyoriy nuqtasi.

Qavariq to‘plam — ixtiyvoriy ikki nuqtasini birlashtiruvchi kesmani to'la
o'z ichiga olgan to‘plam.

Qisman butun sonli masala — bir nechta korponentalariga butunlilik
sharti qo‘yilgan chizigli dasturlashning ckstremal masalasi.

O‘zgarmas yutuqli n — kishili o‘yin — har bir o‘yin oxirida o‘yind.
ishtirok etuvchilarning olgan yutuqlari vig'indisi o‘zgarmas songa teng.

O‘yin bahosi — antagonistik o'yinda muvozanat holatda o'vinchi oladi-
gan yuluq.

O‘yinlar nazariyasining predmeti — ziddivatli sharoitda berilgan ho-
latda. turib oldindan ma’lum strategivalar to‘plamidan biror strategiyani te-
lash hisobiga mos yutuqqa crishish uchun, yechim qabul qilish.

O‘yinni geometrik yechish — koovdinat tekislikda masalani geometrik
figura ko'rinishda tasvirlash bilan o‘yinning yechimini aniglash.

O‘yinning to‘lov jadvali - m x n — o'lchovli jadval, uning e;; clemen,
birinchi o'yinchi ¢ ~ yechimmni, ikkinchi o'yinchi j — yechimni tanlagands.
birinchi o'yinchining yutug‘ini (ikkinchi o‘yinchining yutqizig'ini) bildiradi.

O‘yinchining yurishi — o'yin qoidasi doirasida o‘yinchining harakati.

Antagonistik o‘yin — o‘yinchilarning stretegiyalari chekli bo'lih, niar-
ning magsadlari garama-garshi, ya'ni biri yutsa ikkinchist albatta yutgazad:.

Aralash strategiya — yechimlarni ehtimollik bilan tanlash strategiyasi

Bijadvalli ofyinlar — o‘yinchilarning oladigan yutuqlari yig'indis,
o‘zgarmas bo‘linagan o'yin. \

Buzilgan tayanch reja — nol bo‘lmagan komponentalari soni chegaralir
sonidan kam bo‘lgan tayanch rja.

Variatsion hisob — maqsad funksiva integral ko'rinishda berilgan fan-
ksionalni ckstremumini topish masalasi.

Gornori usulining algoritmi — butun souli chizigli dastarlash masals-
sini yechishda go‘shimncha chegaralar qo‘shish yordamida rejalar to‘plamis
kichraytirish orqali butun komnponentali yechimui aniglash.
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Dinamik dasturlash — funksiyaning global ckstremumni topish uchun,
ma'lum algoritm yordamida maxsus tuzilishga ega bo‘lgan masalani yechish-
ning sonli usuli.

Diskret dasturlash — matematik dasturlashuing bo‘limi bo'lib, joiz re-
jalar to‘plamiga diskret sharti go‘yilgan holdagi ekstremal masala.

Jadvalli o‘yin — matematik modelini jadval ko‘rinishda ifodalash mum-
kin bo‘lgan o‘yinlar,

Jarayonlar tadgiqoti — boshqaruvehili tizimlarda optimal boshgaruv
usullarini yaratish va amaliyotga qo‘llash bilan shug‘ullanuvchi fan.

Jarayonlar tadqiqotining predmeti — har vagt ham bir-biri bilan
murosada bo‘lmagan ko'p sondagi birgalikda harakatlanuvchi bo‘linmalardan
tuzilgan tashkiliy boshqaruv tizimlari.

Zaxirani boshqarish — berilgan reja davrida, minimal xarajan sarflagan
holda talablarni to‘la va o'z vaqtida qondirish mausalasi.

Ikkilamchi simpleks usul algoritmi — o‘zgaruvchilarga manfiymaslik
sharti bo‘lmaganda, chizigli chegaralar tenglik va tengsizlik ko'rinishda beril-
ganda magsad funksiyaning minimumini topish uchun, rejani gadamma-
gadam yaxshilab borish algoritmi.

Imitatsion modellashtirish — tadqiq qilinayotgan tizimni tashkil et-
gan clementlarni o‘zaro muhim bogligliklarini hisobga olgan holda harakatni
o‘rganish.

Kommivoyajyor masalasi — kommivoyajyor (daydi sotuvchi) shahar-
larning har birida fagat bir marta bo‘lib, boshlang‘ich shaliarga qaytib kelishi
kerak, bunda uning bosib o‘tgan yo'li eng qisqa bo'lsin.

Kooperativ o‘yinda NM - yechim — tagsimotlar to‘plamining to‘plam
ostiki, unga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy ikki taqsimotning hech biri ikkinchisidan
afzal bo‘la olmaydi, unga tegishli bo‘lmagan ixtiyoriy tagsimot uchun, ushbu
to‘plamga tegishli bo‘lgan tagsimot maviudki, biror koalitsiya uchun, oxirgisi
afzal hisoblanadi.

Ko‘p kriteriyali masalalar — bir vaqtuing o‘zida bittadan ko‘p kri-
teriyaga cga bo‘lgan masalalar.

Maksimal ogim — to‘rni tashkil etgan yoylarning o‘tkazish qobiliyati
chegarasida, mumkin bo‘lgan maksimal ogimni manbadan quyilish nugtasiga
yuborish masalasi.

Maksimin strategiya — minimal yutuqni maksimal giluvchi strategiya,
ya'ni yomon holatlardan yaxshi holatui ajratib olish.

Maksimum prinsipi — boshqariladigan obycktlarni bir holatdan hoshga
holatga optimal o‘tkazishning zaruriy sharti.
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Minimaks strategiya —~ maksimal yutqizigni minimal qiluvchi strate-
siva,

Markov o‘yinlari — Markov zanjirlari orgali berilgan o‘yinda o‘yinchi-
larning optimal strategiyalarini aniglash masalasi.

Magsad funksiya — ckstremumini topish talab etilgan funkstya.

Oilaviy munozara — oila a’zolari fagat ikki joyga teatrga yoki futbolga
borishga kelishib olishdi. Bunda oila a’zolarining bu maskanlarga borishdan
oladigan qoniqishlari turlicha bo’lib, masalan, ayollar teatrni, erkaklar fut-
bolni afzal ko‘rishadi.

Ammo oila birgalikda bo'lishni ma’qul ko‘radi. Hosil bo‘lgan holatning
o'yin nuqgtayi nazardan talgini.

Ommaviy xizmat ko‘rsatish — xizmat ko‘rsatish jihozlariga kelib tush-
gan talablar va ularga xiziuat ko‘rsatishni uyushtirish vazifalari va muom-
malari.

Operatsiyalar tadqgiqoti masalalarining sinflari — operatsiyalar
tadgiqoti masalalari uchta sinfga bo‘linadi: Determinik; Stoxastik; Anig-
maslik.

Optimal boshgaruv masalasi — harakati differensial tenglamalar orqali
berilgan obyektni bir holatdan ikkinchi holatga optimal o‘tkazish masalasi.

Parhez taom haqidagi masala — to'yimlilik nugtayi nazardan eng
arzon baholi taom tayyorlash masalasi.

Pozitsion o‘yin — o'yinning ketma-ket yurishlarini tavsiflash.

Potensiallar usuli — transport masalasining tayanch rejasini optimallik-
ka. tekshiruvehi usul.

Ryukzak hagidagi masala — o'z og‘irligi va bahosiga cga bo‘lgan pred-
metlardan tanlab olish kerakki, natijada umumiy og'irlik berilgan sondan
oshmagan holda bahosi eng katta bo'lsin.

Simpleks usul algoritmi — bir joiz bazis rejadan boshqasiga o'tish yor-
damida magsad funksiyaning givmmatini yaxshilah, optimal yechimni chekli
qadamda aniglash algoritmi.

Sof strategiyvalar — o‘yinchilar ixtivoridagi mumkin bo‘lgan yurishlar.

Stoxastik dasturlash — magsad funksiyasining ayrim koeffitsiyentlari va
chegaralash jadvalining elementiari tasodifly miqdorlar bo‘lgandagi ekstremal
masalalar.

To‘la asoslanmagan prinsip ~ tabiat tomonidan sodir ctiladigan bar-
cha holatlarning teng imkoniyatli bo‘lishligi.

Tabiatga garshi o‘yin — ikkiuchi o'yinchi sifatida tabiat ishtirok etib,
uning gaysi holatda bo‘lishligi noma’lum bo‘lgan o'yir.
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Tarkibi bo‘yicha ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimlarini sinflash
— bir kanalli tizim; ko'p kanalli tizim (bir nechta xizmat ko‘rsatish jihozlari).

Tarmoglar va chegaralar usuli — diskret dasturlash masalasini
yechishda rejalar to‘plamini ikki qismga ajratish va ular uchun, quyidan
chegarani aniqlash orqali optimal yechimni aniglash.

Transport masalasi nchun, shimoliy-g‘arb usul — yopiq transport
masalasida boshlang‘ich tagsimotni aniglashning algoritini.

Funksiyaning egar nuqtasi — f(z,y) funksiyaning aniglanish sohasi-
ga tegishli bo‘lgan (z%,3") nugtaki f(z,y%) < f(z%¢") < f(=° %) qo'sh
tengsizlik funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli bo'lgan ixtiyorly {(z,y)
nugtalar uchun, o‘rinli.

Xarakteristik funksiya — ixtiyoriy mumkin bo‘lgan koalitsiyaning yu-
tug‘ini aniqlab beruvehi funksiya.

Xizmat ko‘rsatishgacha bof‘lgan talablarning kutish vagtlari
bo‘yicha tizimlarni sinflash ~ kutish vaqti cheksiz bo‘lgan tizimlar; rad gi-
lish tizimlari {barcha jihozlar bandligi sababli tizimdan chiqib ketish); aralash
turdagi tizim (kelib tushgan talab navbatga turadi, ammo ma’lum vagtdan
so‘ng xizmat ko‘rsatishni kutmasdan tizimdan chiqgib ketadi).

Chiziqgli dasturlash masalasi — maqgsad funksiya va joiz rejalar sohasi
o‘zgaruvchilarga nisbatan chizigli funksiyalar bilan aniglangan masala.

Chizigli dasturlash masalasining standart shakli — o‘zgaruvchilar
manfiymas shart ostida chegaralari katta yoki teng bo‘lgan holda magsad
funksiyaning ckstremurmini topish masalasi.

Chiziqli dasturlashning yechimi mavjud bo‘lishligi haqgidagi teo-
rema ~ chizigli dasturlash masalasi vechimga ega bo‘lishligi uchun, maqsad
funksiya joiz rejalar to‘plamida chegaralangan bo'lishhigi zarur va yetarli.

Chiziqli dasturlashning ikkilamchi masalasi ~ beshlang'ich
masalani ma’lum qoidalar asosida chizigli dasturlashning masalasiga kelti-
rish.

Chiziqli dasturlash masalasining kanonik shakli - o‘zgaruvchilari
manfiymas, chegaralari tenglik ko'rinishda berilgan chizigli dasturlash masa-
lasi.

Cheksiz o‘yin — o'yinchilarning strategiyalari soni cheksiz sonda ho‘ladi,
ularning sanoqli va sanogsiz bo'lgan hollari alohida garaladi.
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