




























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Графики этих функций приведены на рис. 4.4. 

Рис. 4.4. Графики функций суммарных затрат 

Обозначим через ут — размер заказа, при котором достига-
ется минимум функций Z\ и Zq.. Тогда ут= J2К • р / А . Из вида 
функций Z\ и Zi следует, что оптимальный размер заказа Y* за-
висит от того, где по отношению к трем показанным на рис. 4.4 
зонам 1,2,3 находится точка разрыва цены q. Эти зоны нахо-
дятся в результате определения q\ : (q\ > ут) из уравнения 
Z\(ут) = Ziiql). Так как значение ут известно, то решение 
уравнения дает значение величины q\. Тогда зоны определяют-
ся следующим образом: 

Зона 1: 0 < q < ут, 

Зона 2: ут £ q < q\, 

Зона 3: q~z q\. 
На рис. 4.5, а, б, в, приведено графическое решение задачи 

для различных случаев в зависимости от того, где находится q 
по отношению к зонам 1,2,3. 



а) 

б) 



е) 
Рис. 4.5, а,б, е. Графическое решете задачи для трех случаев 

В результате оптимальный размер заказа Y* определяется 
следующим образом: 

\ут, если 0 < q < ут (зона 1) 
Y* ~ |(7, если ут <q<q\ (зона 2) 

(зона 3) 
ут, если q ~z.q\ 

Пример 1. Рассмотрим модель управления запасами при следую-
щих данных: 

К- 10 руб., h = 1 руб., р= 5 ед., cj = 2 руб., с2 = 1 руб., q = 15 ед. 
Решение. Вычислим значение ут: 

у т = ^ i F T / h = J 2 ' 1 " ' 5 = 10 ед. 

Так как q > ут, необходимо определить, где находится q: в зоне 
2 или зоне 3. Найдем значение qy: Z\(ym) = Z^iqx) => 

С! • р+ К• $/ут + h • ут/2 = с2 • Р+ К• $/qy + h • qy/2 или 



2 - 5 + 10-5/10+ 1-10 /2= 1 - 5 + 10-5/?! + 1 • (qx)/2 => qx = 26,18. 
Так как ут <, q < ql, величина q находится в зоне 2. Таким обра-

зом, 
У* = q = 15 ед. Суммарные затраты в единицу времени определя-

ются: 
Z(r*) = 2^(15) = с2- Р+ К• р/15 + h • 15 /2 = 

= I • 5 + 10 • 5/15 + 1 • 15/2 = 15,83 руб. 
Упражнение. Определить Y* и суммарные затраты за цикл 
а) q = 30 =>Г* = 10 (зона 3), Z ( 0 = Zi(10) = 5-2 + 10-5/10 + 1-10/2 

=20 руб. 
t*o=Y* / Р~ Ю/5 = 2 дня, =>суммарные затраты за 2 дня составят 

2 • 20 = 40 руб. 
б) ^ = 5 => У = 10 (зона 1) 
Z (1*) = Z2(10) = 5 -1 + 10 • 5/10 + 1 • 10/2 =15 руб. t*o = Y* / Р= 

10/5 = 2 дня, => суммарные затраты за 2 дня составят 2 • 15 = 30 руб. 

4.3. Однопродуктовая N-этапная 
динамическая модель 

В этой модели предполагается, что спрос известен, но мо-
жет меняться от этапа к этапу. Пополнение запаса происходит 
мгновенно в начале этапа. Дефицит не допускается. 

Построение динамической детерминированной модели сво-
дится к исследованию конечного горизонта времени. Это не 
является серьезным ограничением, так как спрос в отдаленном 
будущем обычно не оказывает существенного влияния на ре-
шения, принимаемые для конечного горизонта времени. Кроме 
того, не имеет смысла предполагать, что продукция будет хра-
ниться в запасе бесконечно. 

Определим для этапа i (/ = 1,2,..., N) следующие величины: 
zt — количество заказанной продукции (размер заказа), 

— потребность в продукции (спрос); 

х, — исходный запас (на начало этапа); 

ht — затраты на хранение единицы запаса, переходящей из 

этапа i в этап / + 1; 
К, — затраты на оформление заказа; 



С{ (Zi) — затраты, связанные с закупкой (производством) при за-

данном значении zt • 

Функция a (z t) представляет интерес, если затраты меняют-

ся во времени или существуют разрывы цен. 
[О, z, = О 

Пусть с, (ц ) = bi-Kt + ct (г,) , где ъ, = г_ > 0 

Затраты на хранение предполагаются пропорциональными 
величине х м = х, +z t (объем запаса, переходящего из 

этапа i в этап / + 1). В результате затраты на хранение на этапе 
/равны hfxi + x • 

Замечание: Это предположение вводится с целью упрощения. Модель легко 
обобщить на случай произвольной функции затрат Hi (x/+i) . 

Требуется найти оптимальные значения г, , минимизирую-

щие общие затраты по всем N этапам. 
Для построения модели динамического программирования 

представим задачу схематически: 

Zi 
Х\ 

Zi 
Х2 

Zi 
Xi 

zN 

Xi+l — ХЦ Xx+i - 0 

1 Л Л, 

Каждый этап соответствует одному шагу. Прямое рекуррент-
ное уравнение Беллмана можно получить, определив состояние 
системы на шаге / как объем запаса на конец этапа /. Это состояние 
задается величиной х,+1 = xt +zt - На любом шаге на величины 

хг+) наложены следующие ограничения 0 s < E , l + l , 

т.е. в предельном случае запас x i+i удовлетворяет спрос на 
всех последующих этапах. 

Пусть f* (x /+i) — минимальные общие затраты на этапах 

1,2,..., i при заданной величине запаса на конец этапа /. 



Тогда рекуррентное уравнение для прямой вычислительной 
схемы записывается в виде 

f\(x2)= „ . min {Cjfei) + hi'хг) > 

так как Х2 = хг +Z\ =>xi = х2 - Z\ ^ 0 => Z\ ^ + Х2 • 

f*, (xi+i) = min 

{Сi (Zj) + hi • ЛГ/+1 + fi-i(xt+i -Zi + ?,)} 

(x, =xi+i - Z / + 4 / ) , / = 2 , 3 , . . . , N. 

Пример 

Период Спрос Затраты на оформление Затраты на хране-
1 ,, ед. Kt ,руб. ние ,, ед. 

Ы ,руб. 
1 3 3 1 
2 2 7 3 
3 4 6 2 

Исходный запас x\ для этапа 1 равен единице. Предполагается, 
что затраты на приобретение продукции составляют 10 руб. за каждую 
единицу для первых трех единиц и 20 руб. дня каждой дополнительной 
единицы, т. е. 

10 Z i , 0 s Z i < 3 

зо + 20( г г -3 ) , > 4 

Приведем результаты пошаговых вычислений доя прямого алго-
ритма: 

Ш а г 1. E.J = 3; 0 < * 2
 + h ^ 2 + 4 = 6. 

хг = х\ + Z\ - => Z\ = хг ~ XI + = хг - 1 + 3 = хг + 2. 

z 1= Х2 + 2. 

/ } (х2 ) - min {С[ fei) + hi • х2 } 
Z 1 = Х 2 + 2 





Ш а г 3. ^з = 4; х4 =0 ; 

f \ 0 * 4 ) = min {С3 (гз) + Лз • л:4 + / г (^4 — гз + 4з)} 

/ з (Х4) -;{С3(гз) + Лз-*4+./1(*4- Z3+W) Оптималь-
ное решение 

гз=0 1 2 3 4 
Х4 Лз ' Х4 С3(г3) = 

=0 
16 26 36 56 /з(*4) 

* 

гз 

0 0 0+123= 
=123 

16+100= 
=116 

26+77= 
= 103 

36+63= 
=99 

564-50= 
=106 

99 3 

Решение определяется следующим образом. Общие затраты 
составляют 99 руб. — {99 = (20+3) + (30+7+3) + (30+6)}. 

zl = 3 ; 4 * 3 = х 4 - * з + £ з = 0 - 3 + 4 = 1. 

z*2 = 3; =>х2 = хз ~ Z2 + %г = 1 — 3 + 2 = 0. 

Zi =2;=>z* = (2 з 3). 

Пример. Предположим, что затраты на хранение на этапе / 
определяются исходя из среднего объема запаса на этом этапе. 
Найдем выражение для затрат на хранение. 










































